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INTRODUCCION:

Los problemas debidos a la presencia de vi-
braciones en un sistema mecdanico, tienen solu-
cion a partir de la evaluaciéon de las fuerzas exci-
tadoras aplicadas a la estructura metalica y del co-
nocimiento de sus frecuencias de resonancia, a
las cuales se asocian las deformaciones dindmicas,
Ilamadas mds cominmente ““modos de vibracion’’.
Con el fin de conocer estas caracteristicas intrin-
secas de las estructuras, se desarrollaron métodos
experimentales tales como:

— método de apropiaciéon modal.

— método de impedancia mecanica.

Por otro lado, sobre un plano teérico, la intro-
duccioén de la nocion de vibraciones aleatorias, de-
rivada de la teoria de las sefiales, resultd ser un au-
xiliar eficaz para acercarse a los fenémenos dindmi-
Cos.

Paralelamente a la difusion de estas técnicas,
nuevos métodos de calculo, debido al desarrollo de
las computadoras; sustituyeron a los antiguos mé-
todos o, por lo menos renovaron el punto de vista
de manera suficientemente profunda para permitir
la elaboracion y el tratamiento de modelos mate-
maticos complejos, simulando de manera satisfac-
toria el comportamiento dindmico de las estructu-
ras reales.

Entre todos estos métodos (diferencias fini-
tas, matrices de transferencia, etc.), que utilizan
el cédlculo matricial, el método de los elementos fi-

nitos presentd desde su aparicion en 1956, un de-
sarrollo constante que fue consagrado por multi-
ples seminarios y publicaciones.

El presente articulo tiene como objetivo pre-
sentar las caracteristicas principales de la aplica-
cion de los elementos finitos al calculo dindmico de
las estructuras.

La formulacion del método necesita un cono-
cimiento previo de la dindmica de los cuerpos iso-
tropicos o llamado también ‘“‘medio continuo”’.

HIPOTESIS SIMPLIFICADORA:

Con el fin de facilitar la formulacion matema-
tica de las ecuaciones fundamentales del movimien-
to, se han establecido las siguientes hipotesis:

—  Se supone el sistema elastico, lineal e is6tropo

— No existen fuerzas que dependen de la veloci-
dad de desplazamiento.

— Los puntos de aplicacion de las fuerzas exte-
riores son inmoviles.

— Las tensiones iniciales (mecanicas, térmicas),
son nulas, lo cual simplifica la expresion de la
energia eléstica (potencial).

Las consecuencias de estas hipotesis, relativas
a las aplicaciones en la parte dindmica son:

—  Los desplazamientos considerados son peque-
fos.
— No existe amortiguamiento y por lo tanto, el
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sistema es conservativo permitiendo calcular
los eigenvalores y eigenvectores.

—  Los efectos giroscopicos no se toman en cuen-
ta.

1. ECUACIONES DEL MOVIMIENTO:

Las ecuaciones del movimiento suelen obte-

nerse de distintos métodos utilizando ya sea:

—  Las ecuaciones diferenciales
—  Las ecuaciones integrales de FREDHOLM
— Una aproximacion energética.

FORMULACION DIFERENCIAL:

Cada punto de un cuerpo en el espacio, se

define por sus coordenadas [x]

EIREIRAY

P sudensidad, Esumodulo de Young, D su

y su vector

desplazamiento , llamamos

coeficiente de Poisson.
T — § —
con [x] —[x1,x2,x3][u]

El tensor deformacion [8] es igual a:

[8 IT = [811’ g22 633’ E:12' 823’ 831
(1)
ou, ou,  3dy,
conEii: ,Eijz + i# ji=123;
3%, S X X i=123,)

El tensor de los esfuerzos [ g ] es igual a:

[ql ! :[C[”, Taz Vaar Ty qzs’q31']

los dos tensores quedan relacionados entre si por la
ley de Hooke [(]] = [H] [6] con:
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WP D 0
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P D 1 Do o
12)
E 0 0 0 —— 0 O |= Tensor de
H=— 2 elasticidad
(1 +0) (120 12) (3)
0 0 0 o — 0
2
12)
0 0 0 0 0 —
2

Analizando el estado de equilibrio de las fuer-
zas sobre un elemento de volumen, se obtiene la
ecuacion diferencial del movimiento:

(A +p4) grad (div (u) ) a2 [x] - P 2[u] -0 (4)
t2

dado que las condiciones limites son independien-
tes del tiempo, el campo de los desplazamientos se
escribe:

(Ui 0] = [U, (0] cos twe ) (5)

Sustituyendo b en 4 obtenemos:
(A +ua ) grad (div [Uc] ) +pL A2 [ Uo] +PW2 [ Uo] -0

se buscan las soluciones del sistema

w2, (U, ( (x))]

2. METODOS DE APROXIMACIONES:

(6)

Las soluciones analiticas correspondientes a
las formulaciones precedentes se obtienen (nica-
mente para sistemas de forma muy simple. Se ne-
cesita utilizar muchas veces soluciones aproxima-
das, empleando:

— Sea una adaptacion de las ecuaciones dife -
rentes o integrales.

Sea una adaptacion previa del sistema: matri-
ces de transferencia, métodos de los elemen-
tos finitos.

El método de los elementos finitos suele con-
siderarse como un caso particular de los métodos



de aproximacion que buscan las soluciones de la

forma: i qi. [oi] donde, [(bi]funciones

i=1
de espacio linealmente independientes y g, son pa-
rametros a determinar. Con el fin de determinar en
forma aproximada las soluciones dindmicas propias
del sistema considerado, es necesario la adaptacion
siguiente:

—  El sistema se reduce a un namero finito de pa-
rdmetros independientes, llamados grados de
libertad que definen la deformacion dindmica
del sistema.

Entre todos los métodos de aproximaciones
existentes, el método de Rayleigh-Ritz facilita el
camino hacia los elementos finitos.

—  Este consiste en expresar el movimiento u
de un punto cualquiera del sistema como una
combinacion lineal de N funciones espaciales

0 ( o )

sea:

linealmente independiente; o
[U([x] ,t)] - 3 [q
i=1

Para asegurar la convergencia del método, las
funciones espaciales [0]] son escogidas entre
las funciones que satisfacen las condiciones de ad-
misibilidad cinematica.

En funcién de (7), la energia cinética toma la
forma siguiente:

wcm=12_/[u((x] AT [000g 0 pt 0 Hav @)

v

de la misma forma que obtuvimos la relacion (7),
podemos encontrar una relacién que une las defor-
maciones con las coordenadas generalizadas o sea:

(et 0)=2 [Y, (04 )]a (0 (@

i=1

Las funciones [kljl ( (x) )] son para las
deformaciones, funciones espaciales de referencia,
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la energia elastica se convierte en:

W, (t)='%— / [e([x] ,t)} T [H] {e ( [x,]t)] dv (10)

v

utilizando las expresiones (7) y (9) obtenemos las
energias de la siguiente forma:

1
wo=— (a7 (w] (a)
(11)
1
wo-— ()7 () o)
donde las matrices de masa generalizada [M] y

de rigidez generalizada [K1 son matrices cuadra-
ticas y simétricas de orden N, es decir:

M= f [0 e )" [0, ®)] PL ) av (12)

v

K”=/v Fic ] WY, 6 ) e

Aplicando las ecuaciones de Lagrange a las ex-
presiones (11), obtenemos la ecuacién matricial del
movimiento.

(m] (&)

+ (k] [a) = o 3

Suponiendo soluciones periédicas de la forma:

(@) = fao)

obtenemos el sistema de eigenvalores siguiente:
(M) ) [a0] = o©

la solucion de tal sistema nos da los eigenvectores y
eigenvalores deseados para encontrar el campo de
las deformaciones.

Ccos

(wt + )

((K) — w2 (14)
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La precision del método de Rayleigh Ritz depende: |}

—  Del nimero de coordenadas generalizadas em-
pleadas.

—  De la capacidad de las funciones espaciales @
. o i o I

para representar las deformaciones dindmicas

del sistema sobre cada uno de sus nudos.

3. METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS:

En general, para un sistema cualquiera, la elec-
cion intuitiva de las funciones de referencia debe
ceder su lugar a los procedimientos mas sistemati-
cos, por eso, se determind un cierto nimero de do-
minios contiguos llamados elementos finitos, cada
uno delimitados por nudos.

_Nudo

Elemento

Finito
Red de
elementos
finitos

A

El pasaje del método de Ritz al método de los
E.F. se hace de la manera siguiente:

— A cada uno de los desplazamientos nudales, se
asocian funciones espaciales [(Z)i] continuas
en funcién de las coordenadas que presentan
las caracteristicas siguientes:

« Con valores nulos para los puntos del sistema
exterior a un dominio que agrupan los E.F.
atados al nudo.

« En este dominio, su valor es igual a uno para

el nudo comun a los elementos y cero sobre
los otros nudos del dominio.
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Ejemplo de funcién local [0 i] que se extien-
de sobre 4 elementos y que estd atada al desplaza-
miento del nudo comdun.

Una funcion [ (Di] determinada sobre un do-
minio D agrupando un numero N_ de elementos
puede ser definida partiendo de las funciones
[019] afectadas a cada uno de los elementos de
D y que poseen las mismas caracteristicas.

[0)- ¢ - [

i=1

3.1. METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
RELATIVOS A LOS DESPLAZAMIENTOS.

La formulaciéon relativa a los desplazamientos
traduce que el campo de los desplazamientos sobre
un elemento es una combinacion lineal de campos
particulares.

Por eso, el vector desplazamiento de un punto
cualquiera [U] , esta relacionado al vector de los
desplazamientos nudales [Ui] del elemento E, por

()= [F) [u)

La matriz | F | depende del tipo de elemento
escogido y de las coordenadas locales del punto
considerado.

Se une el campo de las deformaciones al cam-
po de los desplazamientos por:

(eJ = [GJ [U;[ . La matriz [Gi] se calcula
con: . [Fi]

Xi
mento se suelen escribir:

Las energias de cada ele-



U MICH0
U MCRY

donde [MJ y [Ki] designan respectivamen-
te las matrices masa y rigidez del elemento E..

- [PE)T )

(18)

/ (6] © [W [&) o

Vv

Las energias globales de la estructura se escriben:
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—  El campo de desplazamiento sobre los bordes
debe ser continuo, sus derivadas también.

La eleccion de funciones que averiguan tales
condiciones de continuidad no es siempre facil, y
por eso, se utilizan funciones de forma dependiente
del elemento.

3.3. PRINCIPALES METODOS DE RESOLU-
CION DEL PROBLEMA DE EIGENVALO—-
RES

Las matrices rigidez y masa generalizadas po-
seen propiedades particulares, son simétricas y los
términos diferentes de cero estan agrupadas alrede-
dor de la diagonal principal, si la numeracion de los
nudos se hizo adecuadamente (generalmente se uti-
liza un proceso de optimizacion). Del hecho de las
propiedades, para la resolucion de las ecuaciones
del movimiento, se toma Gnicamente media matriz
pero, transformandola en forma ‘“Faja”’.

e e 26) M) - o B MU
(19)
W — 3w — (U] T[K) ) = — M7

con [M] y TK] matrices de masa y de rigidez
globales, la ecuacion dindmica del movimiento es

M@+ W [ = o

es un problema de eigenvalores.

(20)

3.2. CONDICION DE CONVERGENCIA

Las soluciones aproximadas de la ecuacion 20
convergen hacia las soluciones exactas 4 cuando las
funciones de desplazamientos verifican las condi-
ciones siguientes:

— Todo campo de desplazamiento constante se
aproxima correctamente por la expresion (15)
cuando los desplazamientos nudales son com-
patibles con tal campo.

El sistema de ecuaciones
( (K] —w2[m] ) [U) = 0
permite obtener las frecuencias de resonancia del
cuerpo donde las deformaciones dindmicas son ma-
ximas.

Los principales métodos empleados para la
resolucion del sistema son:

—  Lasseries de STURN

— Método del subespacio dominante
— Método del gradiente.

3.4. PROGRAMA DE CALCULO

Un programa de cdlculo sobre computadora
por el método de los E.F., estd dividido en subpro-
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gramas teniendo cada uno una funcién determina- del programa es bastante importante, debido a que

da, la utilidad del programa principal es de llamar- es necesario un buen conocimiento de la computa-
los en orden adecuado. EI tiempo de realizacién dora.

ORGANIGRAMA SIMPLIFICADO

[ Lectura, impresion, verificacion de datos

!

[ Nueva numeracion de los nudos

¥

[ Reduccién, anchura de faja
* R

Para cada elemento

Y

Matriz de pasaje del sistema global al sistema local
¥

Matriz masa elementaria en el sistema local

Matriz rigidez
Matriz masa elementaria en el sistema global

Matriz rigidez

¥

‘ Reunién de las matrices masa y rigidez elementarias

'

l Resolucion del problema de eigenvalores J

)

Dbtencién de los eigenvectores l
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