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Resumen

Una de las causas de fallo que con mayor frecuencia se presentan en las transmisiones por
engranajes, es la conocida como fatiga superficial o picadura. Para predecir el comportamiento
del material frente a este fendmeno, las normas internacionales de disefio, Asociacion Americana
de Manufactura de Engranajes (AGMA) y la Organizacion Internacional para la Normalizacion
(ISO), formulan modelos basados en la distribuciéon de presiones de Hertz, para el contacto entre
solidos. En esta investigacion se comparan las tensiones de contacto en engranajes cilindricos
de dientes rectos, de acuerdo a lo planteado por las normas antes mencionadas, €l criterio
de Hertz y mediante el método de elementos finitos. Los modelos en tres dimensiones fueron
obtenidos con la ayuda de un paquete de disefio asistido por computadora (CAD), donde se
tuvieron en cuenta las especificaciones de cada norma. Como una de las variantes de célculo
a comparar, es el resultado obtenido por simulacion numérica, solo se tendran en cuenta los
factores que dependan de la geometria del diente y el material del mismo. Los resultados
obtenidos se analizaron estadisticamente, donde se determind la efectividad del método de
elementos finitos para este tipo de calculo, ademas, estos se asemejan mas a los obtenidos
por método de Hertz que es la teoria que sirve como base a las normas antes mencionadas.
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Abstract

One of the most common causes of failure in gear drives is known as surface fatigue or pitting. To
predict the behaviour of the material against this phenomenon, international design standards,
the American Gear Manufacturing Association (AGMA) and the International Organization for
Standardization (ISO), formulate models based on the Hertz pressure distribution, for the contact
between solids. In this research, contact stresses are compared in straight-tooth cylindrical
gears, in accordance with the provisions of the aforementioned standards, the Hertz criterion
and through the finite element method.

The three-dimensional models were obtained with the help of a computer-aided design (CAD)
package, where the specifications of each standard were taken into account. As one of the
calculation variants to compare, it is the result obtained by numerical simulation, only the
factors that depend of the tooth geometry and its material will be taken into account. The results
obtained were analyzed statistically, where the effectiveness of the finite element method for this
type of calculation was determined, in addition, these are more similar to those obtained by the
Hertz method, which is the theory that serves as the basis for the aforementioned standards.

Introducciéon

Las fallas principales en la superficie de los dientes de los engranajes, estan asociadas a
la fatiga, como consecuencia de la accion repetida de carga y descarga de dichos dientes
durante el funcionamiento del par engranado. El estudio a fatiga no es una ciencia exacta y
absoluta, de la cual pueden obtenerse resultados exactos, sino que es un estudio aproximado y
relativo [1, 2]. En los engranes este fendmeno no se ha comprendido por completo y es evidente
que el estudio de este problema es mucho mas complejo que el andlisis de falla por flexion
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[3]. Los métodos tradicionales de célculo basados en criterios simplificados, no dan resultados
adecuados en el andlisis de situaciones complicadas, de manera que deben de ser aceptadas
suposiciones y simplificaciones para que las soluciones pueden ser obtenidas mediante el
calculo manual. EI desarrollo de procedimientos establecidos para el disefio de engranajes
ha permitido la elaboracion de un conjunto de normas, entre las que se destacan la American
Gear Manufacturers Association (AGMA) y la International Organization for Standardization
(ISO), aplicables a la construccion, control, explotacion y célculo de la capacidad de carga
de engranajes. Para predecir el comportamiento del material en la zona de contacto entre los
dientes, dichas normas formulan modelos basados en la distribucion de presiones de contacto
de Hertz para el contacto entre sélidos [4]. En engranes cilindricos de diente rectos, los puntos
donde las normas antes mencionadas localizan las tensiones méaximas de contacto no coinciden.
Mientras la ISO considera como punto critico el punto de rodadura y la AGMA toma el punto
de contacto unico inferior del pifidn, que no coincide con el de rodadura mas que en casos
auténticamente singulares. Aungue ambas normas se basan en el modelo de Hertz, ninguna
de estas coincide con el punto teérico de maxima presion superficial que predice dicho modelo
[5, 6]. Por otra parte, el Método de los Elementos Finitos (MEF), parece ser una alternativa mas
para el célculo de las tensiones de contacto en engranajes. No obstante, presenta limitaciones,
pues muchos de los factores tenidos en cuenta de forma analitica, en el MEF no se pueden
considerar. Esta investigacion tiene como objetivo comparar las tensiones de contacto en
engranajes cilindricos de dientes rectos, de acuerdo a lo planteado por las normas antes
mencionadas, por el criterio de Hertz y los resultados obtenidos mediante elementos finitos.
Para ello se analizan diez casos de estudio y los resultados se analizaran estadisticamente.
Se calcularan los valores de tensiones en el punto de contacto a partir de diferentes métodos:

e Tensiones de Hertz segun los parametros geométricos del engrane establecido por la
norma ISO (ISO Hertz).

e Tensiones de Hertz segun los parametros geométricos del engrane establecido por la
norma AGMA (AGMA Hertz).

e Tensiones de contacto a partir de la ISO (ISO).
e Tensiones de contacto a partir de la AGMA (AGMA).
e Tensiones de contacto a partir del MEF segun lo planteado por la norma ISO (ISO MEF).

e Tensiones de contacto a partir del MEF segun lo planteado por la norma AGMA (AGMA
MEF).

Materiales y métodos

Célculo analitico de los esfuerzos de contacto

El fundamento del calculo analitico del esfuerzo de contacto se basa en la denominada presion
de Hertz que estudia el fendmeno de los esfuerzos que surgen entre dos esferas en contacto
bajo una fuerza aplicada. Posteriormente se particularizdé dicha teoria para otros casos como
el del contacto entre dos cilindros de una longitud determinada. Es en esta teorfa en la que se
basan los estudios desarrollados por las normas ISO y AGMA para el calculo de las tensiones
de contacto en los flancos de los dientes de los engranes [7, 8].

Esfuerzo de contacto en dos cilindros segun Hertz

Cuando dos cilindros macizos de diametros D, y D, se presionan entre si bajo la accion de una
fuerza (F,), se obtiene un area de contacto de forma rectangular igual a dos veces el semiancho
del area de contacto (B), la cual se forma por la deformacion de las partes en contacto (figura
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1). Esta variable se determina segun la ecuacion (1). Teniendo en cuenta esta variable, la fuerza
y la longitud de contacto (/,), es posible determinar la presion maxima de contacto (P _, ) en la
zona deformada segun se plantea en la ecuacion (2) [9, 10].

Figura 1. Cilindros en contacto bajo la accion de la fuerza F.

(1 —.U12) + (1 —.“22)
Z'Fn_ E, E;
mele 1.1

D; T D,

(1

2-Fy
Pmgx = ——F—
m Bl (2)
Donde y,, u, E, E, corresponden a los coeficientes de Poisson y modulos elasticos
respectivamente de los materiales.

Bajo estas condiciones se producen tensiones en las tres direcciones principales (0x, 0y, 0z),
pero para este estudio se tomara solo el valor maximo que es cuando una de estas coincide con
el valor de Pmax (ecuacion 3).

07 = —Prmax (3)

El punto de contacto entre los engranajes de diente recto se puede considerar como la zona de
contacto entre dos cilindros. En el caso de dichos engranajes, surgen la fuerza normal (F, ), la
cual se descompone en la radial (F), tangencial (F,) (figura 2). En el caso de la teoria de Hertz
la fuerza a utilizar es £ mientras las normas ISO y AGMA para el calculo de los esfuerzos de
contacto la fuerza utilizada es F, [11, 12].



Tecnologia en Marcha, ‘
Vol. 35, N.° 3. Julio-Setiembre 2022 Il 7

Figura 2. Fuerzas sobre un diente del engranaje.

Esfuerzos de contacto segun las normas ISO y AGMA

Debido a que en la simulacién por elementos finitos solo se trabaja con un modelo geométrico
ideal, (sin errores de fabricacion y montaje), no se tendran en cuenta en las expresiones
de célculo de las normas ISO y AGMA, los factores que hacen referencia a estos errores,
como tampoco los que hacen referencia a la sobrecarga dinamicos de la transmision. Estas
simplificaciones son para que haya igualdad de condiciones entre lo planteado por las normas
antes mencionadas y la simulacién numérica. Dichas simplificaciones solo tienen valor desde
el punto vista tedrico, ya que desde el practico es imprescindible tener en cuenta cada factor.
No obstante, estas simplificaciones son necesarias para comparar los resultados segun los
métodos objeto de estudio ya que asi, se consideran los mismos parametros, por lo cual se
pueden comparar los resultados.

Por ello solo se incluiran en las ecuaciones los factores que hacen referencia Unicamente a la
geometria de la transmision. Esto se debe fundamentalmente a:

* El modelo geométrico utilizado para la simulacion por el método de los elementos finitos,
tiene los dientes del engranaje con el perfil ideal (sin errores de fabricacion y montaje).

e Se analizan algunos dientes del engranaje, no el montaje de la transmision completa.
e No se considera la lubricacion.

Estas simplificaciones son para poder comparar los resultados tedricos con los obtenidos a
partir de la simulacién numérica. Teniendo en cuenta lo antes planteado, las ecuaciones para
determinar las tensiones de contacto, en engranes rectos de perfil evolvente segun las normas
ISO y AGMA quedaran tal como se muestran en las ecuaciones 4 y 5 respectivamente.

Segun las normas 1SO.

Ft u+1
dl'b u

oy :ZH'ZE'Zg'Zﬁ
Segun las normas AGMA.

Fi

Se=Cr 3Dy

(5)
Donde ZH, Ze, Zp son los coeficientes de zona, de recubrimiento y de angulo de hélice res-

pectivamente. La variable b es el ancho del engrane el cual se consideraraiguala . Z. y C,
consideran la influencia de las propiedades elasticas del material de los dientes del pifién y el
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engrane y tendran el mismo valor. Finalmente las variables v, d,, D, e / son la relacion de trans-
mision, diametro primitivo, didametro de paso y el factor de geometria respectivamente.

Punto de aplicacién de la presion de contacto en los engranes

Para el célculo por elementos finitos es necesario determinar las zonas del perfil del diente
donde se aplicaran las cargas. Segun plantea la ISO, esto sucede en el punto de rodadura, o
sea, a una distancia del centro del pifién igual a 11 (ecuacion 6).

m-21

rH=—
2-cos(B) ©)

Siendo my Z, el modulo y numero de dientes del pindn respectivamente. El angulo 3 en este
caso es igual a 0°.

Por su parte la AGMA plantea que los maximos esfuerzos de contacto suceden en el punto

de contacto unico inferior del pifidn, situado a una distancia del centro de dicho pifién (1ryi)
(ecuacion 7).

+1

(7)

Donde Tfin es el radio de finalizacion de engrane, b1, Tp1,Tb2 son los radios base y primitivos
del pifidn y la rueda respectivamente. Una vez determinada las distancias del centro del
engrane hasta el punto de aplicacion de la carga segun la norma correspondiente, es posible
delimitar la zona de aplicacion de la carga, la cual tendra forma rectangular con un ancho igual
a 2 B segun lo establecido por Hertz (ecuacion 1), mientras que la longitud coincide con el
ancho del engrane (figura 3).

Figura 3. Zona de aplicacion de la carga.

De acuerdo a las caracteristicas del perfil evolvente de los dientes de los engranes, el punto
de contacto entre dichos dientes se puede considerar como dos cilindros en contacto, por lo
que es aplicable la teoria de Hertz. Para ello seria preciso conocer los diametros D, y D, de
estos cilindros en el punto de contacto, de acuerdo a las dos normas estudiadas (ecuaciones 8
y 9). Existen ligeras diferencias entre los resultados del calculo de dichos diametros, debido a
la forma de calcular las distintas variables presentes en las ecuaciones 8 y 9 de acuerdo a las
normas objeto de estudio. Los resultados obtenidos se utilizan en la ecuacion 1 para determinar
el semiancho del area de contacto.
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Dy =2|Rp—|pp—05 (JDopz — Dpp® — JDpZ - Dbp2>

(8)

Dy =2|Rs+|pp—05 (J Dop® — Dpp” = \/Dp2 - Dbpz)
: - 9)
Donde A, R, son los radios de curvatura del pifion y el engrane respectivamente, mientras que

D.., Dy v D, son los diametros exteriores, de base y de paso del pifon respectivamente y Pb

es el paso base.

Consideraciones para los estudios

Para realizar los célculos y el posterior analisis de los resultados, se fijaron determinados
parametros, los cuales se tendran en cuenta para cada variante. Se calcularon 10 variantes
las cuales se obtuvieron de la combinacion de pifiones de 18 y 25 dientes con 5 valores de
modulos (m) segun la norma ISO y los pasos diametrales equivalentes ( Pdeq ) segun la AGMA,
de los cuales se obtuvo el valor normalizado (Pdno ) (cuadro 1). El ancho de dichos pifiones es
48 mm al igual que los cilindros para el caso de la teoria de Hertz.

Cuadro 1. Parametros que invariantes para cada caso de estudio.

1 1 25,4 24 18 31 48 190,653
2 1 25,4 24 25 31 48 190,653
3 2 12,7 12 18 31 48 190,653
4 2 12,7 12 25 31 48 190,653
5 3 8,46 8 18 31 48 190,653
6 3 8,46 8 25 31 48 190,653
7 4 6,35 6 18 31 48 190,653
8 4 6,35 6 25 31 48 190,653
9 5 5,08 5 18 31 48 190,653
10 5 5,08 5 25 31 48 190,653

Cargas y restricciones

Para la aplicacion de la carga a la cual se veran sometidas todas la variantes, se consider6 un
valor de momento torsor M, de 47,746 N m a partir del cual y conjuntamente con los parametros
geométricos de los engrane a calcular, se determinaron los valores de las fuerzas £y F,. En los
cuadros 2 y 3 se muestran los valores de estas fuerzas asi como los valores de By P_, para

cada variante a calcular segun lo planteado por la teoria de Hertz y las normas ISO y AGMA.
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Cuadro 2. Parametros segun la ISO.

1 1 18 0,0090 5,006:10® 5305,162 5645,636 14957
2 1 25 0,0125 4,790-10° 3819,717 4064,858 1125,4
3 2 18 0,0180 5,006:10® 2652,581 2822,818 7478
4 2 25 0,0250 4,790-10° 1909,858 2032,429 562,7
5 3 18 0,0270 5,006-10° 1768,387 1881,879 498,5
6 3 25 0,0375 4,790-10° 1273,239 1354,953 375,1

7 4 18 0,0360 5,006:10® 1326,291 1411,409 373,9
8 4 25 0,0500 4,790-10° 954,9292 1016,214 281,3
9 5 18 0,0450 5,006-10° 1061,032 1129,127 299,1

10 5 25 0,0625 4,790-10° 763,9434 812,9716 225

Cuadro 3. Parametros segun la AGMA.

1 1 18 0,0092 5,15-10% 5305,162 5645,63 1453,9
2 1 25 0,0124 4,928:10° 3819,717 4064,857 1093,9
3 2 18 0,0185 5,15:10% 2652,581 2822,818 726,95
4 2 25 0,0249 4,928-10° 1909,858 2032,429 546,98
5 3 18 0,0278 5,15-10° 1768,387 1881,878 484,63
6 3 25 0,0374 4,928-10° 1273,239 1354,952 364,65
7 4 18 0,0371 5,15:10° 1326,290 1411,409 363,47
8 4 25 0,0499 4,928-10° 954,9292 1016,214 273,49
9 5 18 0,0445 5,046-10° 1061,032 1129,127 296,77
10 S 25 0,0599 4,828-10° 763,9434 812,9715 223,3

Para la simulacion numérica las cargas se aplicaron en las zonas del diente delimitada por dos
veces el semiancho del area de contacto B establecido por Hertz (ecuacion 1). Las distancias
desde el centro del engrane al punto medio del &area de aplicacion de las cargas, se determina
segun lo planteado por las normas objeto de estudio y que se especifican en las ecuaciones 6
y 7 y los valores obtenidos para cada variante en los cuadros 2 y 3. Para simplificar el modelo
de célculo, se tom¢ una porcion del engrane que incluye tres dientes, siendo en el diente central
donde se aplicara la carga. Se eliminaron todos los grados de libertad del modelo aplicando
restricciones en el cubo de la rueda y las caras laterales de la porcion de engranaje (figura 4).
Con esta simplificacion se disminuye el tiempo de calculo y no se compromete la calidad de
los resultados obtenidos, ya que la zona del modelo a analizar se encuentra lo suficientemente
alejada de los limites geométricos del modelo, como para que el estado tensional no se vea
afectado por la cercania de las restricciones de acuerdo al principio de Saint Venant. En
investigaciones como las desarrolladas por [4, 12-14] también utilizan este tipo de simplificacion
obteniendo resultados satisfactorios, lo cual demuestran su efectividad.
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Restricciones

Figura 4. Cargas y restricciones.

Mallado de los modelos

Tecnologia en Marcha,

M

En gran medida, la exactitud de los resultados depende de las caracteristicas de la malla del
modelo a calcular tal como plantea [7, 15, 16]. Por tal motivo para el mallado de los modelos
se escogid un elemento finito sélido tetraédrico de alto orden (10 nodos), con tres grados de
libertad por nodo. Para garantizar mayor precision en los resultados, en la zona de aplicacion
de carga se utilizé una densidad de malla mas fina que para el resto del modelo (figura 5), tal
como plantea [12, 17]. Los modelos se mallaron con un tamafo de elementos de 4 mm mientras
que el control de mallado se realizé con un tamarfio de elemento de 0,05 mm. Para comprobar
la calidad de la malla y con esto la de los resultados, se utilizd el método adaptativo p, el cual
utiliza un orden de elemento progresivamente superior. Para los estudios, los resultados seran
adecuados cuando la variacion del valor de raiz cuadrada de las tensiones en nodos de von

Mises es igual o menor al 0,5%.

Figura 5. Mallado de los modelos.

Para los célculos a realizar se considerd un acero AlSI 4340 el cual es uno de los materiales
utilizados para la fabricacion de engranajes, por tener propiedades mecanicas acordes a las
exigencias del destino de servicio de los mismos. En el cuadro 4 se muestran las propiedades

mecanicas de dicho acero.

Cuadro 4. Propiedades mecanicas del acero AlSI 4340 normalizado.

Limite elastico 710 MPa
Limite de traccion 1110 MPa
Maodulo elastico 200 GPa
Moédulo cortante 78 GPa
Coeficiente de Poisson 0,29
Densidad 7850 kg (m3)"

Fuente: [18].
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Resultados

Una vez realizada la simulacién numérica teniendo en cuenta los parametros establecidos por
las normas objeto de estudio (cuadros 2 y 3), se obtuvieron los valores de tensiones para cada
variante propuesta. La variable que se tiene en cuenta para la comparacion de los posteriores
resultados fue la tensién de von Mises, coincidiendo esto con los estudios realizados por [4]. A

continuacion, se muestran los resultados para el primer caso de estudio (figura 6).

von Mises (MPa)

7

Figura 6. Resultados del célculo por elementos finitos para el primer caso de estudio. a) ISO MEF. b) AGMA MEF.

De forma similar se procedié a realizar el célculo de cada variante a partir de los métodos
establecidos en esta investigacion. En el cuadro 5 se muestran los valores de tensiones
obtenidos para cada variante segun los parametros correspondientes a cada caso y teniendo

1459,5
133?9
12163
- 10847
9730
8514

1217

en cuenta los parametros de cada norma.

von Mises (MPa)

- 11135

Cuadro 5. Valores de tensiones de acuerdo a tres métodos deferentes,
teniendo en cuenta los parametros de las normas ISO y AGMA.

1484,6
1361,0
1237,3

289.8
B66,1

1 14957 1484,8 1459,5 1453,9 1538,8 1484,6
2 1125,4 1142,9 1116,2 1093,9 11317 1114,06
3 747,8 742,4 736,5 726,95 769,4 741,2
4 562,7 571,4 565,3 546,98 565,8 542,6
5 498,5 4949 486,8 484,63 512,9 486,7
6 375,1 380,9 379,09 364,65 377,2 371,7
7 373,9 371,2 369,5 363,47 384,7 362,3
8 281,3 2857 284,1 273,49 282,9 278,5
9 2291 296,9 286,08 296,77 314,1 289,4
10 225 228,5 223,8 223,3 231 222,7

A partir de los resultados obtenidos, se determind las medias globales de cada caso de estudio
(cuadro 6), observandose que el mayor valor corresponde a las tensiones segun la norma

AGMA.
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AGMA Hertz 582,804
AGMA MEF 589,370
ISO MEF 590,687
ISO Hertz 598,458
ISO 599,960
AGMA 610,850

Para poder comparar los resultados, se analizaron las diferencias entre las medias de los
resultados de las tensiones calculadas por cada método, por lo que se aplicd un procedimiento
de comparacion multiple para determinar las medias que son significativamente diferentes unas
de otras. Estos resultados se exponen en la figura 6 y los valores obtenidos se muestran mas

detalladamente en el cuadro 7.

AGMA
AGMA Hertz
AGMA MEF
150

18O Hertz
18O MEF

"

[w]
P
(=]
L]

Tensién {MPa}

800

1200

Figura 7. Comparacion de los resultados.

Cuadro 7. Diferencias entre todos los métodos de célculos.

AGMA MEF - ISO MEF

-1,31

ISO - ISO Hertz 1,50

AGMA Hertz - AGMA MEF -6,56
ISO Hertz - ISO MEF 7,77

AGMA Hertz - ISO MEF -7,88
AGMA MEF - ISO Hertz -9,08
ISO - ISO MEF 9,27

AGMA MEF - ISO -10,59
AGMA - ISO 10,89
AGMA - ISO Hertz 12,39
AGMA Hertz - ISO Hertz -15,65
AGMA Hertz - ISO -17,15
AGMA - ISO MEF 20,16
AGMA - AGMA MEF 21,48
AGMA - AGMA Hertz 28,04
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Al analizar las diferencias entre las medias (cuadro 7), no se encontraron diferencias
estadisticamente significativas entre ningun par de medias a un nivel de confianza de un 99,0 %.
Esto demuestra que el método de los elementos finitos, puede ser una alternativa para el célculo
de las tensiones de contacto en engranajes cilindricos de dientes rectos.

Se puede destacar que los resultados obtenidos entre la ISO — ISO Hertz tienen un mejor
comportamiento que los de la AGMA — AGMA Hertz, lo cual demuestra que la norma ISO para
el calculo de tensiones de contacto, se asemeja mas a lo planteado por Hertz que la norma
AGMA. Los resultados por el método de los elementos finitos para las dos normas analizadas se
asemejan mas a los resultados obtenidos por Hertz, que es la teoria que sirve como base a las
normas antes mencionadas. Por ultimo, los resultados obtenidos por el método de los elementos
finitos se acercan mas a los de la norma ISO que los obtenidos por la AGMA.

Conclusiones

Al comparar los resultados obtenidos por los diferentes métodos de calculo, no se encontraron
diferencias estadisticamente significativas para un nivel de confianza de un 99 % lo cual pone de
manifiesto la efectividad de cada método. Los resultados obtenidos de acuerdo a lo planteado
por lanorma ISO se asemeja mas a los obtenidos a partir de la teoria de Hertz. En la investigacion
se demostré que la simulacion numérica resulta ser una alternativa mas para el célculo de
tensiones de contacto en engranes cilindricos de diente recto, lo cual puede realizarse con un
software de calculo por elementos finitos. La principal limitacion de este método esta dado por
las simplificaciones que hay que realizar, sin embargo se pueden obtener como resultado un
gran numero de variables como diferentes tipos de tenciones, deformaciones, desplazamientos
que con los otros métodos se obtienen. Esto serviria para entender mejor el estado tensional al
qgue se ve sometido un engrane durante su funcionamiento.
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