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En 1900 PLANCK postuld una

4 nueva constante, h, segun la cual
4 la energia radiada por el cuerpo
negro no era continua como se
aceptaba de acuerdo con la teoria
electromagnética, sino que era una
propiedad discreta. La ley de dlstnbuclén
de energia que contenfa dicha constante

representaba los datos expenmentales en

una forma sorprendenre

En 1905 EINSTEIN postulo el cuanto de
luz mediante el uso de la analogfa entre la
radiacion monocromdtica de baja densidad
y un gas ideal. Sin embargo, durante las
dos primeras décadas del siglo XX ambas
derivaciones se mantenian sin
fundamentar. En 1922 CompToN logré
detectar el momentum y la energia del
cuanto de luz propuesto por EINSTEIN. El
trabajo de Bosk, realizado en 1924, fue
decisivo para la labor de fundamentacion. A

partir de los cuantos de Iuz, BOSE creg, :
junto con EINSTEIN, una hueva estadistica

que fue capaz de interpretar ambas
derivaciones. El presente articulo se
propone trazar el camino que condujo a
este importante descubrimiento.

’ 1 Irztmducczon

_ estuvo precedida de varias mcursaones -
- preliminares que marcaron las rutas que -

~ mismo afio), a partir de la teoria -
" electromagnetaca la mecanica estadistlca y:I_ _

constante de la naturaleza (h) que
- denominé cuanto de accion. Su resu!tadc
- :pnnapat era que la energfa radiada por el
_ discretas. Esto implicaba. un camb;o rad:cal3

_respecto de la concepcién : _
electromagnética clasica de la energia, que o

datos expenmentales en una. forma

~fortuita. Sin embargo, era teéricamente

Alejandro Mayorga

la conqutsta del dommlo cuantlco

condu;eron en 1925-1926 a la mecamca

'cuénhca La prtmera de estas incursiones o

fue llevada a cabo por Max PLANCK (1858-» :

 1947)el 14 de diciembre de 1900, dia en el
o _'cual presento ante la Academia Prusiana =
_de Ciencias una derivacién de la fey de -

dlstnbucmn de la energla para el cuerpo
negro (propuesta por &l en octubre de ese

la termodindmica y que contenia una nueva
cuerpo negro debia emitirse en cantfdades -

la concebfa como una cant«dad con’cmua

La ecuacwn de PLANCK Iograba fuar los ;

extraor_dmana_, por lo que no _p_odla ser
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Albert Einstein

inconsistente: por un lado, al reunirblos -
resultados de la teoria electromagnenca de
JAMES CLERCK MAXWELL (1831- 1879) para

la interaccion materia-energia con la ley de

equiparticion de la energia de la mecanica

estadistica clasica, se obtenfan'i'esul'tado"s; e

que contradecian datos expenmentales
aceptados por otro lado, la ley habla s:do
derivada a partir de argumentos

clasico. Durante las dos primeras décadas

del siglo XX el sngmflcado fisico de la nueva o

constante habia quedado en suspenso

hasta que fuera posible construnr un nuevo
marco tedrico con51stente

ALBERT EINSTEIN (1879 1955) mtenté
llegar a la nueva constante (h) abriendo

nuevos senderos. Producto de esta labor, '
en 1905 postulé que la luz consistiade

particulas (cuantos de luz). Mas tarde se

demostré que estas particulas no po__s’eijan .

masa ni tampoco carga eléctrica, pero

poseian una energia definida, mversamente§ =

~ proporcional a la longitud de ondadelaluz.  del cuerpo negro. Esta ecuacion

-representaba el punto mas alto alcanzado -

. porla termndmémlca yla teoria o

o '-e!ectromagnétlca enla busqueda deuna

f_-isolucnon para el problema de la radnac;én L

- del cuerpo negro (dependenc:a respeoto de o
la temperatura ¥ de la frecuencta de la

o ‘radsacmn) o

La derivacion de los cuantos de luz estaba
basada en una analogta entre la radlacmn

electromagnetlca de muy baja densndad y
un gas ideal o una solucién muy diluida,

_por lo que EINSTEIN utilizé el Pnnc:pio o‘e S
~ BoLrzmann sin aportar ningtin argumento o
 slido acerca. de la vahdez de su aphcac:on_ =

a la radnaclon

En 1924 SATYENDHRA NATH Bose (1894—
1974) mostr6 que la teorfa de PLaNCK podia
deducirse a partir de la teoria emstemlana -
 de los cuantos de luz mediante la -

utilizacién de un mnovador metodo

ello.

£l esfuerzo combinado de estos dos

ultimos cientificos condujo a la estadlstlca o

cusntica, a partir de la cual se Iogré

demostrar, ademas que en el réglmen de

WIEN
o> 1)

era valido el Principio de BOLTZMANN -

- _1_9,28) propuso la ecuacién exponencial

estadistico, aunque Bose no Se percato de -

- ;Z;Ia ley de WiEN era generalmente valida. Sin
- embargo, hacia 1900 dos grupos de =
_investigadores del Physikalisch Techmsche -

Estas tres. :ncurs:ones tlenen en comun

~ haber hecho uso exphcnto de ta mecém(;a
o estadlstnca ' : :

El presente artxculo mtenta recorrer ios

' senderos abiertos por estos tres clentmcos
con el fin de exponer sus apones ala

construccion de la csencna contemporénea o :
en el campo de la flsu:a cudntica. :

2 Planck 19 de octubre de

probabilisticos invalidos dentro del contexto : ; -

] 900 Una mtuzczon
afortunada _ -
“En jumo de 1896 WILHELM WlEN (1864- o -

= Cr';t- e”’
: o, en otra expresxon equwaiente -

' : % —ﬁv
p (v T) ax;'eT

para a dlstnbumén de energla radxame -

Fmenmcu PASCHEN (1865-1 947) somet' '

esta ley a control expenmental yenenero
~de 1897 publicé los resultados. De acuerdo
~_con PascHEN, parecia muy dificil hallar otr
= _func:on que Iograra representar los dato
~ con tan pocas constantes Por un corto
S _penodo se penso que esta ley ¢ era la
_ respuesta definitiva al problema que e
~ GusTav KIRCHHOFF (1824-1887) habra e

propuesto en 1859.

. En 1899, PLANCK mtento demostrar que_;' -

Reichsanstalt, qunzés el laboratorio de fisica .
mejor eqmpado de la epoca estaban o
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realizando experimentos sobre la radiacion

del cuerpo negro. En febrero de 1900 Orro
LumMER (1860-1925) y ERNST PRINGSHEIM

(1859-1917) y poco despues en octubre de

ese mismo afno, Hemmcn RUBENS (1865- :
1922) y FERDINAND KURLBAUM (G 857—1927)
publicaron sus resultados: la ley de

distribucién de WIEN no era generalmente =

vélida y, a lo sumo, tenia el carédcter de un

caso limite, restringido a longitudes e

onda corta y bajas temperaturas Estos
resultados fueron comumcados a PLANCK

el cual PLanck hallé la nueva ecuac:on

El articulo de PLANGK Acerca de una

mejora de la ecuacion de Wien pa;g el . -
espectro fue leido ante los miembros dela
Prussische Akademie der Wlssenschaften e

el 19 de octubre de 1900.

PLANCK Supuso que la entropza (S) de f -
un resonador lineal que interactuaba con la e

_radiacion era una funcién de su energla
vibracional (U) y evalué el aumento

infinitesimal de entropia de un snstema de n -

resonadores idénticos en un campo de

radiacion estacionario (que no variaconel
tiempo). De sus investigaciones realizadas =~

en 1899, PLanck sabia que la ley del

aumento de entropia no era suficiente para -
determinar completamente esa fuin'gi_éh"_y o S
que era necesario conocer el valorde U.

Mediante la utshzacrén de un enfoQUe -

termodinamico, PLANCK propuso un
conjunto de ecuaciones completamente

arbitrarias que (PLANCK. 1900) .sat;sfac_:lan»:' -
todos los requisitos de la termodindmicay
de la teorfa electromagnética”. PLANCK se. '

sintio especnalmente atrardo por una

equnvalente alaley de WIEN

dZS o -
du- U;‘:U) =

i : . :
Expresién mas generalque
intentaba asimilar los nuevos

datos experimentales de 1900 - -

-'_hallar una expresuon para

2y =
77. ‘ —>'L6Y-de5wian -
' o ~ de la teoria electromagnet;ca la expres;on

~ para la radiacién de energla del campo en
= cualquner dtreccnén :

-‘1—5:- i Camblo en el aumento de

au*
entropna del srstema

S Entropxa de un resonador fineal
. que mteractua con la radiacién
U Energla wbraCIonal del resonador

De acuerdo con PLANCK (1900) esta -

: - era Ia expres:én mas sencula que conducia
58 como una funcién logaritmica de U y
por Rusens el 7 de octubre de 1900, dia en-:. - _:'..que para pequenos Valores de U conducia
 ala expresion de WieN, la cual satnsfacna
_todos los requisitos exigidos por la
_termodmamica y la teoria electromagnenca.}
 El hecho de proponer una ecuacion que

o :.expresara el camblo en e! aumento de

- ;_-entropia . :

d‘S
bl—' 3

1 ’3yv'iit>.' uhé ‘bara la e'ntropia (S), se debi6

a que PLANCK consideraba que solo el

S :_aumento de entropia de un sistema poseia
. - sentido fisico: como una meduda de la
. - irreversibilidad de un proceso La entropla
imlsma segun él no posela sentldo fisico.

PLANCK utthzo la ecuacyén antenor paraﬂ -

dU -
L o

. f B‘ln ( B )

AI combmar esta expresnén con

d.S__ 1: Z

':?t‘-f'r"- -

PLANCK hallo para !a energla del

—(E"}

En 1899 PLANCK habla denvado a pamr

ZJK dv = .{EK
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donde:

K := intensidad por frecuencia unitaria

de la radiacién monocromatica
polanzada en una dlreccrén

E = intensidad por longitud de onda
‘unitaria de la radiacion

_ moncromatica polanzada en una -~

direccién ‘
V=4 conv:i= frecuencia -
et velomdad de la qu en
: el vacno

= longltud de onda

En el estado estacionario K estda
conectado con la energia U de un
resonador mediante la ecuacion:

Por otro lado,

l/

%2%“("75) = dS = a]n(%—)d(g—) - S 09‘1(

y, segun las mveshgac:ones reahzadas por
Pranck en 1899,

5=/ %)

conducen a:
S=f( =._ogfi(%.): :;,ﬁz v ,

Entonces de 2,31 y 4 se tiene:

oy o B g0
El ‘“"“U TP PE
A . (=) T T

Haciendo
-k =2ac’ y b=-(D)
obtéhemo_s:.
5
E = k]l
p“ =

Ia cualesla Iey para la distribucion de

- la energia del cuerpo negro.

De acuerqo con PLANCK, aunque esta

~férmula concordaba con los datos
~ experimentales disponibles, segun los

informes que los fisicos experimentales le

e habian sumlmstrado posexa solo un valor
_ limitado ya que era una "intuicion

afortunada’ en una férmula de
interpolacion, carente de sentido fisico
(PLANCK 1900). No contento con esta
circunstancia, intento justificar la ley
partiendo de primeros principios. Esto le
condujo en diciembre de 1900 a considerar

 la relacién entre entropia y probabilidad,
_ segun el camino trazado por Lubwic
~ BoLyzmann (1844-1908).

Segun este ultimo, la entropla era una

_ medida de la probabilidad fisica y la
_ esencia del segundo principio de la

termodindmica era que al ocurrir con mayor

= frecuencia una condicion en la naturaleza,

entonces esto implicaba que era mas

 probable. Podemos definir un valor

absoluto para la entropia y, por ende, para

la probabilidad fisica, si la constante aditiva
~ se fija en una manera tal que la entropia y
 la energia se anulen simulténeamente.

Sobre esa base PLANCK utilizé un
meétodo combinatorial para caicular la

 probabilidad fisica de una cierta distribucion

de energia en un sistema de resonadores.

- Este método condujo a la misma expresion

para el cambio de la entropia que habia
obtenldo en octubre de 1900, pero con fa
introduccion de una nueva suposicion: la

_ hipdtesis cudntica. Segun esta hipotesis
‘meramente probabilistica, la energia se
- compone de idénticos elementos finitos,
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_cuyo valor se __ob_tiene._alicombinar una -
- nueva expresioén para la entropia,

el
S—f(.:'g-_,

deducida a partir de consideraciones
probabilisticas, con la expresion obtemda a e :
-~ Pais(1988), este es un ejemplo en la
~historia de la ciencia de que no es lo
- mismo hacer un descubrimiento que
“comprender un descubrimiento. PLANCK
_creia que su andlisis de 1900 era
‘completamente clasico y considerd la

: partlr de la termodmamlca
S f(~—)

Io cual conduce a 8 V

Por esa epoca el nuevo postulado tema T

un dnico propasito: derivar (si es que se

puede llamar asi al procedimiento utilizado

- por PLanck) la ley de distribucion de la
energia. Para las aplicaciones numéricas
del método probabilistico se requerian dos
constantes universales: h y k. por lo que la

ley de octubre pasaba a expresarse en la
forma: ~

pVT)= S
donde; -

pv,T) = Densudad de energ:a .
por unidad de voiumen por

frecuencxa _
h = Cuanto de accién
. -'_k = Constante de BOLTZMANN

La pnmera constame k, poseia una

relativa naturaleza formal, pues depend,a -

de la definicion de temperatura yes

‘denominada con, frecuencia (,‘onstante de
- BoLtzmann. La interpretacion de la segunda

constante, h, la cual relacionaba los
elementos finitos de energia, &, con la
frecuencia de la energia radiante, v, :
_mediante €= /1V, era ambigua. PLANCK la
 denomind cuanto de accion, pues era el
_producto de la energia por el tiempo, y se
entreg6 de inmediato a la tarea de
_incorporarlo en el entramado de la fisica

clasica, pero todos sus intentos resultaron

infructuosos: aunque esta constante era
indispensable para obtener la expresion

_correcta para la entropia, su significado

fisico quedaba en suspenso. Asi, todas las

consecuencias empiricas de la teoria de la

- radiacion se presentaban como ilusorias.

No solo PLaNcK, sino también otros

fisicos se hallaban perdidos respecto del

significado del cuanto de accion. Segun

discontinuidad cuantica contenida en su ley

- como un subproducto de la incorrecta
: aphcacxon del método de BoLtzmANN a la

radiacion (NorToNn 1987).

3 Einstein: marzo dé 1905.

Un insospechado salto
¢ simplicidad

El 14 de diciembre de 1900, como
punto de partida para su fundamentacion

~tedrica de la ley postulada en octubre de

ese afio, PLANCK supuso un sistema

~ compuesto por un namero finito pero
_grande de resonadores lineales, los cuales

podian vibrar monocromaticamente y se

_hallaban propiamente separados y
__encerrados en un medio diatérmico (que

permite el paso de la energia) con
velocidad de la luz, ¢, y acotados por

_ paredes completamente reflejantes. Dicho
~ sistema contenia una cantidad fija de
-energia, la cual estaba presente
.-parcialmente en el medio como radiacion y
_parcialmente en los resonadores como
- energia vibracional. Para la condicién de
_equilibrio dinamico radiacién-resonadores

PLanck propuso la ecuacion:

5

8nv:
PVl =~
&

v, 1)

_ (la cual representaba el equilibrio materia-
- radiacion para un resonador lineal que
interactuaba con un campo eléctrico,

periédico y monocromatico, en la direccion

- :TQ&QO!Ogia_ea Marcha

Vol.13n0.2
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misma forma a la energfa de un snstema) y'_ - i, anteriores. : e
que habia estudiado con detalie hacia . En la busqueda de altematwas Emsmm
1902, se obtema la ecuacion: -:_gg - _:j § . recurié a la mecénica estadistica,

-comunmente conomda como Iey de

un osc:lador con frecuenc;a fuera

de su movimiento) Esta ecuacion habla ~ (la cual PLANCK denvo en dtc;embre_de
sido derivada a partirde lateoria -1900). La ley de RAVLE:GH—JEANS.@' obte
electromagnética de MAXWELL, por to que ~ aligualar la ecuac:én para el equlhbno -
parecia racional aceptar su vaﬂdez e dinamico pamculas de gas oscﬂadores '

En marzo s 1905 al mveshgar el . - .':la del equxhbno dmamlco radlacm‘m-
> -oscﬂadores

significado de la denvacmn de PLANCK. dela
ley de radiacion del cuerpo negro, EINSTE&N '

La canlunmon de mecémca estadistica

encontré que al combmar esta ecuacuon - -'y teona e!ectromagnénca conducia
con las Consecuenclas de ;a |ey de e : Catastr@fe U’traVlOIeta por IO que S‘ ha_
equiparticion de la energta (segun la cuai o necesario abrir nuevas rutas de

todas las partsculas contnbuyen dela investigacion que evntaran los resuita i

~ cual hallé los elementos necesarios pa
~ configuracién de un programa de
_investigacion que, en un primer paso, de
. proponer |os constltuyentes elem 'ntaies |
RayLeiGH-Jeans. Esta ecuacion tenfa la ,' . la radiacion, para luego describir su '
catastréfica consecuencia de que a=s Qcomportamlento fisico y propor
para la constante de STEFAN BOLTZMANN e - relaciones entre magmtudes ﬂsnc S

Sh "lmacroscoprcas que descnbleran la
El sistema que Ems*rew utxhzo cms:stia - dlac:on del cuerpo negro :

en una cavidad que contema pamculas de o : =
gas, electrones libres (que podian . - B primer paso de avance de este -
experimentar cohszones) y electmnes f .lﬁ e v-'programa lo dio EINSTEIN cuando propuso
ligados arménicamente a ciertos puntos de  hipdtesis del cuanto de luz en su articulo
la cavidad (los cuales podian experimentar Acerca de un punto de vista heuristico
cohsmnes y emitir y/o absorber radnacuén - sobre la emision y la transformacl_é
olectromagnética de una frecuencia 12 luz, publicado en los Annalen der Phys
definida y a los que EINSTEIN llamo en marzo de 1905. El SEQUF'dO o fue

osc:ladores) EINSTEIN adjudico a estos' -___905“3!9 smo hasta 1916.

BB este trabajo E}NSTEIN mvrrhé- el
"'jprocedlmiento habitual de la mecani
‘estadistica y pamo de un resultado
}'macroscopcco aceptado para__cal'
entropia del sistema, y después obtene
= _mformac:on sobre Ios constitu ntes
- -;elementales_

por su parte Ia condluén de ethbno
dmamlCO entre los oscﬂadores y a8
radiacion exigia que la energia medta ipara

- un menor rango de aphcaczon que a
' _.pnmera (solo para valores grandes de
a unque tenfa asu favor un mayor

(Ev> —“‘z'P(V T)
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~ peso especifico que el apoyo empirico en
el momento de seleccionar la ley de VVIEN

. B—ln( )-—->¢V

como punto de partida para. la denvamén
del cuanto de luz. Cabe recordar que el

_ punto de partida que PLANCK utilizé en

octubre de 1900 en la busqueda de una Iey
mas general que concordara con las
observaciones, fue, tamb|én fa ley. de

~ Wien, la cual consnderaba necesar/amente Eg
 verdadera, aunque restringida a longntudes .
de onda corta y bajas temperaturas -

EINSTEIN comenzé por mostrar que las e
dos constantes postuladas por F’LANCK en
diciembre de 1900, hy k, eran hasta cneno-_ﬁ S
punto mdependlentes de su teona para !a 5-

radiacion deI cuerpo negro

De seguido, procedno a establecer el

argumento que conduce al cuanto de qu -
‘Este consiste en cuatro etapas ' -

1. Obtencion de una .e_xpreszéﬁ" -
para el cambio de entropta de
una radiaciéon monocromdtica  »
de muy baja densidad a partir

‘de la ley de ernyla -
.'termodmamzca '

Ia entropia (S) v la energia (E) deun

sistema respecto de su volumen y obtuvo _
una expresion para | la radlamon del cuerpo S

negro en términos de la densxdad de

radiacién () y la denSIdad de entrop;a

(¢V) : S
- d"f’v o
dpy T

EINSTEIN reescribi6 la ley 'eXpOhenCia?' -
de W!EN de manera tal que se pudiera

comparar con la ecuacnon anter IOI’ 5

—-av3e r @-_':~3-1n( )

resolvnendo para o, obtuvo

"{'can entropias S, S,, ...
~ interactiian y con S, = qbi(Wi), entonces S =
 ES=ToMW)=oW)yW=IIW, De

~ estas ecuaciones se deduce que o(W) =

W W,

- q>n(W )y que oW, = C In (W) + const., de

Al Comparar ambas ecuamones y et donde @(W =Cln (W) +const. C denota

-~ una constante universal dada por la teoria

- cinética de los gases y cuyo valores:

B—;{’-Ign(‘;r)—ﬂ .

ComoS 0, y E-vp dondeuesel _

':]volumen entonces:

-B—Uﬂ(—"’r) 1]

(9434'8

de donde el camblo en entropla (8- Sv)
- _'.debldo a un cambio en volumen desde ,
~ hasta (vy>v)dela cavidady aenergia
o constante (E) viene dado por: .

En este punto EINSTE!N hace la gran

= _obserVaCién de que 'la entropia de una
~radiacion monocromatlca de densidad
- -suﬂcsememente baja, varia con el volumen
~ enla misma manera que un gas ideal 0
~una solucién diluida® (EINSTEIN 1905), razon

. por fa que puede utilizar el aparato de la
_ mecanica estadistica en el andlisis del

. "--'problema Esta es la clave que le condujo

~ al cuanto de luz.

2 Bri_ri_czpia de Boltzmann

Entre 1900 y 1904 EINSTEIN se habia

~dedicado a estudiar la mecénica
: _‘estadlstlca Y publicé vanos articulos sobre

EINSTEIN establecié la dependencna de j: . .:jsus fundamentos.

EINSTE!N ‘afirma que es razonable hablar

~de la probabilidad del estado instantaneo
~ de un sistema (W) y si todo aumento de
__entropia puede entenderse como una
~ transicién a un estado de mayor
' -;'probabnlldad entonces el aumento de

e_n_tropia del su_stema seria una funcion de

- 'vff__’ésa probabilidad, S = ¢ (W).

- Sj el sistema consiste enn subS|stemas
. S, que no

W) =0 (Wo) + 0(Wo) + L+

R

N
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diciembre escrito por PLANCK)

Asi. el cambio de entropia de un -
sistema desde un estado mlcnal con

la relacion:

SO = -—-h’lW

ala que EINSTEIN denominé Prmc;p;o de
BOLTZMANN.

3. Obtencion de una expreszon
para el cambio de enrropza
para un gas zdeal ouna
solucion diluida

Sea un SIstema compuesto por un

con el fin de evntar cohsxones entre eNas
confmadas en un volumen Vg el cual se

Este snstema puede conSIderarse
compuesto de n subs&stemas

el Principio de BOL?ZMANN

La probabilidad de que en un

Ludwig Boltzmann

por: L
“ W.g-i(:i)n .

(con volumen oo) y sea S la entropia del
estado final (con volumen v) entonces

aplicando el Principio de BOLTZMANN‘.. o
S—=5 = IN( = )"@S So~ (——)In( “)

4 Aplzcaczon del Prmapzo de

(esta es la constante de BoLTzmANN, k, que
aparece por vez primera en el amculo de ey

la dependencza respecto. del

entropia S, hasta un estado con entropta:__g :
Sy probablhdad W, puede expresarse por S

~ para el cambio de entropia de. la radiacion
e monocromatica de muy ba;a dens:dad :

= y debxdo a que se comporta de manera

o BOLTZMANN obteméndose
f__:- fS So B——ln(—”—)cﬁS SO

ndmero (n), muy pequerio, de particulas, .
- obtemde en3. se obtlene

somete a un cambio reversible de volumen _
a energia constante hasta el volumen V. -

S 'de muy baja densidad (dentro del rango de
~ validez de la formula de WiEN) se comporta
~termodinamicamente como si consistiera
~enun ndmero independiente de cuantos de
- energ{a de magmtud -

independientes, por lo gue se puede abllcar

determinado instante todas las n parnculas -
se hallen por azar en el volumen esta dada__ = '. -

- la emnsnén y la transformacion de la luz
- eran de una naturaleza tal que pudleran
_f 33 '_mterpretarse o exphcarse conmderando q
_la luz consiste en cuantos de energ
o f_-(EmerlN 1905) = -

_en 1905 EINSTEIN estabiec:o el fracaso de
= - cualqmer anéhsus estrictamente clasico del
- problema del cuerpo negro y concluyo que
~la electrodinamica clasica solo podia se

~ valida para los promedios temporales de
- :_!as cant«dades (NORTON 1987) -

BOLTZMANN a la expresion para ':

: ﬁvolumen de la radiacion
 monocromdtica de muy
. baja derzszdad

 Apattirde la expresmn obtemda enﬂk

S S 1n(“)

similar a una solucién diluida o un gas
ideal, podemos aphcar el F’rmc:plo de '_i

.
).

m( )“E‘T

Al comparar este resultado con el

e

de donde' "la radnaclon monocrométtca

Rﬁ L . (E:NSTEN 1905)

Esto sugena mvestlgar si "las Ieyes de

Este acercamnento resultaba |Iu _nador
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En 1906 EINSTEIN relaciono el éua_nto de

. (£=RBv)
n N

con el cuanto de energia planckiano
(e=hv). Sin embargo, el concepto de cuanto
de luz habia surgido al aplicar un -
argumento clasico (la estadistica de
BOLTZMANN) @ una ley cudntica (la ley de
distribucion de la energia que PLANCK
postulara en diciembre de 1900, aunque
restringida al dominio de aplicacién de la
ley de Wien). Esto introducia un rasgo de
imperfeccion en la derivacion de los
cuantos de luz, similar al de la deﬂvacaon
por Pianck de los cuantos de energia.
Aunque con una diferencia radical entre
ambas derivaciones: EINSTEIN sugeria que
la energfa del campo electromagnetzco
estaba cuantizada, mientras que PLANCK
solo se remitia a sugerir que la energia de
los resonadores materiales estabé :
cuantizada, sin que eso implicara
necesariamente que la energia del campo
electromagnético libre lo estuviera.

PLANCK habia utxluzado una relacnon

entre p(v,T) y U(v,T) que fue derivada de la

mecanica y la electrodindmica clasica e

introdujo una cuantizacion relacionada con

U. Si se aceptaba que la cuantizacion

relacionada con U era mconSIStente conla

teoria clasica, entonces no habia razén
para aceptar esa relacion. EINSTEIN habla
introducido una cuantizacion relacionada
con p y no utilizé la relacion entre py U,

por lo que surgia la cuestion de si se podia

establecer una conexion entre la

cuantizacién relacionada con U (PLANCK) y

la cuantizacion relacionada con p (EINSTEIN).

La respuesta einsteiniana fue afirmativaal
precio de introducir una nueva suposicién: ,
la relacioén entre p y U es también validaen

la teoria cuantica a pesar de que su
fundamentacion fuera un mlsteno cuando
los efectos cuanticos se volvian ;

importantes. EINSTEIN concluyd que la base '

de la teorfa de la radiacion propuesta por
PLANCK residia en que la energiade un
resonador planckiano podia tomar solo

- aquellos valores que correspondian a
‘multiplos enteros de hv: en la emisidn y la

absorcion la energfa de un resonador
cambiaba por saltos que eran multiplos

_enteros de hv.

- El trabajo de EINSTEIN sobre los calores
especificos de los sélidos (1906) dejé claro
que los conceptos cuanticos tenian una
aplicacién mas general que el cuanto de
PLANCK, el cual habia jugado un papel

_importante solo en el problema del cuerpo

negro.

En 1909 EINSTEIN se refmo alos

 cuantos de luz como particulas y afirmo

. que "la suguuente fase en el desarrollo de la

_ fisica tedrica nos brindara una teoria de la
luz que pueda interpretarse como un tipo

de fusioén de la teoria de emision

_[pamcuias] y la teoria ondulatoria
~ [ondas]..." (NavarRrO 1990, Pais 1983). Esto
~ fue una consecuencia de su investigacion
sobre las ﬂuctuacnones de energia

aphcadas a la radiacién del cuerpo negro vy

- que estaba basada en la mecanica
' estfad-is'tica. EINSTEIN dedujo que:

<£2(V )= (th

donde

v (82(V T)) = Fluctuacién cuadratica '
_media de la energia

~ hvp:=  Término correspondiente al
- rangode aplicacién dela
ley de WIEN( >> ).
Si este termlno no es nuio,
‘entonces resultariaen

~ fluctuaciones si la radiacién -

consistiera en cuantos
similares a particulasen
mov&m;ento con energia hy.

Término cc')rrespondiente al
rango de aplicacion de la
ley de RAYLEIGH-JEANS
(4>>1). Solo la teoria
electromagnetnca podria ,
‘aportar este término, al que
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' E!NSTE!N se refmo como

- término ondulatorlo Sl solo <

~ este término estuviera
~ presente, resultaria en
 fluctuaciones sila
~ radiacion consistiera en
'ondas electromagnetncas
Asi hacna 1909 ErNSTEm habxa -
: -‘conctusdo que para vaicres de :

hv
kT >>

la luz se componana como si consnst:era enﬂ S

: _'partlculag__r_mentras que para vaio‘r_es_ de

laluz se comportana como si conStstnera o

ondas.

una confus:on que se extendié por. vanos
afios, basada en que los frsncos eran
enfrentados a mterpretar la radaac:on
electromagnetlca libre (un fenomeno muy
bien estudiado y que se consxderaba bien
comprendldo utilizando el em‘oque de
_ ondas) en una nueva perspectiva que
implicaba que bajo. cnertas circunstancias,
~esta se comportaba como si cons;stfera en
‘particulas, mtroducxendo el desorden en fa
fisica clasica. Esta fue la primera
: '-mamfestamon de la dualidad onda pamcula
‘en el campo de la: rad;acmn

En dumembre de 1900 PIANCK mtrodu;o
el cuanto de energia con el fin de describir

las propledades espectrafes de la raduacron -

pura mediante un proced:maento de
cuantizacion aphcado a la materia

(resonadores matenales) PLANCK no estaba, o

.sugmendo una revision de la teoria c!asrca
del campo. electromagnétlco sino que
_proponia una mod:fncac:én de la interaccién
entre materia y radiacion. Este ultlmo

problema habia sido muy poco mvesngado o '
por esta época. En contraste, la propuesta _

einsteiniana exngla modificar la teoria
clasica del campo e!ectromagnetuco Hacaa

1910 la mayona de 0s prmc;pales f:srcos o

La sugerencra del cuanto de qu causo -

- -teéncos rechazaban esta umma _
_cuantizacion, aunque aceptaban la. pos;ble
cuantizacion de la interaccidn materia-

‘energia. Esto tenfa su raiz en el apoyo :
'empmco que estas hipdtesis poseian: la /ey
 de PiLanck estaba fuera de toda duda en
~ cuanio a representar fielmente los
- "resultados experimentales, pero EINSTEIN no
__poseia curvas ni nimeros precisos para
 mostrar en apoyo de la cuantlzamon de la
- fenergla hbre

Cuando EINSTEIN Propuso en 1905 =
cuanto de luz este no podia aun

o cons:derarse una partlcuta sino: solo una

~ parcela de energfa E relacionada con la
frecuencia. Solo hasta 1916-1917, cuando
EiNSTEIN 'l_ogr'a, derivar el momentum del

cuanto de luz, junto con los procesos

elementales de absorcion (procesos

inducidos) y emisidn espontanea, y hasta

1822 cuando ARTHUR CoMPTON (1892-1962)
logra detectar experimentalmente el
momentum y la energia del cuanto de luz

(para el caso de Ios rayos X), se puede
hablar del nacimiento de una nueva

particula, dotada de una energia y un
2 momentum bien definidos. En 1923, al

reportar sus resultados a la American
Physical Society, COMPTON concluy6 que "el
apoyo experimental ... indica muy
convmcentemente que un cuanto de

: ‘radlaClon arrastra consigo un momentum
~ dirigido asi como energfa” (BARLETT 1964,
- CompTON 1961). Entre 1923-1925 ComPTON

y PeTer DEBYE (1884-1966), mediante una
serie de experimentos, mostraron que el

_ scattering de un cuanto de luz sobre un

electron en reposo obedecia las leyes

_conservativas. Esta fecha relativamente
tardia explica por qué tomd tanto tiempo
(1905 a 1925) para que el cuanto de juz
: recibiera la investidura de particula cuando

GILBERTH Lewis (1875-1946), en 1926, lo
denommara fotén.

En 1924, al referirse al experimento de

_ Compron, ENSTEIN afirmé que "el resultado

positivo ... prueba que la radiacién se
comporta COmo Si consistiera en proyectiles

- Tecnologia en Marcha



discretos de energia, no solo en lo que se
refiere a la transferencia de energia sino,
también, respecto de la transferencia de
momentum” (Navarro 1990).

Sin embargo, tanto el cuanto de
energia radiante (PLANCK) como el cuanto

de luz (EINSTEIN) no poseian un fundamento

tedrico consistente. Para vencer la
dificultad fue necesario crear una nueva
estadistica: la estadistica cudntica. Esto fue
llevado a cabo por Bost y por EINSTEIN
hacia 1924, Mediante esa nueva
estadistica se pudo derivar la ley de
distribucion de energia de PLANCK y
comprender que la dificultad en la

derivacion del cuanto de Juz residia en gue :

para

hy
5 >> 1

(regimen de WIEN) las consecuencias
fisicas de la estadistica de BOSE-EINSTEIN ¥
la de BoLtzmanN coinciden.

Como un destello en la oscuridad,
EiNsTEIN dio un insospechado salto de
simplicidad y pudo entrever en 1905 lo que
la estadistica de Bose-EINSTEIN veinte anos
mas tarde demostraria con tanta

4. Bose: julio de 1924.
Un cometa fugaz

En 1923, SaTyENDRA NATH BOse envié
un articulo a la revista inglesa Philosophical
Magazine con el titulo “La ley de Planck y
la hipotesis del cuanto de luz’, escrito
originalmente en inglés. Sin embargo, el
articulo fue rechazado. El 2 de junio de
1924 BoSE envi6 una copia del articuloa
EINSTEIN, junto con una nota en la cual
expresaba su ansiedad por conocer la
opinion de EINSTEIN acerca de ese trabajo,
en el cual deducia el coeficiente

3—’(‘:ﬁdv
presente en la ley de Pianck (1900), de
una manera indepéendiente de la

electrodinamica clasica al suponer gue la
ultima region elemental del espacio fase
poseia el contenido #°.

EINSTEIN tradujo el articulo de Bose al
aleman y el 2 de julio de 1924 Io remitié a

la revista alemana Zeitschrift fir Physik con

el siguiente comentario: “En mi opinién, la

derivacion por Bosk de la férmula de
PLANCK significa un importante avance. El

metodo utilizado también da la teoria
cuantica del gas ideal, como la establecere

' ~con detalle en otro lugar.”

En diciembre de 1900 PLANCK habna
denvado el coeficiente

8 7L'V"
3 dav

a partir de la electrodinamica clasica, al

mvestagar el equilibrio materia- radiacion. En
el apartado anterior se observé que la
ecuacion propuesta por PLANCK para ese
equilibrio conducia a la catastrofe
ultravioleta cuando se combinaba con los

resultados derivados del principio de

equiparticion de la energia, por lo que su
ley de distribuicion de energia quedaba en
un limbo respecto de sus fundamentos.

De acuerdo con Bose (1924), “desde su
publicacion ... se habian sugerido muchos

tipos de derivacion de esta ley. Es sabido

que los supuestos fundamentales de la
teoria cuantica son inconsistentes con las
leyes de la electrodinamica clasica. Todas
las derivaciones existentes utilizan ... la
relacion entre la densidad de radiacién [p] v
fa energia media de un oscilador [U] y
hacen suposiciones que se refieren al
numero de grados de libertad del éter

o
[BEE gy
=

Sin embargo, este factor solo puede
deducirse a partir de la teoria clasica. Este
es el punto insatisfactorio en todas las
derivaciones y no es sorprendente que una
y otra vez se hagan esfuerzos que intenten
dar con una derivacion libre de esta
deficiencia logica’.
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Una de esas derivaciones habia sido

propuesta por EINSTEIN en 1916, en la cual

intentd derivar la formula siguiendo una
ruta independiente de la teoria clasica,
partiendo de la interaccion entre radiacion y
materia. EinsTen llegd a derivar la formula

o,

mn

p.\'— “‘m‘f)

e el

de donde, apelando a la universalidad de p
y a la ley de Wien, estableci6 que o, ¥
E.-E,, (la diferencia entre los niveles de
energia de una molécula) eran
proporcionales, respectivamente, a la
tercera y a la primera potencia de v. De
donde, E_-E_ = hv, estableciéndose un
puente entre la radiacién del cuerpo negro
y la teoria de NieLs BéHR (1885-1962)
acerca de los espectros atomicos.

Segun Bosk (1924), “con el fin de hacer |

que esta férmula concordara con la de
PLancK, [EINSTEIN] utilizo la ley de
desplazamiento de WIEN y el principio de
correspondencia de BoHR. La ley de WiEN
se basa en la teoria clasica; el principio de
correspondencia supone que la teoria
cuéntica concuerda con la teoria clasica
en ciertos casos limites ... En todos los
casos me parece que las derivaciones :

tienen una fundamentacion logica

insuficiente.”

Asi, propone un nuevo método para la
derivacion de la ley de PLANCK,

“combinando la hipétesis de los cuantos de
luz con la mecénica estadistica en la forma

ajustada por PLANCK a las neceszdades de :
la teoria cudntica ... en forma :
independiente de cualquier teoria claSica
(Bose 1924)

El método introducido por Bose
representa uno de los pasos :
revolucionarios de la fisica cuantica. Sus
argumentos libraron a la ley de distribucion
de PLanck de todos los elementos
relacionados con la teoria
electromagnética, al precio de introducir

otros nuevos: los cuantos son considerados -

particulas sin masa, las cuales poseen dos -
estados de polarizacion (grados de libertad
internos), para las que no se conserva su
ntimero y que obedecen una estadistica
diferente a la propuesta por BOLTZMANN. Los
conceptos de una particula (cuanto) con

_dos grados de polarizacion y la no
conservacion de su numero en los

procesos en los que participaban eran '
realmente novedosos, aungue BoSE no se

- refiri6 explicitamente a la no conservacion.
_ EINSTEIN tampoco se percato de ello.

Parece ser que el primero en hacerlo fue

RaLPH FowLER (1889-1944) en 1926.

El método introducido por BoLTzmANN en
1877 consistia en distribuir N particulas
idénticas (sin estructura) e independientes,
cuyas energias solo podian tomar los
valores discretos €, €,, ... . Para un gas
ideal clasico este modelo implicaba

N=an_. y E= Eglc"'k
B e

donde n, es el numero de particulas con
energia €, y E es la energia total. El

- ntimero de formas, W, en las que se

pueden distribuir las particulas respecto de
sus energias €, y debido a que son
estadisticamente independientes

(no interactian entre si) e idénticas, viene

dado por :
N
: | lnk,!
: k

W representa, ademas, el nimero de

~ microestados y es la probabilidad parala
particién {n,}. El rasgo sobresaliente en el
‘método de Bortzmann es que N y E son
fijos, se conservan, y que las particulas son
distinguibles. '

En diciembre de 1900 y con el
propésito de hallar una derivacion teérica
de su ley de octubre de ese mismo ano,
PLANCK utilizé una variante del método de
BoLrzmanN. PLANCK supuso que los
elementos de los que se componia la

_energfa de los resonadores materiales eran
Jindistinguibles, y en lugar de utilizar la '
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expresién que BouTzvaN habna deruvado -
para W, utilizé otra expresion (R) para
representar las formas de .dlstr;bunr P =
elementos de energia € entre N
‘resonadores. Supuso, ademas, que la
energia total (U) era igual al producto del
numero de resonadores (N) por la energ:a
promedio de cada resonador S

(UK): U=NUK =P, y que la probabmdéd (W)_-' .

era proporcmnat a

(N+P)V+P 2
NP

- por !o que !a entropxa dei svstema estaba
dada por S = InR+C.. Este metodo le

condujo a £ = hv, pero era completamente ‘

artificial: no poseia mngun fundamento :
dentro del contexto cfésnco

- Por su parte, Bose conszderé la
radiacién en la cavidad como un gas ndeal
’ compuesto de cuantos de luz, cada uno '
con energia h y momentum hv/c. La

distribucién de frecuencias de la radiacion a

una temperatura T se deduce mediante el
hallazgo de la distribucién en el espacio
~ fase gue maximiza la entropia del s:stema ;
_En contraste con las particulas de gas de
,BOLTZMANN los cuantos se d:ferencraban
~_por ser no masivos, su numerq nose
conservaba, y debian ser tratados como.
' /ndlstmgwbles (tal y como PLANCK supuso
en dlClembre de 1900) -

Bose comenzo por consuderar la

radiacion de energia total (E) encerrada en

_un volumen (V) compuesta por Ns cuantos o
! ) p - ;en hallar el numero de formas diferentes en

L jque podnan dnstnbu:rse los cuantos entre
las celdas dlspombles e hlZO varios
~ supuestos. Si se defune

 de energta (hvs) s=012 .

‘La energua total se puede expresar
entonces como

B ZN‘hv’ - prv

Para BOSE el problema resmina en
encontrar el conjunto de numeros Ns “Ios
cuales determinan pv* tal que su -
probabilidad sea maxima, es dec;r en
hallar una probabmdad para gada =
distribucion posible de cuantos. Bose

asocio a cada cuanto un punto del espacxo -

de fases de seis dimensiones (ires

dimensiones espaciales y tres momentos
asociados a cada dimensitn). Como a todo

_ cuanto esta asociado un momento

_ hy
£ =

(EiNSTEIN 1916), entonces se satnsfacna Ia o

; restnccnén

Al subdividir el volumen del espacio

:' 'fase en celdas de volumen h3, Bose halld -

que el numero de celdas correspondlente al

~ intervalo de frecuencias era

AWy

€

~aunque no dio ninguna justificacion para

~ esta subdivision y agregé que “para tener
. en cuenta la polarizacion, parece obligado-
~multiplicar este numero por el factor 2, de '

mcdo que el numero de celdas

-correspond:entes aun mtervalo d» feSUIta

. S-W(-;”-}')dv_

(Bose 1924). Esta ultima expresion
_ contenia el factor que PLANCK habia

derivado a partir de la teoria

- electromagne’aca

Bose procedlé a calcular la probablhdad

- termodmam:ca de un estado definido
'macroscoplcamente Su problema consistié

i AS_ =  namero fijo de celdas que
S ~ pertenecen a un intervalo
de frecuencia dv®

N$:= numero de cuantos que
pertenecen al intervalo dv®.
- Denota una espeme de
_ cuantos con energia hysy
~la distribucion de estos
_ para las distintas frecuencnas

- 'Téc‘ndlogio' en Marcha
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de tal manera que =

- Pr = numerodeceldasconr
. chaplos ebn ’eh'e'rgia' hvsen
su mtenor, s=0, 1, Estes
~ se definfan. preguntando e
_ cudntas particulas hay o
_ unacelda,porloque
~ implicaba que los cuamlos
eran mdlstmgwbles no asn{_;f ‘ .ﬁ'
- as celdas - S
Bose definié _
WSi=  numero de dnstrlbucmnes :' L
 diferentes o

W= '.Probabzl;dad del estado :_
: ~ determinado por todos Ios -

: Pr(donde s caracterizala

- ‘frecuencna vS v el submd:ce

rla celda que contiener - PLANGK sin recurrir a la teoria
cuantos de energia hvs),

o ";electromagnetlca clasnca, a la vez
considerando el grado de -

_ ocupacion para cada
frecuencna '

de tal manera que

s AY . L ‘%_V;z : W A’l :_ -
pil Azzpr:lgﬁ‘-“d." _ H

r r : S ,
~ donde W implica la 'indebend'eingz;iejz - .
estadistica de las celdas. - '
Al maxlmnzar Iog w, Bose hallo que}
: _——rhv s
. B
donde _
ge multnpucador por o '}:que aparec:o una vezynuncam
' deferminar ',(NA"AHRO 1990) -
=A'[l-e ] g = :5 Epzlogo
La distribucién de cuantos para las' . - Bose aphco !a estadnstlca de BOLTZMANN
distintas frecuencias viene dad_a_ por: . -::noa los cuantos de !uz smo a la  celdas
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'- -lienas con un numero vanable de estos vy
_se preguntd por el nimero de cuantos
‘encerrados en una celda. Su intuicion
~ residi6 en suponer la mdependencna
: estadlstlca de las celdas, aunque no se
e -reﬂno en forma exphc;ta a ello

Lo que enel método de conteo de
BOLTZMANN eran pamculas en el de Bose
oran celdas. El numero de estas debia

~ estar prefijado, no asi el numero de :
~ cuantos que las ocupaban por o que no se S
. supone su conservacion. Para lograr el -

resultado deseado BO$E tenia solo que

_ suponer que la energfa (E) se conservaba, o
_ mientras que en BoLTzMANN tanto la energla -
__como el niimero de particulas (N) se

conservaban Por otro lado, mxentras en

- BoLTZMANN las pamculas eran dlstmgu;bles =
~ enBoseloeranlasceldasyladnica
- caracteristlca que manejaba de los cuantos -

era su grado de ocupacion de tas celdas :

~ porlo que, ‘aunque no se md|que
e iexpresamente seasume su S
_ indistinguibilidad . Esta mdlstmgulbmdad de -
o los cuantos asociada con la mdependenc;a -
o 'estadls’aca de las celdas, condu;o :
. .necesanamente a Ja conclusion de que los S
. justificaba que operando alo BOLTZMANN se

- _’ denvaran los cuantos. -

cuantos obedec;an una nueva estadasttca

~_enla cual los individuos son indistinguibles

~ atodos los efectos y cuya independencia

~ estadistica no parece garantizada a pnon o

Bosk, empero, no parece haberse -
-percatado de esto en 1924

Fue EINSTEIN qucen se. percato de la

.'b'-zmportanma para la teoria cuén’aca del
~_método creado por BOSE y quien llevésus
__implicaciones aun mas lejos, al generaﬂzar -
_sus resultados para particulas masivas,

- -b'aunque consideraba que la derivacion de Ia .

~ley de Puanck llevada a cabo por Bose era =

- una “obra maestra confusa’; su o
= 3razonam|ento era correcto ‘pero :mprecuso -

Despues de la publi |cac10n del artlcuio
de Bose sobrevino una avalancha de

_desarrolios: la. extensuén de su método a
~ particulas masivas y con potenc;ai no nulo -
~entre 1924-1925, por ElNSTEiN la .

- estad:stlca para electrones en 1926 por

~ ENRico Fermi (1901-1954) y PauL Dirac
- (1902-1984); la cuantizacion del campo
S e!ectromagnettoo en 1925, por WERNER
ZE-HE|SENBERG (1901-1976) y WOLFGANG PAULI
~ {1900-1958) y la electrodinamica cuantica,
~ en 1927, por Dirac, quien extendié las
- "reglas cudnticas para sistemas mecémcos
- "al campo eiectromagnetlco '

EI10 de julio de 1924 una semana

s despues de enviar el articulo de Bose para
su publicacion, EINSTEIN presento una -

comunicacion a la Academ/a Prusiana de

_ Ciencias donde aphcaba el método de

~ Bosk al estudio del comporfamlento de los
 gases ideales monoatémicos (no _
~ ’felétiVistiCos) campu'estos de pamcmas '

una expresmn para la mdnstmgunbthdad de ;

- los cuantos . Posteriormente, aI estudlar Ia
Zaprommaczon -

hv
o >> 1

. ‘E§|Ns'1_7ém se:jpe‘rcaté- que esta implicaba la
pérdida del efecto de la indistinguibilidad
pero no el de la estructura discreta de la

radiacion, postutado en 1905, lo cual

Bl metodo de BOSE ofrecia, ademas la
. %oportumdad de considerar los cuantos
- como pamculas ordinarias, con la salvedad
~ de ser no masivos y poseer dos valores
~ posibles de polarizacion. lo cual podia
_ _mterpretarse COMo un apoyo mdependiente
_ para la hipotesis einsteiniana acerca dela

direccionalidad de los procesos

': f_ielementales (1916). Ademas, permitia

. .:f_construlr una teoria cuén‘aca de los gases
_ ideales sobre la base de la analogia entre
- anses materiales y gases de cuantos.

La mdnstmguabllldad de los. cuam‘os

_ presupuesta en el articulo de BOSE
= "consmuyé la base para la sintesis entre las
- propiedades ondulatorias y oorpusculares
_ de los cuantos. El 8 de enero de 1925, al
~ estudiar las ﬂuctuacnones de energia cerca
- gel equmbno de un gas de cuantos, '

logio en Marcha
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-'anb’m . 1'§86 En :buéca del 'gat'c:o'de’ “

EINSTEIN se vié conducido a asociar ondas =

con paruculas de gas med|ante un S - Schrodinger Salvat Edno_res Barceiona

argumento diferente al que habia utilizado  Edicidn inglesa: 1984.
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mediante los trabajos de ERwiN - .
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A partir de 1926 es un Iugar comun el ~ of blackbody radiation. F’hdosophy of :

“hecho de que los procedimientos de conteo i %:Sc;ence 54(3) 327 350 -

ok mecanlcafestadlstica claswa - 1 PatS,A 1982 Subtle is the Lord The :

requieren modificarse cuando se ~ Science and the Life of Albert Emstem

_consideran efectos cuanticos. La = ."oxford Umvers:ty press :
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