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Dos ALGORITMOS NUMERICOS PARA LA SOLUCION
DE LAS ECUACIONES DE SAINT VENANT

Yoel Martinez Gonzélez* y David E. Maron Dominguez**

Se desarrollan y comparan dos esquemas
para la solucion de las ecuaciones de flujo
impermanente unidimensional en conducciones
libres, tomando en cuenta la existencia de
aportes laterales y la correspondiente
variabilidad espacial de la rugosidad, asi como
de la pendiente del fondo de la conduccion.
Debido a que ambos esquemas presentan
pardmetros de peso que influyen sobre la
estabilidad, en los casos estudio mostrados se
introdujeron ciertos valores para que ésta se
garantice, permitiendo identificar sus
limitaciones y bondades.

Introduccién

Los métodos numéricos son
frecuentemente utilizados para la resolucién
de las ecuaciones del flujo impermanente
unidimensional (o ecuaciones de Saint
Venant), que para una conduccién con
aporte lateral toman la forma:

e Ecuacion de continuidad

d0Q_dh . .
x Tt (1)

e Ecuacion de la cantidad de movimiento

15[0) QdQ ,.oh
0=—"7+2-—+gA(1-NF")—
a0 T2 ox TEAC ) ox
HZQQ (1b)
+gA[R4’3A2 —So}

donde: t = tiempo; x = distancia
longitudinal; Q(x,t) = gasto o caudal;

h(x,t) = tirante o profundidad de circulacién;
A(x,t) = drea mojada; R(x,t) = radio
hidraulico; T(x,t) = ancho superficial;

n(x) = coeficiente de rugosidad;

NF(x,t) = nimero de Froude;

So(x) = pendiente de la rasante de fondo y
q*(x,t) = aporte neto lateral, que es igual a
la suma de los aportes distribuidos (q;T) y
puntuales (qs).

Segun Chow et al [1] éstos pueden ser
clasificados como métodos directos 'y
métodos de las caracteristicas. En los
primeros se formulan sistemas de
ecuaciones en diferencias finitas, utilizando
las ecuaciones diferenciales parciales de
continuidad y cantidad de movimiento,
obteniéndose soluciones para tiempos y
distancias incrementales. Aqui se incluyen
los métodos de diferencias finitas (MDF) y
elementos finitos (MEF), asi como
cualquiera de sus variantes.

En los mérodos de las caracteristicas, las
ecuaciones en derivadas parciales son
transformadas primeramente a ecuaciones
en derivadas totales y luego se resuelven
analiticamente o usando una representacién
en diferencias finitas. En la década de los
afios sesenta comenzaron a ser desplazados
por los métodos directos, que resultaron ser
mads ventajosos. Por esta misma razén, en el
presente trabajo se plantea utilizar una
variante propuesta por R. Szymkiewicz
([81,[9]) obtenida de una modificacién del
procedimiento de integracién de Galerkin
[2] y el esquema en diferencias finitas de A.
Preissmann [5] para la solucion de las
ecuaciones de Saint Venant. Cabe sefalar
que tales ecuaciones son usualmente
resueltas por el MDF, sin embargo el MEF
también puede ser empleado, pero en su
forma estdndar no asegura resultados
satisfactorios. La razén de éstas recae en la
estrategia empleada para la aproximacion de
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los términos no lineales de las ecuaciones de
Saint Venant. Es por ello que diferentes
aproximaciones han sido propuestas,
destacdndose la de Katopodes [4] que us6
una formulacién disipativa del
procedimiento de integracién de Galerkin,
basada en el empleo de funciones de peso
discontinuas, que introducen disipacion en
el esquema numérico. La variante de
Szymkiewicz acude al teorema del valor
medio ponderado de una funcion en el
elemento, resultando una solucién sin
oscilaciones y practicamente con las mismas
propiedades del esquema de Preissmann,
que ha de utilizar un método ponderado de
cuatro puntos entre niveles de tiempo,
siendo incondicionalmente estable para
determinados valores de los coeficientes de
ponderacién utilizados. Ademds, una
comparacién de la eficiencia del MEF y el
esquema de Preissmann fue llevada a cabo
por Granatowicz y Szymkiewicz [8] donde
se demuestra que los métodos son
practicamente equivalentes y brindan
resultados casi idénticos, sefialando las
diferencias de los esquemas; para el MEF
una malla de seis puntos mientras que para
el esquema de Preissmann, cuatro puntos lo
que influye en la rapidez de los célculos. En
los casos resueltos por estos investigadores,
el MEF satisfizo mejor la ecuacién de
continuidad.

En el presente trabajo se desarrollan y
comparan ambos esquemas, tomando en
cuenta la existencia de aportes laterales, ya
sean puntuales y/o distribuidos en el
espacio, asi como continuos y/o instantaneos
en el tiempo, siendo vélido destacar que en
su propuesta original, Szymkiewicz no toma
en cuenta este término [9]. Otras
consideraciones son: la variabilidad espacial
de la resistencia al flujo, caracterizada por el
coeficiente de rugosidad y de la rasante de
fondo en el dominio de solucidn, o sea, del
tramo de conduccion considerado.

El método de los elementos finitos (MEF).
Variante de Szymkiewicz

Sera considerada una conduccion de
longitud L, la cual serd dividida por N+1
nodos en N elementos, cada uno de

magnitud Ax; (i = 1,2,...,N). Las integrales
que aparecen al aplicar el procedimiento de
Galerkin al sistema (1) dependen de las
incégnitas por lo que es necesario analizar el
tratamiento que se le dard a dichos
coeficientes. Existen dos variantes en el
MEF estdndar para dicho andlisis:

» Aproximar dichos coeficientes por un
valor promedio, utilizando el teorema del
valor medio en el elemento.

o Utilizar una combinacion lineal de los
términos de los coeficientes.

Como fue mencionado con anterioridad,
es utilizada una modificacién de la primera
variante, propuesta por Szymkiewicz, que
emplea un cierto valor ponderado de dichos
coeficientes en el elemento. Ahora bien,
como las funciones bases Nj(x) se tomaran
lineales, existiran consecuentemente dos
tipos de integrales y son las siguientes:

I, = [ f(x, N, (x)dx

Re

2.
= £.(t) [ N, (x)dx = £.(t) A;i 2a)

L, = [ f(x,ON, (x)dx
Ax, 2b)

=£.(0 N,,,(x)dx = £,(t) ;

El promedio ponderado f.(t) se define, en
un elemento, por las férmulas:

« Para el nodo i:

fe(t) = w fi(t) + (1-w) fi11(t) (3.2)
« Para el nodo i+1:
fe(t) = (1-w) £i(t) + w fi4 (1) (3.b)

donde w = pardmetro de peso que varia
entre O y 1. Por lo tanto, acorde con (3), las
expresiones en (2) podrdn ser escritas como:

« Para el nodo i:

L = [w fi(t) + (1-w) fit1(t)] A;i (4.2)

e Para el nodo i+1:

Ax,
Liv1 = [(1-w) fi(t) + W fir1(t)] 2’ (4.b)
Nétese que de ser adoptado w = 2/3 en
las expresiones anteriores es obtenido el
MEF estdndar. La aplicacién del MEF en el
espacio en (1) origina un sistema de
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ecuaciones diferenciales ordinarias el cual
puede ser escrito en notacion matricial de la
forma:

(W14 6} = o) ©)

siendo W una matriz de bandas, simétrica y
constante, F el vector de las incégnitas y E
es un vector que depende de las incognitas
Q y h. Para aproximar este ultimo, se
utilizard una ponderacion con un pardmetro
0, que varia entre 0 y 1, obteniéndose el
esquema en diferencias siguiente:

Ait[w]{Fk -F'}+0{E'}

(6)
+(1-6){E*"} = {0}
Realizando algunas transformaciones:
WHF*} +0At{E* } - [W]{F*'}
(7

+(1-0)A{E*"} = {0}

Para 6 = 1 se obtiene el esquema
implicito de Euler; con 0 = 2/3 el esquema
de Galerkin y si 8 = 1/2 un esquema
equivalente al de Crank-Nicolson. De
coincidir @ = 1 y w = 1 resulta el esquema
de Vasiliev, que segtin Szymkiewicz [9]
resulta inadecuado para la solucién de las
ecuaciones de Saint Venant. El sistema (7)
es no lineal y presenta 2(N+1) ecuaciones
con 2N incégnitas. Aunque puede ser
linealizado usando los primeros términos de
una expansion en serie de Taylor en torno a
los valores obtenidos en el paso de tiempo
anterior, en el presente trabajo se hace uso
de un método de solucién de sistemas de
ecuaciones no lineales, o sea, una variante
del método de Gauss-Newton para la
solucién de este tipo de sistemas, conocido
como método de Levenberg-Marquardt, el
cual es descrito en detalle por Gill et al [3].

Analisis de precision y estabilidad

Para la evaluacion de la precision y la
estabilidad es utilizado el andlisis de Fourier

v, o .
o Eox (8.2)
oh U

A in, =0

o ax (8.b)

Aqui U = Q/A; h, = profundidad
constante; h = profundidad de flujo. Este
sistema escrito en notacion vectorial

B{F} 4K, ]B{F} 0} N

siendo F = vector de las incognitas y K, =
matriz de coeficientes. La discretizacién de
este sistema con Ax y At constantes vendrd
dada por

{O} - 7{F11:;—1 - Fllj—l}
2W {Fk+1 Fl }

A
{Fkﬂ N 1}

k+1 k+1
+E[K01{F ~F5'}

i+l

i+l

100 _G[Ko iEs, -FL )
Ax (10)
Cuando es aplicado el andlisis de Fourier

en (10) resulta un factor de amplificacién G

que es un nimero complejo, cuyo moédulo

es:

1-26
o= e B
" g4 L donde
\J 4r?
tg(le]
r=C, 2

(11)
1+(2w—1)tg2(7‘§xj

con A = indice de la componente de Fourier;
Cr = (g hy)*(At/Ax), el niimero de Courant.

El esquema numérico es absolutamente
estable si | G | <1y esto solo se satisface
cuandow = 1/2y 6= 1/2. Para 6 = 1/2,
| G | = 1 resultando un esquema no
disipativo, o sea que se propagan los
errores; con 0 < 1/2 , |G|> 1 que da lugar a

y las ecuaciones de Saint Venant son un esquema inestable y si 6 > 1/2, <1
simplificadas y linealizadas como sigue: entonces el esquema es disipativo.
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La intensidad de la disipacién vendra
dada por el coeficiente de difusiéon numérica
vy el cual puede ser estimado acorde con la
ecuacion:

vp=g(0-0,5) Ath, (12)

Nétese que la difusion s6lo desaparece
cuando 6 = 1/2, lo cual indica que la
aproximacién del método es de segundo
orden en el tiempo. Para 6 > 1/2, el esquema
produce difusién numérica que se
incrementa cuando 0 y At son
incrementados. Para estimar el error de fase,
haciendo uso del factor de amplificacion, se
define la celeridad de la fase de la
componente de Fourier, definida por el
angulo Ok

2r

T 4%00-1)+1 (13)

2o,

Para la variante de Szymkiewicz, el error
de dispersion estd ausente solamente si w =
1/2,0 = 1/2 y Cr =1. Con estos valores la
celeridad de la fase de la componente de
Fourier es constante y al introducir w = 1/2
en (11) se obtiene

r=C, tg(0,5 LAX) (14)

El andlisis de Fourier desarrollado por
Szymkiewicz para estimar la precision y
estabilidad del esquema, aplicado a la
version linealizada del sistema (1) no es
definitivo, pues bien es conocido que no se
dispone de métodos exactos para el estudio
de la convergencia y estabilidad de
esquemas no lineales. Es por ello que la
experimentacién numérica constituye la
Unica herramienta para la verificacion final
con el objetivo de garantizar una mejor
simulacién de condiciones de flujo reales.

El método de las diferencias finitas
(MDF). Esquema de Preissmann

En el método de Preissmann, cualquier
funcion continua y derivable respecto a las
variables independientes x y t , se sustituye
por las siguientes formulas:

£, " = 6wt} +(1-wf'}
+(1- 9){wfk1 +(1- W)fik_l} (15.a)

i+l

of 1 k k-1
— = w(f", —-f
at Atk W( i+l 1+1)
1 (15.b)
+—(1-w)(fF =t~
Atk( )( b )
of 1
—=——0(f —f*
ox Ax, (i =10)
(15.0)

+ L(1 -0) (£ -5
AX;
siendo Ax; y Aty los intervalos variables de
distancia y tiempo respectivamente que
proporcionan el tamafio de la malla; wy 0
pardmetros de peso que pueden variar entre
0y 1. Tales pardmetros pueden afectar
significativamente la estabilidad del
esquema; una condicion estdndar puede
obtenerse para w = 1/2 lo que implica una
precision de segundo orden en el espacio
segin Lyn y Goodwin [5]. Acorde con (15),
las ecuaciones de Saint Venant son
discretizadas y se obtiene un sistema
algebraico con 2N ecuaciones y 2N
incégnitas (i =1,....N+1)
k k k-1 k-1
0=9Qi+l _Qi +(1-9) Qi+1 _Qi
Ax, Ax,
+T *w h:(+1 — h;:l
" At,
k 1k

+T, *(1-w)———+q™*

‘ b (16.2)
Q= Qi Q- Q"
At, t,

Zekk_k
,20Q," QL@

i+l

O0=w

A K Ax,

L2079, -
A K AX.

m, i

k k

+gAm‘k(1—NF2m,k)67h”‘ i
A (16.b)

A, =AM,"). T,"=Th,").

bl

siendo
(NF*), ¥ =NF*(Q, *,h,, ")

) nisz,k‘Qmik‘
Sfm‘ = k473 kN2
R, H"(A, 5
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h,,* =6{whf, +(1-wh!}

i+l

Q, * =6{wQ}, +(1-w)Q!}

Para resolver (16), que constituye un
sistema de ecuaciones no lineales es
utilizado también el método de Levenberg-
Marquardt.

Analisis de estabilidad

La técnica utilizada para dicho anélisis
es la de von Neuman. Es vdlido recalcar que
la misma estd rigurosamente justificada para
ecuaciones diferenciales lineales, y en virtud
de tal restriccién, se procede a la
linealizacion de las ecuaciones que
gobiernan el régimen impermanente
unidimensional, lo que implica la aplicacién
de este esquema al sistema (8):

{0} =w{E}, —-F}}+ (1 -w){F' —E"'}

i+l

At
+E[KO] G{Fi‘j] - Fik}

At k-1 k-1
+——|K, |[1-0)1F; —F
AX[ 0]( ){ i+l i } (17)
La condicién de von Neuman para la
estabilidad numérica impone la siguiente
restriccion:

1

Wy 1
2+(e—]zo (18)
Cr. 2

i

siendo Cr; = nimero de Courant para la i-
ésima onda caracteristica. Para Cr >0, la
estabilidad depende de los valores de w y 6:

ePara0<w<1/2

-S10<06<1/2,el esquema es
incondicionalmente estable

-Si1/2<6 <1, el esquema es
condicionalmente estable

ePara 1/2<w<1
-Si0<0<1/2, el esquema es
condicionalmente estable

-Si1/2<0<1,el esquema es
incondicionalmente estable.

Noétese que paraw = 1/2y 0= 1/2 la
estabilidad es incondicional, como en la
variante de Szymkiewicz. Lyn y Goodwin

[5] demuestran que el criterio de von
Neuman es una condicién necesaria y
suficiente para la estabilidad del presente
esquema, asi como también que a pesar de
que el esquema sea estable, su convergencia
puede ser mala, siendo esto corroborado por
Lopez y Saavedra [7] con sus
experimentaciones numéricas con casos
simples del flujo en conducciones libres,
llegando a la conclusién de que para w =
1/2 el mejor balance de oscilaciones y de
difusion numérica se obtiene si 6 = 0,6, pues
éstas se reducen al minimo; sin embargo
cuando la friccidn es significativa, 0 = 1/2
ofrece mayor precision y rapidez.

Resultados

Dos casos serdn resueltos por los
esquemas de Preissmann y Szymkiewicz. La
geometria de la conduccién permanecerd
invariable, correspondiente a un canal de
seccion rectangular con 6,1 metros de
ancho; la rasante de fondo es constante e
igual a 0,0005; un coeficiente de rugosidad
n =0,02 y la longitud de dicha conduccidn,
6 km. Los parametros de peso w y 6 seran
tomados de 1/2 y 2/3 respectivamente, de
manera que de acuerdo con la literatura
consultada se garantice la estabilidad
numérica de ambos esquemas.

Caso 1

Una forma simple de las ondas de
gravedad, conocida como onda solitaria,
serd modelada a continuacién tomando en
cuenta los efectos de la pendiente y la
friccién, que reducird gradualmente la altura
de la onda. La condicion inicial del flujo
corresponde a un régimen de circulacién
uniforme, caracterizado por una profundidad
de circulacién de 1,8 m y un caudal Q, =
13,3335 m?/seg. En el extremo aguas arriba
y con un periodo P, = 400 seg se impone un
hidrograma senosoidal en la forma:

* Q) =Q,+05Aq (1-cos mt);
para0 <t <P,

° Qo(t) = Qn;

siendo ® = 27 / P, ; Aq = 8,889 m*/seg.

parat> P,
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La longitud serd dividida en intervalos
de longitud constante donde Ax = 300m lo
que implica la existencia de 20
subintervalos y el tiempo de simulacién de
1200 seg, necesarios para que no ocurra la
reflexion de dicha onda en la frontera aguas
abajo, serd dividido por 12 subintervalos
cuya magnitud At = 100 seg. En efecto, tal y
como se muestra en las figuras 1.ay 1.b se
detecta una onda que se traslada aguas abajo
amortigudndose por efecto de la friccién y
segln el hidrograma impuesto, para t = 1/2
P. existe una tendencia a la condicién
inicial. En los primeros instantes en que es
posible apreciar el perfil de la onda en su
plenitud, no se detecta simetria por efecto de
la rasante de fondo. En los experimentos
numéricos realizados por Mozayeny y Song
[6], al aplicar el método de las
caracteristicas fueron detectadas
oscilaciones en la recesion del hidrograma

t=1200 seg

o 1000 2000 3000 4000 5000 8000

para diferentes secciones del tramo de
conduccién y segin dichos autores existian
dos posibles causas:

a) Gradientes adversos de presion en la
rama de la recesion del hidrograma

b) Oscilaciones numéricas

Afladiendo ademds que de ser ésta ultima
la causa, entonces el hecho de que las ondas
se amortiguasen rapidamente es un
indicador de la estabilidad numérica del
método y consecuentemente pueden ser
ignoradas debido a su pequefia amplitud. En
los esquemas presentados no se produjeron
tales oscilaciones y los resultados fueron
practicamente idénticos, aunque en la
frontera aguas abajo, la variante de
Szymkiewicz experimentd menos variacion
que la de Preissmann. Los tiempos de
célculo resultaron: esquema de Preissmann,

1=200 seg

=300 s2g

0 1000 2000 2000 4000 5000 8000

FIGURA 1.a Resultados segun el esquema de Preissmann con un hidrograma senoidal completo aguas arriba de

la conduccioén.

1200 seg

0 1000 2000 3000 4000 5000 8000

30 =200 seg

o 1000 2000 3000 4000 5000 8000

FIGURA 1.b. Resultados segun la variante de Szymkiewicz con un hidrograma senoidal completo aguas arriba de

la conduccioén.
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170,43 seg; esquema de Szymkiewicz,
1573,1 seg.

Caso 2

Ahora se introduce, para la misma
condicion inicial, un aporte distribuido en
dos elementos (décimo y onceno) que
barren una longitud de 600 m, y la magnitud
de tal aporte es 3,512 m*/seg/m? en todo el
tiempo de simulacién que es de 500
segundos, con un incremento temporal de 50
segundos, sin ser afectadas las condiciones
de frontera aguas arriba y aguas abajo
respectivamente. Los resultados de cada
esquema se muestran en las figuras 2.a y
2.b.

El esquema de Preissmann y la variante
de Szymkiewicz brindan como resultado
una onda creciente que ha de comprender

t= 500 seg

[ 1000 zooo 3000 4000 5000 s000

los elementos donde tiene lugar el aporte.
Como esto produce cambios en la condicién
inicial, aguas arriba de dicha entrada
comienza una disminucion gradual del gasto
y aguas abajo, un incremento en el sentido
del flujo. Los resultados no se diferencian
practicamente y las oscilaciones detectadas
son despreciables; no obstante, la variante
de Szymkiewicz satisfizo mejor la condicidn
de frontera aguas abajo (ver figura 2.b) y los
tiempos de célculo resultaron, para el
esquema de Preissmann: 270,01 seg y para
el esquema de Szymkiewicz: 1193 4 seg.

Conclusiones

En los esquemas presentados fueron
introducidos los términos correspondientes a
los aportes laterales, ya sean puntuales o

o 1000 2000 2000 4000 s000 8000

FIGURA 2.a. Resultados segun el esquema de Preissmann con gasto distribuido en el espacio y continuo en el

tiempo.

=500 seq

0 1000 2000 2000 4000 s000 8000

[ 1000 2000 2000 4000 5000 5000

X

FIGURA 2.b. Resultados segtn la variante de Szymkiewicz para gasto distribuido en el espacio y continuo en el

tiempo.
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distribuidos, ademas de la variabilidad
espacial del coeficiente de rugosidad y de la
rasante de fondo. Para las condiciones de
simulacidn establecidas, se brindaron
resultados casi idénticos, pero la diferencia
fundamental radica en el tiempo necesario
para efectuar los cdlculos. El esquema de
Preissmann es mds rdpido que el de
Szymkiewicz pues el nimero de ecuaciones
resulta menor, o dicho de otra forma, su
malla genérica es de cuatro puntos mientras
que la de Szymkiewicz es de seis puntos.
Esto da lugar a una interrogante en la
decision del tipo de esquema a emplear para
la modelacion del flujo impermanente en
conducciones libres, pues en sentido general
estdn demostradas las ventajas del MEF
sobre el MDF, ya que es mds preciso. Por
tanto, el peso de la rapidez vs precision
depende en gran medida de los objetivos
perseguidos en la modelacion matematica
del problema que se plantee, asi como la
toma de decisiones en el menor tiempo
posible.
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