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UN ALGORITMO NUMERICO PARA LA CALIBRACION
DE LOS PARAMETROS DE LA ECUACION DE LA

DISPERSION-CONVECCION

MSc. Lic. David Ernesto Marén Dominguez*

Se muestra un modelo numeérico para la
resolucion del problema inverso en el transporte
de contaminante. Se utilizo un algoritmo
numérico del problema directo desarrollado a
partir de la discretizacion de la ecuacion del
transporte de soluto en un medio poroso. Se
emplearon elementos lineales, cuadrdticos y
ctibicos en el desarrollo del modelo directo. Se
verifican y se comparan los algoritmos del
modelo inverso con soluciones analiticas del
modelo directo reportadas en la literatura.

1. Introduccion

El conocimiento de la hidrogeologia
exige cada vez mas el apoyo de la
simulacién matemdtica para abordar los
complejos problemas que se presentan en la
modelacion de los problemas de transporte
de contaminante en un medio poroso. Un
problema que se presenta es el llamado
problema directo el cual consiste en simular
o predecir el movimiento, en el tiempo y en
el espacio, de una sustancia contaminante en
un medio poroso conocidos los valores de
todos los pardmetros del medio. Otro
problema es el llamado problema inverso
([5] y [6]) que consiste en determinar los
valores de los pardmetros desconocidos con
ayuda de observaciones conocidas de las
concentraciones del contaminante en
algunos puntos del medio. En algunos casos
se utiliza la regresion para determinar dichos
parametros ([4]). Para abordar un problema
de modelacién es necesario definir el
modelo conceptual y el modelo matemadtico
asf como precisar las tareas a realizar como
son: la validacion del modelo matematico, la
calibracion del modelo y la verificacién del
modelo (Maloszewski, 1992). En este

trabajo se propone un modelo para la
resolucion del problema inverso en el
problema del transporte de contaminante. En
el modelo del problema inverso se hace uso
del problema directo aplicindose un
algoritmo de optimizacion. La funcion
objetivo a minimizar es la suma de los
cuadrados de los errores entre los valores
observados y los valores calculados.

2. Planteamiento numérico del problema
inverso

En muchos problemas de modelacién
ocurre que no se conocen los valores de
algunos de los pardmetros del medio, en
cambio se conocen observaciones de
concentraciones en algunos puntos del
mismo. En estos casos se realiza la
calibracién del modelo para la
determinacion de esos pardmetros
desconocidos. En la confeccion del modelo
inverso se utiliza un algoritmo numérico
desarrollado para el problema directo y en el
cual se aplic6 el Método de los Elementos
Finitos (M.E.F.) para la discretizacion en el
espacio segun la variante de Galerkin y el
Meétodo de las Diferencias Finitas (M.D.F.)
para la discretizacion en el tiempo con un
pardmetro de peso ([10]; [7]). Se emplearon
en el modelo directo elementos lineales,
cuadréticos y ctibicos y se demostro a partir
del criterio de Von Neumann ([9]) que la
condicidén de estabilidad es la restriccion
W = 0,5 para el pardmetro de peso de la
discretizacion en el tiempo.

En el proceso de calibracidn se utiliza

una funcion objetivo la cual se define aqui
como la suma de los cuadrados de los
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errores entre los valores observados y los
valores calculados ([1]; [8]).
FO:f(P)= Y 3 (C™-C(P)* (1)
keTobs ieNobs
donde P indica el conjunto de pardmetros a
calibrar, el subindice i recorre el conjunto de
nodos con observaciones de concentraciones
(Nobs) y el subindice k recorre el conjunto
de tiempos con observaciones (Tobs). Existe
una estrecha relacion entre el modelo directo
y el modelo inverso ya que en el proceso de
la bisqueda del minimo de la funcién
objetivo (1) se hace uso del modelo directo
para determinar los valores de las
concentraciones calculadas. Se utilizaron los
procedimientos de optimizacion del
asistente matematico MATLAB version 5.1
para minimizar la funcién objetivo.

3. Verificacién del modelo numérico del
problema inverso

Para verificar o comprobar el modelo
numérico del problema inverso se utiliza la
solucién analitica que corresponde al caso
del impulso continuo con dispersién no nula.

Impulso continuo con dispersion no nula

Este ejemplo corresponde a uno de los
casos de respuesta-estimulo utilizados en los
estudios de trazadores. La concentracion
inicial es nula, C (x,0)=0 para todos los
puntos del medio. Las condiciones de
fronteras vienen dadas como valores de
concentracion conocidos en los extremos. Se
considera un valor constante en la entrada y
un valor nulo en la salida

C(0,1)=Ce
C(4o0,1)=0

parax=0,t>0
parat>0

La solucién analitica para este caso se
obtiene aplicando la Transformada de Laplace
y viene dada por la expresion siguiente en la
cual interviene la funcién error
complementario denotada por erfc ([2]; [3])

Ce = (¢}
C(x,t) = —e?” ~e2“erfc(’c + j
2 T

(2)
. e"z"erfc(‘c - Gj
T

. X 'GRth eu2
siendo 6="Y——— T h= +A
2vD 4DRt Y
= xje Rt
2, Dt

Se tomo el siguiente juego de datos:
— Velocidad real del fluido: U =5 m/dia
— Concentracién en la entrada: Ce = 50 g/m3
— Porosidad efectiva: 0=0,1

— Tiempo final de simulacién: Tf =40 dia

— Longitud de la regién: L=480m
— Coeficiente de dispersiéon: D = 0,05;

U = 0,25m?%dia
— Coeficiente de Retardo: Rt=1

— Coeficiente de degradacién: A =0 1/dia

— Pardmetro de peso: W=1

Para poder realizar las comparaciones se
tomaron 2 valores de Ax correspondientes a
NE = 24 y 48 elementos en el espacio y se
tomo un valor de Az correspondiente a
NT=20 ndmero de subdivisiones en el
tiempo. Se seleccionaron para la calibracién
los pardmetros: D, Rt, A y W pero pudo
haber sido otra la seleccion. En todos las
casos se considerd que el parametro de
dispersion y el de retardo eran constantes en
el espacio y en el tiempo. Se tomaron 5
casos de juegos de datos de estos pardmetros
variando los valores de ellos segin se
muestra a continuacion:

Caso 1: D=025;Rt=1; A=0; W=1

Caso02: D=025;Rt=2;A=0; W=1
(caso con retardo)

Caso3:D=025;Rt=1; A=0,001; W=1
(caso con degradacion)

Caso4:D=025;Rt=1,A=0; W=0,8

Caso5: D=0.25;Rt=2,A=0,001; W=0.,8
(caso con retardo y degradacion)

Se tomaron las cotas siguientes para cada
pardmetro a calibrar las cuales se
mantuvieron constantes para los 5 casos.

0<D=<1,1<Rt<5,0=<A<1,05<W=x1
En las 4 primeras columnas de las tablas

siguientes se muestran los resultados de los
valores de los pardmetros calibrados para
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los elementos lineales (LIN), para los
cuadraticos (CUA) y para los cubicos
(CUB). En las restantes columnas se
muestran el valor de la evaluacién de la
funcion objetivo (EvalFO) en el punto de
minimo, el Coeficiente de Regresion
(CoefReg) del ajuste obtenido considerando
los valores exactos como valores observados
y el tiempo empleado en la calibracién
(Tcalib) respectivamente.

Como puede observarse en todos los
casos los resultados son satisfactorios.

Todos los valores de los coeficientes
calibrados se lograron reproducir con una
gran exactitud. Una medida del ajuste
logrado lo muestran los valores del
coeficiente de Regresion y de la evaluacién
de la funcién objetivo en el punto de
minimo. En todos los casos el tiempo
empleado fue pequefio. Todo lo anterior
permite verificar o comprobar la validez y
consistencia del modelo numérico propuesto
para el problema inverso. En el Anexo 1 se
muestran las graficas de los valores de la

EvalFO Tcalib (min)

CoefReg

NE=48 0,25 1 5,59 E-9 1 3,23 E-9 0,9914 2,43
NE=48 0,25 1 3,95 E-9 1 6,98 E-8 0,9978 5,92
NE=24 0,25 1 0 1 7,47 E-7 0,9915 2,43
NE=48 0,25 1 0 1 2,55 E-6 0,9990 7,94
NE=16 0,25 1 6,5 E-9 1 4,4 E-9 0,9918 2,33
CASO 2 (Rt =2)
A EvalFO CoefReg  Tcalib (min)
NE=48 0,25 2 0 1 1,31 E-9 0,9742 3,05
NE=48 0,25 2 0 1 2,85 E-8 0,993 7,32
NE=24 0,25 2 0 1 1,15 E-7 0,9748 3,26
NE=48 0,25 2 1,08 E-8 1 1,06 E-6 0,997 16,38
NE=16 0,25 2 2,07 E-9 1 5,38 E-9 0,9755 4,56
CASO 3 (A =0,001)
w EvalFO CoefReg  Tecalib (min)
NE=48 0,25 1 9,99 E-4 1 6,29 E-9 0,9913 3,19
NE=48 0,2501 1 9,99 E-4 1 2,27 E-8 0,9978 6,43
NE=24 0,2502 1 0,001 1 7,95 E-8 0,9914 2,92
NE=48 0,25 1 0,001 1 1,26 E-9 0,999 11,34
NE=16 0,25 1 9,99 E-4 1 1,07 E-8 0,9917 3.2
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CASO 4 (W =0,8)

W

EvalFO

CoefReg

Tecalib (min)

NE=48 0,25 1 0 0.8 1,33 E-9 0,9897 3,5
NE=48 0,25 1 4,8 E-9 0.8 4,64 E-9 0,9973 5.3
NE=24 0,25 1 0 0,8 3,73 E-10 0,9899 2,59
NE=48 0,2499 1 5,99 E-9 0,8 1,05 E-7 0,9989 10,27
NE=16 0,25 1 4,29 E-9 0.8 2,09 E-8 0,9903 2,95

CASO 5 (D =0,25; Rt =2; A = 0,001 y W = 0,8)

funcion objetivo en funcién del pardmetro
de dispersion, D, para el caso 5 y tomando
elementos lineales, cuadrdticos y cibicos.
En el Anexo 2 se muestran las graficas de
las concentraciones calculadas Ccal (0) y las
observadas Cobs (*) para los 3 tipos de
elementos utilizados observdandose la buena
aproximacion entre las mismas.

4. Conclusiones y recomendaciones

Se confeccioné un modelo numérico del
problema inverso para el caso del transporte
de contaminantes en un medio poroso,
utilizando elementos lineales, cuadraticos y
cubicos. El modelo inverso hace uso del
esquema numérico del problema directo en
el cual se emplearon elementos lineales,
cuadréticos y cubicos. Se verific6 el modelo
inverso con una solucién analitica reportada
en la literatura para diferentes casos de
juegos de datos comprobandose la buena
aproximacion del modelo.

Se recomienda considerar los
coeficientes de dispersion, D, y el de

A W EvalFO CoefReg  Tcalib (min)
NE=48 0,25 2 9,99 E-4 0,8 1,44 E-7 1 3,33
NE=48 0,2501 2 9,99 E-4 0,8 3,61 E-7 1 7,85
NE=24 0,25 2 9,99 E-4 0,8 5,26 E-8 1 3,6
NE=48 0,25 2 0,001 0,8 1,44 E-8 1 16,17
NE=16 0,25 2 9,99 E-4 0,8 2,68 E-9 1 4,14

retardo, Rt, variables en el espacio y en el
tiempo con el objetivo de poder modelar
situaciones mds complejas o reales, en la
calibracién de los pardmetros del problema
del transporte. Se recomienda utilizar el
modelo inverso con ejemplos reales o con
pruebas de trazadores.
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ANEXO 1. Valores de la Funcion Objetivo en funcion del coeficiente de dispersion D para los elementos lineales,
cuadraticos y cubicos.
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ANEXO 2. Grafica de las concentraciones observadas Cobs(*) y las calculadas Ccal (o) para Tf=40 dias, NE=48
elementos y para los 3 tipos de elementos.
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