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METODO DE DIFERENCIAS FINITAS APLICADO AL
FLUJO CON VORTICE DE UN HIDROCICLON

Se investiga un movimiento con vortice,
incomprimible, estacionario y turbulento en el
interior de un hidrociclon, equipo de amplia
aplicacion industrial. Se usa un algoritmo de
falso transiente y un esquema numérico con
diferencias finitas para la resolucion de las
ecuaciones diferenciales con derivadas
parciales. El flujo confinado con vortice se
considera axisimétrico y se modela mediante la
formulacion vorticidad-funcién de corriente de
las ecuaciones de Navier-Stokes. Las ecuaciones
de la vorticidad y del momentum angular se
resuelven con un algoritmo explicito en el
tiempo mientras que la ecuacion de la funcion
de corriente con un método SOR. Los resultados
obtenidos mediante la aplicacion del método de
las diferencias finitas se comparan muy bien con
datos experimentales y numéricos existentes,
pudiéndose deducir que el método se ha
implementado satisfactoriamente.

1. Introduccion

El principal objetivo en estudiar el flujo
en un hidrociclén es de entender su
mecanismo y optimizar su rendimiento. El
hidrociclén (Bradley [2]) es un dispositivo
usado para la clasificacién y separacion
industrial de particulas, constituido
generalmente (ver Figura 1) por una seccién
cilindrica conexa a una seccidn conica, un
tubo central de descarga superior (vortex
finder) y un tubo central de descarga
inferior (dpex). La alimentacién al equipo
se realiza tangencialmente en la parte
superior de la seccién cénica, asi
produciendo un flujo con vortice confinado
y con recirculacién. El esquema de flujo
general se compone de un movimiento con
vértice y de dos flujos axiales en
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direcciones opuestas, hacia el dpex en las
regiones externas cercanas a las paredes del
hidrociclén y hacia el vortex finder en las
regiones internas cercanas al centro del
equipo. Ademds en los equipos
comunicantes con la atmdsfera se forma un
nucleo de aire a lo largo del eje central del
equipo. Aspectos de la operacion de los
hidrociclones se dan en algunos trabajos
recientes (Chakraborti y Miller [3]; Hsieh y
Rajamani [7]).

En este trabajo se presentan los
resultados numéricos obtenidos a través de
la resolucién de las ecuaciones de Navier-
Stokes mediante el método de las
diferencias finitas, considerando flujo
turbulento y ausencia de particulas sélidas.
Partiremos con el modelo de flujo derivado
por Hsieh [6] y Hsieh y Rajamani [7] y que
ha sido aplicado anteriormente por Chiné et
al. [4]; considerando que el niicleo de aire
es cilindrico y calculando su radio en
términos de algunos pardmetros
geométricos y operacionales (Barrientos et
al. [1]; Concha et al. [5]).

2. Modelo numérico

Consideramos que el flujo en un
hidrociclén es incompresible newtoniano,
es decir:

T=-pl+p(Vv+W') 1)

donde T es el tensor esfuerzos, p el campo
de presion, U la viscosidad dindmica, I el
tensor identidad y v el campo de velocidad.
En régimen turbulento las ecuaciones de
continuidad y de momentum son, siendo

Vol. 14; numero especial

TECNOLOGIA EN MARCHA



ahora p el campo de presién media y v el
campo de velocidad media:

Vev=0 2)

(av+Vv-vJ=—1Vp+veV2v+b 3)
ot p

donde p es la densidad del fluido, ve la
viscosidad efectiva del fluido y b la fuerza
de cuerpo externa. Definiendo con X el
dominio espacial de frontera E, asumimos
condiciones de frontera del tipo Neumann y
Dirichlet sobre =. Ademads, se considera que
b puede despreciarse y que el flujo puede
ser considerado axisimétrico. A partir de las
ecuaciones de Navier-Stokes en
coordenadas cilindricas (r, 0, z) €
introduciendo la funcién de corriente ¥ y la
componente azimutal {y del vector
vorticidad, obtenemos las siguientes
ecuaciones diferenciales adimensionales con
derivadas parciales (ver para detalles Hsieh

[6]):
9, 10Q% (v,5,) _a(vzge)

= +
3
at r ?z or 812 @
L a Ce +l%_ci+a Ce
Rel 9r* rdr 1 97
Y 190¥ Y
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donde €2, el momentum angular alrededor
del eje z por unidad de masa, estd dado por:

Q=vy,r 9)

siendo Re = viR/ve el niimero de Reynolds,
R el radio del hidrociclon y vi la velocidad
de entrada media. Es importante subrayar
que el modelo propuesto busca solo
soluciones en estado estable y que la

FIGURA 1. Hidrociclén conico usado en los procesos
de clasificacion y separacion industrial de particulas.

presencia de las derivadas parciales con
respecto al tiempo t es para obtener una
solucién numérica asintdticamente
estacionaria. Finalmente, para calcular la
viscosidad de remolinos Ve aplicaremos el
modelo de Hsieh [6] basado en la hipétesis
del modelo de mezcla de Prandtl, donde las
ecuaciones que relacionan Ve a los
gradientes de velocidad del flujo medio en
forma dimensional son las siguientes:

w=ﬁ( +8”J (10)

or
R 174 r 172
o=k G) ()
(1D

1/4 172
5] )
’ R R

K, y K, son constantes y R, es el radio del
hidrociclén a la profundidad z.

dvy _ Ve

ar r

3. Solucién numérica

Para resolver las ecuaciones diferenciales
con derivadas parciales 4, 5 y 6 haremos
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uso del método de las diferencias finitas.
Siendo que las Ecs. 4 y 6 constituyen un
problema de valores iniciales y la Ec. 5 un
problema de valores de frontera, tenemos un
sistema de ecuaciones diferenciales con
derivadas parciales simultdneas, definido
como parabdlico en el tiempo y eliptico en
el espacio. Las Ecs. 4, 5 y 6 se discretizan
sobre una malla no-uniforme obtenida
usando un paso radial uniforme Ar y un
paso axial no-uniforme Dz; (Chiné et al.
[4]). La malla no es uniforme pues en la
regién conica se hacen coincidir los puntos
periféricos con la pared del hidrociclén. En
la direccién r las ecuaciones se discretizan
usando diferencias centrales de segundo
orden, mientras para la direccidén z se
deriva, usando expansion en serie de Taylor,
la siguiente aproximacion para una funcién
u genérica:

du Az,

0z ij Azi(ziﬂ _ZH)
Az, —Az
=y
AZiA Zi+1

Az "
i+1,j
A Zi+1(Zi+1 - Zi—l)

+0(Az,,Az,) (12)

i-1,j

+

0’ u‘ _ 2 ;
9z’ Azi(ZiH _Zi—1> o

2

ij

— U,
Az, Az
2
ui+l,j
AZHI(ZHI - ZH)

+0(Az,.,.Az,) (13)

i

i+1

+

El algoritmo de solucién comienza con
la aplicacion del método FTCS (Adelante en
Tiempo y Central en Espacio) con un paso
de tiempo At para discretizar las Ecs. 4,5y
6 y con la imposicion de las condiciones de
borde. Para cada paso de tiempo, los
términos convectivos de la ecuacion de
vorticidad se linearizan mediante el método
upwind de primer orden y sucesivamente se
integran a través del método explicito
Hopscotch. Después, los nuevos valores de

o se sustituyen en la ecuacion de la funcién
de corriente, la cual se calcula mediante la
siguiente estrategia dc seudo-transiente:

oY
o, =L, (14)

donde [ es el operador eliptico de Poisson y
rCg el término fuente. Partiendo con el
esquema iterativo de Jacobi se aplica el
método SOR a la Ec. 14 obteniendo el

nuevo valor de W¥:

&i,j
[-2(1+B)]

donde 1 es el pardmetro de relajacion, &; el

¥ = -0 (15)

vector de los residuos y B estd dado por:

_ Ar?

- AZiAZiJrI (16)
El pardmetro n se optimiza durante el
proceso de célculo mediante la aceleracion de
Chebyshev. Luego, se recalculan los valores
de borde de ¥ y g, se calcula la velocidad
radial y axial mediante la Ec. 7 y se actualizan

sus valores de borde. La Ec. 6 se lineariza
ahora con el mismo método upwind de
primer orden y se integra usando el método
Hopscotch. Conocido el valor de € en todos
los puntos de malla se calcula la velocidad
azimutal mediante la Ec. 9. En fin, el
algoritmo se usa para una nueva integracion
en el tiempo hasta que se encuentre la
solucion asintdtica para (g, ¥y Q.

La dificultad de la formulacién
Vorticidad-Funcion de Corriente radica en
que tenemos condiciones de frontera para
las componentes de velocidad y no para (g
y Y. Ademds el nicleo de aire del
hidrociclén forma una superficie libre sobre
la cual tenemos que aplicar una condicién
para el movimiento relativo entre las fases
liquida y gaseosa. En conclusion, tenemos
que especificar condiciones de frontera
sobre las paredes sdlidas del hidrociclén,
sobre la interfaz liquido-gas y sobre las
regiones de entrada y salida. Para respetar la
hipétesis de axisimetria, el tubo de
alimentacién del hidrociclén de radio R; se
sustituye por un anillo circular de amplitud
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2R;, donde el flujo de entrada no presenta
velocidad axial.

El perfil de velocidad radial de entrada
se integra tangencialmente sobre el borde
para dar ¥, mientras que los valores de vg
en la entrada son funciones del caudal de
alimentacion y de la geometria. Para fijar
las condiciones de borde de la vorticidad se
usa la Ec. 8 y se evaldan las derivadas
mediante los valores de la funcién de
corriente en la entrada. Se considera que las
paredes solidas son lineas de corriente y que
el caudal Q a través el tubo de corriente con
valoresde W aPy ¥, aOes:

0=2n(¥Y-Y¥,) (17)

La Ec. 17 nos permite calcular la
funcién de corriente W a P conociendo Q y
un valor fijo ¥, como valor de referencia a
O. Los valores de Q y de vg justo fuera del
borde se aproximan mediante una condicion
de vértice libre, mientras que las otras
componentes de velocidad son nulas en la
pared. Una condicion de contorno de primer
orden para la vorticidad se deriva a partir de
la Ec. 5. La interfaz liquido-gas representa
una region de frontera del flujo dentro del
hidrociclén que separa el liquido del nicleo
de aire. Este dltimo se aproxima con un
cilindro de radio Ra. La interfaz es entonces
una linea de corriente, cuyo valor se calcula
mediante la Ec. 17 y los flujos en la regién
de descarga superior e inferior. Asumimos
que esta interfaz es una superficie libre con
vorticidad y velocidad radial nulas, donde la
velocidad axial se fija mediante una
aproximacion del segundo orden y la
velocidad tangencial con la condicién de
vértice forzado. Para calcular el radio del
nicleo de aire haremos uso de un modelo
desarrollado por Barrientos et al. [1] y
Concha et al. [5]. Indicando con G la
tension superficial de la interfaz liquido-gas,
con Ap, la caida de presion a través la
interfaz liquido-gas y con o el gradiente de
velocidad radial del liquido en la interfaz, el
valor de R, estd dado por:

o

a

Finalmente, las condiciones de contorno
para W, (g y Q en las regiones de salida
superior e inferior deben asegurar la
continuidad del flujo.

4. Resultados

Para validar los resultados numéricos se ha
considerado (Chiné et al. [4]) un hidrociclén
geométricamente similar a aquello usado
por Hsieh [6] en su trabajo experimental.
Las condiciones de operacién simuladas y
los valores de otros pardmetros usados en
los célculos se dan en Hsieh [6, series I].
Debido a la diferencia de gradientes, el paso
radial de la malla es mds fino que el paso
axial dando una malla de 82x36 nudos. El
algoritmo SOR termina cuando el cambio
neto entre dos iteraciones sucesivas es
inferior a 1x10 ** en todos los puntos de la
malla, mientras la convergencia del
esquema numérico se alcanzé en 7x10°
pasos de tiempo y dos horas de tiempo CPU
en una estacion Sun Spark 10. Los
resultados se presentan en las Figuras 2,3 y
4 en forma de perfiles radiales de las tres
componentes de velocidad, en
correspondencia de seis valores de
profundidad H, definida como la distancia
desde el techo del hidrociclén. Con el
propésito de verificar los célculos se reporta
en la Figura 2 la velocidad radial v,
obtenida numéricamente por Hsieh y en las
Figuras 3 y 4, receptivamente la velocidad
tangencial vg y axial v. medidas por el
mismo autor mediante velocimetria ldser
Doppler. Nuestros célculos de vg y v
(Figura 3 y Figura 4) se comparan muy bien
con los datos experimentales, especialmente
en la regién central del hidrociclon.

Los valores v difieren un poco de los
datos de Hsieh y esto se puede atribuir a la
aproximacion realizada para estimar los
datos de los gréficos originales. Es
interesante observar que en correspondencia
de la pequefia pared horizontal del vortex
finder (H=5mx 107?) Hsieh midi6 valores de
v diferentes de cero. Para el mismo valor H
los computos de vz indican un flujo directo
hacia abajo en proximidad de la pared
externa del vortex finder y directo hacia
arriba en el interior del vortex finder.
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FIGURA 2. Velocidad radial en el hydrociclon para algunos valores de H (PRED: calculados con este
modelo;HSIEH: calculados por el modelo de HSIEH; H: profundidad desde el techo del hidrociclon).

Ademads en este nivel z los resultados
numéricos de vr parecen indicar un flujo
radial directo hacia la entrada del vortex
finder. Cerca del nucleo de aire la
simulacién de la velocidad axial es mejor
que la de la velocidad tangencial. Se
demuestra asi que las condiciones de borde
en la interfaz del nicleo de aire han sido
elegidas propiamente para el movimiento

del fluido en un plano vertical y que el

movimiento en direccién 0 es diferente de
un puro vértice forzado.

5. Conclusiones

Los resultados satisfactorios obtenidos
con la aplicacién del método numérico de
diferencia finitas al flujo con voértice en un
hidrociclon, brindan una herramienta de
calculo importante para la simulacién de
flujos industriales. El conocimiento del
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Fig. 3 Velocidad tangencial en el hydrociclon para algunos valores de H (PRED: calculados por este modelo;
HSIEH: mediciones experimentales de HSIEH; H: profundidad desde el techo del hidrociclén)

patrén de flujo es importante en actividades
industriales que se relacionan con
aplicaciones diarias de la fisica como son la
mecanica de fluidos y transferencia de calor
y masa. Entre tantas recordamos los
problemas asociados con resistencia al
movimiento y sustentamiento de aviones,
mejoramiento del perfil aerodindmico de

vehiculos terrestres y maritimos, combustion
de gases en motores y fabricaciéon de nuevos

materiales. Aplicaciones importantes y mds

cercanas a la realidad cotidiana de nuestros
paises se pueden encontrar en el disefio y
andlisis de turbomaquinas como son
bombas, turbinas, compresores, etc., en los
procesos con flujo de la industria del
petréleo y quimica, en la produccién de
materiales, en los problemas de ventilacion,
y finalmente en el estudio, control y
posterior reduccion de la contaminacién de

aire atmosférico y de efluentes.
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FIGURA 4. Velocidad axial en el hydrocyclén para algunos valores de H (PRED: calculados por este modelo;
HSIEH: mediciones experimentales de HSIEH; H: profundidad desde el techo del hidrociclon).
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