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Sobre la compresion de
Imagenes y atractores

de sistemas

Resumen

En este trabajo se hace una breve
introduccion al tema de la compresién de
imdgenes y el formato. FIF. Se presentan
algunos sistemas iterados de funciones y
sus atractores.

Introduccién

La compresion de imégenes juega un papel
importante en el almacenamiento de
imégenes con un menor costo, asi como en
la rdpida transmisién de datos. Claro que al
comprimir y luego descomprimir estos
datos se puede perder informacién; esta
informacién perdida muchas veces no se
percibe por el ojo humano o es redundante,
y los métodos de compresion eficientes son
los que logran extraer el “espiritu” de la
imagen, para después de descomprimir,
reproducir una imagen muy cercana a la
original. En la naturaleza muchos objetos
mantienen una autosemejanza que se puede
representar como el atractor de un sistema
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iterado de funciones, tal es el caso de las
nubes, helechos, plantas, arboles, arbustos,
etc. La teoria de los fractales tiene
aplicaciones en la compresién de
imagenes, en el sentido de que podemos
pensar que un objeto de esta naturaleza se
puede transmitir o guardar eficientemente,
reproduciéndolo en el momento que se
desee.

En 1987, dos matematicos del Instituto
Tecnolégico de Georgia, Michael Barnsley
y Alan Sloan, formaron Iterated Systems
Inc., una compafiia con base en Atlanta, en
donde se usa el desarrollo de la teoria
Jfractal aplicada a la compresién. Uno de
los productos méas conocidos es la
enciclopedia Encarta, publicada por la
compaiiia Microsoft, que incluye en un
CD-Rom miles de articulos, fotografias a
color, mapas, etc. Otro producto es el
Fractal Imager', un programa que recibe
un archivo, preferiblemente en formato.
JPG, y lo comprime en otro. FIF (fractal
image format), que se puede descomprimir
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y ver con el Fractal Viewer, aumentando
secciones de ella a cualquier nivel.

El primer esquema de compresion de este
tipo publicado, fue la tesis doctoral de
Arnaud Jacquin, estudiante de Barnsley, en
1989. Otros aportes importantes los dieron
Y. Fisher, R. D. Boss y E. W. Jacobs, entre
otros.

Una imagen es guardada en el computador
como una coleccion de valores que indican
el nivel de gris o color en cada punto
(pixel) de la imagen inicial. Los archivos
en formato .BMP, abreviado de BitMaP,
son formatos de mapas de bits para
Windows y tienen extension .BMP, y
algunas veces llevan la extension .RLE,
iniciales de run length encoding, que indica
que los datos del mapa de caracteres fueron
comprimidos usando uno de los dos
métodos de compresion .RLE. Los
archivos .BMP comprimen la informacién
del color usando 1, 4, 8 6 16 bits por pixel
(bpp). El célculo de los bpp determinan el
maximo nimero de colores que la imagen
puede tener, y estd dado por 2P, Si la
imagen es un 1-bpp hay 2 colores posibles,

CUADRO 1

Diferentes formatos graficos

Numero maximo de

si la imagen es un 8-bpp, lo mas usual, hay
256 colores, mientras que si es 24-bpp
tendriamos mas de 16 millones de colores.
La estructura de cada uno de los diferentes
formatos que aparecen en el Cuadro 1 y
como guardan la informacién se puede
encontrar en [13].

Comprimiendo imagenes con IFS's

El teorema 1 garantiza que el conjunto
invariante puede ser una buena
aproximacién del conjunto inicial si la
unién de copias pequefias estan cerca de
este, pues en este caso tendriamos que
D(E,F) se acercaria a cero. En este sentido
y como consecuencia de este teorema, el
siguiente corolario nos dice que un
conjunto compacto se puede aproximar
tanto como se quiera, bajo la meétrica
Hausdorff, por un conjunto autosemejante
e invariante de un sistema iterado de
funciones. La demostracion de ellos se
puede encontrar en Falconer (1990, p.
134). Si el conjunto es mas complicado,
este se puede ver como la superposicion de
varios conjuntos invariantes de varios
sistemas de funciones.

lamano maximo de la imagen
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Teorema 1 (Collage). Suponga que se

tienen Si:IR"— IR" funciones de creci-
miento acotado Vi=1,...,m, y suponga que
para todo i se tiene |Si(x)-Si(y)|<c|x-y|
para todo x,y € R", con c<1. Sea ECIR"
compacto no vacio, entonces

D(E,F)SD(E,OS,(E))I%; 1)

i=1

donde F es el conjunto invariante de los Si
y D la métrica Hausdorff.

Corolario 2. Sea EcR" compacto no
vacio. Para todo 8>0 existe un sistema
iterado de funciones de crecimiento
acotado S1,...,S» con conjunto invariante

tal que D(E,F)<3d.

Podemos pensar que una imagen en una
escala de gris, con todos los tonos de gris
entre el blanco y el negro, se puede ver
como z=f(x,y) que representa el nivel de
gris en el pixel (x,y), donde el menor valor
de f es blanco y el mayor es negro.
Asumiremos que f:Ix/—1, donde I=[0,1].
Los métodos de compresién de imagenes
se pueden evaluar usando la razén de
compresion, que es la razoén de la memoria
requerida para guardar la imagen como
coleccion de pixeles y la memoria
requerida para guardar la representacién de
la imagen en forma comprimida. Un archivo
de alrededor de 720KB se puede com-
primir en. FIF en 12KB, para una razén de
compresion de 720:12, es decir, 60:1.

Las aplicaciones afines son, en general,
rotaciones, reflexiones, traslaciones, con-
tracciones o cambios en los ejes, que se
pueden representar por

) \e d\v) L)
Se pueden usar diferentes métricas para
medir la distancia entre dos imégenes, dos
de ellas son la métrica rms y la métrica sup

que es mas sencilla:
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(x.y)el
Sean fo, fi, fo: R2—R? tal que

f(@)=4Gx)
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£(()) =4, p) +(0,1)

Con esto definimos un sistema iterado de
funciones (IFS) que realizan la lista

contractiva de razones (3 3573 ). El atractor

de este IFS es el triangulo de Sierpiriski.
Podemos pensar en este sistema iterado de
funciones como una maquina de fotocopiar
con tres lentes, la primera lente forma una
copia reducida al 50% en la parte izquierda
de la figura, la segunda lente forma una
copia reducida al 50% en la parte derecha
de la figura, y la tercera lente forma una
copia reducida al 50% en la parte superior
centrada de la figura. Ahora tomamos una
figura cualquiera, le sacamos la primera
copia en nuestra maquina y esta la volve-
mos a copiar, hacemos esto varias veces y
debemos obtener una figura similar al
atractor del sistema. Una exposicion muy
detallada se puede encontrar en [1], [14].

Esta maquina de copiado de reduccion

miltiple (MCRM), se puede representar
como en la Figura 1, donde se indica

F

FIGURA 1
MCRM cuyo atractor es el
tridangulo de Sierpinski

cnologia
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ademdas la orientacion de la copia. El
atractor de este MCRM es el triangulo de
Sierpifski, con un cambio de ejes. En total
hay 83 posibles MCRM, tomando en
cuenta las posibles rotaciones, reflexiones,
traslaciones y contracciones a escala 1/2,
analogas a la Figura 1. Un andlisis de la
simetria y conexidad de ellas se puede ver
en [12, sec. 5.3].

A estas MCRM, se les puede permitir algiin
estiramiento de la copia, asi obtenemos
gran variedad de sistemas iterados, con
atractores muy variados: Helecho de
Barnsley, Figura 3 parte (b); arbol, Figura
4. Estos atractores, a pesar de ser tan
naturales, se obtienen de la misma forma
que algunos “monstruos” como la curva de
Koch, el triangulo de Sierpinski, el
Twindragon etc.

CUADRO 2
Funciones generadoras

Descomprimiendo imdgenes con IFS's

Con este esquema de guardar solamente el
sistema iterado de funciones y reproducir
una aproximacion de su atractor en el
momento que deseamos, pueden presentar-
se algunos problemas en cuanto al tiempo
de descompresion, aunque la razon de
compresion es muy buena, en algunos de
estos el tiempo de descompresion no lo es.

Para la descompresion del helecho de
Barnsley se uso el sistema de funciones
descrito en el Cuadro 2. Aplicando este
sistema iterado de funciones a Xxg
obtenemos 4 imagenes, es decir,
{fl(XO),fZ(XO),f}(xO),ﬁ(XO)}, ¥ al aplicar de
nuevo el sistema obtenemos 16 imagenes,
asi sucesivamente. En este procedimiento
el programa que se uso, [10], represento 47
puntos, pero muchos de ellos estan cerca de
su imagen, sobre todo los que se obtienen
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FIGURA 2

Helecho de Barnsley aplicando el IFS
descrito en el Cuadro 2

FIGURA 3

al aplicar f4 y la resolucién que se obtiene
no es muy buena, Figura 2.

Pensando en este problema, podemos
modificar la aplicacion del sistema usando
el conocido Juego del Caos, en donde en
cada paso no aplicamos todas las
funciones, sino solamente una funcién de
manera aleatoria, todas con la misma
probabilidad. Esto quiere decir que si xj es
el punto inicial, tenemos que x»=fi;(xn-1)
escogiendo ik con igual probabilidad del
conjunto {1,2,3,4}. Con este procedi-
miento se obtuvo la Figura 3 parte (a). Aun
asi, el Juego del Caos descrito aqui se
puede modificar tomando diferentes
probabilidades p; para cada funcion f;, este
proceso recibe el nombre de sistema
iterado recurrente de funciones (RIFS);
una excelente exposicion sobre la
existencia, unicidad, convergencia vy
caracterizacion del atractor se puede
encontrar en [2]. La aplicaciéon a
compresion de imagenes lo ilustra John
Hart en [7], con algunos ejemplos. Un buen
indice, para & pequefio, esta dado por

max(S, 'C,. })

: , 5)
Z‘,max(& C"I)

B

a; b,
donde |Cij=detCi=
¢, d,
Zpi=1.Con 6 = 0,01, ver [10], se obtuvo
la Figura 3 parte (b), que tiene una mejor
resolucion con la misma cantidad de

puntos que las Figuras 2 y 3 parte (b).

y se tiene que

Otros ejemplos de descompresion de un
RIFS, aplicado a un punto como imagen
inicial, son el arbol de la Figura 4
izquierda, para el sistema de funciones
descrito en el Cuadro 2 y la rama de la
Figura 4 derecha.

Como un ejemplo interesante, conside-

remos como base el numero complejo
b= —1+i que provee una representacion

(a) Juego del Caos
(b) Juego del Caos con probabilidades diferentes
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binaria de todos los numeros complejos
[9], [11]. Al conjunto de todas estas
fracciones se le llama usualmente
Twindragon, Figura 5 izquierda. Una
construccion geométrica de este se
encuentra en [6]; sin embargo, para los
efectos de este articulo, este conjunto es el
atractor para el sistema iterado de
funciones definido por fy(x)=blx vy

fi(x)=b~1+b"1x. Se puede cubrir el plano

con una cantidad numerable de conjuntos

.:i‘,
#;.l

P
rﬁ ff::l

FIGURA 4

Un arbol y una rama como atractores

Tecn_o.%ogié

idénticos a este conjunto, de la forma 7+w
donde w es un entero gaussiano, y como
todos los enteros gaussianos se pueden
representar en esta base, se puede obtener
un mosaico o “teselacion” fractal del
plano, Figura 5 derecha. Se dice fractal
pues las fronteras de estos conjuntos son
fractales, [1], [11].

Si ahora consideramos digitos complejos,
por ejemplo D= {0,1,m,@*} donde

® =§(—1+i«/§) y b=-2 da una represen-

tacion de todos los niimeros complejos. Al
conjunto de todas las fracciones se le llama
Fracciones de Eisenstein, Figura 6. Este
conjunto es el atractor para el sistema ite-

rado de funciones definido por fy(x)=3x,
fix)=-1(1+x),  filx)=-3(0+x) y
Sx)=—3(@?+x).

Por otro lado, si a la maquina de fotoco-
piado de la que hablamos anteriormente, le
agregamos el control del contraste y del
brillo, entonces se pueden comprimir
imagenes en una escala de gris. Para esto
consideremos las aplicaciones afines v;
sobre IR? dadas en (2) con una dimension
mas que controla el contraste y el brillo, a

FIGURA 5
Twindragon
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FIGURA 6
Fracciones de Eisenstein

estas aplicaciones las llamamos wi; es
decir:

a4 . 0Ext |e
wily|=|e d O0ly|+|fil (6
z U0 R ek VY

'

donde s; controla el contraste y o; el brillo
de w;. Sean D, y R; el dominio y el rango de
v;, es decir, v{(D;)=R;. Pedimos, ademas,
que UR;=1? y RinR;=@ para i#j, es decir,
las copias cubren todo /2 y las imagenes no
se traslapan. Sea f) una imagen inicial, se
quiere encontrar el atractor f=xwy del
sistema iterado de funciones, o sea
W()=wi(f)owa(f)u...own(f)=f. Para
la existencia y unicidad del atractor para
cualquier f, inicial consulte [1], [5]. Para
codificar una imagen, necesitamos encon-
trar los D;, R; y w;. Y para decodificar la
imagen, aplicariamos repetidamente W a
cualquier imagen inicial, por ejemplo un
punto hasta que esté “cerca” de x.

Lo dptimo seria encontrar el atractor del
sistema iterado, pero basta encontrar una
imagen f*, que en alguin paso de la iteracién

Vaol. 14: N° 3.

esté cerca de f, es decir, dms(f’,f) sea
pequeiio. Para esto es claro que se necesita
minimizar la distancia entre fN(R;x]) y
wi(f), la distancia entre la porcién de la
imagen y su imagen, es decir, encontrar el
minimo de

d,(f R xDw (), Vi=1..,N (7)

asi el problema se resume en encontrar los
Riy los D; y por consiguiente los w;.

De lo anterior, para codificar una imagen
usando algin esquema que use los
elementos de la teoria fractal, necesitamos
particionar la imagen por alguna coleccion
de rangos R;; para cada R; se fija de alguna
coleccion de imagenes un D; que tenga un
error rms pequefio cuando se aplica en R; y
por ultimo de la ecuacion (6) se determinan
aj, b, c;, dj, e, fi, s;i y 0;. Con esto se obtiene
W=0 w; que codifica la imagen original.

Algunos de los métodos de particion de
imégenes que se usan para encontrar los R;
son: particion Quadtree, particion HV y la
particién triangular, para una mejor
comprension de estos métodos puede
consultar [5], [10]. En [5, Apéndice A] se
da un programa, en lenguage C, para
comprimir y descomprimir imagenes
usando el esquema HV. Existen, ademas,
otros esquemas de compresiéon de
imagenes usando la teoria fractal, [5, Caps.
9, 13], [8]. En la practica, el que mejores
resultados de compresion da es el
particionamiento por el esquema HV, en
donde una imagen comprimida en JPEG
con una razén de compresion de 54,3:1 se
puede comprimir usando el esquema HV
con una razon de 58,1:1, y la resolucién es
mucho mejor, [S, Apéndice D]. En estos
esquemas, la razén de compresion es muy
buena sin embargo, el tiempo de descom-
presion no lo es; este es uno de los mayores
problemas que enfrenta.

| |
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