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Un breve tourpor la
geometria computacional

Resumen

Los algoritmos geométricos son impor-
tantes en el diseiio y andlisis de sistemas
que modelan objetos fisicos. El campo de
la geometria computacional es importante
de estudiar debido a su fuerte contexto
historico, a las aplicaciones que requieren
de algoritmos geométricos, y por ser un
campo de mucha investigacion en la actua-
lidad. En este articulo de divulgacion, se
hace un breve tour por la geometria
computacional, y se analizan algunos
algoritmos importantes en esta drea.

1. Introduccién

Geometria computacional es una rama de
la ciencia de la computacion que estudia
algoritmos para resolver problemas
geomeétricos. Se trata de encontrar
algoritmos eficientes o, bien, procedi-
mientos computacionales para resolver un
amplio espectro de problemas geométricos.

Objetos geométricos como puntos, rectas y
poligonos son la base de una amplia
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variedad de importantes aplicaciones que
dan origen a problemas muy interesantes.
Problemas tan triviales de visualizar o de
resolver como el de determinar si un punto
dado se encuentra dentro de un poligono o
si dos segmentos se intersecan, requieren
programas no triviales.

Partes del ambito de aplicacion de la
geometria computacional son:

* Gréficas por computadora,

* Robodtica,

* Disefio VLSI (Very-Large-Scale-
Integration) de circuitos digitales,

* Disefio asistido por computadora,
* Reconocimiento de patrones,

* Investigacion de operaciones,

+ Inteligencia Artificial,

* Conformacién molecular y

* Estadistica.

La entrada a un problema geométrico-
computacional es la descripcion de un




conjunto de objetos geométricos, tales
como conjuntos de puntos, conjuntos de
segmentos de rectas, vértices de un
poligono, etc., y la salida es una respuesta
a una pregunta respecto de los objetos,
como, por ejemplo, si dos rectas se cortan,
o determinar la cascara convexa de un
conjuntos de puntos.

Los problemas geométricos pueden ocurrir
en espacios euclideanos o, bien, en
espacios no euclideanos (como ocurre con
los fractales por ejemplo). Algunos
enfoques un poco diferentes, y que algunos
autores consideran ser parte de la
geometria computacional por ejemplo son:
dibujar una curva de mejor ajuste para un
conjunto de puntos en el plano.

[16] considera que el término geometria
computacional es debido a Minsky y
Papert (1969) como un sustituto al modelo
de reconocimiento de patrones.

Segin [13] los algoritmos de naturaleza
geométrica han sido desarrollados en
distintos contextos, y la frase “geometria
computacional” ha sido utilizada con
distintas connotaciones.

1. Modelaciéon geométrica por medio de
curvas splines y superficies, un “topico”
que es mas cercano al espiritu de anali-
sis numérico que a la geometria. Bézier
(1972), Forrest (1971), Riesenfeld
(1973). Forrest refiere a su disciplina
como Geometria computacional.

2. Minsky y Papert en su libro
Perceptions, con subtitulo “Geometria
computacional”, trata con la comple-
jidad de predicados que reconocen
ciertas propiedades geométricas, tales
como convexidad. El intento de su
trabajo fue el de hacer estatutos
relacionados con la posibilidad de
utilizar grandes retinas compuestas de
circuitos simples para realizar tareas de
reconocimiento de patrones.

Software graficos y editores geométricos,
meta de muchos de los algoritmos
utilizados en [13] se orientan mas hacia los
detalles de implementacion e interfaces de
usuario que al analisis de algoritmos.

Geometria computacional no se relaciona
con demostracion de teoremas en
geometria utilizando computadoras.

Segun [13] el nombre Geometria compu-
tacional para esta nueva disciplina de la
ciencia de la computacion aparece por
primera vez en un articulo de M. I. Shamos
(1975) [15].

Podriamos sospechar que los algoritmos
geométricos han tenido una trayectoria
muy larga, debido a la antigiiedad y
naturaleza constructiva de la geometria,
pero mucho del trabajo en este campo es
reciente.

Euclides tuvo una popularidad muy grande
con su método axiomatico de demostra-
ciones. Los postulados geométricos y el
método de reduccion al absurdo se utili-
zaron sin variaciones sustanciales durante
cerca de 2000 afios. La técnica de reduc-
cion al absurdo simplifica la demostracion
de existencia de un objeto por medio de
contradiccion, en lugar de dar una
construccion explicita de €l (algoritmo).

Pero lo mas relevante de Euclides fue la
invenciéon de la construccion euclideana,
un esquema que consiste de un algoritmo y
su prueba. La construccién euclideana
satisface todos los requerimientos de un
algoritmo: Es no ambiguo, correcto y
termina. Un ejemplo clasico es un
algoritmo de Euclides encontrado en los
Elementos, que determina el maximo
comun divisor entre dos nimeros.

Pero mientras crecia la popularidad del
método axiomatico y progresaba la geome-
tria, el analisis de algoritmos se mantuvo
estancado durante cerca de 2000 afios.

Val. 14; N° 3. 15



16

La influencia de Euclides fue tan profunda
que, muchos siglos después, Descartes
formulé otro modelo para la geometria,
introduciendo sistemas de coordenadas que
permitian resolver problemas geométricos
en términos algebraicos.

Debido a esto, mucho del trabajo en el
campo de la geometria computacional es
reciente.

2. Algunos ejemplos de
problemas geométricos

Algunos ejemplos de problemas que la
geometria computacional trata son:

* Dados dos segmentos rectilineos, ;es
uno de ellos orientado en la direccion
positiva respecto al otro?

* (Dos segmentos rectilineos se cortan?

* (Como determinar la cdscara convexa
(convex hull) de un conjunto de
puntos?

* Dado un conjunto de puntos,
determinar los dos puntos del conjunto
que se encuentran mas cercanos.

* Dados N puntos en un plano, ;cuantos
se encuentran en las aristas de un
poligono dado?

* Dado un poligono simple P y un punto
z, determinar si z es un punto interior o
exterior a P.

* Dados N puntos en el plano, ;son ellos
vértices de su cascara convexa?

* Dados N puntos en el plano,
particionarlo en K “clusters” C,...,Ck
tales que el diametro del cluster
maximo es tan pequefio como sea
posible.

* Dados N puntos en el plano,
determinar el vecindario mas cercano
de cada uno de ellos.

* Dados N puntos en el plano, construir
un arbol de longitud total minima
cuyos vértices son los puntos dados.
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¢ Dados N puntos en el plano, unirlos por
medio de segmentos rectilineos que no
se cortan, tal que toda region interna a
la cdscara convexa es un triangulo.

* Dados N puntos en el plano,
determinar el menor circulo que los
encierra.

* Dados N puntos en el plano,
determinar el mayor circulo que no
contiene puntos del conjunto, tal que
su centro es un punto interior a la
cascara convexa de los puntos dados.

* Dado un conjunto S de N naimeros
reales, xi,...,xy, y un ntimero real ¢ > 0,
determinar si las diferencias entre
miembros consecutivos de S son
uniformemente iguales a .

* Dados dos poligonos P, Q, con My N
vértices respectivamente, jellos se
intersecan?

* (Es un poligono dado simple?
* (Dos poliedros dados se cortan?
* Dados una coleccion de N rectangulos,

determinar el contorno (o la clausura)
de su union.

3. Problema 1: Interseccion de
dos segmentos en el plano

Dados 4 puntos po,p1,p2,p3 en el plano,
consideremos los siguientes problemas:

* (Se encuentra el vector pop; en la
direccion de las agujas del reloj o en la
direccién opuesta respecto del vector
pop2?

* (Se intersecan los segmentos pop; y
pap3?

Para resolverlos en forma eficiente,
consideremos el producto cruz entre dos
vectores en R?, p=(x1,y1), g=(x2,2):

X X
pXq= SEX Y, =X =—gXPp.
yl y2




Cuando pxg>0, el giro del vector p hacia
el vector ¢ es el sentido positivo; es decir,
contrario a las agujas del reloj. La
direccion de giro es la que corresponde al
menor angulo entre los vectores p y g. Si el
giro es en el sentido horario, entonces
pxq<0. Si pxq=0, p y q son colineales.

Un dado vector p divide el plano en dos
regiones: Una que contiene todos los
vectores ¢ tales que pxg>0 y otra que
contiene los vectores 7 tales que pxr<0.

Para contestar a la primera pregunta, basta
calcular el producto cruz entre los vectores
pop1 Y popa- Si popix pop2>0, entonces el
giro del primero al segundo vector es
positivo (hacia la izquierda), caso contrario
es negativo (giro hacia la derecha). Si el
producto es cero, entonces los puntos son
colineales.

Otra posibilidad es determinar las
pendientes de los segmentos pop1 y pop2,

b, y m= D2 i my>ms entonces
dx, dx,

el giro de pop; a pop> es hacia la izquierda,
caso contrario es hacia la derecha.

m]:

El problema al comparar pendientes es que
dx, o dx, pueden ser iguales a cero, 0 muy
cercanos a cero. Por esto, en lugar de com-
parar las pendientes, podemos comparar
dxy-dy, con dxy-dy;. Considere la siguiente
funcion giro escrita en Pascal:

funcién giro (po,p1,p2 : point) : integer;
var dx;,dxy,dyy,dy,: integer;
begin
dxi:=p1.x;dy:=p1.y-po.y;
if dxi*dy,>dy1*dy; then giro:=1;
if dxi*dy,< dy1*dy; then giro:= -1;
if dx1*dy2=dy1*dy2 then
begin
if (dx1*dx2<0) or (dy1*dy2<0)
then giro:= -1 else
if (dxq*dxi+dy;*dy;)>=(dx;*dx,+dy,*dy,)
then giro:= 0 else giro:= 1;
end;

Point es un tipo récord, y aprovechamos la
oportunidad para implementar un seg-
mento y un poligono:

type point = record x,y : interger end;
line = record py, p, : point end;
var polygon : array[0...Nmax] of point;

Giro igual a 0 corresponde al caso en que
Po, P1, P2 son colineales con p; entre pg y
p1. Si po se encuentra entre p; y pa,
entonces giro es igual a -1, y si p; se
encuentra entre pg y p, giro es igual a 1.

La funcidon intersect determina si dos
segmentos se intersecan:

function intersect (L1,L2 : line) : boolean;
begin
intersect: = ((giro(L1.p;.L1.py.L2.py)*
giro(L1.py.L1.p2.L2.p,))<=0)
and ((giro (L2.p;.L2.p,.L1.py)*
giro(L2.p;1.L2.p,.L1.p,))<=0);
end;

Para determinar si dos segmentos
arbitrarios pop1 y pap3 se intersecan,
utilizaremos las siguientes estrategias:

1. Rapido rechazo: Dos segmentos no
pueden intersecarse si sus cajas
fronteras no se intersecan.

Una caja frontera (bounding box) de
una figura geométrica es el menor
rectangulo que contiene la figura, y
cuyos lados son paralelos a los ejes x e y.

Si po=(xo.0); P1=(x1.01), P2=(x2.2),
p3=(x3,y3), la caja frontera del
segmento pop; es el rectangulo cuyo
extremo inferior izquierdo es el punto

Po=(%,¥) y el extremo superior
derecho es el punto P, =(X,,,), con
)Aco = min(x,, x,), 5’0 =min(y,,,),

X, = max(x,,x,), y, =max(y,,y,)-

Dos cajas frontera (p,,p,),(P,,P;) se
intersecan, si y solo si la conjuncién
1=, 23)AE25)A0, 23,)A0,27,)
es verdadera. Las dos primeras
comparaciones determinan si las cajas
fronteras se intersecan en x, y las dos

ultimas determinan si existe inter-
seccion en y.
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2. Decidir si cada segmento intersecan la
recta que contiene al otro.

El segmento pyp) intersecan una recta,
si po se encuentra de un lado de la recta
y p1 se encuentra del otro lado. Si po o
p1 se encuentra sobre la recta, decimos
que el segmento interseca en la recta.

Entonces, dos segmentos se intersecan si y
solo si sus cajas fronteras se intersecan y si
cada segmento interseca la recta que
contiene al otro segmento.

Podemos utilizar el producto cruz para
determinar si pop; interseca la recta que
contiene los puntos pg,p;. Si popaxpop1<0
Y pop3x pop1>0 entonces pops y pops tienen
orientaciones opuestas relativas a pop; v,
por lo tanto, los segmentos se intersecan.

Si popaxpop1<0 y popsxpop1>0 entonces
pop2 Y pop3 tienen la misma orientacion
relativa a pop2 y, por lo tanto, los
segmentos no se intersecan.

Las condiciones de frontera ocurren
cuando uno de los productos cruz es igual a
cero; es decir, 3 de los puntos son
colineales.

4. Problema 2: Trayectoria
cerrada simple

Consideremos el siguiente problema: Dado
un conjunto con » puntos en el plano, deter-
minar la trayectoria que pasa por todos
ellos, sin auto intersecarse, de tal forma que
se devuelva al punto inicial después de
haberse visitado todos los puntos.

Los puntos pueden representar residencias
y las trayectorias la ruta que un cartero
debe de seguir para visitar cada casa sin
cruzar su trayectoria. El problema de
determinar la mejor trayectoria se conoce
como el problema del vendedor viajero
(traveling salesman problem) es mas
complicado que el que estamos tratando.
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Una estrategia sencilla para resolver el
problema de la trayectoria cerrada simple
es escoger uno de los puntos como soporte,
determinar los angulos polares de los
segmentos formados al unir los puntos del
conjunto al punto soporte, y ordenarlos de
acuerdo con su angulo. Finalmente, se
conectan los puntos adyacentes. El
resultado es una curva cerrada simple que
une los puntos dados.

Por ejemplo, para los puntos de la Figura
la, si escogemos al punto A como soporte,
obtendremos el poligono cerrado simple de
la Figura 1b.
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FIGURA 1b

Si dx y dy son respectivamente las
componentes horizontal y vertical de la
distancia del punto soporte a alguno de los
otros puntos, podemos determinar el

, : dy
angulo polar correspondiente arctan—d—x.

Pero, debido a que el angulo es utilizado
solamente para ordenar los puntos, es
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mejor utilizar otra funcién que sea mas
facil de calcular y que conserve la misma
propiedad de ordenamiento que el arco
tangente. Un buen candidato para la

o y
funcion es TR

La funcion

function theta(py, p;: point) : real;

var dx, dy, ax, ay : integer;
t: real;

begin
dx := pp.x=p1.x ; ax := abs(dx);
dy := p2.y-p1.t; ay := abs(dy);
if (dx=0) and (dy=0) then t:= 0
dy

ax +ay E

if dx<0 then t:= 2t
else if dy<0 then := 4+t
theta := t * 90.0;
end;

else t:=

devuelve un nimero entre 0 y 360 que no
es el angulo entre el segmento pip; y la
horizontal, pero que posee las mismas
propiedades de orden que el 4ngulo polar
[14] Cap. 24.

5. Problema 3: Inclusién enun
poligono

Consideremos ahora el siguiente problema:
Determinar si un punto dado se encuentra
dentro o fuera de un poligono dado.

Una solucion simple consiste en dibujar un
segmento rectilineo L bien largo (para
garantizar que el otro extremo estara en el
exterior del poligono) con origen en el
punto dado, y en cualquier direccién, y
contra el namero de segmentos del
poligono que son cortados por L. Si el
nimero es impar el punto estara dentro y si
es par el punto estara fuera.

La funcion inside determina si el punto 7 se
encuentra dentro o fuera del poligono,

utilizando un segmento de prueba hori-
zontal (para simplificar los célculos). [14]

function inside(t: point) : boolean;

var count, i, j : integer;
It, Ip : line;

begin

count:=0; j :=0;

pl0] := pIn] ; pIn+1] := p[1];
It.py := t; lt.py :=t; It.pr.x := maxint;
fori:=1tondo

begin

Ip.p1 = plil; Ip.p2 := plil;

if not intersect (Ip,It) then

begin
Ip.p2 == plj}; j := i;
if intersect (Ip, It) then count :=count + 1;
end;
end;
inside := ((count mod 2)=1);

end;

p[1] es el punto con la menor coordenada x
entre todos los puntos que tienen la menor
coordenada y, tal que si p[1] se encuentra
en el segmento de prueba L entonces
p[0]eL.

La variable j indexa el ultimo punto sobre
el poligono que no pertenece al segmento
de prueba. Si el poligono es convexo,
cualquier segmento de prueba lo interseca
a lo sumo en dos segmentos. En tal caso es
mejor usar un procedimiento como el de
busqueda binaria para determinar en
O(logn) pasos si un punto se encuentra
dentro o fuera del poligono.

6. Problema 4: Interseccién de
segmentos de un conjunto

Sea S un conjunto de segmentos.
Queremos determinar si algin par de
elementos de S se interseca.

El algoritmo utiliza una técnica conocida
como barrido (sweeping) que es comun a
muchos algoritmos geométricos. La recta
de barrido es una recta vertical imaginaria
que barre el conjunto de segmentos S de
izquierda a derecha.
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Supongamos que:

1. Ninguno de los segmentos en S es
vertical.

2. Tres elementos de S no pueden
intersecarse en un punto.

Debido a la primera hipdtesis, cualquier
elemento de S que interseca la linea de
barrido, lo hace en un tnico punto. De esta
forma, podemos ordenar los elementos de
S que intersecan la linea de barrido de
acuerdo con las ordenadas y de los puntos
de interseccion.

Los elementos S; y S son comparables en
L si la linea de barrido L intersecan a
ambos.

Decimos que S§;>1S>, si S y S, son
comparables, y si S;NL se encuentra por
encima de S, L.

Dado L, > define una relaciéon de orden
total sobre los elementos de S que
intersecan la linea de barrido L.

Cuando la linea de barrido L pasa por el
punto de interseccion de dos segmentos,
sus posiciones en el orden total > se
invierten.

Por la hipotesis 2, dados dos segmentos a y
b en S, existe alguna linea de barrido L tal
que en el orden total >z, @ y b son
segmentos consecutivos. Cualquier linea
de barrido que pasa por la regiéon marcada
tendra a los segmentos a y b como
consecutivos en el orden total (Figura 2).

L

FIGURA 2

ay b consecutivos respecto a L
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El algoritmo utiliza dos conjuntos de datos:
1. Tel estado de la linea de barrido.

T proporciona una relacién de orden
total entre los objetos intersecados por
la linea de barrido.

2. El calendario con puntos de eventos.
Es una sucesion de abscisas x
ordenadas de izquierda a derecha, que
define los puntos de salida (halting) de
la linea de barrido. Cada posicién de
salida se denomina punto de evento.
Los cambios en el estado de la linea de
barrido ocurren en los puntos de evento
(extremos derechos de cada segmento).

Insertaremos un segmento en el conjunto 7'
cuando su extremo izquierdo es encon-
trado, y lo borraremos cuando su extremo
derecho es encontrado. Cuando dos
segmentos son consecutivos en el orden
total, chequearemos si ellos se intersecan.

Las operaciones sobre T son: [1]
+ insert(T,s) : inserta un segmento s en T.
* delete(T,s) : borra un segmento s de T.

+ above(T,s) : devuelve el segmento que
se encuentra inmediatamente por
encimadesenT.

* below(T,s) : devuelve el segmento que
se encuentra inmediatamente por
debajodesen T.

Si S contiene n elementos, cada operacién
mencionada toma tiempo en O(logn) si
utilizamos arboles rojo-negro (red-black).
Podemos reemplazar las comparaciones de
llaves por comparaciones producto cruz
que determinan el orden relativo de dos
segmentos.

La entrada para el algoritmo es el conjunto
S con n segmentos, y la salida es verdadero
si existen dos elementos en S que se
intersecan y falso en el caso contrario. El
orden total T es implementado utilizando

un arbol red-black.




Any-segments-intersect (S)
=0
2. ordenar los puntos extremos de los
segmentos de S de izquierda a derecha.
3. for cada punto p en la lista ordenada de
puntos extremos

4. doif p es el punto extremo izquierdo de un
segmento s
5. then insert(T,s)
6. if (above(T,s) existe e interseca s) or
(below(T,s) existe e interseca s)
7. then return true
8. if p es el punto extremo derecho de un

segmento s
9 then if existen above(T,s) y below(T,s) y
above(T,s) interseca below(T,s)
10. then return true
1% delete(T,s)
12. return false.

En [1] se demuestra el teorema de
correctitud del algoritmo:

Teorema: Any -segments - intersect (S)
devuelve true si y solo si existe alguna
interseccion entre segmentos de S.

Para determinar el tiempo de ejecucion del
algoritmo vemos que el tiempo de
ejecucion correspondiente a la linea:

1. se encuentra en O(1).

2. se encuentra en O(n) si usamos merge
sort o heapsort.

3-11, el loop for iteractiia a lo mas 2n veces
(para los 2n puntos de evento) y cada
iteraccién toma tiempo en O(logn)
debido a que cada operacion red-black
toma tiempo en O(log n). Cada prueba
de interseccion toma tiempo constante
si utilizamos el producto cruz. Por lo
tanto, el tiempo total se encuentra en
O(n logn).

El algoritmo anterior es debido a Shamos y
Hoey [15].

7. Problema 5:La cGscara
convexa

La cascara convexa de un conjunto S de
puntos, CH(S), es el menor poligono

convexo P tal que cada punto de S se
encuentra en la frontera de P o en su
interior.

Intuitivamente, si pensamos que cada
punto de S es un palillo en un tablero,
CH(S) es la firgura formada por una liga de
hule tensa que rodea a los palillos.

El primer método que veremos para
resolver el problema es debido a Graham
[4], y consiste en mantener una pila Q con
los puntos que son candidatos a vértices de
CH(S). Cada punto de S (conjunto de
entrada) es metido en la pila, y los puntos
que no son vértices de CH(S) son sacados
de ella. Cuando el algoritmo finaliza, Q
contendra los vértices de CH(S) en el orden
contrario a las agujas del reloj.

La entrada es un conjunto S con n puntos
del plano, n>3. Se invoca la funcién
TOP(Q) que devuelve el punto que se
encuentra en la parte superior de la pila, sin
cambiarla. La funciéon NEXT-TO-TOP(Q)
devuelve el punto inmediatamente por
debajo del top de Q, sin cambiar Q. Al fina-
lizar, la salida Q contendra de abajo hacia
arriba, exactamente los vértices de CH(S)
en orden contrario a las agujas del reloj.

GRAHAM-SCAN(S)

1. Sea pp€ S con coordenada “y” minima.

2. Sea {p1,p2....pm} la secuencia con los
restantes puntos de S ordenados por angulo
polar.

Q<0

. PUSH(po, Q)

. PUSH(p, Q)

. PUSH(p,, Q)

.forie=3 tom

do while el angulo formado por los
puntos NEXT-TO-TOP(Q), TOP(Q) y p;
corresponde a un giro hacia la izquierda
9 do POP(Q)

10. PUSH(p;Q)

11. return Q.

©® N O LA W

En la Figura 3 mostramos como se ejecuta
el algoritmo. En el ejemplo S contiene 8
puntos. Se escoge pp con menor
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coordenada —y (y menor coordenada x en
caso de empate). py es uno de los vértices
de CH(S). Se ordena los puntos restantes
de S de acuerdo con el angulo polar
relativo a py. Si dos 0 mas puntos tienen el
mismo 4ngulo polar relativo a py, entonces
ellos son combinaciones convexas de py.
Tomamos el punto mas alejado en el radio
vector correspondiente. Las lineas 3-6
inicializan la pila Q con py,p1,p;.

El loop for, lineas 7-10 iteractiia una vez
para cada punto en la secuencia
{P3.P4, ...,pm} de tal forma que después de
procesar el punto p; Q contenga de abajo
hacia  arriba, los  vértices de
CH({po,p1,...,pi}) en el sentido positivo.

7 s
\P7 / /ps oP; oPs
\ i e :Rt/,p3 .;4 i
TR Sl R,
Po g ) Po TRl
op, ob,
= b o?;
y27 P
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P > P 2
F
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P NP
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Cascara convexa de 8 puntos
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El loop while, lineas 8-9 remueve puntos
de la pila que no son vértices de CH. Cada
vez que recorremos el CH en sentido
positivo hacemos un giro hacia la izquierda
en cada vértice. Por otro lado, cada vez que
el loop while encuentra un vértice en el
cual se realiza un giro hacia la derecha
entonces el vértice es sacado de la pila.

Después de sacar todos los vértices con
giros hacia la derecha en la ruta correspon-
diente a pi metemos a p; en la pila. Al
finalizar se devuelve la pila Q.

En [1] se demuestra el teorema de
correctitud del algoritmo de Graham:

Teorema: Si Graham-scan corre sobre un
conjunto S con n puntos, #>3 entonces un
punto de S pertenece a la pila Q al fina-
lizarlo si y solo si es un vértice de CH(S).

Para el tiempo de ejecucion tenemos:
La linea 1 toma tiempo en O(n).

La linea 2 toma tiempo en O(nlogn)
utilizando merge sort o heapsort para
ordenar los angulos polares, y el método
del producto cruz para compararlos.

Remover todos excepto el punto més
alejado con un mismo angulo polar, puede
ser hecho en tiempo lineal.

Las lineas 3-6 toman tiempo constante.

El loop for, lineas 7-10, se ejecuta n-3
veces. Cada PUSH toma tiempo constante,
y por lo tanto cada iteraccion toma tiempo
constante, excepto el tiempo tomado por el
loop while en las lineas 8-9. Por lo tanto,
todo el loop for toma tiempo lineal,
excepto para el loop while anidado.

Si utilizamos el método agregado del
anlisis amortiguado, podemos mostrar que
el loop while toma tiempo total lineal,
debido a que existe a los sumo una
operacion POP para cada operaciéon PUSH.
Concluimos que el tiempo total se
encuentra en O(n log n).




cadena izquierda

El otro algoritmo debido a Jarvis [8],
denominado la frontera de Jarvis, utiliza
una técnica que simula el envolver al
conjunto S con un trozo de papel muy
tenso. Empezamos con algun punto po que
garantizamos ser un vértice de CH(S) (por
ejemplo, el punto con menor coordenada y,
y menor coordenada x en caso de empate),
trazamos un segmento rectilineo L con
origen en py en la direccion positiva y
procedemos a barrer en el sentido contrario
a las agujas del reloj, hasta que L encuentre
a otro punto p; de S. Podemos imaginar
que esto corresponde a pegar el papel en pg
y jalarlo en forma tensa, hasta que toque
otro punto. Entonces, p; es otro vértice de
CH(S). Manteniendo el papel tenso,
seguimos el procedimiento anterior hasta
que el regalo sea completamente envuelto;
es decir, hasta que regresemos al punto
inicial p.

La frontera de Jarvis consiste en construir
una secuencia H={py,pi,...,pn-1} de
vértices de CH(S). Empezamos con py. El
siguiente vértice p; de CH(S) tiene el
menor angulo polar respecto a py (caso
haya empate, seleccionamos el punto mas
alejado de py). El siguiente punto p; tiene el
menor angulo polar respecto a pj, etc.

cadena derecha

Po

+——  —— cadena derecha

cadena izquierda

FIGURA 4

Cuando alcanzamos el vértice mas alto py,
hemos construido la cadena derecha de
CH(S). Para construir la cadena izquierda,
empezamos en py y €scOgemos pi+; COmo
el punto con menor angulo polar respecto
del eje x negativo. Seguimos el proceso
hasta volver al vértice original p.

Podemos implementar la frontera de Jarvis
haciendo barrido alrededor de la cascara
convexa, sin construir en forma separada
las cadenas derecha e izquierda.

La funciéon wrap encuentra la cascara
convexa de un vector p[l...n] de puntos.
La base de esta implementacién es la
funcion theta (p;,p2 : point) que hemos
visto anteriormente. p[n+1] se usa para
mantener un centinela.

function wrap : integer;
var i, min, m : integer;
minangle, v : real;
t : point;
begin
min = 1;
fori:=2tondo
if plil.y < p[min].y then min := i;
m := 0; p[n+1] := p[min]; minangle := 0.0;
repeat
m := m+1; t := p[m];
plm] := p[min]; p[min] :=t;
min := n+1; v := minangle;
minangle := 360.0;
for i := m+1 to n+1 do
if theta(p[m],plil) > v then
if theta(p[m], p[i]) < minangle then

begin
mins=1;
minangle := theta(p[m], p[min])
end;
until min = n+1;
wrap = m;

end;

Copiamos el punto con menor coordenada
“y” en p[n+1], v es el angulo actual de
barrido y m es el numero de puntos
incluidos en la céascara convexa. El loop
repeat pone el ultimo punto en la cascara
convexa, intercambiando con el m-ésimo
punto y usamos la funcion theta para
calcular el angulo respecto a la horizontal

hecho por el segmento formado por el
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punto y cada punto incluido en la cascara
convexa y determinando el menor de ellos.
El loop termina cuando se vuelve a encon-
trar una copia del primer punto en p[n+1].

Este programa puede o no devolver los
puntos que se encuentran sobre un eje de la
cascara convexa.

La principal desventaja del algoritmo es
que en el peor de los casos, cuando todos
los puntos se encuentran sobre la cascara
convexa, el tiempo de ejecucion es
proporcional a »n2. Si es implementado
adecuadamente, el algoritmo de la frontera
de Jarvis toma tiempo en O(nh), con h el
niimero de vértices de CH(S).

8. Problema 6: Puntos mas
cercanos

Sea S un conjunto de » puntos (n>2) en el
plano. Deseamos determinar la pareja mas
cercana de puntos S; es decir, cuya
distancia euclideana sea minima.

Este problema tiene aplicaciones en sis-
tema de control de trafico (determinar los
dos vehiculos més cercanos para detectar
potenciales colisiones), y en robdtica.

A fuerza bruta podemos determinar la
distancia entre todas las parejas de puntos S
y verificar la menor de ellas. Esto toma

tiempo (;]=@(n2).

Utilizaremos la estrategia divide vy
conquista para reducir el tiempo a

Q(n logn).

Cada llamada recursiva del algoritmo toma
como entrada un subconjunto P de S y dos
vectores X, Y que contienen todos los
puntos de P. Los puntos de X son
ordenados en orden creciente de las
abscisas x, y los de Y ordenados en orden
creciente de las ordenadas y.
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En la llamada recursiva con entradas P,X,Y,
chequeamos si |[P|<3. Si este es el caso,
utilizamos el método de fuerza bruta
descrito anteriormente. Si |P|>3 la llamada
efectiia las siguientes operaciones:

1. Divide: Determina la recta vertical L
que biseca P en dos conjuntos Pz, Pr

con
P P P
: ['2 l]’ s [IZ lJ

tales que todos los puntos P se
encuentran sobre L o a la izquierda de
L, y todos los de Pr se encuentran
sobre o a la derecha de L.

X se divide en vectores Xz, Xr que
contienen los puntos de P y Pr
respectivamente, ordenados en forma
creciente de la abscisa x. Andloga-
mente, Y se divide en Yz y Yz con
puntos de P. y Pr respectivamente,
ordenados en forma creciente de la
ordenada y.

2. Conquista: Para la llamada con
entrada Pr,Xz,Yr determine la pareja
mas cercana de puntos en PL con
distancia 0z, y para la llamada con
entrada Pr,Xg,Yr, determine la pareja
mas cercana de puntos en Pr con
distancia dr. Sea & =min(8z,8r).

3. Combina: La pareja mas cercana es o
bien la pareja con distancia &
encontrada en una de las llamadas
recursivas o, bien, una pareja de puntos
con uno de ellos en P. y el otro en Pxz.

El algoritmo determina si existe una pareja
de puntos cuya distancia es menor que 9.
Cualquier pareja de puntos con distancia
menor que § se encuentra en una banda
vertical centrada en L con radio 8. Para
encontrar tal pareja, el algoritmo:

a) Crea un vector Y’ obtenido de Y,
eliminando todos los puntos que no se
encuentran en la banda vertical de
ancho 28. Y’ es ordenado como Y.




b) Para cada peY’, el algoritmo busca
puntos en Y’ cuya distancia a p es
menor o igual que J.

Si |Y’|=m entonces el algoritmo
calcula la distnacia de p a cada uno de
los m—1 puntos restantes de Y’. Sea 6’
la menor de las distancias.

¢) Si &°<d la banda vertical contiene una
pareja mas cercana que la encontrada
por las llamadas recursivas, y devuelve
&’ con la pareja correspondiente como
solucion. Caso contrario, se devuelve
la pareja con su distancia 8 encontrada
por la llamada recursiva.

En [1] se demuestra el teorema de
correctitud del algoritmo anterior:

Teorema: El algoritmo de la pareja mas
cercana devuelve la distancia y la pareja
mas cercana de puntos de un conjunto S.

Para la implementacion, observemos que si
X recibido por la llamada recursiva se
encuentra ordenado, entonces la division
de P en Pr, Pr se lleva a cabo en tiempo
lineal. En cada llamada, la entrada P nece-
sita ser dividida. Lo mismo ocurre con el
vector Y, y necesitamos que las particiones
sean ordenadas en tiempo lineal.

Considere el pseudocodigo que se encarga
de esta tarea:

1. longitud[Yi]<—longitud[Yg]¢=0
2. for i«—1 to longitud[Y]
3. doifY[ileP,
4 then longitud(Yi]¢—longitud[Yi]+1
Y(longitud[Yi]1¢=Y([i]
else longitud[ Y] ¢—longitud[ Y] +1
Y[longitud([ Yr]]<=YTi]

Por lo tanto, si el punto Y[i]ePL, lo
agregamos al final del vector Yz, caso
contrario lo agregamos al final del vector
Yr. Existen pseudocddigos parecidos para
los vectores Xi,XgY’. Los puntos que
ocupan los primeros lugares en el vector

son preordenados; es decir, ordenados
antes de la primera llamada. Entonces,

2T(n/2)+0(n) sin>3

Fok {0(1) S HES

Concluimos que el tiempo de ejecucion de
cada llamada recursiva es T(n) € O(n logn).
Si T’(n) es el tiempo de ejecucion del
algoritmo completo, entonces

I (n)=T(n)y+O(n logn)
debido a que el preordenamiento
incrementa un tiempo de ejecucion en
O(n log n). Por lo tanto, T"(n) € O(n log n).

El algoritmo anterior es debido a Shamos y
aparece en [13].
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