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Mejor aproximacion
en el espacio dual

Resumen

Se caracterizaran los elementos de mejor
aproximacion para subespacios del
espacio dual E*, siendo E un espacio lineal
normado, asi como la aplicacion en los
espacios L'(X,w) para un conjunto finito
de elementos de mejor aproximacion,
siendo w una medida de Radon.

1. Introduccién

El tema de la mejor aproximaciéon en
espacios lineales normados es muy
importante dentro del marco de la moderna
teoria de la aproximacion. Matematicos de
primera linea como: Ivan Singer, Krein,
Milman, Borosow, Nicolescu, etc., han
contribuido a enriquecer el tema. Sus
aplicaciones sobre los espacios C(X) o
LP(X,un), (p>1y n una medida de Radon)
en problemas con: métodos de
computacion de elementos de mejor
aproximacion, ecuaciones diferenciales,
conexiones con programacion lineal,
ecuaciones integrales, etc., nos ha
motivado a la escogencia del tema.
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Pioneros en este campo han sido M.
Nicolescu, “Sur la meilleure approximation
d’une fonction donne¢ par les fonction
d’une famille donneé¢”, Bull Fac. Cernati,
1938. 1. Singer “Sur I’extension des
fonctionelles lineaires”. Rev. Math Pures et
Appl, 1, 1956.

Con estos trabajos, nuevos métodos hacen
posible el desarrollo de la teoria, surgiendo
nuevos resultados en espacios concretos
por A. L. Garkavi (1963, 1964, 1965) y R.
R. Phelps (1960-1963).

En el presente trabajo X serd un espacio
lineal normado y nuestro problema de
mejor aproximacion consistird en encon-
trar, dados xe X'y G X, un g€ G tal que:

- &.|= inl - of

geG
Los goe G que cumplan con esta propiedad
se llaman elementos de mejor
aproximacion de x por elementos de G y
denotamos este conjunto de elementos por:

x-gf}

L;(x)= {go eG :“x—gouz in

gel
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Si GcX es un subespacio de X, lo
denotaremos por G<X.

Es posible profundizar en el estudio de
existencia y unicidad en las aplicaciones
a los espacios LP(P>1) y por tanto
considerar los conjuntos distancia, asi
como sus caracterizaciones. Por otra parte,
si introducimos el concepto de ortogo-
nalidad usual en espacios de Hilbert, asi
como sus extensiones ([6]), se puede
introducir una nueva nocion de mejor
aproximacion.

Aplicaciones en los espacios L'(X, ) se
haran por medio de un conjunto finito de
elementos de mejor aproximacion, usando
para ello la medida de Radon p.. Usamos la
medida de Radon, pues ella es una directa
continuacion y generalizacion de los
resultados obtenidos por Lebesgue; entre
sus principales contribuciones podemos
citar:

1. Aditividad de conjuntos de funciones
son definidas a priori dado un 6—anillo
T de conjuntos en un espacio
euclidiano n—dimensional.

2. Si b(E) es una funcion aditiva no
negativa definida en 7, luego relativo a
esta funcion (llamada una medida), una
clase de funciones absolutamente con-
tinuas es escogida. En este caso se
tiene el siguiente teorema: Una funcion
aditiva absolutamente continua rela-
tiva a b(E) es una integral con respecto
a la medida b(E).

3. Funciones sobre un medio rectangulo
abierto son consideradas, las cuales
poseen la propiedad de aditividad
contable: Como un resultado de esto,
se tiene que la interrelacion entre
funciones de rectangulos y funciones
conjunto por un lado y funciones de
variable real por otro lado, sera simple.
El lector interesado en mas detalles
sobre la medida de Radon puede
consultar [4].
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En [2] se demostré que sixe E\ G y go€ G.
Entonces,

g,€L.(x)& 3f € E tal que €))

ol
b) f(g)=0VgeG,
c-)f(x—go):”x—goH

2. Caracterizacion de elementos
de mejor aproximacién en el
espacio dual

Queremos caracterizar ahora los elementos
de mejor aproximacion para un subespacio
del subespacio dual E*.

Definicién

Sean E un espacio lineal normadoy G<E,
definimos:

1)G*:={feE'|f(g)=OVgeG}
9)SiTSE T;={xeE|y(x)=0VyeT}
3 = sy ek <2

Ademéas VI'< E* se cumple |jx||r <||x||,
x € E pues:

[+l = suppgalrcof < supye o el < ]
Yer yer

Teorema 1
i.) Sean E un espacio normado, G<E,

xe E\G y g,eG. Entonces,

e ek-gl, =gl

ii.) Sea I'<E’, o(E",E) cerrado y sea
feE\I'=E\T, y,e I'. Entonces,

=/ -,

Yo L() & |(f =Vl
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Demostraciéon

i.) Supongamos que g,€Lc(x). Por (1)
ifeE" tal que |fl=1, f(g)=0
VgeGy f(x-g0)=llx—g&l.-

Por tanto:

f(x-g)2|f(x-g,)|

"x — & Gt =sup {flflgll

VfeGL
f(x-g)|=|x-g,|
=g, 2r-g)
tomando en cuenta que:
”x —gO“ i < "x —gOH , se tiene entonces

e~ sl =~

Supongamos que "x B &)HGl o "x k- go".

Como ”x o go“m " Nx 2 g“cl < 'Lx B gH

con ge G, entonces:
”x —gOH = ”x _d| = g, € L;(x).

ii.) Sea Y, € L.(f). Como T es 6(E*, E)-
cerrado luego para todo nimero c tal
que 0 <c<|| f~Yol; por el teorema de S.
Banach 3x"ceT'\ tal que [|x'¢||<(1/c) y
f(¥'c)=1, como xc=(x"c/||xc||) cumple
|xell=1,

ey
R

y como c es arbitrario con la propiedad
0<e<|lf~vll

|7 = yo) | = supl( £ ~ yo)ax| = sup 1)
e N5

I = vol <|s = vo)iry]
= -voird=|f -vo|

supongamos que se cumple
"(f =7Y0)| l"l" = |Lf = Y0|| . Como

[ =vorra < s = vo)|r:
<|f -

O sea

[CRSD P VAT
= yoe L (/) por (i)

3. Aplicaciones en los espacios
L'(X,w)

En [2], Teorema 3, se probo que si X es un
espacio polaco compacto, G<C(X),
xeC(X)\G y geG.

Entonces, g, Lo(x) <> existe una medida

de Radon p en X'y 3he C(X), |u| — c.p.d.
en X tales que:

=1
Hg)=0 VgeG
H=nh|p|

x(9)~ 2(9) =[Sen @] | - &} 7 € Sop(w)

donde C(X)={f:X—>C(R)| fes continua}
y Sop() se llama el soporte de la medida p.

Ademas, en [2], Teorema 5 se caracterizo
de manera general los elementos de mejor
aproximacién en el espacio L'(X,u):={f :
X—R|f es una funcién p — integrable},
con {1 una medida sobre X.

Queremos ahora considerar el caso de un
conjunto finito de elementos de mejor
aproximacion; para ello veamos el
siguiente resultado.
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Teorema 2

Sean E=L’(X, L) con | una medida positiva
sobre X, X un espacio polaco tal que
L'Xw)|=L>(X,n), G<E, xeE\G y
8o€ Lo(x).

Luego FUgpc X, p—medible con p(Ug)>0
y 3Be L=(X, ) tal que |Bll==1, p(gB)=0
VgeG y |B(H)|=1 p — cpd. en Up y
go(8)=x(1), p — c.p.d. en X\ Ug.

Demostracion

Como g€ Lg(x) y por el Teorema 5 de [2]
esto implica (1°=6°) que IPeL=(X,p)
que satisface:

Bl..=!
W(gP)=0 VgeG y
B[ X1~ g, (0] =[x())- g, (D —cpd. enx

Tomamos Ug=X \Z(x—g,), como

x€E\G=(U,)>0 para 1€ X\U,,

se tiene x(#)—go(#)=0, p—c.p.d. en X\Up y
por tanto x(#)=go(#), p—.p.d. en X\U.

Puesto que:

B )[x(t Y=gl )] = Ix(t) -g (t)| p—c.pd.enX

(1) - 2,0)
X(1) - &(1)

esp—cpdenU,
y pbr tanto lB(t)l =lp-c.pd.en U, /L.
Notacién: Z(f)={te X| f(t)=0}.

Ahora bien, si Mc G es finito, se tiene:

Teorema 3

Sea X un espacio compacto polaco y
E=L'(X,u) con n una medida positiva tal
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que L’LX,p.)lEL“(X,u) y sean G<E,
xeE\Gy

M =188l 8l } < Lo(x)

conke{0,1,2,...} entonces:

i) JUcX con U p-medible y w(U)>0,
Be L*(X, u) tal que:

Bl =1
H(gB)=0Vgeg,
lB(t)I =lp-cpd.enlU
&()=g)=...=g.,(1)
=x(t)p-cpd.enX\U

ii) Si al menos hay dos elementos en
{g0,g1,...,gk+1} distintos, entonces
AUoc U, Up p—medible con u(Uo)>0
tal que:

k+1

&

1=

g/(1) - gg(t)‘ #0p—c.pd.en U,

B(1) = #Sgn[g/(1) - g()]u —c.p.d
enX\Z(g,.'—gg) coni=1l,.. k+1

Demostracion

i) L'(Xp)|=L=(X,n) y por el teorema 5
de [2] (1°=5°) esto implica que
IBe L=(X, p) tal que |Bj~=1

n(gB)=0VgeG y

u{(x-g)p)=u(x- ) @)
Vi=0,1,2,.. k+1.
Ponemos:

1 k+1
U=X\Z|x-——Y ¢’
(x k+2.§‘og’]

y como xe E\G luego pu(U)>0, usando (2)

se tiene:




k+1 k+1
T
1 k+1
- restep)
1 #a
-zt
=
1 & 1 kn
“U*'m%g'ﬂ“ ~rieh)

=|B(#)|=1 p—c.p.d. en U por 6° (Teorema
5de[2)y:

- X gl = Lf!x(t)—g{(tj

k+2i=0 k+2i=
p—c.p.d. en X.
Como
1 & 1 #n
e x(1)- gl(0) = x(t)—m}_:ogi’(r4 =0
p—c.p.d. en X\U

=gM0)=...=g,=x()en X \U.

ii) Asumamos que hay al menos dos de
los elementos gb,..., gk diferentes y
pongamos:

b - X\:r:];Z(g,-'—gé)=G(X\Z(gf“g3))

=]

Luego W(Ub)> 0 por hipétesis.

Como go=g1=...=gks1=x, p—c.p.d.
en X\U.

Luego (X\ U)c (X\Uo) =U,cl.

Asi, por definicién de U, se tiene:

k+l

b5

i=l

g,'(f)—g;(t)‘ #0p-cpd.enU, y

g&=...=g,u-cpdenX\U,
B[ x(1) - £/(0)| = |x()) - g/(¥)
(i=0,1,2,....k+1)

p—c.p.d. en X. Consecuencia de 5°=6°
Teorema 5 de [2].

Luego:

B()[2/(1)- g5(1)]
=B (x(0) - £ (1)) - (x() - 210
=x(1) - g (1) - [x(1) - /(1)

es real con i=1,2,...,k+1 p—c.p.d. en
4

Como |B(0)|=1 p—c.p.d. en U, asi
U,cU= |B@®)|=1 p-c.p.d. en U,
entonces por definicion de U,

"3(’)\ =1p-c.p.d. en cada X \ Z(g/ - g;)

Entonces, por (3) y usando el hecho
anterior se cumple:

B(r) = #Sgn[g/(1) - &,(1];
u—-cpd.enX\Z(g -g)
conti=ili2,...;k+1//L
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