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efec tuar aná li sis de da tos me dian te el
ACP. Es te sis te ma fue de sa rro lla do en
Bor land C++ pa ra el am bien te Win dows
[Ro dri94].

La na tu ra le za de los da tos,
con cep tos fun da men ta les

Se ha ce una dis tin ción en tre dos con jun -
tos de da tos: in­di­vi­duos­ y ca­rac­te­res
(va­ria­bles) re fe ri das a esos in di vi duos.
El tér mi no “in di vi duo” se re fie re a los
“ob je tos” en es tu dio: em plea dos, clien -
tes, ani ma les, pla ne tas, etc. El con jun to
de in di vi duos es por lo ge ne ral una
mues tra de una po bla ción en te ra.

Los ca rac te res o va ria bles son ob ser va -
cio nes cua­li­ta­ti­vas­ o cuan­ti­ta­ti­vas­ del
in di vi duo. Por ejem plo, pa ra un em plea -
do, los ca rac te res pue den ser el se xo, la
pro fe sión, el sa la rio y la edad. Los ca -
rac te res cuan ti ta ti vos son nu mé ri cos,
por ejem plo, el sa la rio y la edad. Por su
par te, los ca rac te res cua li ta ti vos no son
nu mé ri cos, por ejem plo, su se xo o pro fe -
sión. Los ca rac te res cua li ta ti vos se re -
pre sen tan por me dio de mo­da­li­da­des;

En es te ar tí cu lo se pre sen ta una de las téc -
ni cas más im por tan tes de la es ta dís ti ca
ma te má ti ca de orien ta ción fran ce sa: el
Aná li sis en Com po nen tes Prin ci pa les
(ACP). Ade más se ofre ce el sis te ma com -
pu ta cio nal PI MAD 3.0, de sa rro lla do por
el au tor, y que per mi te efec tuar ACP.

In tro duc ción

El Aná li sis en Com po nen tes Prin ci pa les
(ACP) es la téc ni ca bá si ca de un con jun -
to am plio de mé to dos de la es ta dís ti ca
ma te má ti ca fran ce sa co no ci dos co mo
Aná­li­sis­de­Da­tos,­en tre los que se in clu -
yen: el Aná li sis Ca nó ni co (AC), Cla si fi -
ca ción Au to má ti ca (CA), Aná li sis Fac to -
rial Múl ti ple (AFM) y otros mé to dos.

En es te ar tí cu lo se ha ce una pre sen ta -
ción geo mé tri ca del ACP, en con tra po si -
ción a la pre sen ta ción clá si ca en la que
el ACP es pre sen ta do co mo una con se -
cuen cia del ál ge bra li neal [Pa ges76].

En la úl ti ma sec ción se des cri be, con un
ejem plo, el fun cio na mien to del sis te ma
PI MAD, de sa rro lla do por el au tor pa ra
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mien tras que los ca rac te res se de no tan
en ge ne ral por X1,X2,­...,­Xp. Así xji es el
va lor to ma do por el in di vi duo i­en el ca -
rác ter Xj.

En la Fi gu ra 2 se pre sen ta una ta bla de
in di vi duos x  ca rac te res con n in di vi duos
y 4 ca rac te res, a sa ber, la edad, el suel -
do, el pe so y la es ta tu ra. Así, se tie ne que
X1= edad, X2= suel do, X3= pe so, X4= es -
ta tu ra. Por lo tan to, es el suel do del
in di vi duo i-ési­mo.

Pa ra el ca so en que X­y Y son va ria bles
(ca rac te res) cuan ti ta ti vos, pre sen ta mos
al gu nas de fi ni cio nes de la es ta dís ti ca
clá si ca que se rán úti les pos te rior men te;
ade más, en las sec cio nes si guien tes, se
ge ne ra li zan es tas de fi ni cio nes.

Sea , el con jun to de los nú me ros

rea les, pa ra i=­1,­2,­ ...,­n, tal que ,
(los pi se de no mi nan los pe sos),
en ton ces la me­dia­arit­mé­ti­ca [Pa ges76] se
de fi ne co mo:

Por su par te, la va­rian­za­S­de X se de fi -
ne co mo [Pa ges76]:

se de no ta ade más: 

La co­va­rian­za en tre dos ca rac te res X­y Y
se de fi ne co mo [Pa ges76]:

El coe­fi­cien­te­ de­ co­rre­la­ción­ en tre dos
ca rac te res X­ y Y se de fi ne co mo [Pa -
ges76]:

por ejem plo, pa ra el se xo sus mo da li da -
des son: mas cu li no y fe me ni no.

Los da tos son re pre sen ta dos en una ta -
bla de in di vi duos y ca rac te res de no mi -
na da Ta­bla­x­ in­di­vi­duos­ca­rac­te­res [Di -
day82], la cual se pre sen ta en la Fi gu ra
1. Los in di vi duos se nu me ran de 1 a n,

Figura 1
Tabla individuos X caracteres

Figura 2
Ejemplo de una tabla individuos x caracteres
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ple es tu dio vi sual, co mo se mues tra en la
Fi gu ra 3.

Si se tie nen tres ca rac te res to da vía es po -
si ble ha cer un aná li sis geo mé tri co; sin
em bar go, cuan do se tie nen p ca rac te res
con p­≥ 4, co mo es lo usual, el aná li sis es
muy com ple jo, al me nos en for ma vi sual.

Por ejem plo, su pon ga mos que se tie nen
24 in di vi duos los cua les son des cri tos por
11 ca rac te res, en ton ces, se di ce que los 24
in di vi duos for man una “nu be” en R11. La
idea cen tral es gra fi car es tos 24 in di vi duos
en un pla no; es ta re pre sen ta ción por su -
pues to de for ma rá en un cier to gra do la re -
pre sen ta ción ori gi nal; sin em bar go, se
bus ca una dis tor sión mí ni ma.

Geo mé tri ca men te, el grá fi co se ob ten drá
pro yec tan do los in di vi duos (pun tos de
Rp) e1,­e2,­...,­en en un pla no co mo se ob -
ser va en la Fi gu ra 4. 

Si fi es la pro yec ción de en el pla no, en ton -
ces se tie ne que d(fi,­fj)­≤­d(ei,­ej), pe ro se
bus ca que es ta dis mi nu ción sea mí ni ma.

Pa ra de ter mi nar en qué pla no se pro yec -
tan los ei, se de ben “es co ger” dos rec tas
∆1 y ∆2. Si es tas rec tas son per pen di cu -
la res, en ton ces se tie ne:

don de ai y bi son las pro yec cio nes de los
fi en ∆1 y ∆2 res pec ti va men te.

El mé to do con sis te en bus car ∆1 pa ra el
cual el pro me dio de las dis tan cias al cua -
dra do d2(ai y aj)­ sea má xi mo. Aho ra,
co mo ∆1 y ∆2 son per pen di cu la res, en -
ton ces el pro me dio de las dis tan cias
d2(bi y bj)­tam bién se rá má xi mo.

Con ti nuan do de es te mo do, se pue den
en con trar ∆3, ∆4, ..., ∆p, per pen di cu la res
dos a dos. Los ∆i,se lla man ejes­prin­ci­-
pa­les­de­la­nu­be.

Pre sen ta ción del 
Aná li sis en Com po nen tes 
Prin ci pa les (ACP)

Su pon ga que te ne mos dos ca rac te res X1
y X2; la re pre sen ta ción grá fi ca de es tos
es fá cil, y se pue de ha cer en un pla no,
pues, da do un in di vi duo ei es te tie ne
coor de na das y . Así, re pre sen tan -
do el con jun to de in di vi duos en el pla no
po de mos ana li zar in ten si dad de la re la -
ción en tre X1 y X2 por me dio de un sim -

Figura 3
Caracteres en el plano

Figura 4
Proyecciones en el plano principal



La pro yec ción de 
so bre los ejes prin ci pa les per mi ten
ob te ner un vec tor de coor de na das

que es el vec tor de coor de -
na das de en los nue vos

ejes. Así, se pue de cons truir un nue vo
con jun to de ca rac te res C1,­C2,­...,­Cp de -
no mi na dos com­po­nen­tes­prin­ci­pa­les, en
don de      . Es
de cir, se for ma una nue va ta bla de “in -
di vi duos-ca rac te res” don de las fi las son
los in di vi duos ei con i=­1,­2,­...,­n­y las
co lum nas son los nue vos ca rac te res Cj
pa ra     j= 1,­2,­...,­p.

El es que ma de no mi na do Aná­li­sis­ en
Com­po­nen­tes­ Prin­ci­pa­les (ACP), con -
sis te bá si ca men te en la re duc ción del
nú me ro de ca rac te res, con el fin de lo -
grar in ter pre ta cio nes geo mé tri cas de
esos ca rac te res. Es ta re duc ción no se rá
po si ble si los p ca rac te res ini cia les no
son in de pen dien tes y los coe fi cien tes de
co rre la ción son no nu los.

Geo me tría de los ca rac te res 
y de los in di vi duos.

Se de fi ne el cen­tro­de­gra­ve­dad [Bou -
ro80] de una nu be de in di vi duos co mo:

es de cir, un vec tor de Rp, cu ya i-ési ma en -
tra da es la me dia arit mé ti ca del ca rác ter Xi.

Las va rian zas y las co va rian zas son
agru pa das en una ta bla (ma triz) V lla -
ma da ma­triz­ de­ va­rian­za­ co­va­rian­zas
[Bou ro80] de los ca rac te res, cu ya en tra -
da (i,­j) es la co va rian za en tre el ca rác -
ter Xi­y el ca rác ter Xj­es de cir:
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De la mis ma for ma, los coe fi cien tes de
co rre la ción se agru pan en una ma triz R,
lla ma da ma­triz­de­co­rre­la­ción rij­=­r(Xi,
Xi)­[Bou ro80] cu ya en tra da es la co rre la -
ción en tre el ca rác ter Xi­y el ca rác ter Xj,
o sea:

Cla ra men te tan to R co mo V­son ma tri ces
si mé tri cas, por es ta ra zón se acos tum bra
no es cri bir la par te in fe rior de la ma triz.

Se de fi ne tam bién la ma triz D1/S co mo la
si guien te ma triz dia go nal [Bou ro80]:

Se de du ce fá cil men te la si guien te re la -
ción ma tri cial:

Ge ne ral men te, pa ra fa ci li tar los cál cu los
se ha ce un cam bio de va ria ble, y se es tu -
dian los ca rac te res cen tra dos, es de cir,

, de mo do tal que la nu be de in -
di vi duos tie ne co mo ori gen el cen tro de
gra ve dad g.

Sea X­la ta bla de da tos de n­lí neas y p­co -
lum nas de los da tos cen tra dos, y sea D­la
si guien te ma triz, de no mi na da ma­triz­de
pe­sos [Bou ro80]:



en ton ces se tie ne la re la ción ma tri cial
V­=­XtDX.

Co mo se ha vis to, ca da in di vi duo se
con si de ra co mo un pun to o un vec tor de
Rp, es de cir:

en don de es el va lor to ma do por el
in di vi duo en el ca rác ter k.

Es fun da men tal pa ra efec tuar los aná li sis
es ta dís ti cos de fi nir una mé tri ca so bre el
es pa cio de in di vi duos. Usan do el teo re ma
de Pi tá go ras, y su po nien do que los ejes
ge ne ra dos Xj por los son per pen di cu la res,
la dis tan cia se es cri be co mo:

Sin em bar go, si los ejes no son per pen -
di cu la res, si no que for man un án gu lo,
la fór mu la en ge ne ral se ex pre sa co mo
si gue:

Se de no ta M­por la ma triz cu ya en tra da
(k,j) es mkj en ton ces:

la ma triz M­se co no ce co mo ma­triz­de
mé­tri­cas [Bou ro80].

Ob sér ve se que si se usa la mé tri ca eu clí -
dea, es de cir, si to dos los ejes son per -
pen di cu la res, en ton ces M­ es la ma triz
iden ti dad Ipxp.

Ade más, se pue de pro bar M­que es una
ma triz si mé tri ca y de fi ni da po si ti va. De
don de, la mé tri ca in du ce un pro duc to
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es ca lar so bre el es pa cio de in di vi duos,
de fi ni do por:

Se de no ta por y se de no -
mi na la lon­gi­-
tud­del­vec­tor (in di vi duo) con la M-nor -
ma.

La mé tri ca más uti li za da en el ACP es la
si guien te:

Es ta mé tri ca tie ne la ven ta ja de que la dis -
tan cia en tre los in di vi duos no de pen de rá
de la uni dad de me di da que se uti li ce.

Se pue de pro bar que pa ra to da ma triz si -
mé tri ca de fi ni da po si ti va M­exis te al me -
nos una ma triz T­tal que M­=­TtT. Usan -
do es ta re la ción se pue de pro bar que:

Don de ·x,yÒI es el pro duc to in ter no in du -
ci do por la ma triz iden ti dad, es de cir, es
el pro duc to pun to usual de Rp. Por es ta
ra zón es con ve nien te efec tuar el cam bio
de va ria ble Y­=­XTt pa ra po der uti li zar la
mé tri ca in du ci da por la ma triz iden ti dad
I pxp.

Un pa so fun da men tal en el ACP es el
cál cu lo de las coor de na das de un in di vi -
duo ei en el nue vo sis te ma de ejes. Pa ra
es to, su pon ga mos que los ca rac te res ini -
cia les for man un con jun to or to nor mal.

Da do un eje ∆ la pro yec ción de to dos los
in di vi duos so bre es te eje ge ne ra un nue -
vo ca rác ter C­=­(c1,­c2,­...,­cn)­don de ci es



iner cia má xi ma en las pro yec cio nes de
los n­pun tos es equi va len te a bus car un
pla no pa ra el cual el pro me dio de las dis -
tan cias al cua dra do de los pun tos de la
nu be al pla no sea mí ni ma, es de cir, el
pla no con iner cia mí ni ma.

El otro es pa cio in vo lu cra do en el ACP es
el “es pa cio de ca rac te res”, un ca rác ter es
con si de ra do co mo un vec tor de Rn, don -
de la en tra da i­es la “res pues ta” del in di -
vi duo ei al ca rác ter. Pa ra me dir la pro xi -
mi dad en tre los ca rac te res es im por tan te
pro veer a Rn de una mé tri ca; usual men -
te se es co ge la mé­tri­ca­de­pe­sos da da por
la ma triz:

D­es una ma triz si mé tri ca de fi ni da po si -
ti va. Así, el pro duc to es ca lar en tre el ca -
rác ter Xj y Xk es tá da do por:

que no es otra co sa que la co va rian za en -
tre los ca rac te res Xj y Xk si se asu me que
es tos fue ron pre via men te cen tra dos. Se
de du ce tam bién que , o sea
que la lon gi tud de un
ca rác ter es el ti po de des via ción de es te.

Del ál ge bra li neal se sa be que el án gu lo
q en tre dos vec to res es tá da do por la re -
la ción:

es de cir, el co se no del án gu lo en tre dos
ca rac te res es el coe fi cien te de co rre la -
ción en tre es tos, se de du ce en ton ces la

la lon gi tud al ge brai ca de la pro yec ción
ei so bre ∆.

Sea a­un vec tor uni ta rio, es de cir, de M-
nor ma 1, que ge ne ra ∆, en ton ces c1­es la
lon gi tud de la pro yec ción de e1­so bre el
eje ∆ ge ne ra do por a,­de don de usan do
re sul ta dos del ál ge bra li neal se tie ne:

y usan do el he cho de que la ma triz M­es
si mé tri ca se tie ne:

Si de no ta mos por u­=­(Ma)te1, en ton ces:

así, el ca rác ter C­con la nue vas n­coor -
de na das c1,­c2,­...,­cn se pue de ob te ner de
la fór mu la:

don de X­es la ta bla de da tos ini cial.

Pa ra me dir la dis per sión glo bal de una
nu be de pun tos se uti li za una ge ne ra li -
za ción de la va rian za, lla ma da iner­cia,
que se de fi ne co mo el pro me dio de los
cua dra dos de las dis tan cias de los n
pun tos (in di vi duos) al cen tro de gra ve -
dad g, es de cir:

g

El pla no prin ci pal de la nu be de pun tos
se in ter pre ta co mo aquel que per mi ta
iner cia má xi ma en el con jun to de las n
pro yec cio nes de los so bre es te pla no. Se
pue de pro bar que bus car un pla no con
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pro pie dad co no ci da del coe fi cien te de
co rre la ción -1 ≤ rik ≤ 1.

En el es pa cio de los in di vi duos in te re sa
la dis tan cia en tre los pun tos (in di vi -
duos), mien tras que en el es pa cio de los
ca rac te res in te re sa el án gu lo en tre es tos.

Si X1,X2,­...,­Xp­son p­ca rac te res me di dos
a los n­ in di vi duos, en ton ces se pue den
ge ne rar nue vos ca rac te res me dian te
com bi na cio nes li nea les de es tos C­ =
u1X1 +­u2X2 +­... +­upXp. Co mo ya se es -
tu dió pre via men te, es to per mi te es co ger
nue vos ejes en los cua les po drán ser re -
pre sen ta dos los in di vi duos.

Del ál ge bra li neal se sa be tam bién que
el con jun to de to das es tas com bi na cio -
nes li nea les for man un su bes pa cio vec -
to rial del es pa cio de ca rac te res, que de -
no mi na re mos por W. La di men sión de
W es q, con q­≤­p.

Bús que da de los fac to res, 
los com po nen tes 
y los ejes prin ci pa les

El eje prin ci pal ∆1, co mo ya se di jo, de -
be ma xi mi zar el pro me dio de los cua -
dra dos de las dis tan cias de las pro yec -
cio nes de la nu be de pun tos. Es to es
equi va len te a ma xi mi zar la iner cia de
las pro yec cio nes da da por 

don de ci los son las me di das al ge brai cas
de las pro yec cio nes de los in di vi duos ei
en ∆1. Ade más, tal co mo se di jo en la
sec ción an te rior ∆1  se de be es co ger de
mo do tal que pa se por el cen tro de gra -
ve dad de la nube y de modo que los ci
sean los más grandes posibles, es decir,
que se debe escoger C=(c1,­ c2,­ ...,­ cn)
como una com bi na ción li neal de los
Xi,­j­=­1,2,...,p, con va rian za má xi ma.
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Tó me se M­=­Ipxp, es de cir, su pón ga se que
la ta bla de da tos fue cen tra da con el cam -
bio de va ria ble Y­=­XTt, don de M = TtT.

Si C es el com po nen te prin ci pal que se
des cri bió en la sec ción an te rior, en ton -
ces C­=­Yv, pues, sa be mos que C=­Xu,
con u­=­Ttv.

Sea Vy la ma triz de va rian za aso cia da a
la ta bla Y, en ton ces se pue de pro bar que:

Vy­=­TVTT

don de V­es la ma triz de va rian zas de X.

La com po nen te prin ci pal C­de be ma xi -
mi zar la va rian za vtVyv, ade más el vec tor
v­de be te ner nor ma 1 pa ra ge ne rar el pri -
mer eje prin ci pal. Aho ra, el que vtVyv­sea
má xi mo es equi va len te a que el co cien te

sea má xi mo. Es to es má xi mo
cuan do las de ri va das de las p

com po nen tes son ce ro. De las fór mu las
de de ri va ción se de du ce que la de ri va da
de es te co cien te es nu lo si:

o sea si: 

es de cir, el co cien te es ce ro si v­es el vec -
tor pro pio aso cia do a la ma triz Vy, con
va lor pro pio aso cia do l.

Co mo la ma triz de va rian za es si mé tri ca
y de fi ni da se mipo si ti va, se sa be del ál -
ge bra li neal que tie ne p vec to res pro pios
dos a dos or to go na les, y los va lo res pro -
pios son po si ti vos o ce ro. 

Lo an te rior se pue de re su mir co mo si -
gue: si M=1­ los ejes prin ci pa les v1,­ v2,
...,vp, son los vec to res pro pios de la ma -
triz de va rian zas, con va lo res pro pios



Se pue de pro bar [Ro dri94] que la iner cia
to tal sa tis fa ce I =traza(MV), se pue de
pro bar ade más que la tra za de MV­y de
Vy es tá da da por la su ma l1 +­l2 +­... +
lp, es de cir, la su ma de los va lo res pro -
pios mi de la iner cia to tal de la nu be [Pa -
ges76]. Así, el co cien te lk/I mi de la
iner­cia­ex­pli­ca­da por el k-ési mo eje. Por
ejem plo, el co cien te:

l1 +­l2

mi de la iner cia ex pli ca da por los dos pri -
me ros ejes prin ci pa les.

In ter pre ta ción de re sul ta dos

Una vez cal cu la dos los ejes prin ci pa les
(vec to res pro pios de la ma triz de co rre la -
ción) se cal cu la la iner cia ex pli ca da por
ca da uno de ellos, lue go, se gra fi can los
pla nos prin ci pa les ge ne ra dos por es tos
ejes y se gra fi can las pro yec cio nes de los
in di vi duos en es tos pla nos. Es tos pla nos
cons ti tu yen ver da de ras “ra dio gra fías”
del fe nó me no que se es tá ana li zan do, y
de ben por lo tan to ser in ter pre ta dos por
ex per tos. En el ca so del es tu dio de la opi -
nión pú bli ca, por ejem plo, los re sul ta dos
son in ter pre ta dos por so ció lo gos, po li tó -
lo gos o eco no mis tas.

Por ejem plo, en la Fi gu ra 5 se pre sen ta
un pla no prin ci pal ge ne ra do por los dos
pri me ros vec to res pro pios de la ma triz R,
y se ob ser van tres agru pa cio nes de in di -
vi duos, que po drían te ner cier tas in ter -
pre ta cio nes, así tam bién los ejes prin ci -
pa les son in ter pre ta dos por los ex per tos.

Otra he rra mien ta es ta dís ti ca im por tan te es
el cír­cu­lo­de­co­rre­la­ción [Pa ges76]. Pa ra
gra fi car lo se cal cu lan las co rre la cio nes
en tre los ca rac te res ori gi na les y los com -
po nen tes prin ci pa les Ck. Así,  por ejem -
plo, pa ra gra fi car el cír cu lo de co rre la ción
aso cia do a los dos pri me ros com po nen tes
prin ci pa les se de ben cal cu lar r(C1,Xj) y

aso cia dos l1,­l2,­...,lp. Ade más, se pue de
pro bar [Pa ges76] que la ma triz de va rian -
zas de los ejes prin ci pa les es tá da da por:

El ACP reem pla za los p­ca rac te res ini -
cia les por los ca rac te res no co rre la cio -
na dos de va rian za má xi ma en con tra dos
an te rior men te.

Pa ra en con trar los fac to res y los com po -
nen tes prin ci pa les di rec ta men te de X
con si de re lo si guien te: Vyv=lv=TVTtv,
y mul ti pli can do por Tt se tie ne que
TtTVTtv=lTtv es de cir, MVu­=­lu con
u=Ttv, pe ro el eje a­es tal que u=Ma­de
don de MVMa­ =­ lMa, así su po nien do
que si M es in ver ti ble se tie ne que:

VMa­=­la

Se pue de con cluir que los ejes prin ci pa -
les son tam bién los vec to res pro pios de
VM­con va lor pro pio aso cia do l.

Sin em bar go, se pue de pro bar que los
va lo res y vec to res pro pios de VM­ son
los mis mos que los de la ma triz de co -
rre la cio nes R, por lo que en la prác ti ca
es a par tir de es ta ma triz que se ob tie nen
los ejes prin ci pa les.

Se ha bía pro ba do que las com po nen tes
prin ci pa les sa tis fa cen la re la ción C­ =
Xu, ade más co mo MVu­ =­ lu y V­ =
XtDX­se tie ne que MXtDXu­=­lu, lue go
mul ti pli can do por X a am bos la dos de la
igual dad se tie ne que XMXtDKu­=­lXu,
lo cual im pli ca que:

XMXtDC­=­lC

de don de la com po nen te prin ci pal C es
el vec tor pro pio aso cia do a la ma triz
XMXtD, con va lor pro pio aso cia do l.
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r(C2,Xj), para j=1,­2,­ ...,­p, y se gra fi -
can los pa res or de na dos (r(C1,­ Xj),
r(C2,­Xj)). Es te cír cu lo de co rre la ción
se mues tra en la Fi gu ra 6 y co rres pon -
de por “dua li dad” al pla no prin ci pal de
la Fi gu ra 5 ge ne ra do por los dos pri -
me ros vec to res pro pios de R.

Ade más, se pue de pro bar que

r2(C1,­Xj)­+­r2(C2,­Xj)­≤­1, 

de bi do a es to to dos los pun tos se ubi can
den tro del cír cu lo de ra dio 1.
Se pue de pro bar que si se usa la mé tri ca
D1/S

2 en ton ces r(Ck,­ Xj) es igual a la
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j-ési ma en tra da del k-ési mo vec tor pro -
pio mul ti pli ca do por [Pa ges76].

En el cír cu lo de co rre la ción se in ter pre ta a
“gros so mo do” que dos ca rac te res cu yos
pun tos son muy pró xi mos tie nen el mis mo
sig ni fi ca do o es tán muy co rre la cio na dos.

Un ejem plo me dian te 
PI MAD 3.0

En es ta sec ción pre sen ta re mos un ejem plo
de aná li sis es ta dís ti cos me dian te el Aná li -
sis en Com po nen tes (ACP). Es te ejem plo
tie ne un do ble pro pó si to: por una par te
ilus trar el mé to do y por otra, des cri bir la
uti li za ción del sis te ma PI MAD.

El sis te ma de cóm pu to PI MAD se en -
cuen tra ac tual men te en de sa rro llo en el
Pro gra ma de In ves ti ga cio nes en Mo de los
y Aná li sis de Da tos de la U.C.R., el nú cleo
cen tral de es te es el ACP y fue de sa rro lla -
do por el au tor. Ac tual men te es tán en pro -
ce so de di se ño y de sa rro llo otra se rie de
mó du los que per mi ten efec tuar aná li sis
es ta dís ti cos me dian te otras téc ni cas de
orien ta ción fran ce sa, co mo son: el Aná li -
sis Fac to rial Múl ti ple (AFM) me dian te el
mé to do “STA TIS”, las ta blas cru za das,
mé to dos pa ra el “pe gue” o aná li sis si mul -
tá neo de en cues tas, en tre otros.

El sis te ma PI MAD ha si do y es de sa -
rro lla do co mo un sis te ma orien ta do a
ob je tos de prin ci pio a fin, es de cir, tan -
to el aná li sis, el di se ño co mo la im ple -
men ta ción del sis te ma se han he cho con
mé to dos orien ta dos a ob je tos. La im -
ple men ta ción se de sa rro lla en len gua je
C++ en la ver sión 3.1 de Bor land pa ra
am bien te Win dows.

Si el lec tor de sea ma yo res de ta lles so bre el
de sa rro llo del sis te ma PI MAD pue de con -
sul tar [Ro dri94], aquí se pue den ver con
de ta lle los al go rit mos nu mé ri cos que el au -
tor im ple men tó, el aná li sis y di se ño del
sis te ma, así co mo el có di go C++ de es te.
En [Gon va93] se pre sen ta un ejem plo

Figura 5
Plano principal

Figura 6
Círculo de correlación
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com ple to de apli ca ción del ACP a es tu dio
de la ca li dad del agua de al gu nos ríos en
Cos ta Ri ca, una re se ña de es te pue de con -
sul tar se tam bién en [Ro dri94].

En es te ar tí cu lo pre sen ta mos un ejem -
plo que pre ten de ana li zar la pro duc ción
agrí co la de Cos ta Ri ca de ha ce 100
años, y me dian te es tas va ria bles es tu -
diar el gra do de de sa rro llo de los di fe -
ren tes can to nes de nues tro país en esa
épo ca. Los da tos de es te ejem plo fue ron
re co pi la dos por el Cen tro de In ves ti ga -
cio nes His tó ri cas de la Uni ver si dad de
Cos ta Ri ca y to ma dos por el au tor del

ar tí cu lo [Cas ti91].

De bi do al do ble pro pó si to de es te ejem -
plo pre sen ta re mos las sa li das del sis te ma
me dian te la cap tu ra de la pan ta lla com -
ple ta, no obs tan te el sis te ma pue de im -
pri mir los grá fi cos di rec ta men te. Una
guía com ple ta de có mo usar PI MAD
pue de en con trar se en la ayu da del sis te -
ma o en [Ro dri94].

En el cua dro de la Fi gu ra 7 se pre sen tan
los da tos del ejem plo, aquí los in di vi -
duos del es tu dio son can to nes de Cos ta
Ri ca y los ca rac te res o va ria bles es ta dís -

Figura 7
Tabla de Datos X

Producción Agropecuaria por Cantones en Costa Rica
AÑO 1892

(Recopilados por el Centro de Investigaciones Históricas de la UCR)

Cantón                                                                        Variables Agropecuarias (Caracteres)
(Individuos)                               Café                  Dulce              Maíz             Frijoles             Arroz            Ganado           Ganado
                                                   (kilos)                (kilos)             (litros)            (litros)            (litros)            vacuno           caballar

Santa Cruz                                         0              18032            462892               6221                4292              15823               2592  
Santo Domingo                      1509260                     0            178895                1101                     0               6.927                1427  
Cañas                                                  0                      0              35823               7280               6.927               1.023  
Puriscal                                       11638            603750            732597            199482             18462                4932                2712  
Limón                                                 0                8510                     0                     0                     0                9099                  268  
Barva                                        542432            183908            202626               6325                     0               3428                 527  
La Unión                                   749570                     0            216423              23645                      0                2428                  981  
Santa Barbara                          147246            102488            282321                  692                     0                     0                 503  
San Rafael                                207414                      0           462027               9896                     0               7.228                  496  
Aserrí                                          32246                3727            523309              61328                9325                7028                3125  
Nicoya                                                 0              10258            382745              19693              21890              13927               2628  
Tarrazú                                         5112              17572            182400                7275                      0                2809               1282  
Palmares                                 1057908            134550            823692              73328                      0                2987                  589  
Atenas                                         47242            143888            182425           109647            135620                4720               1482  
Puntarenas                                         0              37720            634745              25425            165850                9667               1721  
Esparta                                               0              42458            255421             47329           445725                     0                     0  
San Mateo                                     8694              33166            252328             18029           232925               6002               1909  
Mora                                              8786            114632            289342           112428           109432               3245               1720  
Paraíso                                      229310            266708          2382621           945321             19897             21120               3892  
Grecia                                        505862          1870042          1006548             62625             12325             11321               2728  
Cartago                                     392334              64032          2147625           108725                     0             25007               5027  
Escazú                                       705088           951602          2328615           308625                     0               4461               1480  
San Ramón                               254242            870688          2682491           262325             78693             10125              3212  
Alajuela                                 12211108              06462          2123452           298897           228625             21328               5128  
Heredia                                   1697078            165370          1492325           245682                     0             14892               3427  
San José                                  4223904             10350            749818             57325                     0             21782               4203  
Naranjo                                   1854766            171396          1125489             83308               7887               5927               1726  
Desamparados                        1317670            611110            375896           162324               1896               7627               3020  
Liberia                                                0              78062            369227             25647             65728             77892           143929 



tres pri me ras op cio nes del me nú prin ci -
pal se de di can a es to.

La op ción Car gar-Da tos per mi te co lo -
car los da tos en me mo ria prin ci pal pa ra
que el sis te ma pue da efec tuar los cál cu -
los ne ce sa rios y tam bién per mi te car gar
los ar chi vos de eti que tas. Es to se pue de
efec tuar en for ma rá pi da me dian te el pri -
mer ico no de la ba rra de ico nos.

Una vez car ga dos los da tos se pue den
cal cu lar la ma triz de co rre la cio nes, los
va lo res y vec to res pro pios me dian te la
op ción Ma triz-Co rre la ción.

Me dian te la op ción Grá fi cos se pue den
cal cu lar las prin ci pa les co rre la cio nes en -
tre las va ria bles ori gi na les y los com po -
nen tes prin ci pa les pa ra lue go gra fi car el
cír cu lo de co rre la cio nes. Tam bién se pue -
den cal cu lar las com po nen tes prin ci pa les
pa ra ge ne rar lue go el pla no prin ci pal.

Por ejem plo, los da tos de ta bla de la fi -
gu ra 7 se en cuen tran en ar chi vo de no mi -
na do EJEM PLO .DAT, las eti que tas de
los in di vi duos en el ar chi vo de no mi na do
EJEM PLO.E TI y las eti que tas de las va -
ria bles en el ar chi vo EJEM PLO.ETV.
Una vez car ga dos es tos ar chi vos con la
op ción Car gar se de ben efec tuar los
cál cu los ne ce sa rios co mo son la ma triz
de co rre la cio nes, los vec to res y va lo res
pro pios de es ta ma triz, las prin ci pa les
co rre la cio nes y los com po nen tes prin ci -
pa les pa ra lue go ge ne rar los grá fi cos.

To dos es tos cál cu los son des ple ga dos por
pan ta lla; así, por ejem plo, en la fi gu ra 9 se
mues tra la ma triz de co rre la cio nes.

Una vez efec tua dos los cál cu los ne ce sa -
rios me dian te la op ción Grá fi cos se pue -
den ge ne rar el cír cu lo de co rre la cio nes y
el pla no prin ci pal. En la fi gu ra 10 se pre -
sen ta el cír cu lo de co rre la cio nes co rres -
pon dien te a los da tos de la ta bla de la fi -
gu ra 7. Aquí se iden ti fi can cla ra men te
tres gru pos de va ria bles o ca rac te res, el

ti cas son las can ti da des de pro duc ción
de los di fe ren tes pro duc tos agrí co las de
la épo ca.

El lo go ti po de PI MAD se pre sen ta en la
fi gu ra 8. Se pue de ver cla ra men te que el
sis te ma tie ne una in ter faz que si gue el
es tan dar de Win dows, tie ne ade más una
“ba rra de ico nos” (tool bar) que per mi te
ob te ner re sul ta dos rá pi da men te.
El sis te ma PI MAD re ci be los da tos me -
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Figura 8
Logotipo de PIMAD 3.0

dian te ar chi vos ti po AS CII, la ta bla de
da tos se in tro du ce me dian te un ar chi vo
ex ten sión DAT, en la pri me ra fi la de es -
te se de ben in di car cuán tos in di vi duos y
cuán tas va ria bles con for man el es tu dio.
Las “eti que tas” de los in di vi duos (la hi -
le ra de ca rac te res que lo iden ti fi ca) y de
las va ria bles se in tro du cen en dos ar chi -
vos ex ten sión ETI y ETV res pec ti va -
men te, en la pri me ra fi la de es te ar chi vo
se de be in di car el número de eti que tas
que con tie ne.

PI MAD tie ne in cor po ra do un edi tor de
tex tos que per mi te edi tar la ta bla de da -
tos y los ar chi vos de eti que tas en ca so
de que el nú me ro de da tos no sea muy
gran de; no obs tan te, los da tos pue den
pro ve nir de cual quier otro pro gra ma que
pro duz ca ar chi vos de ti po AS CII, las



pri me ro for ma do por las va ria bles fri­jo­-
les,­maíz­y dul­ce; el se gun do, por las va -
ria bles ca­fé­ y arroz, y un ter cer gru po
por las va ria bles ca­be­zas­de­ga­na­do­ca­-
ba­llar­y ca­be­zas­de­ga­na­do­va­cu­no. Los
gru pos in di can cuá les va ria bles es ta ban
al ta men te co rre la cio na das ha ce un si glo,
a ma yor cer ca nía ma yor co rre la ción en -
tre es tas.

En la fi gu ra 11 se pre sen ta el pla no prin -
ci pal aso cia do a los da tos de la ta bla 7,
en es te se re pre sen tan grá fi ca men te los
in di vi duos del es tu dio, en es te ejem plo,
los can to nes de Cos ta Ri ca en 1892.
Aquí se ob ser va un gru po de va ria bles
en el se gun do cua dran te cer ca no al ori -
gen del sis te ma con for ma do por los can -
to nes de Gre­cia,­He­re­dia,­Pu­ris­cal,­Na­-
ran­jo,­ De­sam­pa­ra­dos­ y Pal­ma­res que
eran los can to nes de gran pro duc ti vi dad
de ca fé en aque llos años. La ubi ca ción
de es te gru po de in di vi duos coin ci de con
la ubi ca ción de la va ria ble ca­fé­en el cír -
cu lo de co rre la cio nes de la fi gu ra 10. En
es te sen ti do se di ce que el cír cu lo de co -
rre la cio nes de la fi gu ra 10 co rres pon de
por dua li dad al pla no prin ci pal de la fi -
gu ra 11. Al ge brai ca men te se pue de de -
mos trar que uno es el dual al ge brai co del
otro. Se pue de ob ser var otro gru po de in -
di vi duos (can to nes) en el ter cer cua dran -
te for ma do por los can to nes cen tra les de
San­Jo­sé y Car­ta­go que ya en ese en ton -
ces co men za ban a ser can to nes con ca -
rac te rís ti cas más ur ba nas.

Se ubi ca un ter cer gru po de can to nes en
el cuar to cua dran te y par te del pri me ro,
for ma do en tre otros por Es­par­ta,­Pun­ta­-
re­nas,­San­Ma­teo­y Li­món;­es de cir, los
can to nes más cer ca nos a las cos tas del
país. No obs tan te, en el grá fi co de la fi -
gu ra 11 no se pue den ob ser var con cla ri -
dad los can to nes de es te gru po, pues
exis te so bre po si ción de eti que tas. Pa ra
re sol ver es te pro ble ma PI MAD ofre ce
una lu pa en la ba rra de ico nos que per -
mi te efec tuar “Zoom” en los grá fi cos; en
la fi gu ra 12 se pre sen ta un acer ca mien to
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Figura 9
Matriz de correlaciones

Figura 10
Círculo de correlaciones

Figura 11
Plano principal



[Bor la93] Bor land In ter na tio nal, Ob ject-Win -
dows® for C++, User’s Gui de, Bor land In ter -
na tio nal Inc., USA, 1993.

[Cas ti91] Cas ti llo W. Cla si fi ca ción au to má ti -
ca, Cien cias Ma te má ti cas U.C.R. vol 1,
No.1, Di ciem bre 1991.

[Bou ro80] Bou ro che J. y Sa por ta G. Que sais-
je? L’ analy se des don nées, Pres ses Uni ver si -
tai res de Fran ce, Pa rís,1980.

[Ca var92] Ca va re ro A. y Gon zá lez C. Uni fi ca -
tion of con cep tual sche ma ta in a fuzzy ob -
ject-orien ted ap proch, In do-French works -
hop on ob ject-orien ted sys tems, Goa, In dia,
no vem ber 1992.

[Coad91] Coad P. y Your don E. Ob ject-Orien ted
analy sis, Your don Press ,Te xas USA, 1991.

[Di day82] Di day E. y otros. Élé ments d’ anly -
se de don nées, Bor das, Pa rís 1982. 

[Duart91] Duar te M. Analy se de don nées
sym bo li ques, py ra mi des d’hé ri ta ge, Te sis pa -
ra ob te ner el gra do de Doc tor en Ma te má ti -
cas, Uni ver si dad Pa rís IX, Pa rís, 1991.

[Gon za90] Gon zá lez G. Vec to res y va lo res
pro pios aso cia dos a un par de ma tri ces,
Cien cias Ma te má ti cas U.C.R. vol 1, No.1,
pp 14-20. Di ciem bre 1990.

[Gon va93] Gon zá lez J. y Mo ra les V. Aná li sis
mul ti va ria do de la ca li dad del agua, pro yec -
to hi droe léc tri co Ven ta nas Ga ri ta, VI Con -
gre so La ti noa mé ri ca no de Bio ma te má ti cas,
UNED, San Jo sé 1993.

[Mc cor92] Mc Cord J. Bor land C++ tools,
Sams Pu blis hing, In dia na, 1992.

[Pa ges76] Pa ges J. In tro duc tion à L’ analy se des
don nées, SMASH, Pa rís 1976.

[Ro dri94] Ro drí guez O. De sa rro llo Orien ta do
a Ob je tos: Una Apli ca ción al Aná li sis de Da -
tos. Te sis pa ra op tar a gra do de mas ter en
Com pu ta ción, I.T.C.R. 1994.

al ter cer gru po de can to nes que per mi te
dis tin guir con cla ri dad cuáles can to nes
lo con for man.

PI MAD ofre ce otra se rie de op cio nes
que per mi te es co ger cuáles va ria bles o
in di vi duos se de sean gra fi car, tam bién
per mi te es co ger en cuáles ejes se de sea
gra fi car y con que di rec ción, pa ra ma -
yor de ta lle con sul te [Ro dri94] o la ayu -
da del sis te ma.

Ac tual men te el sis te ma de cóm pu to PI -
MAD se en cuen tra en cre ci mien to, y
co mo ya lo ha bía mos men cio na do se
es tá de sa rro llan do un mó du lo pa ra que
el “pe gue” de ta blas de da tos, por ejem -
plo, co mo se ana li za rían los da tos si tu -
vié se mos otra ta bla de pro duc ción agrí -
co la co rres pon dien te a 1994, o si
tu vié se mos una se cuen cia de diez ta -
blas de da tos co rres pon dien tes a ca da
diez años. Es de cir, có mo es tu diar la
evo lu ción de los da tos, pa ra in ter pre tar
el modo en que es tá evo lu cio nan do la
si tua ción en es tu dio. En una pos te rior
pu bli ca ción pre sen ta re mos una des crip -
ción teó ri ca de es tos mé to dos, así co mo
el soft wa re aso cia do.

Bi blio gra fía
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Figura 12
Plano principal con “Zoom”


