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APLICACION NUMERICA DEL
TEOREMA DE BROUWER

Carlos E. Azofeifa

Resumen

En este articulo se presenta una aplicacion numeérica de las técnicas computa-
cionales de la Teoria Matematica de Punto Fijo . Se expondra el método por
desarrollar en el algoritmo asi como los conceptos necesarios. Posteriormente,
para obtener la solucién del problema, se aplicara el Teorema de Brouwer.

1 Introduccién

La teoria de punto fijo no se ha limitado solamente a jugar un papel importante
en muchas ramas de la matematica, sino que se ha convertido en herramienta
béasica en otras disciplinas como por ejemplo : Teoria Ergédica, Teoria de jue-
gos, Optimizacién, Economia y aplicaciones a ciertos modelos biomatematicos en
ecuaciones diferenciales no lineales, como se puede observar en [5],[6],[10],[24],[26]
de la referencia. En todas estas aplicaciones el comiun denominador son los teo-
remas de punto fijo, los cuales en particular juegan un papel central en la teoria
del equilibrio econémico. :

En [3] se discutié un procedimiento computacional para aproximar puntos fijos
de funciones continuas. Observamos ademas que en ese tipo de argumentos
realmente hay pocos indicadores de cuando el algoritmo puede ser usado en un
problema numérico especifico , sin embargo esto no debe ser motivo de sorpresa
pues ello es caracteristico de este tipo de algoritmos.

Aplicaremos el método desarrollado por Scarf en el equilibrio de precios de un
modelo general econémico de intercambio. Recordemos ademas que este método
aplicado a ejemplos de una medida moderada involucra un numero bastante
grande de vectores z"1, ... z* en el simplex v por lo tanto de igual manera el
numero de conjuntos primitivos se hace también excesivamente grande. La idea
ahora es hacer una adecuada escogencia de los vectores en el conjunto primitivo
para que el conjunto de vectores en la lista anterior no sea demasiado grande.

2 Seleccion de vectores en el conjunto primitivo

Este problema basico de seleccionar los vectores en el conjunto primitivo se puede
simplificar si se escoge el conjunto primitivo de la forma :
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donde los a; se calculan examinando todos los vectores en Ay que cumplen
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luego el vector a = (a;) seleccionado es aquel con el valor mas grande de z;..

Sin embargo se nos presenta una dificultad: es posible que el conjunto Ay
obtenido de esta manera no satisfaga la asuncién de no degeneracion. El método
dado por Scarf ? para esta particular aplicacion y salvar esta dificultad es la
siguiente: se construye en cada etapa del algoritmo la matriz

0 M M w{l e, x{m
_[\41 0 M3 Sired M'n, x%l e e x‘;m
M1 M2 M3 e o 0 :l"z;l s .’B‘;m

1Se nos presenta en esta malla regular una seria dificultad: vamos a tener en la lista muchos
vectores con idénticas i -ésimas coordenadas y por tanto la asuncién de no degeneracién no
podra ser satisfecha, para ello serd necesario desarrollar un procedimiento lexicografico, el cual
nos ayudara a resolver este problema.

’Esta regla particular de “breaking ties” dada por Scarf en este caso, es en realidad, una
regla preliminar a la regla lexicogréfica ; con la ventaja que ella nos permite mostrar el ejemplo
numeérico con un minimo de analisis preliminar.
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y se adopta la convencion de que si en la matriz hay dos columnas con sus i -
ésimas coordenadas idénticas, entonces se supone que la primera columna tiene
esa coordenada mas grande, ademas, si en la matriz tenemos un vector que tiene
una entrada en la fila ¢-ésima idéntica a la de un vector que no esta en la matriz,
entonces se supone que el ultimo vector tiene la entrada mas grande.?

En [3] vimos que el algoritmo no puede ser ciclico y por tanto debe terminar.
Una de las ventajas que tenemos ahora es que la operaciéon de reemplazo no
necesita buscar a través de todos los vectores z!,---,z* | sino que se reduce a
buscar sobre todos los vectores los cuales han sido usados en las etapas previas
y el resto de los vectores de A; se encuentran por calculo.

El algoritmo termina cuando hallamos obtenido un conjunto primitivo con todos
sus miembros etiquetados de manera distinta. Por tanto, para la aproximacién
de un punto fijo de f cualquier punto de el subsimplex de el conjunto primitivo
obtenido puede ser tomado como aproximacién del punto fijo.

3 Aplicacién a un modelo de intercambio puro

Consideremos el vector + = (zy,---,2,) ,donde sus componentes representan
los precios de bienes o comodidades Vi = 1,---,n , y las funciones continuas
di(z), -+ ,dn(z) llamadas funciones demanda de mercado ( las cuales se
obtienen por las sumas de las funciones de demanda individuales ) en el simplex
9.

Si definimos g;(z) = d;(z) — z; como las funciones exceso de demanda de
mercado se obtiene la Ley de Walras en la siguiente forma :

P (1)

= |

El vector z* se llama un vector equilibrio de precios si

gi(z*) <0
¥i=1-.n

Una funcién sobre S cuyos puntos fijos son vectores equilibrio de precios es dada
por

TR z; + maz0, gi(z)]
M) = S, mazlo, ()] @

3Este ligamiento entre cualquier columna de esta matriz y un vector que no aparece en

la matriz, el cual se rompe en favor de este dltimo, hace que a la regla se le llame : regla
“Tie-Breaking”
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La forma de estas funciones es asi pues de esta manera se obtienen funciones
continuas de el simplex S en si mismo. Por otra parte queremos etiquetar el
conjunto {z"*,---,z*} y para ello un vector arbitrario de la lista es etiquetado
con la correspondiente coordenada que no es decreciente bajo la funcién en el
punto, es decir fi(z) > z; o de acuerdo a (2):

z; + maz(0,gi(z)] > z; |1+ En: maz|0, g;(z)]

J=1

Por tanto la etiqueta va a ser aquel indice ¢ para el cual g—‘}iﬂ es maximal ; desde

luego aqui también los vectores z!,---,z" tendran como etiquetas a 1,---,n
respectivamente.
Consideremos el vector w = (wy,---,wyz) el cual describe el medio total de

dotacién de la economia anterior a el consumo. En la aplicacién se tendran
12 comodidades y 6 consumidores , cada uno con un conjunto de comodidades
w = (wy,---,wy2) y una funcién de utilidad *:

12 1 1
3 oot b
= Zai Yi
=1

Para obtener las demandas de un consumidor para todo vector de precios z |,
maximizamos la funcién u(y) con la condicién de su presupuesto restringido a

Zx,y, < Za: w;

b=l

en este caso las funciones exceso de demanda de mercado se pueden
escribir explicitamente de la siguiente manera :
12
ai ) »’Ckwk .
y; = ——=k=1 —w; ¥Yi=1,-12
by o bay

Para obtener las funciones exceso demanda de mercado correspondientes, se su-
man los doce conjuntos diferentes de las funciones individuales de exceso de
demanda, en unién con los pardametros a;,w; y b los cuales aparecen en cada
conjunto .

El parametro a; nos da la informacién de la intensidad de la preferencia para
cada comodidad, es decir, si el valor de a; es alto entonces el respectivo bien va a
tener mas demanda; mientras que el pardmetro b simboliza el grado de reemplazo

4Para el consumo final
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entre bienes o comodidades y por tanto en el caso en que b esté cercano a cero,
entonces, el consumidor demandara un paquete de comodidades cercano en su
proporcion a (aq,- -+, a;2) independientemente de los precios relativos ; si b > 1
entonces existird la sustitucion adecuada dependiendo de los precios relativos y
si b=1 la fraccién de ingreso agotado en cada comodidad sera proporcional a
este vector.

En las siguientes tablas los nimeros fueron seleccionados al azar y no poseen
ningin significado de tipo econémico, solamente con el fin de mostrar una apli-
cacion del algoritmo.

Reservas iniciales de bienes

consumidor
1 s o 1R B8 3 A48 E 8
2 $-sd -1 1213415 WA 13932518 %
3 ' B R R Tl el Bat s R Tl B
4 Al =5 G888 B 1AL 2
5 e V- AY S8 B B b 16018 5B
6 B 1T R 2290 -8 BTN 1

Tabla 1
Utilidad de los parametros q;

consumidor
1 dod cgeeg Pl 83k - 88 5 380
2 e i R M el Thue” SEGHNC SRR SRR U L) T
3 A S PR S o RN S ARERCS SRR R v
4 SeM O TR L L SN R SR TR T LR
5 Bl ol E "0t 86.81 8" 8 "7 &l
6 Va2l T228 B R3 11708 "ol )
Tabla 2

Datos del parametro b

consumidor
1 5
2 4
3 3
4 3.2
5 4
6 1.1
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Tabla 3

En esta aplicaciéon usaremos una malla de precios en el simplex S formada por
todos los vectores de la forma (m,; /316, --,m,/316) donde m; € Z* Vi =
]_, cee 12 y

12
Z m; = 316
s=1

De acuerdo al teorema 4.7 de [3] el algoritmo debe comenzar con un conjunto
primitivo que contiene los lados z?,---,z'? y un vector adicional. Después de
400 iteraciones aproximadamente®, el algoritmo termina con el siguiente conjunto
primitivo de vectores:

(50 50 52 41 45 48 49 53 44 56 49 52 )
29 29 30 30 30 30 29 30 30 30 30 30
96 969707 95, 202121 20 4T 0126
W aged a2 N B
98 28 29 28 29 29 29 29 28 29 29 29
9l 29298791 95 93'90vge. oy 91 o 99
31 31 30 30 30 30 30 30 29 30 30 30
98 28 21.9020-9% BT 8 2T T
9% 27 26 26 26 27 26 26 26 26 26 26
95 25 26 25 26 25 25 25 25 26 25 26
993 93 53. 2. 2 B 8 B L BB
\ 15: .15 15 1515 1615 15 15 45 15 16

Tabla 4

ademds la columna i-ésima posee la etiqueta i. Luego tenemos el vector de costo
normalizado®:

z = (.155,.094, .084, .041,.090, .068, .095, .086, .082, .080, .071, .047)

Como podemos observar ademas, el algoritmo se puede aplicar con toda confianza
en problemas de rasonable medida. Ademas los modelos del equilibrio general
han sido tradicionalmente usados y continuan usandose para analizar los efectos
de cambio en politica econémica, pues una de las mayores virtudes del modelo

5En el apéndice se muestran los diferentes programas que generan el algoritmo, en particular
el algoritmo para el intercambio de vectores
6Kl vector se normaliza para que pertenezca al simplex
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general de equilibrio es la habilidad para trazar las consecuencias de grandes
cambios en un sector particular de la economia.

Se ha notado un surgimiento en la ultima década de métodos finos aplicados, los
cuales nos dan la posibilidad de estudiar y hacer investigaciones propias aplicadas
a modelos nacionales. En este sentido han surgido aplicaciones a economias de
paises latinoaméricanos, particularmente podemos mencionar a J. Serra-Puche,
quien ha estudiado un modelo general de equilibrio aplicado a la economia me-

Xicana.
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