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PRODUCTOS GENERALIZADOS DE FUNCIONES ANALITICAS

RESUMEN

Los productos generalizados son de interés en
el formalismo de la mecanica cudntica en espacios
de fases.

En este articulo se analizan las propiedades
algebraicas y topolégicas de diversos productos
definidos en espacios de funciones analiticas. Los
productos se definen por niicleos integrales de tres
variables complejas. Se analizan las condiciones
algebraicas que los productos inducen sobre es-
tos niicleos, con atencion al caso en que el niicleo
es la exponencial de un polinomio cuadratico. Se
estudian las simetrias de algunos productos gene-
ralizados. Se obtienen condiciones de continuidad
para los productos generalizados, las cuales per-
miten construir algunas dlgebras topoldgicas de
funciones.

INTRODUCCION

La teoria convencional que fundamenta la me-
canica cuantica de particulas representa los
observables principales, como la posicién y el
momento de una particula, por operadores au-
toadjuntos sobre un espacio de Hilbert. Esto
hace un contraste con la mecanica clasica, en
donde los observables son m4s bien funciones
sobre la variedad de estados puros del sis-
tema en consideracién. Una forma de crear
un vinculo entre las dos teorias es reformular
la mecénica cudntica como una teoria de fun-
ciones sobre el espacio de las fases. En 1949,
Moyal' logré esta reformulacién, manteniendo
el caracter clasico de los estados y los observa-
bles como funciones sobre una variedad; hubo
que cambiar solamente la regla de combinacién
de observables. Concretamente, Moyal reem-
plazé el producto usual de funciones por el
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producto cuantico, a veces llamado “producto
torcido” o “producto de Moyal”.

Moyal usé las variables reales de posicién y
momento. Bargmann, en dos articulos semina-
les?® mostrd que los célculos cuénticos pueden
simplificarse usando variables complejas, rela-
cionadas con los operadores de aniquilacién y
creacién. Utilizé un espacio que hemos elegi-
do para realizar nuestro trabajo y que deno-
minamos “espacio de Bargmann”.

El objetivo de este articulo es establecer la
base tedrica de una versién compleja del pro-
ducto de Moyal. Aunque este producto ha
sido estudiado a fondo (vea, por ejemplo, la
Ref. 4 y las referencias alli citadas), no es vano
esperar que la combinacién de este producto
con las técnicas del espacio de Bargmann (vea
las Refs. 3, 5 y 6, por ejemplo) conduzca
a nuevos resultados y también a simplifica-
ciones considerables. En efecto, el enfoque
aqui adoptado produce un ejemplo interesante
de un élgebra topoldgica (no normada) de fun-
ciones con multiplicacién conjuntamente con-
tinua, el cual permite extender el producto de
Moyal a pares de distribuciones temperadas
cualesquiera.

En la Seccién 1 establecemos un marco teé-
rico para definir los productos generalizados.
Obtenemos las condiciones algebraicas sobre el
nucleo integral que corresponden a propieda-
des algebraicas de un producto generalizado.
Cuando el niicleo es la exponencial de un poli-
nomio cuadrético, estas condiciones se reducen
a relaciones elementales entre las matrices de
coeficientes. Ilustramos el procedimiento con
varios ejemplos, entre ellos el andlogo del pro-

f Departamento de Matematica, Instituto Tecnoldgico de Costa Rica, Cartago, Costa Rica

i Escuela de Matematica, Universidad de Costa Rica, San José, Costa Rica

75




TECNOLOGIA EN MARCHA

ducto de Moyal.

En la Seccién 2 se investiga la naturaleza
de las simetrias de los productos generaliza-
dos; como “simetria” entendemos una trans-
formacién para la cual el producto es equiva-
riante. De nuevo obtenemos condiciones ex-
plicitas de equivariancia para nicleos de ex-
ponente cuadratico. En la tercera Seccién es-
tudiamos las condiciones bajo las cuales estos
productos generalizados son continuos. En-
contramos diversos espacios que son algebras
topolégicas, o al menos médulos sobre algebras
topoldgicas, bajo (la versiéon compleja de) el
producto de Moyal.

1. NUCLEOS INTEGRALES PARA
PRODUCTOS GENERALIZADOS

Este articulo pretende investigar las propie-
dades algebraicas y topoldgicas de una familia
determinada de productos sobre espacios de
funciones analiticas. Comenzamos con un con-
cepto general: la de producto definido por
un ntcleo integral de tres variables (en ade-
lante llamado “triniicleo” integral). Intuitiva-
mente, si f, g son funciones reales o comple-
jas sobre un conjunto X, un “producto” de f
y ¢ es otra funcién f ¢ g sobre X, de modo
que (f,g) — f o g sea bilineal (y tenga otras
propiedades algebraicas deseables). La bili-
nealidad se puede expresar mediante la pres-
cripcion

(fog)(z) =

1

[ [ Bew )t duw)dutt,
donde y es alguna medida apropiada sobre X
y B es, en general, una distribucién sobre X*.
Para evitar complicaciones de existencia y con-
vergencia de esta integral distribucional, elegi-
mos un espacio de funciones en donde B sea
también una funcién “bien portada” sobre X*.

Recordamos que un espacio de Hilbert de
funciones posee operadores acotados dados por
nicleos integrales si consta de funciones holo-
morfas sobre un abierto de C". Elegimos
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entonces el espacio de Bargmann,® a veces

llamado espacio de Bargmann-Fock-Segal.”*
Este es un espacio de funciones analiticas en-
teras sobre C", con medida gaussiana

du(z) := m"exp(—z - z) d"z d"y.

El producto interno es

(flo) = [ T@odux) (@)

donde z = (21,23, ...,2,) = z+iy € C*. (Usa-
mos la notacién z - w 1= Y I, z;w; para z,w €
C?; asi, du(z) =TI, 7' exp(—Zziz;) dz; dy; =

?:1 du(z') z

El espacio de Bargmann es entonces F,, :=
L}(C",dyu) = { f:C" — C analitica entera:
(f1f) < +00).

Los espacios F,, y L*(R") son isomorfos me-
diante una transformacion integral. Es conve-
niente normalizar la medida de Lebesgue so-
bre R™ usando

dz := (4n) "2 d"z

donde d"z es la medida usual de Lebesgue.
Esta normalizacién da lugar a la férmula

/m exp(—¢’ +v2¢-t)dg = 27" exp(3t*), (3)

escribiendo 22 = z -z = z¥ + 23+ --- + 22
para el cuadrado de un vector z en R" o C".
Introducimos ahora

A(z,q) = 98/2 exp[—%(z:2 + q2) +/22- q]

para z € C", ¢ € R™. Entonces el isomorfismo
A: L}(R™) — F, se define mediante

f(2) = (4¥)(2) = [ Az q0(a)dg-  (4)

El isomorfismo inverso es dado por

¥(@) = (V@) = [ A 9)f(2)du(). (5)
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Para los detalles de convergencia de estas in-
tegrales, remitimos a la Ref. 2. [Si definimos
los espacios

Gy := { f:C" — C analitica :
If(2)] < Crexp(3)*2-2)}

entonces G¢ = Upcrc1 9 €s denso en F,, y
las integrales (4), (5) convergen para f € G;
las transformaciones A, V se extienden por
densidad a transformaciones unitarias de los
espacios de Hilbert.]

El nicleo reproductor de F, es la funcién
I(z,w) = exp(z - w):

(6)

L exp(z - 9)f(w)du(w) = f(z),  (7)
como consecuencia de la identidad
/R  A(z,9)A(w, q) dg = exp(z - ®).

Citamos un resultado 1til de la Ref. 2:

Lema 1. La integral
/C exp[L (722 +67% +2a-z+2b-7)) du(z) (8a)

es convergente si y solo si |y + 6|> < 4. Si asi
fuera, su valor es

5a2+762+2a-b
2(1 — o)

(=5 exp | . e

donde v,6 € C y a,b € C".

La prueba emplea la férmula (3) para el cal-
culo de integrales gaussianas y se encuentra en
laRef. 9. =

Denotamos por f*(z) := f(Z) la “doble con-
jugacion”, la cual es una isometria antilineal
de F, tal que (f*)* = f. La forma bilineal
canonica sobre F, fue introducida en la Ref. 9
como

(£,9) = 272(f"1g) = 2 [ F(2)o(z) du(2).
(9)
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A partir de (3) y (5) se puede verificar que
(V£,Vg) = (f,9) para f,g € Fu.

Volvemos ahora a (1), con X = C*, f,g €
F.,, donde el trinicleo B es analitico en sus
tres variables y es tal que la integral con-
verge para f,g en F, o al menos en algin
subespacio denso como por ejemplo G.. Las
propiedades algebraicas de este producto ge-
neralizado son determinadas por condiciones
sobre el trintcleo B(z,v,w). Resumimos estas
condiciones en el siguiente teorema.

Teorema 1. (a) El producto generalizado (1)
es asociativo si y solo si

L. B(z,v,)B(5,7,5) du(v)
o /C _B(z,r,0)B(3, 5, w) du(v).

(b) La funcién analitica e: C* — C es la iden-
tidad para el producto (1) si y solo si

/;u B(z’ v, w)e(z‘;) d}l(’v) = exp(z . w).

(c) La doble conjugacion es una involucion [es
decir, (f ¢ g)* = g* ¢ f* para f,g € F,]siy

solo si se cumple
B(z,w,v) = B(z,v,w).

(d) El producto (1) es conmutativo si y solo
si se cumple

B(z,v,w) = B(z,w,v).

Las pruebas son célculos directos y remiti-
mos a la Ref. 9 para los detalles. Para (c), debe
observarse que las isometrias A y V entrelazan
la doble conjugacién en F,, con la conjugacién
compleja en LZ(R"). =
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Hay dos propiedades algebraicas mas que
merecen mencién. Postulamos la existencia de
una funcion ¢ tal que:

(f,g) = 2"/? /C _f(2)g(2) du(z)
= [ Ha)(f o 9)(=) du(z)
=/Cn t(2)(g o f)(z)du(z), (10)

donde t(z) es una funcién que depende del
trinicleo B. Observe que la primera integral
es simétrica en f y g, asi que la tercera igual-
dad es consecuencia de la segunda. El que ¢
sea funcién de Z y no de z nos lo sugieren ejem-
plos como el producto de Bargmann-Moyal
tratado en la Ref. 10. A esta propiedad la de-
nominamos propiedad semi-tracial, ya que la
ecuacién (10) representa en cierta forma una
traza de fog.

Decimos que el producto generalizado (1) es
ciclico si se cumple la igualdad:

(f,g0h) = (h,fog) = (g,ho f).

Como la forma bilineal es simétrica, esto im-
plica
(fog,h) =(f,g0h). (11)

Teorema 2. (a) El producto generalizado (1)
satisface la propiedad semi-tracial si y solo si
se cumple

/t(E)B(z,v,w) du(z) = 2% exp(v - w).

(b) EI producto generalizado es ciclico si y
solo si

B(z,v,w) = B(v,w,z) = B(w,z,v).

De nuevo remitimos a la Ref. 9 para las
pruebas. =

Estudiaremos enseguida una clase particular
de productos generalizados: los que poseen un
trinticleo que es ezponencial de un polinomio
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cuadrdtico. Los ejemplos que suelen ocurrir
tienen trimicleo de este tipo, debido a su evi-
dente conexidén con la forma del nucleo repro-
ductor (7) y con la medida gaussiana dpu(z).

Sean A, B y C matrices en C**", z,v,w
vectores en C" y sean a, 6,0 numeros reales.
Consideremos el polinomio cuadratico definido
por

Q(2,v,w) := 3(az’ + §v° + w?) 12
+(z-Av+v-Bw+w-C2). te
Lo elegimos de esta forma porque los términos
mixtos son los que juegan el papel principal
en determinar las propiedades del producto;
a, 8, 6 son factores de peso.

A veces conviene usar una notacion mas
abreviada. Escribimos, para z,v,w € C",
¢ := (z,v,w) € C*. La expresion (12) puede
expresarse como Q(¢) = %( - @Q(, donde la se-
gunda @ denota la matriz 3n x 3n:

T s e
Q=|A" 61 B }. (13)
s ol

Definimos el trinicleo:
B(z,0,0) = kexpl@(z, v, w)],  (14)

siendo k una constante de normalizacion.

Ahora, las condiciones algebraicas de los
Teoremas 1y 2 se reducen a ciertas relaciones
algebraicas entre las entradas (13) de Q. En-
seguida indicaremos los resultados; las pruebas
son aplicaciones repetidas de la férmula (8)
para evaluar las integrales.”?

Teorema 3. (a) El producto con trinicleo
dado por (14) es asociativo solo si 6 = 6 o
bien a = 0; en el caso § = 8, la asociatividad
es equivalente a las siguientes condiciones:

6ATA = aBB" = 6CCT,;
A"B = BC";
ACT =C"4;
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(C")? =(1-6a)C" +aAB;
(AT = (1 - 6a)A" + aBC;
ATBT = (1-6a)B" + 6CA.

(b) El producto definido por (14) es ciclico si
y solo si

b=l y AxB=(

(c) La doble conjugacion es una involucién
para este producto generalizado si y solo si
§=0, A"=C, B"=B.

(d) El producto definido por (14) es conmuta-
tivo si y solo si
6=0, A=C", B=B"
Observacién. Consideremos, por ejemplo, un
trinicleo de la forma especial: exp[ja(z* +
v + w?) + (2TAv + vTAw + wTAz)]. Este
producto es ciclico, la doble conjugacién es
una involucién si y solo si A es hermitica, y
el producto es conmutativo si y solo si A es
simétrica. La asociatividad exige que ATA =
AAT y (AT)? = (1 - a®)AT + aA?. En parti-
cular, si @ = 0, la asociatividad es equivalente
a ATA = AA", A’ = A. En esta forma, se
pueden analizar facilmente diversas clases de
trinicleos para ver cuales conducen a produc-

tos con propiedades interesantes.
Ejemplo 1. El producto ordinario de funciones
sobre C" es dado por

(f9)(2) = [[ B(z,v,0)f(@)g(®) du(v) du(w),

donde B(z,v,w) = exp[z - (v + w)] eviden-
temente, en vista de la forma del nicleo re-
productor (7). Este es un trindcleo de la
forma (14), cona=6=60=0,A=C=1
y B = 0. Es inmediato del Teorema 3, si no
fuera ya evidente, que este producto es asocia-
tivo y conmutativo pero que no es ciclico. [La
falta de ciclicidad se debe a la introduccién de
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una conjugacion compleja en la definicion de
la forma bilineal canénica (9).] Por el Teo-
rema 1(b) y la identidad [exp(z - v)du(v) =
1, se ve que la funcién constante 1 es (jpor
supuesto!) la identidad para el producto ordi-
nario.

Ejemplo 2. El producto nuclear de funciones
en C?" se define mediante

(f 0 9)(en, ) = [[ £(21, 2)9(Z, 22) du(2).
Entonces se ve de (7) que posee el trinticleo
B(z,v,w) = exp(z1v1 + vaw + wa23),

el cual es de la forma (14) con a =6 =6 = 0,

a={58]; p=[0 Ui uufllE

Otra vez, el Teorema 3 indica que este pro-
ducto es asociativo pero no ciclico y no con-
mutativo; la doble conjugaciéon no es una in-
volucién para este producto. El Teorema 1(b)
muestra que la funcion e(z) := exp(z; - 23) es
la identidad para el producto nuclear.
Ejemplo 8. El producto de Bargmann-Moyal
fue introducido'® como la imagen en el espa-
cio de Bargmann del producto de Moyal'* en
L*(R™), el cual juega un papel fundamental
en el formalismo de la mecanica cuantica en
espacios de fases."'? El producto de Moyal se
define por:

(¥ x p)(z) :=
gn /R /R expli(z- Jy +y - JE+E- Jz)]
D(y)p(€) dy ¢,

con P, p € L (R*™) y J = [_OI I(;'] El

producto de Bargmann-Moyal es entonces

(fog)(z) == A(Vf x Vyg)(2),

con f)gej:Zn-
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El trintcleo de este producto es®

B(z,v,w)
=2 [[[ Az, 2)AG,v)A(@,6)

x expli(z - Jy+y-JE+ € Jx)|dzdy df
=exp[§(z v+ v w+w'z)

+iGET v+ 0T Jw + w"Jz)). (15)

Introducimos la notac1on K := 3(I+iJ).
Nétese que KT =K = 3(I —1J), pues J' =
—J. Entonces el trimicleo (15) se escribe

B(z,v,w) =explz:- Kv+ v - Kw+w - Kz].

Luego tenemos otro trinucleo de la forma (14),
con
a=i=0=0 A=B=(=K

De acuerdo con la observacion después del
Teorema 3, el producto de Bargmann-Moyal
es asociativo (pues KTK = KK" =0, K* =
K); ademas es ciclico, no conmutativo (pues
KT # K), y tiene la doble conjugacién como
una involucién (pues KT = K). A partir de
los Teoremas 1 y 2, se ve que la identidad es
e(z) := exp(32?) y que #(2) := 2*/2exp(32?)
es una funcién que hace valida la propledad
semitracial.

2. SIMETRIAS DE PRODUCTOS
GENERALIZADOS

Si f — f? denota una transformacién inver-
tible de un espacio de funciones, decimos que
un producto generalizado fo h es equivariante
bajo esta transformacion si

(foh) = fIohs. (16)

Si g parametriza un grupo de transforma-
ciones G, decimos que el producto generali-
zado es invariante bajo el grupo G cuando (16)
se cumple para todo ¢ € G. A modo de ejem-
plo, el producto ordinario (fh)(z) := f(2)h(2)
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es equivariante bajo las traslaciones f"(z) :=
(2~ w), pues (Fh)(z—w) = f(z—w)h(z—w).
Debido al origen comun del espacio de Barg-
mann? y del producto de Moyal' en el formalis-
mo de relaciones canénicas de conmutacién,'
el primer grupo de interés es el grupo de Hei-
senberg.' En L*(R"), este grupo es generado
por las traslaciones: (T,¥)(q) := ¥(¢ —a), y
las multiplicaciones: (Mjy1)(g) := e~"#9y(q).
Transferidas a F,, estas transformaciones

son:?

(Tuf)(2) = expla - (2 — 30)|f(z - a),
(M, f)(z) := exp[—ib- (z — 3ib)] f(z — 1b),
(17)

donde a,b € R".

De (17) se ve que M 'T, ' M,T, f = e~ 5§,
asi que los T,, M; y los escalares ¢ generan
una representacién (sobre F,,) del grupo de
Heisenberg). Los operadores T,, M, poseen
nucleos integrales que denotaremos con los
mismos nombres:

T,(z,w) = expla - (z — 3a) + W - (z — a)]
=expld-z+a-z—a-w-3d’,

My(2,w) = exp[—ib: (z — 3ib) + W - (z — ib)]
=exp[w-z—ib-z—ib- w—-—b2]

Para ver si estas transformaciones repre-
sentan simetrias del producto de Bargmann-
Moyal (o de cualquier otro producto genera-
lizado), debemos transformar la férmula (16)
en una relaciéon entre nicleos integrales. Si
G(z,w) denota el niicleo de la transformacién
f — f9, entonces (16) se expande a:

/// G(z,w)B(w,u,v)

x f(a)g(v) dpu(u) du(v) du(w)

- [ .0

X f(w)g(v) dpu(u) dp(v) du(r) du(s)
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lo cual implica que

/ G(z, %) B(w, u, v) du(w) (18)
N // B(z,r,5)G(F,u)G(5,v) du(r) du(s)

para todo z,u,v € C". Esta condicién es
suficiente para comprobar que el producto de
Bargmann-Moyal es equivariante bajo las T}:

[ Tz, ®)B(w,u,v) du(w)
:/exp[u‘)-(;z—a)+a-z—%a2
+w - (Ku+ Kv) +u - Kv]du(w)
= exp[(z — a) - (Ku + Kv)
+a-z4+u-Kv-1d
= B(z,u,v)expla- (z — Ku — Kv) — 1a?]

mientras que

/ / T, (7, u)Tu(5,v)B(z, 1, s) du(r) du(s)

=//exp[F-(u+a)—a-u+.§-(v+a)
—a-v—a’+r-(Kz+ Ks)+s-Kz]
du(r) du(s)

=/exp[(u+a)-(F2+Ks)—a-(u+v)

—a’+35-(v+a)+s- Kz]du(s)
=expl(u+a) - Kz—a-(u+v)—d
+(v+a) - (Kz+ Ku + Ka)]
= B(z,u,v)expla (z — Ku — Kv) — 3a’]

donde hemos usado las identidades I-K = K,
a-Ka= sa, y

/;:n exp[w R T v] dy,(w) — exp[u ; v]’ (19)

que es un caso particular de (7).

Es casi inmediato que el resultado anélogo
no es cierto para M, en lugar de T, (las trans-
formaciones M,, dejan equivariante al producto
generalizado cuyo trimicleo es

B(z,v,w) = exp[-z-Kv —v- Kw —w - K2,
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lo cual es la “transformada de Fourier” del pro-
ducto de Bargmann-Moyal'?). Interesa, en-
tonces, saber si hay algunas otras simetrias del
producto de Bargmann-Moyal cuyos nicleos
cumplen (18). Un estudio de las “funciones
de evolucién” y su calculo por el producto de
Moyal'® sefiala que los tinicos candidatos ra-
zonables son transformaciones cuyos nicleos
son exponenciales de polinomios cuadraticos.
Mas precisamente, sus imégenes bajo V son
distribuciones en R?™ que representan fun-
ciones generatrices de Poincaré'®; los hamil-
tonianos correspondientes, si son polinomios,
son necesariamente de grado dos a lo sumo.

Para poder comprobar (18) cuando G es
la exponencial de un polinomio cuadratico, es
necesario generalizar el Lema 1 para integrar
formas cuadréaticas mas generales en (2, 7). La
generalizacion adecuada fue encontrada por
Itzykson.?

Lema 2. Sean M, N dos matrices simétricas
en C™" y sean u,v € C". La integral

/c exp{3[2-Mz+Z2-Nz+2z-u+27-v]} du(2)

(20a)
converge absolutamente si y solo si
4I — (M + N)(M +1N) > 0,
en cuyo caso su valor es
(det(I — MN))~'/?
x exp{3[u- N(I — MN) 'u (20D)

+20-(I- MN)"u
+v-(I-MN)'Mv]}.

Para la prueba, remitimos a la Ref. 5. (Hay
una ambigiiedad en la determinacién del signo
de la raiz del determinante en (20b) que se
elimina por continuacién analitica; en este tra-
bajo los determinantes que aparecen son posi-
tivos, y tomamos la raiz cuadrada positiva.)
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Ahora consideramos nucleos integrales de la
forma

G(z,w) := yexp{3[z- Pz +22-Qw +w- Rw]},

(21)
donde Q € C™*™ y P, R son matrices comple-
jas simétricas. La composicién de dos nicleos
de este tipo se obtiene de (20):

/ G(z,®)G (w, u) du(w)
=7~/’/exp{%[z-Pz+2z-QvIJ+u‘)-Ru‘)
+ @ - P'o 4 2% - Q4 + 2a - R'a)} du(w)
= y+/[det(I — P'R)]™"/?
exp{3[z- (P+Q"S'P'Q)z+2z- QQ'u
+a- (R +Q"RS'Q)u]}

donde S := I — P'R (observe que S es in-
vertible cuando la integral converge®). Como
la identidad corresponde al caso P = R = 0,
@ = I, un nicleo G(z,w) pertenece a un grupo
(bajo composicién) solo si @ es invertible.

Un grupo de transformaciones de tipo (21)
es el grupo metapléctico Mp®(2n;R), una ex-
tensién del grupo simpléctico Sp(2n; R).® En
la parametrizacién de Itzykson,’ los elementos
de este grupo tienen nicleos de la forma (21),

donde

Q=1", R=L"M; P& -ML"

con
5 i ¥ 7 P T
LL-MM=I, LM=M'L

y |y*detL| = 1.

Teorema 4. Una transformacion de tipo (21)
deja el producto de Bargmann-Moyal equiva-
riante si y solo si:

P=KPK + PPS™'PT,
KRK = R+ Q"S'KPEKQ,
KRK =R+ QKPS 'KQ,
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QK = "),
QK -KQ = P(S")'PKQ,
K+KXRK =Q'S'KQ,
v = (det §)'2, (22)
donde
S:=I-KPEKP, P:=K+EKPK.

Demostracion. Usando la férmula (20), cal-
culamos (18) donde G(z,w) es dado por (21):

| 6z, ®)B(w,u,0) du(w)

=7/exp{%[z-Pz+2z-QtT)+u')-Ru7
+ 2w - Ku+2u - Kv + 2v- Kw]} du(w)
= yexp{3[z- Pz + 2u - Kv
+ (Ku 4+ Kv) - R(Ku + Kv)
+2z-Q(Ku + Kv)|}, (23)

mientras

/B(z,r,s)G(§,v) du(s)

:7/exp{%{2z-Kr+2r-Ks+2s-Kz
+5-P5+25-Qu+v - Rvl}du(s)

= yexp{3[2z - Kr+v- Rv
+(Kz+Kr)-P(Kz + Kr)
+20-Q"(Kz+ Kr)]},

y por lo tanto

/j B(z,r,8)G(F,u)G(3,v) du(s) du(r)
_—_72/exp{%[z-FPKz+v 'Rv+2v’QTKZ

+u-Ru+r-KPKr+7-Pf
+2r - (P"z + KQu) + 27 - Qu]} dp(r)

= y%0 exp{3[z - (KPK + PPS'P")z
+u-(R+QTS'KPEKQ)u
+v-(R+Q"KPS'KQ)v
+22-P(ST)'Qu+2u-QTSTTKQu
+2v- QN(K 4+ KPS~ P")z]}. (24)
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con ¢ = (det §)~"/2. Comparando coeficientes
en los exponentes de (23) y (24), obtenemos
las condiciones (22). =

Este Teorema da un criterio general para
averiguar equivariancia bajo subgrupos parti-
culares de Mp©(2n;R). Por ejemplo, si toma-
mos P=R=0,y=1(y Q@ € GL(2n,C)),
las condiciones (22) se reducen a QJ = JQ,
QTJQ = J, asi que hay equivariancia del pro-
ducto de Bargmann-Moyal bajo transforma-
ciones del tipo f(z) — f(Qz) si y solo si
Q € SO(2n,C) N Sp(2n,C). En particular,
el caso @ = 1I incumple (22), lo cual refleja el
hecho de que la transformacién de Fourier no
deja el producto de Moyal (en L?*(R™)) equi-
variante, sino que lo transforma en la “con-

volucién torcida” 418

3. CONTINUIDAD DE PRODUCTOS
GENERALIZADOS

Hasta ahora, los calculos algebraicos con los
nucleos integrales han sido algo formales; es
decir, hemos supuesto tacitamente que todas
las integrales calculadas convergen (absoluta-
mente), con lo cual los cambios del orden de
integracion se justifican automaticamente. En
general, esto se verifica en una clase de fun-
ciones que es al menos densa en el espacio de
todas las funciones en juego, y se puede exten-
der la validez de los resultados de las integra-
ciones mediante diversos procesos de paso al
limite. Esto sucede aun con el establecimien-
to del isomorfismo unitario A: L?(R") — F,;
para definir A con todo rigor, Bargmann?® de-
fine Af para f € G, (6) mediante una integra-
cién y extiende a L?(R") por densidad. Un es-
tudio detallado de los espacios Gy y su relacién
con las distribuciones temperadas sobre R" se
encuentra en la Ref. 3. Veremos en esta seccién
que estos espacios proveen una herramienta
para estudiar a fondo las propiedades de con-
tinuidad del producto de Bargmann-Moyal.
Un producto generalizado ¢ definido en un
espacio normado E es continuo en la topologia
de la norma si hay alguna constante C > 0 tal
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que

Ifogll < Clifl gl

para f,g € E. (Esto dice que la aplicacién
(f,9)— fog: EXE — E es continua en el
sentido usual). Sucede, sin embargo, que en
general debemos considerar casos en que f, g
y fog viven en espacios distintos de funciones,
que no son siempre espacios normados. Por
ejemplo, podemos buscar valores positivos de
A, 0,7 tales que la aplicacién (f,g) — fog:
GoXG, — G, sea continua. Definimos la norma
[| - Ilx en Gx por

1£llx := sup exp(—3*z[*)|f(2)].
Tenemos una desigualdad del tipo

1f o gllx < o 1 £lle llgll- (25)

toda vez que

C). := sup // |B(z,v,w)|

z€C™
x exp{z[~\*|z[* + o*|o[” + 7*|w[’]
x du(v) du(w) (26)

sea finita. Nuestra estrategia serd, entonces,
buscar condiciones sobre B(z,v,w) que garan-
ticen que el lado derecho de (26) sea finito.

Supongamos, de nuevo, que B es la expo-
nencial de un polinomio cuadratico homogéneo
en { = (z,v,w) € C*. Escribimos

B(C) = K€Xp %C s QC?

donde Q@ = Qr +:Qr, con Qp, Q; € R,
Denotamos la parte simétrica de una matriz
A por A := }(A+ AT). También, escribimos
¢=:{+1inpconé,n€R™ 2= Rz +iJz con
Rz,3z € R" y denotamos dz = dRz dS:z.

Usando estas notaciones, el integrando en el
lado derecho de (26) tiene la forma

K exp{—%[E'(D—QR)€+2£'QTU+”'(D+QR)W]}
(27)
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donde D es una matriz diagonal en R¥**"* con

entradas diagonales A2, 2—o¢?, 2—7?% (cada una
repetida n veces).

Como debemos integrar (26) respecto de v
y w pero no respecto de 2, conviene reaco-
modar ‘esta tltima matriz: permutamos la
base candnica en C*" = R*" para que las co-
ordenadas (£,7) = (Rz,Rv,Rw, Iz, Sv, Sw)
se reordenen como (Rz, Sz, Rv, Sv, Rw, Sw).
Entonces la expresion (27) se escribe en la
forma

kexp{—3[z- Pz+2w-Rz+w- Sw]} (28)

donde w := (v,w) € C = R*". Aqui P €
R27x2n v § ¢ R*"*4" son matrices simétricas
reales.

Lema 3. La integral de (28) respecto de w
converge y representa una funcion acotada
(de z) si y solo si se cumplen:

S50 en RO
P~ S\ REV & @R,

Demostracion. Calculamos que

/ exp{—%[z Pz +2-Rz+w- Sw|} dw
R4n
= (det 5)~'/

/m exp{3[—z-Pz+2z-R"S™'Rz —t*|} dt

= (det 2.5')"/2
x exp{3[~z- Pz +z- R"S™'Rz]}

toda vez que S > 0; hemos hecho la susti-
tucién lineal ¢ := S"/%w+ S~"/2Rz para simpli-
ficar la integral. (Si S no es definida positiva,
posee un autovalor no positivo y la integral
de (28) diverge). Basta notar entonces que
exp(—3z - Tz) esacotadasiysolosiT > 0. =

Podemos ahora ejemplificar la condicion de
continuidad (25) en diversos casos particu-
lares. Para el producto ordinario de funciones
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con n = 1, por ejemplo, obtenemos @, =(),

i 0 3.1
QR=Q=[1 0 0],

i 0¥
y luego
-1 0
. £X.:8 _|1-10
P—_O b G & BRI e
g
[2 — o2 0 0 0
gtk Mok 8 0
S s 0  2=¢t . @
f<1 @ 0 0 p R

La condicién S > 0 es equivalente a o < /2,
T < /2. Es

R'ST'R={(2-0)"+(2-)7},

asi que las condiciones de continuidad (25) son,
en este caso:

1 1
2
0 <V2, T<VE N 2 gt (29)

[Notemos que en espacios Gy con A > V2, el
producto ordinario es a veces continuo; sin em-
bargo, no puede expresarse mediante el nicleo
exp[z(v+ w)], porque las integrales gaussianas
anteriores divergen. Esta restriccion no es de
mayor importancia, pues cualquier espacio Gy
con A > 1 incluye todas las funciones que co-
rresponden, por (5), a distribuciones tempera-
das sobre R".]

Como segundo ejemplo, tomamos de nuevo
el producto de Bargmann-Moyal. Obtenemos

g K. K 5 1 8.3 4
KK 9 2 0.0
y también
i 1 0 J =J
Qr=§ =J -0 J
i wmfin B
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(con 2K = I + 1J como antes); luego

1 R P ©
S___l = e +J 0
E 7wl

by | Pl

Fad

sinx ¢ AL 0
E=ciagiylc Tule

k3 3

con b:=2(2 — 0?), c:=2(2 — 1?).

En este caso S es una matriz simétrica, y
por lo tanto es definida positiva si y solo si
sus menores principales basicos son todos po-
sitivos. Por cédlculo directo, se obtiene que esto
sucede si y solosi b > 0, ¢ > 0y bc > 4. Luego,
la condicién S > 0 se cumple si y solo si

s <, eyl (2-oH)(2-7%>1.

(30)
La matriz
NI 0
_pTe-1p _
s [ 0 (2—p —c")I]
es positiva si y solo si A2 > b~' + ¢!, asi que

la condicion de continuidad (29) en este caso
se reduce a:

1 1 1
2
> = :
? _2{2—a2+2—72} (31)

La desigualdad (31) nos permite ahondar en
las propiedades de continuidad del producto de
Bargmann-Moyal. Cuando variamos o y T,
cambiamos el dominio de definicion de este

producto. Conviene entonces introducir los
espacios
Ge = U G, Gs = ﬂ Gx.
A< A>1

Si £ = £(C?) = A(S(R™)) denota el espa-
cio de funciones analiticas® en C?" que corres-
ponde a las funciones de Schwartz en R?", te-
nemos

g<C€C}'2CG1C£'CG>. (32)
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Todas estas inclusiones son continuas respecto
de las topologias apropiadas. Mas precisa-
mente, si A < 1, p > 1, se pueden encontrar
en la Ref. 3 las pruebas de que

GCcEchCchClCl, (33)

es una cadena de inclusiones continuas. Ahora
definimos sobre G. la topologia inductiva,'”
es decir, la topologia localmente convexa mas
fuerte tal que todas las inclusiones Gy C G«
sean continuas, y sobre Gs definimos la to-
pologia proyectiva, es decir, la topologia lo-
calmente convexa mas débil tal que todas las
inclusiones G5 C G, sean continuas. La con-
tinuidad de las inclusiones primera y ultima
en (32) es consecuencia de la continuidad de
las inclusiones correspondientes en (33).

Observe que G, es un espacio de Fréchet
porque su topologia esta determinada por la
familia de seminormas ||+||(n41)/n, mientras que
&' no es de Fréchet, asi que £ % G- ; también,
& # G< ya que & es de Fréchet pero G< no lo
es.

Teorema 5. El producto de Bargmann-Mo-
yal es continuo como una aplicacién bilineal de

g< X g< en g<.

Demostracion. Sean f,g € G.. Entonces hay
o < 1 tal que f,g € G,. (Tomamos 7 = 0.)
Si o = /1 —¢, tenemos 2 — 02 = 1 + ¢, asi
que la condicién de continuidad (31) es A? >
1/(1+ ¢€). Elige X tal que

1
&+

£ XL (34)

(g}

Entonces fo g € G\ C G<.

Si A < 1, elegimos € para que (34) se cumpla
con igualdad. Si tomamos 0 = 7 = /1 —¢,
como antes, entonces el producto de Barg-
mann—Moyal es una aplicacién bilineal y con-
tinua de G, x G, en G, por (25), y por ende
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continua de G, X G, en G.. Por un teorema
de Mallios,'” esto es suficiente para que esta
aplicacion bilineal G. x G — G sea (conjun-
tamente) continua, ya que G¢ = U, G, con
la topologia inductiva; note que e | 0 y o T 1
cuando A T1. =

El espacio de funciones G. es entonces un
algebra topoldgica con el producto de Barg-
mann-Moyal. Este es un ejemplo interesante
de un algebra topoldgica, ya que tiene pro-
ducto conjuntamente continuo; las algebras
que no son de Banach suelen ser separada-
mente continuas, sin més.'"” Sin embargo, la
clase de funciones en G, es pequefia y conviene
ampliarla. Veremos ahora que los espacios G,
y Gs, aunque no son algebras, si son médulos
para G..

Teorema 6. El producto de Bargmann—Mo-
yval es una aplicacion bilineal de G. X G, en
Ge,yde Ge X Gs en G.; en el primer caso,
esta aplicacion bilineal es continua.

Demostracion. Si en (30) hacemos 7 = 1,
obtenemos 0 < 1 como condicién necesaria
para la convergencia del producto. Si o =
V1 —¢, tenemos que 2 — 02 = 1+ ¢, y (31)
queda A% > (2 + €)/(2 4 2¢). Elegimos ) tal
que (2 + €)/(2+ 2¢) < A? < 1. Entonces,
{fog: f €G,, g € G } C G); en consecuencia,
{fog:f€Gc,9€G } CO..

Si tomamos A = (1+€)~"/2 con 7 = 1, obte-
nemos o2 = (1 — 3¢)/(1 — ¢€) en (31); entonces
ATl = €|l0 = o 1T 1. Argumentando
como en el Teorema 5, con G, X G, en vez de
G, X G,, se obtiene que el producto de Barg-
mann-Moyal G¢ x G; — G, es continuo.

Por otra parte, podemos elegir o < 1y 7 con
1 < 7 < /2. Para que el producto de Barg-
mann-Moyal esté definido en G, x G,, por (30)
se tiene que la media geométrica de (2 —o?)~"
y (2—7%)"" debe ser menor que 1, lo cual seria
inmediato si la media aritmética fuera menor
que 1. Por (31) bastaria entonces tomar A < 1.

En particular, si 7 = \/1+ €y o = /1 — 3,
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la férmula (31) se convierte en

2> 1
— 14 3¢

y basta tomar A con (1 + 3¢)”' < A < 1L
Cuando € | 0, obtenemos

f€Gs,9€G = fogeg.. w

Para el producto de Moyal en R?", el resul-
tado andlogo f € S(R™), g € §'(R™) =
f x g € S(R™) es falso (f X g es una funcién
suave pero no necesariamente declinante*). El
Teorema 6 proporciona entonces un espacio de
funciones de prueba V(G.) [se tiene V(G) C
S(R?™) densamente, por (32)] que es estable
bajo el producto de Moyal a la derecha (o a la
izquierda) por distribuciones temperadas cua-
lesquiera.

No sabemos si el producto (f,g) — fog es
(separadamente) continuo de G. x G5 en G;
por la naturaleza de las topologias de estos
espacios, es poco probable que asi sea. A pe-
sar de esta posible falta de continuidad, pode-
mos aprovechar la “estructura fina” de los es-
pacios Gy para extender el producto de Barg-
mann-Moyal por dualidad a Gs x Gs. Recor-
damos de Refs. 4 y 18 que el digebra de Moyal
M(R?™) consta de las distribuciones tempe-
radas T € S'(R™) tales que T x fy fx T
quedan en S(R?") para todo f € S(R*"). Por
el Teorema 6, el andlogo en nuestro caso es el
espacio G. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7. El espacio G- es un algebra bajo
el producto de Bargmann-Moyal.

Demostracion. Por la ecuacion (30), el pro-
ducto f ¢ g no se define directamente por la
integral (1) si f € G,, g € G, con o > 1
y 7 > 1. No obstante, podemos definir el
producto de Bargmann-Moyal por dualidad,
siguiendo el procedimiento desarrollado en la
Ref. 4. Definimos, para todo h € G,

(fog,h) :=(f,goh) (35)
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donde el lado derecho denota la forma bi-
lineal canénica (9). [La ciclicidad del pro-
ducto de Bargmann-Moyal garantiza que esta
definicién es consistente con las formulas an-
teriores, debido a (11).]

Notamos que, en general,

[(F, B < AnallFlla Al si A* + 4 < 2,

donde A), = (1 — 3(A* 4+ p?))™". En particu-
lar, la expresion (f,h) converge si f € G5 y
h € G< o viceversa; luego el lado derecho de
(35) tiene sentido.

Si € > 0, tomamos 72 :=1—3¢, 02 := 1+,
A :=1/(143€¢) y u>:=1+2 Sihe€Gq,
para g € G,, f € G, obtenemos

(90 k)| < AnCo £ llu gl IRl (36)

asi que h — (f,g o h) es continua de G, en C.
Como G5 C G,, G5 C G, para todo €, y como
G tiene la topologia inductiva como unién de
los G, con 7 < 1, vemos que h — (f,go h) es
una funcional lineal continua sobre G., toda
vez que f,g € G>.

El espacio dual de G, respecto de la forma
lineal candnica (9), es precisamente el espa-
cio G; para ver eso, podemos considerar los
espacios de Hilbert

Hy := { f:C" — C analitica :
| @) du(x2) < +o0)

para A > 0. Por estimacién de normas, es facil
comprobar® que

g[[ C HA K gA

con inclusiones continuas, cuando u < A. Con-
cluimos que

g<=UH,\, g>=ﬂHA-

A<l A>1

Ahora el espacio dual de H, respecto de la
dualidad (9) es H,/x. Entonces G, es un espa-
cio de Fréchet reflexivo cuyo dual (fuerte) es
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G<; debido a esa reflexividad, el espacio dual
(fuerte) de G« es Gs.

En consecuencia, hay un tnico k£ € G5 con
(k,h) = (f,g o h). Definimos f o g := k. De
esta manera vemos que (35) tiene sentido y
que G es cerrado bajo este producto.

Para comprobar la asociatividad del pro-
ducto extendido en G-, solo hay que notar que
las identidades

(fog)ohk)=(fog,hok)
= (f,g0(hok))
= (f,(goh)ok)
=4

fo(goh)k)

se verifican si: (a) f € G5 y g,h,k € G;
(b) f,g € G- y h,k € G; (c) f,9,h € Gs
y k € G¢. Luego G5 es un algebra asociativa
bajo el producto definido por (35). Observe
que la identidad exp(32?) para este producto
pertenece a Gs.

Para cada h € G, el lado izquierdo de (36)
es pu(f 0 g), donde {ps : h € G} es una
familia de seminormas que definen la topologia
de G5 ; luego la desigualdad (36) expresa que el
producto en G, es (conjuntamente) continuo.
Concluimos que G5 es un algebra de Fréchet
bajo el producto de Bargmann-Moyal. =

Es interesante notar que V(Gs) es un es-
pacio de funciones generalizadas que forman
un algebra bajo una extensién del producto
de Moyal, y que contiene a todas las distribu-
ciones temperadas §'(R?"). Este hecho da sus-
tento a una reciente afirmacion de Narcowich'®
que se puede formar el producto de Moyal de
distribuciones temperadas; pero en general el
producto ya no es una distribucién temperada.
Para productos de Moyal de distribuciones no
temperadas, consultese la Ref. 19.

Finalmente, debemos observar que el espa-

cio de Hilbert F,, es un algebra de Banach
(de hecho, un &lgebra de Hilbert?®) bajo el

87




TECNOLOGIA EN MARCHA

producto de Bargmann-Moyal. Este resul-
tado es consecuencia inmediata del hecho de
que L?(R™) es un algebra bajo el producto de
Moyal. Pero también podemos obtenerlo di-
rectamente mediante nuestro formalismo. In-
dicaremos el procedimiento brevemente, remi-
tiendo a la Ref. 9 para el detalle de los calculos.
Tomamos n = 1 para mayor sencillez.
Siz=(z1,22) € C?y f(2) := z1 + iz, en-
tonces f € , y |l = (f1)"2 = V2 por (2)

Si colocamos

2y + iZg 2= 1;22

Zu:—_—T, 2y = \/5 3

entonces du(2') = du(z). Usando este cambio
de variable, se verifica que los polinomios

it R

2R
ekl z) = :n'un'

forman una base ortonormal de F;.
El trinticleo del producto de Bargmann—Mo-
yal puede reacomodarse como

B(z,v,w) = exp[zyvy + nwy + wy 2]
y obtenemos, al aplicar (19) repetidamente:

(Umn © Urs)(2)

= // B(z,0, W) tmn(0)urs(w) dpu(v) dpp(w)
= //// M exp[zpvy + vywy + wyz)

m!n!r!s!

X dp(vy) du(vy ) dp(wy) dp(ws)

2 oowzl
= [[ So= explovwy] du(v,) du(wr)

vm!n!r!s!
= wn(2) [ S explovr du(w) du(u)

= Uma(2) / \%’% (V) = trna(2)0r-

La continuidad del producto de Bargmann-—
Moyal en F;, es ahora inmediata.
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Teorema 8. El espacio F, es un algebra de
Banach bajo el producto de Bargmann—Moyal.

Demostracién. Sean f,g dos funciones en

Fy con f = Em,n UmnUmn ¥ 9 = Er,n Bratizs.
Entonces

f g = Z amnﬂra Umn © Urs

m,n,r8

o Z amnﬂraénr Ums

m,n,r,s

= E amnﬂnx Ums -

m,n,s

Por lo tanto,

2

If ogl? = |

'

P

mymn,s

< (T tomal?) (T 18P

m,n n,8

= IPllgll*. =

Z: am'n ﬂna uma

m,n,s
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