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Resumen

En este trabajo presento una demostracién del teorema debido a Waldyr Oliva
relacionado con Ecuaciones Diferenciales Funcionales con Retardo en variedades
compactas: Si el flujo de una EDFR satisface ciertas condiciones de acotacion en
las primeras derivadas, entonces el atractor global, que coincide con el conjunto
de las soluciones definidas en ] — 0o, +00[, es una variedad C' conexa y compacta.

Esta demostracién difiere de la usual, debido a que no utilizo el teorema de
Whitney, proporcionando asi un tratamiento mas intrinseco del problema.

1 Introduccion

Sea I el intervalo cerrado [—r,0], r > 0, M una variedad compacta C*, C°(I, M)
el conjunto de aplicaciones continuas ¢ de I a M con la topologia compacto-
abierto, p : C°(I,M) — M la aplicacién evaluacién C'*diferenciable definida

por p(¢) = ¢(0), [1].

Definicién 1: Una Ecuacién Diferencial Funcional Autonéma con Retardo (ED-
FAR) en M es una funcién continua F : C°(I, M) — TM tal que mpr 0 F = p,
en donde my : TM — M es la proyeccion canodnica C*.

Para cada ¢ € C°(I, M), F(¢) = (¢(0), f(¢)), en donde f(¢) € Tyo)M.
El conjunto de todas las EDFAR es un espacio vectorial x(I, M).

Definicién 2: Una solucién de una EDFAR F con condicién inicial ¢ en tg es
una funcién continua z : [ty — r,to + A[— M, A > 0, tal que si z; € C°(I, M)
se define por z4(0) = z(t + 0),t > to y 0 € [—r,0] entonces:

i. %ﬂ = f(z), t € [to,t0 + A;
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il. Tty = 0,

iii . z(t) es de clase C' para t € [to, %0 + A
A continuacién tomaremos ¢t = 0, y utilizaremos la notacion z(t,¢) para la
solucién z con condicién inicial ¢ en t = 0.

Para k > 1, sea Bx*(I, M) el conjunto de todas las F' € x*(I, M) de clase C*
que son acotadas, con todas las derivadas hasta el orden k acotadas. [1],[2],[7].

Definicién 3: Para cada F € Bx*(I,M), y t > 0, la aplicacién

®, : C°(I,M) — C°(I, M) tal que ®;(¢) = z:(¢) en donde z; es la solucién de
F| se denomina flujo de F'.

®, = Identidad, ®4,4:, = P, 0 ®;,, y cada elemento de la familia ®; es una
aplicacion continua. [1], 7]

Lema 1: Parat >r, ®,: C°(I, M) — C°(I, M) es una aplicacién compacta, es
decir, @, lleva conjuntos acotados de C en subconjuntos relativamente compactos

de C.

Demostracién: Sea A un subconjunto acotado de C°(I, M). Entonces existe
m € R, m > 0 tal que diam(A) < m.

Para cada ¢ € A tenemos:

6mw»mw»slnmmmmwmswt

con ) métrica continua en M asociada a la métrica riemaniana de M y F € y*.

Entonces diam ®;(A) < Nt+diam(A) < oo y por lo tanto ®;(A) es puntualmente
acotada.

Sean ay 3 € I con > a. Entonces :

6m(D:(8)(), B:(4)(B)) = dm(z(t + e, ¢), z(t + B, 4)) <

t+0
[ 1@l ds < NB=a), 27

t+a

Por el teorema de Arzela-Ascoli, ®;(A) es relativamente compacto para cada
2.
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2 Conjuntos invariantes y atractores de una
EDFAR

Definicién 4: Un conjunto invariante de una EDFAR F es cualquier subconjunto
S de C°(I, M) tal que para cada ¢ € S, existe una solucién global (es decir
definida en el intervalo | — 0o, +00[ ) z de F tal que 2o = ¢ y z; € S para todo
te R

Sea A(F) := {¢ € C°(I,M); ¢ es el valor inicial de una solucién global de F} .
A(F) es el mayor conjunto invariante de F', y se denomina atractor de F.

Sea @, el flujo de F', para t = r, y considere la secuencia de conjuntos :

A = 9,(C°(1, M)), Az = @.(A1) = 2,(2,(C°(1, M))) = 22:(C°(1, M)),... .,

A; = 0, (C°(I,M)),i € IN.

(A;)iev es una sucesién decreciente de subconjuntos de C°(I, M), es decir,
C°I,M)2 A; 2 A; 2 .... Como M es compacto entonces C°(I, M) es acotado.
Por el lema 1, @, es una aplicacién compacta y por lo tanto 4; = ®,(C°(I, M))
es relativamente compacto lo que implica que cada A;, i € IN es relativamente

compacto. Por otro lado, cada A;,7 € IN es conexa pues ®, es continua y
C°(I, M) es conexo.

Lema 2: La interseccién I(F) = N2, A; es no vacia, conexa, compacta e inva-
riante.

Demostracién: A; C C°(I, M)y A; € C°(I, M), entonces tenemos
®,(A) C @.(C°(I, M)) = A;. (1)

®,.(A;) C ®,(A;) , pero A; es compacto y ®, continua . Por lo tanto ®,.(A;) es
cerrado y

(4z) = ®:(A1) € @,(Ay) = &,(A)) (2)
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Por otro lado, I(F) = N2, A; € N2, A; = N2, Aity, debido a que
(A;)iemv es una sucesién decreciente.

Entonces I(F) = NX,A; es la interseccién de una sucesién decreciente de con-

juntos conexos y compactos. Concluimos que I(F) es conexo y compacto.

Notemos también que I(F') es no vacio, pues (A;)iev es una familia con propiedad
de interseccién finita, es decir, la interseccién de cualquier nimero finito de los

A; es no vacia.

Para mostrar que I(F') es invariante, sea ¢ € I(F'). Necesitamos mostrar que
existe una solucién global = con zo = ¢, y z:(¢) € I(F) para cada t € IR.

¢ € I(F)=nNX, 9 (C°I, M)), por lo tanto, para cada k € IN existe

Vi € C°I, M) tal que ¢ = Dy, () . Entonces, para cada t > 0 tenemos
z4(@) = ®o(Dkr (Y1) = Pier (Pe(k)), es decir , z4(¢) € I(F) para cada t > 0.
Por otro lado, por ser ¢ de la forma @, (1) para cada k € IN y algin

Yr € C°(I, M) , entonces la solucién z(t,4) puede ser prolongada hacia atras,
debido a que para llegar a ¢ € I(F) podemos caminar con el flujo através del
punto ¥ € C°(I, M), k pasos de longitud r, es decir, ¢ es la condicién inicial de
una solucién que empieza en el instante —kr —r .

Dado n € IR, n > r, para cada v > n + r existe, por el comentario anterior,
z“(t, ¢) solucién de F' definida en [—v, 400 tal que z5(4) = 4.

Definamos ¢, = z¥,(¢) € C°(I, M), larestriccion de z“(t, ¢) al intervalo [—n—
r,—n].

Entonces ¢, € Ai) = 9i()rC°(I, M), con i(v) entero y i(v) — oo cuando
v — o0, pues es suficiente tomar r < i(v)r < v —n, y £ € Ay, como la
restriccion de z”(t, ) en el intervalo [—n —i(v)r,r —n —i(v)r] tal que ®;(,).({) =
-

Como cada A;(,) es relativamente compacto, entonces (#v)v>n4r €s una famili-
a relativamente compacta y por lo tanto admite subsucesion ¢,; que converge

uniformemente a ¢ € Z,-(,,) cuando j — 00, para todo v > n +r.

Por definicién de ¢, y continuidad de ®; tenemos @, (¢) = ¢ .

Entonces 9 € ﬂ Ay = nA_1=I(F)

vo>n+r 121
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Por lo anterior, mostramos que dado n > r,n arbitrario, y ¢ € I(F), existe
solucién z(t,¢) de F que se extiende a tiempos anteriores a —n — r, tal que su
restriccion al intervalo [—n — r, —n], z_,(¢) € I(F).

Basta repetir el procedimiento anterior para completar la demostracién del lema.

Teorema 1: Sea F € Bx*(I,M), k > 1, una EDFAR en una variedad com-
pacta M. Entonces A(F) es un conjunto no vacio, compacto, conexo, y A(F) =

N2, ®;-(C%I,M)) = I(F).

Demostracién: Por definicion A(F) C I(F), y como A(F) es el mayor conjunto
invariante, entonces A(F) = I(F).

Otro resultado respecto a A(F') es que si X es un campo vectorial C' en una
variedad compacta M, la EDFAR F = X o p es tal que A(F) es una variedad
i

Para esto, si £ € M considere la trayectoria de X pasando por z, y sea I
restriccion de esta trayectoria al intervalo I = [—r,0]. A cada z € M corresponde

un € C%I, M).
Considere la aplicacion ) : M — C°(1, M) tal que Y (z) = Y
Entonces ) (M) = {}_, : £ € M} = A(F) es una variedad .[2]

z°

Otros resultados relacionados con perturbaciones en A(F) son los siguientes:

Kurzweil [3] mostré que si G € Bx*(I, M) se encuentra cerca de F = X 0 p ,
entonces A(() es una variedad C" difeomoérfica a M. Mostré que para cualquier
EDFAR F de clase C", la restriccién de ® a A(F) es sobre M, es decir, en cada
x € M pasa por lo menos una solucién global de F'.

John Mallet-Paret [9] mostré el iltimo resultado de Kurzweil y ademas mostré
que si A(F') es una variedad sin frontera, entonces es homeomérfica a M.

Hirsch M. W. [8] mostré que un flujo monétono para una EDFR no posee érbita
atractor periddica.

Mallet-Paret [9] mostré que si la EDFAR es cooperativa e irreducible en C°(I, M)
y F lleva subconjuntos acotados de C en subconjuntos acotados de T M, entonces
existe un subconjunto de C' que contiene un atractor compacto que atrae puntos

de C.

El siguiente resultado debido a Waldyr Oliva [1] y [5] e inspirado en el articulo
de J. Lewowicz [6] nos dice que:

Teorema 2: Si F € By*(I, M) es una EDFAR en una variedad compacta M ’
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y si @, tiene derivadas uniformemente acotadas hasta segunda orden, entonces
existe una tnica retraccién T de clase C* de C°(I, M) sobre A(F') que conmuta
con el flujo de F, es decir, I'(¢) = ¢,V¢ € A(F)yTo®, =®;0l,Vi 20.

Demostracién: Sea ¢, una sucesién de nimeros reales tales que t, — 00y
8, = t, —tn_y — 00 cuando n — 0.

Como F € x2 y M es compacto, entonces el conjunto K; = ®,(C)) es compacto
con C = C°(I, M).

Para n suficientemente grande, las restricciones de @;,_, a K, constituyen un
conjunto de funciones equicontinuas, es decir, existe

no > 0 tal que { ®,_, : K1 — C }n3n, s una familia equicontinua y para cada
¢ € Ky, {®4,--(¢) }n>n, s relativamente compacto.

En efecto. Consideremos en C°(I, M) la métrica 6 definida por

dl(s)

5 ds

£(s)

6(6,8) = infe /0 :

para ¢, € CO(I,M) y €:[0,1] — C°(I, M) cualquier camino seccionalmente
C' de ¢ a ¢.

Como M es compacto, existe una constante A > 0 tal que si 6(¢,%) < A, y como
||d®:(6)|| < K para cada 6 € C°(I,M),t > 0, tenemos que para cada ¢, € Ki,
6(®s,-r(4), Pi—r(¥)) < Ké6(4,%) y por lo tanto {®,_, : K1 — C}nzno €8 una

familia equicontinua.
Como ®; es una aplicacién compacta, {®s,—r(¢)}n3n, es relativamente compacta.

Entonces {¢s,—r }n>n, s una familia equicontinua y puntualmente relativamente
compacta. Por el teorema de Arzeld-Ascoli la familia en consideracion es rela-
tivamente compacta, y existe una subsucesion que hemos denotado por t, tal
que ®,,_, converge uniformemente en K; a una funcién continua ¥ .

Entonces ®;, = ®;,_, o ®, converge uniformemente a la funcién continua ¥ =

Vod, enC.

Utilizando el mismo argumento podemos suponer que para alguna subsucesion,
®, converge uniformemente a una funcién continua I' en C, en donde

8y = tp — tn_y — 00 cuando n — o0.

Ahora probaremos que ¥(C) = A(F).
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Sea ¢ € C. Como ®;, — ¥ uniformemente en C y como

9., (4) € Ai) := Bi(,)r(C) para alguno i(r) — 0o cuando v —» 00, entonces
limp o0 @4, () € A(F) = Ny3145(,) y por lo tanto ¥(C) C A(F).

Si ® € A(F) entonces para cada t, existe ¢, € A(F) tal que ® = @, (¢,).
Cuando n — oo existe una subsucesién (indicada con los mismos indices) tal
que ¢, — ¢ , con ¢ € A(F') por ser A(F) invariante y cerrado.

Entonces

8(®:, (6n), (¥(8)) < 8(®s,(8n), D1,(9)) + 8(®e,(9), ¥(9)) < K 8(4n, ¢)
+6(®1,(¢), ¥(9)) < ¢, pues ||d®(9)|| < K, ¢, — ¢y ®;, — ¥ uniforme-

mente en C.

Entonces ¥(¢) = @,y ¥ : C — A(F) es sobreyectiva, y A(F) C ¥(C).
Esto completa la demostracion de que ¥(C) = A(F).

Anélogamente, I['(C) = A(F).

Las relaciones

Q-‘Jﬂ o Qtﬂ-—l o ¢3n+tn—1 i Qtn - Qtn—l o q’

Sn

muestran que Yo' = ¥ =T o ¥, pues ®,, — I uniformemente y &, — ¥
uniformemente.

[': C — A(F) es una retraccién, pues si ® € A(F) entonces existe ¢ € C tal
que ¥(¢) = @, y por lo tanto I'(®) = ['(¥(¢)) = ¥(¢) = ®.

Por otro lado, I' conmuta con ®;, para t > 0, pues ®,(I'(¢)) = ®;(lim,— o ®,.(9) =
hrnn—ooo(q’t(ésn(qs)) = hr'nﬂ—’oo(@’n(ét(qs))) i F(¢t(¢))

Supongamos que existe otra retraccién I sobre A(F)tal queT o ®; = ®,0T para
t > 0. Esto implica que 'oT' =T oI pues ®,, — I' en C. Entonces

[(¢) = [([(¢)) = I(T(g)) = I'(¢), es decir, I =T.

Para finalizar, demostraremos que I es de clase C!.

Sea (TM), = {(¢,v) e TM : ||v|| <1} y C°(I,(TM);) = C; =
{($,9) € TC(I, M) = C°(1,TM) / |[¢|| < 1} € C°(1,TM).

Wy = TP, es el flujo en TC(I, M) de la ecuacién de primera variacién w o TF ;
en donde w : T?M — T?M difeomorfismo C* es la involucién candnica que
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lleva carta natural natural en ella misma, solamente intercambiando la segunda
y tercera componente, y wo T'F : TC%I,M) — T?*M es una EDFAR de clase
C*-1 si F es de clase C*.

Como F € x? entonces wo TF € x'(I,(TM)y) para cada 6 > 0. Para cada
t >0, existe 6 > 0 tal que ¥,(C;) C C%(I,(T'M)s), pues para cada

(6,v) € Cr, Ui(,v) = (®4(¢),d®i(9).v) y por lo tanto [|d®,(g)v|| < Klv|| <
K. Basta tomar 0 > K.

Pero w o TF en C°(I,(TM)y) tiene velocidad acotada y por lo tanto ¥; es una
aplicacién compacta para cada t > r. [2]

Como C; es acotado, ¥, (C}) es relativamente compacto.

Sea K, = ¥,(C}), y consideremos la sucesiéon de funciones

¥, _, : K, — TC°(I,M) = C°(I,TM).

Como la restriccién de ¥; a C°(I,(TM)g), & > 0 es una aplicaciéon compacta
para cada t > r, y K; C C%(I,(TM)y) para algin 6 > 0, entonces para cada
(¢,v) € K, y para n suficientemente grande, digamos n > N, {9, (¢, ) }n>N
es relativamente compacto . Como ¥, : C°(I,(TM)s) — C°(1,TM) tiene
derivada acotada , utilizando el mismo razonamiento empleado para mostrar
que

B I C°(I, M)} n>n, s una familia equicontinua, tenemos que .,
Ky — C°(I,TM)}n>n es una familia equicontinua.

Por el teorema de Arzela-Ascoli, para la subsucesién s,, ¥,,_, converge uni-
formemente en K, a una aplicacién continua 5 : K, — TC%(I,M), y por lo
tanto ¥,, converge uniformemente a la aplicacién continua y = Jo¥, en C*.

Pero ®,, — I' uniformemente en C°(I,M), y como T®, = ¥,, converge uni-
formemente a v en C; C TC(I, M) tenemos que y = TT y por lo tanto I' es de

clase C! .

Teorema 3: Sea F € Bx(I,M) una EDFAR en una variedad compacta. Si
F es tal que el flujo ®; posee derivadas uniformemente acotadas hasta segundo
orden, entonces A(F) es una variedad C! compacta y conexa.

Demostracién: Por el teorema 2, existe una tnica retraccion I' : Cc°(I,M) —
A(F) de clase C* que conmuta con ®; el flujo de F'.

Como C°(I, M) es una variedad C modelada en un espacio separable de Ba-
nach, ([1]), entonces I'(C°(1, M)) = A(F) es una subvariedad Banach de C°(1, M),
([2]), y por el teorema 1, A(F) es compacto y conexo.
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