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Resumen

Hoy dia, el concepto de grado topoldgico
de una funcién se ha convertido en una
herramienta de vital importancia, con
aplicaciones principalmente en el
establecimiento de teoremas de
existencia. En el presente trabajo se
presentan las distintas definiciones
bésicas de grado topolégico, asi como sus
generalizaciones y aplicaciones. Otro
concepto importante, muy ligado al de
grado topoldgico, es el de indice punto
fijo, el cual en contextos particulares es
mds efectivo que el de grado topoldgico,
siendo sus propiedades y aplicaciones
también analizadas.

Introduccion

Las teorfas de grado asi como las de
indice punto fijo, juegan un papel basico
en muchos campos del andlisis moderno;
en realidad estas teorias son muy
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extensas, por tanto nuestro interés
particular es presentar los resultados mas
relevantes para operadores compactos en
espacios de Banach. Aplicaciones
importantes se presentan en los siguientes
campos:

1. topologia diferencial,

2. geometria diferencial,

3. teoria de singularidad,

4. analisis,

5. andlisis funcional lineal y no lineal.

Podemos mencionar ademds algunas
aplicaciones particulares ligadas con la
existencia de principios para ecuaciones
que involucran operadores compactos,
como por ejemplo:

1. existencia de soluciones multiples,

2. funciones analiticas y unicidad de
puntos fijos,

3. principio de Leray-Schauder y la
existencia de componentes de
soluciones no acotadas,

4. resultados globales sobre bifurcacion,
valores propios,

6. teoremas asimptéticos de punto fijo.

1 Este trabajo forma parte del Proyecto No. 114-97-234: “Teoria topoldgica del punto fijo”, inscrito en
la Vicerrectoria de Investigacion de la Universidad de Costa Rica.

2 Profesor de la Escuela de Matemadtica, Universidad de Costa Rica. (cazofeifa@uinteramericana.edu).
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En adicion a las aplicaciones mencionadas
anteriormente, los fisicos han desarrollado
un interés especial en estas teorias y sus
generalizaciones, principalmente en lo que
concierne a las clases de homotopia, y su
uso para clasificar las soluciones de
ecuaciones diferenciales parciales no
lineales en el contexto de teorias de campo
de medida para particulas elementales, y
de  manera simultdnea  penetrar
profundamente dentro de la estructura
topoldgica de las soluciones.?

Entre las diferentes definiciones de
grado topoldgico, se tienen por ejemplo,
el grado topolégico de Brouwer (1912),
Leray-Shauder (1934), Einsenbud
(1978), Raoul Bott (1954), etc. La teoria
del grado en sentido general, es el
estudio del grado de una funcién para
varias clases de funciones continuas
cuyos dominios estdn contenidos en un
espacio de Banach X con valores en un
espacio de Banach Y. Este estudio
consiste en un contador algebraico del
nimero de soluciones de la ecuacion
f(x)=y, donde f se define en la clausura
de un subconjunto abierto y, y € Y
pertenece al complemento de la
imagen de la frontera de V en Y es
decir ye f(AV).

Asi por ejemplo, si tenemos la funcién
continua: f:B(0,r=1) — C, donde C es el
campo complejo. Se quiere definir un
nimero deg f, el cual debe satisfacer las
siguientes propiedades:

1. deg f es invariante bajo
deformaciones continuas.

2. f puede ser deformado en g sii deg
(H=deg (2).

3. existe una funcién con un grado dado
deg ().

Desde luego que existen distintas
formas de definir este nimero, por

3 Ver Jaffe y Taubes [15].

ejemplo f se puede aproximar mediante
una serie de Fourier: > »@2"=p(z)
luego se pone deg f = N(f)-p(f), donde N()
representa el niimero de ceros y p () el
nimero de polos.

El grado topolégico
en dimension finita

En el caso de dimension finita el primero
en definir la nocién de grado topolégico
fue L.E.J. Brouwer (1912) [5].

Grado de una funcion en el caso real

Antes de considerar el caso real observemos
el siguiente hecho: consideremos una
funcién continua  sobre el disco cerrado de
radio r,es decir f: B(0,r)— R?, puesto que
X viaja una vez alrededor de la frontera
del disco en sentido positivo, f{x) lo
harfa a través de una curva orientada C,
y se asume que 0 & C. Ponemos v_y v,
como el nimero de vueltas en un sentido
negativo y positivo respectivamente, se
define el grado de f por

deg (fU)=v. yv,
donde U = B(0r).

Consideremos ahora la funcién continua
f:la,b] = R,confla) =0y fib)=0yab
€ R. La situacién es hacerle pequefios
cambios a f si fuera necesario (Teorema
de aproximacion de Weierstrauss) para
obtener f tales que:

1. f es continuamente diferenciable en
[a,b] y no tiene ceros en los puntos
frontera.

2. En el interior de [a,b], f no tiene o
solamente _muchos ceros x,,...x;
tales que f (x;) = 0,Vi. Se pone

deg(?,G) = gsgn(?@i))
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donde G= la,b[, y por tanto se define
deg (,.G)=deg( f,G).

Como es posible que f no tenga ceros en
la,b], se define deg (f,$)=0 Se
demuestra que la definicion anterior es
independiente de la aproximacién f
utilizada, ademds es importante resaltar
el hecho que deg (f) depende solamente
de los valores de fen la frontera, lo cual
constituye una propiedad general del
grado de una funcién. En general para
una funcién continua de f de G C R en
R, tomando G=[a,b].

*  deg(f.G)=0sii fla)f(b) >0,
* deg(f,G)=1 sii fla)<0, f{b)>0,
*  deg(f,G)= -1 sii fla)>0, f(b)<O.

Por tanto podemos observar que si
deg(,G) = 0 entonces siempre
tendremos la existencia en G de una
solucién de f(x)=0.

Funcién grado en R"

Para y € R" consideramos G C R"abierto
y acotado, y la funcién continua -G =~ —
R". De manera similar al caso real se
puede aproximar f con una funcién f con
las condiciones exigidas anteriormente, a
saber f es continuamente diferenciable
sobre G la cual tiene finitamente a lo sumo
muchos ceros: x,,...,x, en G 'y se cumple:
det f (xj)asO.

Por tanto definimos

deg(f.G.y) = deg(f.G.y) = deg(f.G) = ¥ sgn(det f@x,)

Si G = @ ponemos deg(f,G,y)=0, en el
caso en que G = @y sea fijo suponemos:

1. f(x):enyE&G,y
2. SUD,eief f(0) - F(0) < inf i £ () -]
con de clase C/(G).

por lo tanto la ecuacién f(X)=y
X€G no tiene o posee
exactamente finitamente muchas
soluciones x,,....x,, las cuales son
regulares, es decir, (7@51)) =0,Vi.
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En el caso de que no se presenten
soluciones se tiene f,G,y)=0, y de
manera similar al caso real se demuestra
que la definicién es independiente de la
aproximacién escogida . También se
nota que deg(f,G,y) es invariante bajo
perturbaciones relativamente grandes, lo
cual constituye una propiedad fundamental
para  aplicaciones. Cuando  y=0,
sencillamente escribimos deg(f,G).

Caso de dimension n

Sea X, un espacio de dimension finita n
y consideramos la familia de todas las
bases de X, :(x,,...,x,). Las siguientes
definiciones son bien conocidas por el
lector, sin embargo para efecto de
mencionar otros hechos
complementarios se presentan a
continuacion:

Definicion 2.3.1

Sean (x,,...x,) y (y;....y,) bases de X ,
decimos que estas bases tienen la misma
orientacion si det(aij) > 0 donde se tiene
y;i=2"j-1 a;x; . Se verifica que esta
relacion es de equivalencia y se denotara
por: ~. Toda clase de equivalencia se
llama una orientacién en la familia de
todas las bases de X, .

Definicion 2.3.2

Si consideramos la base candnica de R",
luego la orientacion correspondiente a
esta base se llama la orientacion estandar.

Teorema 2.3.1 Sard (1942)[13]

Sea U C R" abierto,y f:U —R" una
funcidén suave.

Entonces el conjunto
{x € U.df, essingular} tiene medida
nula de Lebesgue.

Necesitamos ademds la nocién de
funcién homotépica asi como la de
funcién homotdpica suave, en efecto:

Definicion 2.3.3

Sean X y Y espacios topoldgicos y se
consideran las funciones continuas

en marc,
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Este concepto de
difeomorfismo se
introduce para obtener
una conveniente
descripcion del
teorema de la funcion
inversa, de hecho este
y el concepto de
variedad son dos de
los mds importantes
conceptos en la
moderna topologia
diferencial.
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en marc,

f:X—=Y,g:X—=Y. Se dice que f es
homotdpica a g si existe una funcién
continua F:[01]xX =Y tales que
F(0,x)=f(x), F(Lx)=g(x). En este
caso escribimos f=g yF, y F se
llama la homotopia entre fy g. Es facil
verificar que esta relacion es de
equivalencia.

En el caso en que los espacios X y Y
sean variedades suaves, y ademds tanto
f como g sean suaves, se define la
homotopia suave entre /'y g de manera
similar, excepto con la condicién que F
debe ser suave. También se tiene que
esta relacion es de equivalencia.

Definicion 2.3.4

Sean M y N subconjuntos arbitrarios en
los espacios de Banach X y Y
respectivamente. Sea O< r < o. La
funciéon f:M—N se llama un C’
difeomorfismo sii f es biyectiva y tanto
f como f’son funciones de clase C.

Este concepto de difeomorfismo se
introduce para obtener una conveniente
descripcion del teorema de la funcién
inversa, de hecho este y el concepto de
variedad son dos de los mds importantes
conceptos en la moderna topologia
diferencial. Noétese ademds que un
difeomorfismo de tipo C° es
simplemente un  homomorfismo.
Ademds, por lo general cuando se
mencionan difeomorfismos de tipo C" se
entiende que 1< r < .

En el caso en que la variedad X tenga la
propiedad extra de conexidad, se tiene:

Teorema 2.3.2

Sean X una variedad conexa
suave, x,y € X. Entonces existe una
funcién f:X—X con las siguientes
propiedades:

1. fesun difeomorfismo,
2. fix)=y,

3. existe una homotopia suave F entre
las funciones f e [ (funcién

identidad) tal que G:X—X definida
por G:(x)=F(t,x) es un difeomorfismo
sobre X.

Teorema 2.3.3

Sean X y Y variedades suaves y f:X—Y
una funcién suave. Supongamos ademas
que X es compacto. Entonces la funcién
y=>N(f) (nimero de soluciones de la
ecuaciéon f{x)=y) es una funcién
localmente constante.

Definicion 2.3.5

Sean X y Y variedades orientadas de
dimension 7 sin fronteras, supongamos
ademds que X es compacto y conexo. Se
define el grado de Brouwer para
cualquier funcién suave f:X—Y en el
valor regular y:

deg(f.y)= Ysgndf,

xEf()

Observamos que la suma anterior es
finita, pues por el teorema 2.3.3 la
funcion  y—N(f) es localmente
constante. Los siguientes lemas son
fundamentales en las demostraciones de
las propiedades de la definicién de
grado.

Lema 1

Sean X, Y, y f como en la definicidn
anterior, y supongamos la existencia de
una variedad orientada compacta V de
tal manera que X es orientada como la
frontera de V. Entonces, si f se extiende
a una funcion f,:V—Y, deg(f,y)=0 suave
para todo valor regular y.

Lema 2

Supongamos que las funciones f,g:X—=Y
son homotdpicamente suaves. Entonces
deg(f,y)=deg(g,y), para todo valor
comun y.

Teorema 2.3.4

Sean X'y Y como en la definicién 2.3.5.
Entonces deg(f,y) es independiente del
valor regular y.
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Usando este teorema se demuestra que
Teorema 2.3.5

Si f,g son homotdpicamente suaves,
entonces deg(f,y)=deg(g,y)=deg(f)

Definicion 2.3.6

Sea X CV abierto y acotado, donde V
es de dimension n. Si f:X—Y, es una
funcién suave se define el grado de fen
y: deg(f,X,y)como el nimero que
satisface las siguientes propiedades:

1. Propiedad aditiva

Cuando las  soluciones de
fx)=y,y&/f(X) estan
contenidas en los subconjuntos
abiertos X1,....Xn, con U, X,CX
entonces

dea(f.X.y) = S deg(f /X, Xy).y & 1 £(3X,)

i=1
2. Propiedad de homotopia suave

Sean f,g:X—Y, homotépicamente
suaves, entonces

deg(f.y) =deg(s.y).y & F(1.)(0X)
3. Propiedad de normalizacion.
deg(I,X,y) =1
4. Invarianza de traslacion.

deg(f,X’)’) = deg(f - y’X’O)

5. Propiedad de excision.

Cuando y ¢ f(dX).K C X, con K
cerrado y

y & f(K) deg(f,X,y)=deg(f Ix-k,X-K.y)

De hecho el grado topolégico puede ser
definido para la clase de funciones
continuas definidas sobre X , de aqui se
tiene precisamente su caracter topolégico,
en efecto:
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Definicion 2.3.7

Consideremos la funcién continua
f:X—=Y, y sea la sucesion (f,) de
funciones suaves que convergen
uniformemente a f. Entonces

deg(f.X,y) =lim,_, deg(f,.X.y)

Es facil obtener de la definicién de
grado para funciones continuas sobre X
las propiedades establecidas para las
funciones suaves, con la propiedad
extra:

Propiedad del producto cartesiano

Supongamos que
XCY, yX°CY,,f:X =Y, fOXC>Y,

Entonces

deg((f./®X x Xey,y§) =
deg(f.X.y) deg(fCXOQ

Se puede usar la teoria de grado para
probar la siguiente extension del
teorema de punto fijo de Brouwer.

Teorema 2.3.6

Sea [f:BCR"—R" una funcién
continua definida sobre la bola unitaria
tal que f(x)=Ax,con A>0yxEJB .
Entonces f posee un punto fijo en B.

Demostracion

Se define h(x)=x-tf(x), con
XEByte [0,1] .Sea x € JB , entonces
h(x)#0 para cualquier valor de x, pues
de lo contrario se tendria que 0 = x- #f(x)
para algin x y por tanto

F)=1x
t

lo cual contradice nuestra hipdtesis.
Usando la propiedad de homotopia y la
propiedad de normalizacién, se tiene
que 1=deg(h,,B0)=deg(h,,B0).

Tecncloagla
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Sabemos ademds que si deg (f.G,y)= 0
entonces la ecuacion f(x)=y tiene
solucién, por lo tanto /,(x)=0 tiene una
solucioén, es decir, para algtin x:0=x-f(x).
Por tanto f posee un punto fijo en B.

El grado topologico de
Leray-Schauder

La nocién del grado topoldgico de
Brouwer se extiende a ciertos
operadores definidos sobre conjuntos
cerrados y acotados en espacios de
Banach. De manera similar al teorema
2.3.4 se define el grado para funciones
de la forma [I-f, siendo f una funcién
continua y compacta.

Teorema 3.1

Consideramos el espacio de Banach
X.GCX abierto y acotado. Si
f:G— X es continua y compacta tal
que v & / (I-)(0G). Entonces existe
una funcién d(I-f,G,y) con valores
enteros la cual satisface las siguientes
propiedades:

1. Propiedad aditiva

A - £.G.y)= Y d-f.G,y)
si

[(x(1-F)x)=y)NG]c UG, -

donde los G; son abiertos y
disjuntos dos a dos, y ademas y& /
(I)@G).

2. Propiedad de homotopia

dl - £,G,y)=d(l - g,G,y) si Gy yson
dados como en la anterior
propiedad, con f, g funciones
continuas compactas, y para cada
1#[0,1] existe una funcién continua
y compacta f, que cumple: f, =
ffi=g y t—f 'y continua, con

yEN = F)IG,) .

98]

Propiedad de normalizacion:
d(l-f.G,y)=siyEG

4. Propiedad de traslacion invariante:
di- f,.G.ty=d(I - f-y,G,2)

para todo

y & f(dG)

Demostracion

Se puede consultar en [13] pdgina 363,
sin embargo tomando y=6, donde 6 es
un valor regular de f (no se pierde
generalidad) y suponiendo que existe
una funcién que toma valores enteros y
satisface propiedades de 1 a 4, poniendo
di-f,W,y)=d(I-f-yW,0) S €
verifican los requisitos de las
propiedades anteriores.

Es facil corroborar que el grado asi
definido tiene la propiedad de ser
continuo con respecto a la topologia
uniforme. Ademds, la propiedad de
homotopia es consecuencia de un caso
mads general, a saber:

Teorema 3.2

Sea I=[a,b] cerrado y acotado,
f:Gx[a,b]— X continua y compacta
tal que z:[a,b]— Xes continua con la
propiedad que

x-f(x,)=z()Vt € 1, x € IG |

Entonces

d(I - f(.,1),G,z(1)) = constante

Demostracion

Sin perder generalidad se puede suponer
que z(H)=0.Vr& I de acuerdo con la
propiedad 4. Ademas como
d(I-f(..1),..© estd bien definida,
entonces debemos observar que se tiene
el mismo valor para diferentes valores
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de t. Ahora la funcién f se puede
aproximar uniformemente por medio de
funciones de rango finito dimensional
de acuerdo con el Teorema de Granas
(1969) 4

Pongamos S, a la familia de todos los
subespacios de dimensién finita de X.
Sean 7,t,El arbitrarios, por el comentario
anterior las funciones f(..z) y f(.t)) se
pueden aproximar simultineamente por
funciones de dimensién finita y de
acuerdo con la definicion de grado, existe
un CE& Sx de tal forma que para todo C, tal
que C CC,; se tiene:

1. f(x.) EC.xEGIEI,

2..dI - f(.1,),.GO) =d( - f(.,1)),G.©)
=d((I-f.t)AGNC),GNC,0)

=d (I~ f.4)/(GNC).GNC,.0)

Como I - f restringido a G x[7,.4] es
continuo, por tanto si aplicamos el
teorema de la continuidad del grado
topoldgico de Brouwer se tiene que los
valores del grado en 7 y 7, y deben ser
iguales. Resultando por tanto que d(! - f
(.,1),G,z(t)) es constante, como se queria.

El grado de Brouwer también se
extiende a ciertas clases de funciones
sobre espacios de Banach con
propiedades similares a funciones de
dimension finita, a saber: perturbaciones
de la identidad por funciones compactas.
Un problema que nace de manera
natural y en conexién con el grado
topoldgico es el siguiente: ;es posible
definir el grado local para funciones
continuas sobre un espacio de Banach X

con valores en X? La respuesta nos la
proporciona J. Leray con un ejemplo
que muestra que tal definicién no es de
hecho posible [13], pagina 371.

La conexion del indice de puntos fijos con
el grado topoldgico es intrinsico, pues el
indice de punto fijo es la medida del
nimero de puntos fijos de f sobre G al
considerar la ecuaciéon f(x)=x,x € G,
o de manera equivalente la ecuacion x -
fi{x)=0. Se define por tanto el indice punto
fijo como:

i(F,G)=deg(I - £.G,0)

Por tanto una vez que se tiene el indice
punto fijo se puede definir el grado de
una funciéon en forma paralela como
antes.

Definicion 3.1

Sea X un espacio de Banach, GC X
abierto y sea f: X — X , sin puntos fijos
en la frontera dG. Sea F= I - f, es decir una
perturbacion compacta de la identidad,
siendo f compacta sobre G . Entonces se
define el grado de la funcién por

deg(F.G.y)=i(f+y,G)

Se observa que esta definicion de grado
se basa en el hecho de que la ecuacién
F(x)=y, es equivalente a la ecuacién
g(x)=f(x)+y=x, y por tanto la funcién
grado deg(F,G,y) se convierte en la
medida del nimero de soluciones de la
ecuacion F(x)=y,x€G .

Definicion 3.2

Se define ahora el indice local punto fijo
como sigue: Sea U (x,) un vecindario de
x,en el espacio X, y sea f:U(x,)—X una
funciéon compacta en U (x,), con x, un

4 Sea X un espacio de Banach y Y un espacio topoldgico. El conjunto de todas las funciones continuas
de Y en X tales que f(Y) sea relativamente compacto y ademds estd contenido en la clausura del
conjunto L={g:Y—>X,g(Y) estd contenido en un subespacio de dimensién finita}.
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punto fijo aislado de f. Luego definimos
el indice local punto fijo de fen el punto
X, COmMo

i(f.x,)=i(f,U(x,1r))

siendo el radio de la bola U(x,)
alrededor de x, lo suficientemente
pequefio y como x,, es un punto aislado,
es facil verificar que esta definicién es
independiente de r>0. También se
puede obtener de manera natural a partir
del indice el grado local el indice de un
punto aislado, en efecto:

Definicién 3.3
Se define el indice del punto aislado x,
de f como

i(fx,)=1im" (I - f.x, + B..©®)

€—0

donde Bc={x€E X: HxH =€} .

Cuando una funcién f:G—X continua y
compacta posee la condicién extra de
tener una derivada de Fréchet en un
punto x € Fix{f}, siendo G un
subconjunto abierto del espacio de
Banach X y 1 no es un valor propio de
dfxo, entonces x, es un punto aislado de f
y se obtiene ademds una importante e
interesante relacion entre el indice
asociado con el punto fijo aislado de f'y
el indice asociado con @ para la
derivada de Fréchet en ® de f, a saber:

i(f,x,)=i(dfx,,6)

También es posible obtener una férmula
para el indice en funcién de la
multiciplicidad de algunos de sus
valores propios, la respuesta es dada en
1934 por el famoso teorema:

Teorema 3.3 Leray-Schauder

Sea X un espacio de Banachy GCX
abierto y f:G—X continua y compacta

con derivada Fréchet en x, € Fix{f},y tal
que 1 no es un valor propio de dfxo.
Entonces

i(f.x,)=(-i)"

donde n es la suma de las
multiplicidades de valores propios en
]0,1[, si X es un espacio real Banach, y
i(f,x,)=1 si el espacio es complejo.

Demostracion

Como el caso general se puede obtener
por una traslacion, se puede suponer sin
perder generalidad que x,=©, por tanto
para [ muy pequeia se puede suponer
que f(x)=dfy(x)+ z(x) con

< 2k
(OIS 300

y donde la constante L>0 existe pues
como df,, es compacta y como 1 no es
un valor propio de df,, entonces I-df,,
es una biyeccién y por tanto existe L=0
tal que Iw-df ,(OIR2LII | y como
concecuencia © es un punto aislado de
df,.,

Consideremos ahora la homotopia
H(x,t)=x-tf(x)-(1-t)df o(x), por tanto se
tiene que

d(I - £ B ®)=d(I - dfx, 4B 6)

Consideremos el subespacio A de todos
lo vectores propios de df,, que
corresponden a valores propios en J0,1/,
y como A es de dimensién finita,
entonces  tiene un  subespacio
complementario B. Como dim A=n,
poniendo

B.=B.NAB,_=B.NB

De la férmula del producto para el grado
topoldgico se sigue que

d(I - dfy,B.,0) = d(I - dfy,B,.0)

-d(I - df,,,B, ..©)
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Por tanto si @ H(x,t)=1-1tdfy(x)
entonces VxEJB . se tiene que
H,(x,t)=0 sii tdf (x) = x sii
dfy(x)=(/t)x sii df, debe tener un
valor propio en 0,1/, sin embargo como
B es el complemento de A esto no es
posible, entonces

d(] - df@ 5B2£ 3®) = d(I’BZE’G)

y si consideramos

H,(x,1) = (2t = DI = tdf,))(x)

entonces se tiene 9B, - que sobre se
evita ser cero y por tanto

d(I - dfy.B,c,0)=d(-1,B, .,0)=(-1)"

Para el caso complejo se tiene que la
dimension real de A debe ser par y por
tanto se obtiene el teorema.

El concepto de grado se puede extender a
ciertas perturbaciones de la identidad por
medio de funciones contractivas k-set.

Definicion 3.4

Sea X un espacio métrico completo y
f:X—=X continua, f se Illama una
contraccion k-set si existe k& [0,1] tales
que para todos los conjuntos AC X
acotados y no compactos se tiene

Af(A) < ka(A)

donde o es la medida de no compacidad
de Kuratowski, la cual se define como el
infimo de todos los nimeros € =0 con la
propiedad que A puede ser cubierto de
manera finita por muchos conjuntos,
donde cada uno tiene su didmetro menor
o igual a €. Lo anterior se justifica pues
los operadores compactos mapean
conjuntos acotados en conjuntos
relativamente compactos, entonces para
generalizar el concepto de operador
compacto se necesita una medida de no
compacidad, la cual determina Ila
desviacién de compacidad relativa para
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un conjunto. De hecho, a(A)=0 es
equivalente a la compacidad relativa
para A.

Definicion 3.5

El espacio topoldgico Y se dice ser un
retracto y vecindario absoluto (RVA) si
dados cualquier espacio métrico X y
AC X cerrado, y una funcién continua
f:A—Y, entonces existe un vecindario
abierto V de A y una funcién continua
f:V—=Y tal que F(x) = fix), Vx€ A. En
el caso en que F se defina sobre X
decimos que Y es un retracto absoluto.

Es importante mencionar que F.E.
Browder construyé la funcién indice
sobre la categoria de RVA los cuales son
espacios métricos compactos.
Denotamos esta categoria de espacios
RVA  por Q, por tanto si
ACQy GCA , G abierto y f:G—A
tiene la propiedad de no tener puntos
fijos en G/G, entonces se puede definir
el nimero i,(f,G) el cual satisface las
siguientes propiedades:

1. Propiedad aditiva

Supdéngase que f:G—A no tiene
puntos fijos en G/G y que existen
G,, G, C G abiertos y disjuntos tales
que los puntos fijos de f estdn G,UG,
en entonces

Z(FG)=iy(F.G ) +is(1.G,)

2. Propiedad de homotopia

Sean A y G como antes, ponemos
I =[0,1], y supongamos que existe
una funcién F:Gx1—G y tal que
VtEILF :G— A F(x)=F(x,f) no
tiene puntos fijos en G/G. En el
caso en que f es continua tenemos
que i,(F ,G)=i,(F,,G).

3. Propiedad de normalizacién

Cuando G=A entonces i,(f,G)=A(f)
donde A(f) es el ndmero de
Lefschetz de f .
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4. Propiedad de conmutatividad

Sean A, B € Q y sea la funcién
f: A—B continua, tal que para el
subconjunto  V de B, existe
g:V — A continua, y tal que f, g no
tenga puntos fijos en V/V.
Tomando U=f(V), se tiene que g, f
no tiene puntos fijos en U/U y
ip(f,8V)=i4(8,/,U).

Algunos autores como Nussbaum (1971)
definen un ndice generalizado a partir de
la funcién indice y demuestran como se
puede usar el indice generalizado para
definir el grado topoldgico para
contracciones k-set. Tenemos ahora una
generalizacion del Teorema de Schauder
para contracciones k-set.

Teorema 3.4 Sadovskii (1976)

Sea X un espacio de Banach y A C X no
vacio, acotado, cerrado y convexo. Sea
J: A—A acotada y continua, y tal que
para todos los subconjuntos M de A para
los cuales a >0 se cumple:

afiM))=a(M)

donde a es la medida de no compacidad
de Kuratowski (se dice que f es una
funcién condensante). Entonces f posee
un punto fijo.

Demostracion

Sea x € K y consideramos A la familia
de todos los subconjuntos C de K tales
queyx ECyf: C—C.

Ponemos

B=Ncc\CyD=C,lf(B)U{x}]

Se desea mostrar primero que B=D.
Sean x&EB y f:B—B entonces por

definiciéon de D se tiene que DCB.
También esto implica fiD) C fiB) C D.
Asi , x€D, DEA. Entonces B C D.

De lo anterior se sigue que f{D) = fiB) C
D C By oD) = a(f(iD)): Por ser f
condensante se tiene que, y por tanto D
es compacto y convexo siendo f:D—D
continua. Ahora el resultado se sigue
aplicando el Teorema de Schauder.

La funcién grado
y las funciones esenciales

Definiciéon 4.1

Sea X un espacio de Banach y AC X. La
perturbaciéon compacta de la identidad
fr A—=X, f{x)=0 para xEA se llama
esencial con respecto al conjunto
envolvente C de A, es decir ACC si la
ecuacion f{x)=0 posee solucién para
toda extension f: C—X, la cual también
es una perturbacién compacta de la

identidad. Si f no es esencial
sencillamente le llamamos no esencial®.

Definicion 4.2

Consideremos los espacios topolégicos
XyY, sean Ay C tales que ACCCX.
Entonces la funcién continua f: A—Y es
no esencial topoldgicamente con

respecto a C si existe una extension
continua f: f—Y.

En el caso en que X y Y sean espacios de
Banach y A sea acotado. Si f: A=Y es
compacta entonces por el Teorema de
Tietze (1915) y Dugundji (1951), posee
una extensiéon continua f:X—co(f(A)),
donde co(f{A)) es la envolvente convexa
de f(A). Por ser f(A) relativamente
compacto, entonces co(f{A)) también lo

5  En 1926 Lefschetz proporciona una extension del teorema de Brouwer a n-variedades orientales sin
frontera, usando lo que hoy dia se llama el nimero de Lefschetz, en la direccién de n-variedades con

frontera también extendid sus resultados.

6  El concepto de funcidn esencial es en realidad una generalizacion natural del cldsico teorema del valor

intermedio.
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es, y por tanto f: X—co(f(A)) es una
extension compacta.

Nuestra meta en este apartado es obtener
el Teorema de Hopf, para ello es crucial
el siguiente resultado:

Teorema 4.1

Sea X=¢ un espacio de Banach y GCX
una regién acotada, y sea f: 0G—=X-{0}
una perturbacion compacta de la
identidad. Entonces f es no esencial con
respecto a G si deg(f,G)=0, es decir f es
esencial con respecto a G si deg(f,G) = 0.

Demostracion

Supongamos que la funcién f es no
esencial con respecto a G. Por el
comentario anterior existe una extension
compacta f:E%X—{O}, la cual
ademds es una perturbacion de la
identidad. Como f{x)=0 sobre G, por
tanto deg(f,G)=0.

Supongamos ahora que deg(£,G)=0. Y
consideremos el caso genérico X=R", y
f=I-F, donde FEC (G, R")CC(G,R"),
que es la clase de funciones compactas
de G en X para las cuales el indice
punto fijo estd definido. Procediendo
inductivamente se tiene que la funcion
f:0G—X es no esencial con respecto a
G . Veamos cémo se puede reducir el
caso general al caso genérico:

1. Supongamos como antes que
deg(f,G)=0 y que X=R". Existe por
la definiciéon de grado una funcién
genérica f; de manera que dG: f; =f
(mod 0) y deg(f_1,G) = deg(f,G).
Por lo anterior f;:0G—X es no
esencial con respecto a G . Usando
el teorema de extensién de
homotopia’ también f lo es.

2. Supongamos que deg(f,G)=0 vy
dimX=oo. Procediendo por

contradiccién, supongamos que
f:0G—X es esencial con respecto a
Vi.

3. Usando el teorema de aproximacion
para operadores compactos existe
un subespacio de dimension finita Y
de X'y una funcién compacta F;: 0G
—X de manera que JG: f,=f (mod
0), donde f,=I-F,. Usando de nuevo
el teorema de extension de
homotopia la funcién f;: dG—X es
esencial con respecto a G,
resultando que la funcidn restriccion
f1:0GNY—Y es esencial con
respecto a GMY. Usando el teorema
de extension combinado con el
hecho de que f;(x)=0, x€G
entonces x = F,(x)€Y. De Ila
definicion de grado se pueden
escoger Y y f, de manera que
deg(f,G)=deg(f,, GNY) y por tanto
la funcién f,:0GNY—Y es no
esencial con respecto a GNY lo
cual nos  proporciona  una
contradiccion.

Teorema 4.2 Hopf 1927-
E.Rothe 1936 [32]

Consideremos el espacio real de Banach
X con dimensién mayor o igual a 2, o el
espacio complejo de Banach X con
dimensién mayor o igual a 1. Por tanto,
las funciones f,g € C(V,X) son
holomérficas sobre AV sii i(f,V)=i(g,V).

Demostracion

Recordemos que este importante
teorema fue demostrado por Hopf para
R"connz?2.

Por la propiedad de la invarianza
homotdpica observamos que es
suficiente demostrar que i(f,V)=i(g,V)
implica oV: f=g.

7  Sea X un espacio de Banach y ACBCX cerrados y acotados. Supongamos que la funcién h:Ax[0,1]—
X es compacta y que h(x,t)= x, de tal manera que H(x,t)=x-h(x,t), cumple H(x,1)=0 V(x,t)EAx[0,1].
Entonces f(x)=H(x,0) es no esencial con respecto a B sii f;(x)=H(x,1) también lo es.
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1. Sea X=R"paran =2, poniendo F=I-f
y G=I-g se tiene por hipétesis que
deg(FEUV)=deg(G,V). Por
simplicidad supondremos por ahora
que V es una bola abierta que contiene
el origen y sea V, una bola mas
pequefa que contiene el origen y sea
h:V -V, una transformacién de
similaridad. Y por traslacién ponemos
G,(x):=G(h'x) sobre V1.

Luego la igualdad deg(G,V,)=
deg(G,V) se tiene pues la funcion grado
es invariante bajo homomorfismos que
preservan la orientacidn. La idea ahora
es construir una funcidon continua, en
efecto:

G,:V-Vi—R" con valores frontera
G,(x)=F(x) sobre dV,y G,(x) = G,(x)
sobre 9V,

Por la aditividad de la funcién grado y la
dependencia en la frontera se tiene

deg(f.V) =deg(G,,V - V1) +deg(G,.V))

esto nos proporciona la condicién
deg(G,.V -V1)=0.

Si consideramos n > 2 resulta que el
conjunto V -Vi es una regién, y por
tanto por teorema 4.1 y lo anterior,
existe una extension libre-cero continua
G,:V-Vi—R" de los valores frontera
de G,. Por tanto para x&dV'y t€/0,1],
H(x,t)=G ,(x(t)) con x(0)=x serd la
homotopia deseada dV: F=G, (mod 0),
aqui x(z) es el camino recorrido en un
periodo de tiempo O<t<l/ que va
radialmente y de manera uniforme de
xEIV a 9V . Observemos ademds que
H(x,0)=(x(0))=,(0)=F(x) y H(x,1)= G
,(x(1))=G(x), de manera similar para el
caso en que V es general, por tanto se
tiene demostrado el teorema en el caso
en que dim (X)<co.

2. Supongamos ahora que dim(X)=oy
que i(f,V)=i(g,V), usando la
definiciéon de indice existe un
subespacio lineal de dimension
finita Y de X y funciones compactas

f.g:Vi—Y de manera que

f=fy.g=VisobredV (1)

Poniendo U=V M Y obtenemos
i(fV)=i(f.U)yi(gV)=i(gU)

concluyendo por nuestra hipdtesis que
i(f,U)=i(g,U). Podemos aplicar la
parte anterior 1. en este caso para
obtener

U :f=g ()

Nuestro objetivo principal es extender
esta homotopia a

WVif=g 3)

pues entonces (1) implicaria el aserto
JdV:f=g.

Probamos ahora (3). Consideramos a
H:0Ux[0,1]—=Y la homotopia
correspondiente a (2), por el teorema de
extension esta homotopia se puede
extender a H: dV x [0,1]—Y y por tanto
se obtiene (3).

Como consecuencia del Teorema de
Hopf se tiene que todas las funciones se
dividen en clases de homotopia, las
cuales estdn caracterizadas precisamente
por la funcién grado. Por otra parte es
importante mencionar que el teorema
para el caso X=R es falso, ademds con
las hipétesis del teorema para cada
entero n existe f € C(V,X) de tal manera
que i(f,V)=n.

Otra consecuencia es que si y&EX es fijo,
dadas ffr—X perturbaciones
compactas de la identidad con f,(x)=y y
f5(x) =y sobre dV. Entonces

deg(f,, V.y)=deg(f,,Vy) sii OV: f,=f, ,(mod 0)

Ademds si n es un entero dado, existe
una perturbaciéon compacta de la
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identidad f; Vi—X con f,(x) =y sobre
dV, de tal manera que deg(f;,V,y)=n.

Problema de la unicidad

Nagumo en 1951 es el primero en hacer
mencién que la unicidad del grado de
Brouwer se puede probar por
aproximacién simplicial. Para el grado
de Leray-Schauder tenemos a O’Neill
(1953), en donde la unicidad se obtiene
usando la unicidad del indice de punto
fijo introducido via teorfa cohomologia.
Es importante mencionar la existencia
de una prueba elemental de la unicidad
para el indice, esta es dada en 1970 por
Robert Brown.

Para el caso de contracciones k-set,
J.Thomas prob6 en 1973 que si ademds
estas son diferenciales entonces si el
grado satisface las propiedades
conocidas de aditividad, homotopia,
normalizacion y producto, entonces este
es Unico. En el caso de espacios de
Hilbert se puede eliminar la condicion
de diferenciacion, usando el teorema de
aproximacion de Weierstrass por Prenter
(1970), haciendo referencia a una clase
especial de espacios de Banach. Uno de
los primeros teoremas de aproximacion
de este tipo fue obtenido por
V.1Istratescu (1971, 1980).

Existencia y unicidad del indice
punto fijo en espacios de Banach

La introduccién en 1934 [20] del indice
punto fijo marca de manera principal la
base para el desarrollo del andlisis
funcional no lineal.

Teorema 4.3 Leray-Schauder 1934

Sea X un espacio arbitrario de Banach,
entonces para toda f(EV(G,X) y para
toda C(G,X) existe exactamente un
indice punto fijo, el cual satisface las
cuatro propiedades del indice.

Es importante notar que la unicidad fue
establecida por Amann y Weiss hasta
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1973, a pesar de que el indice punto fijo
fue introducido desde 1934 por Leray y
Schauder. No se incluye la demostracion
por ser excesivamente larga, el lector
interesado puede consultar [32].

Computacion
del grado topolégico

Un pionero importante en la computacién
del grado topolégico es F. Stenger (1974),
el cual prueba una férmula bdsica, la cual
fue anticipada en 1904 por Hadamard en
un contexto mds simple. En Istratescu se
puede observar la presentacion de algunos
algoritmos para la computacién del grado
topolégico obtenidos por P. Erdelski y M.
Stynes (1977,1978,1979). Realmente
estos algoritmos se basan en el uso de
refinamientos imparciales y se demuestra
que hay un nimero finito de iteraciones
necesarias para obtener los simples
necesarios para la subdivision.

También interesantes aplicaciones a la
computacion del grado topoldgico se
pueden observar en Kearfoot (1978,
1980).

Otras aplicaciones del grado
topologico dentro de la teoria de
punto fijo

Ademds de las aplicaciones mencionadas
anteriormente es de vital importancia
rescatar otras mds, entre las que podemos
citar:

1. Proporciona una nueva prueba del
teorema de punto fijo de Schauder.

2. Otra demostracion del teorema de
Altman.

3. La condicién de Leray-Schauder.

4. El teorema antipodal de Boruk. Este
teorema usualmente se presenta en el
caso de dimension finita sin usar el
teorema de grado de Brouwer, luego
se da una demostracion utilizando
dicho teorema; ademds de que esta se
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extiende inmediatamente a espacios
de dimensién infinita usando una
aproximacion.

5. Recientemente se han hecho
generalizaciones del grado a
perturbaciones compactas  de
operadores m-acretivos.
Particularmente en [8] Chen desarrolla
una teorfa del grado para
perturbaciones compactas  de
operadores m-acretivos, el espiritu de
este trabajo es recogido por Guan y
Kartsatos [12], en donde se desarrolla
una teorfa de grado para
perturbaciones compactas  de
operadores mondtonos maximales.
Un tratado sobre perturbaciones
compactas y resolventes compactos de
operadores acretivos, se puede
consultar en Kartsatos [16].

Bésicamente el grado que se desarrolla es
para operadores del tipo A-C, con A
mondtono maximal y C compacto, esto
también se puede hacer usando los
resultados de Brouwer; sin embargo, la
aplicacién usada por Guan y Kartsatos es
mas directa, con la ventaja de que este
método también se puede usar para
establecer la funcién grado para A-C,
donde A es mondtono maximal con
resolventes compactas y C solamente es
continua, y también se usa para
perturbaciones compactas A: D(A)CX—
2X de tipo m-acretivo y C:G—X compacto.
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