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Aplicacion del grado topologico
a las ecuaciones diferenciales’

Sabemos que tanto el
concepto de indice
punto fijo como el de
grado de una funcion,
son herramientas
fundamentales para
establecer teoremas de
existencia en el
andlisis funcional no
lineal.
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Resumen

Sabemos que tanto el concepto de
indice punto fijo como el de grado de
una funcién, son herramientas
fundamentales para establecer teoremas
de existencia en el andlisis funcional no
lineal. En particular queremos mostrar
algunas utilidades de estos conceptos
en el drea de las ecuaciones
diferenciales, por ser esta rama de las
matemadticas una de las mds fecundas
en aplicaciones. Ademads, se quiere
rescatar aquellos teoremas y relaciones
que muestren la riqueza y potencia de
esta teoria, asi como establecer las
metas logradas y los objetivos por
alcanzar.

Introduccion

Son conocidas las aplicaciones del
teorema de punto fijo de Banach a

Carlos E. Azofeifa Z. 2

sistemas de ecuaciones lineales y no
lineales, a ecuaciones integrales lineales
y no lineales y, particularmente, a
ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales  semi-lineales. En la
demostracion de la existencia de las
derivadas para ecuaciones diferenciales
en espacios de Banach sobre los valores
iniciales y sobre los pardmetros, donde
se usa el teorema de la funcién implicita,
muchos problemas requieren también la
continuidad con respecto a un
pardmetro. Esta es la situacién:

Por ejemplo para resolver la ecuacién
operador

Fx)=0 (M

Una forma importante de hacerlo es
introducir dicha ecuacién en problemas
de continuum, es decir

Gxt)=0, 0=t

en donde el problema se resuelve de
manera ficil para t=0; ademds, el
problema es el anterior para el caso t=1.
En el caso que sea posible continuar la
solucién para t=0 a través de t=1,
entonces la ecuacién (¥) se puede

1 Este trabajo forma parte del Proyecto No 114-97-234: “Teoria topoldgica del punto fijo”, inscrito en
la Vicerrectoria de Investigacion de la Universidad de Costa Rica.
2 Profesor de la Escuela de Matematica, Universidad de Costa Rica. (cazofeifa@uinteramericana.edu,).
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resolver. Este método se llama
continuacién o prolongamiento con
respecto a un parametro; de hecho, la
parte medular consiste en hacer
estimaciones a priori sin conocer nada
acerca de la existencia real de las
soluciones. Basicamente se debe
justificar el principio fundamental de
existencia, a saber: estimaciones a priori
proporcionan  existencia de las
soluciones y, desde luego, este principio
se encuentra estrechamente vinculado
con el método del continuo o método
del prolongamiento.

El matematico ruso Bernstein (1880-
1968) realiz6 a principios del siglo XX
investigaciones fundamentales acerca
de los problemas de Hilbert,
aplicandolos a cierta clase de
ecuaciones diferenciales elipticas no
lineales de dos variables. La idea bésica
aplicada por Bernstein fue la de aplicar
el principio anterior. En realidad, la
justificacién de este principio la
presentan en 1934 Leray-Schauder por
medio del significado topoldgico,
generalizando la funcién grado de
Brouwer en IR a espacios de Banach de
dimensién infinita. De aqui surge el
principio analitico funcional de Leray-
Schauder, el cual es aplicado en la
resolucion de ecuaciones diferenciales
no lineales.

Es importante hacer notar que la
mayoria de las aplicaciones del grado de
una funcién se basan en el método de
prolongacién topoldgica; es decir, el
método de homotopia. En particular se
mostrard como el indice punto fijo i(T,G)
se puede aplicar en muchos resultados
importantes concernientes a un operador
T, simplemente considerando la
homotopia

Hx,t)=tT(x)+(1-t)g(x),

donde g=g; y g,(x) = X, 0 g,(x) = 2x.
Usando la definicién de indice y la
propiedad de normalizacién se tiene

i(g,,G6)=1, x, € G y i(g,G)=(-1)"
paraGc R" con 0 e G.

Las correspondientes proposiciones para
el grado de una funcién son: deg(l-
x,,G)=1 para, x € G, y deg(-I,G)=(-
)" paraGcR" con 0e G.

En particular, trataremos con la teoria de
operadores mondtonos, la cual fue
creada a comienzos de los sesenta por
Viusik, Minty y Browder. Esta teorfa se
puede ver de cierta manera como una
extension de los trabajos de Leray-
Schauder y Berstein. Su principal
aplicaciéon se da en la obtencién de
importantes teoremas de existencia para
ecuaciones diferenciales no lineales,
debido en parte a que muchas
ecuaciones diferenciales parciales no
lineales de la fisica matemadtica
corresponden a  ecuaciones de
operadores mondétonos. La idea es
reemplazar, en la teoria cldsica de
Leray-Schauder, compacidad por
monotonicidad, de acuerdo con el
siguiente principio fundamental de
existencia para la solucién de una
ecuacion diferencial:

Prioridad en la produccion de
estimaciones de existencia

Antes de usar el indice punto fijo de
Leray-Schauder como una importante
herramienta topoldgica, presentaremos
algunos problemas clasicos relacionados
posteriormente con dicha teorfa.

Consideremos el problema de valor
inicial:

X’ (O)=f(t,x(t)), x(a)=w, V te [a,b] (1)

donde x=(A,,...,A). De hecho para
i=1,...,n esto constituye un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias

A O=F(tA, 0, 4,0) L@=g, ()
Es claro que si el sistema anterior posee

solucién 1Unica, entonces existe
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exactamente un punto x(t) en el
conjunto solucién para cada t(E [a,b].
Por supuesto que nos interesa observar
cuando falla la unicidad. Las soluciones
de (1) se pueden ver como estados de
un sistema fisico; de ahi nuestro interés
en el comportamiento del conjunto de
estados {x(t)} en un tiempo t.

Para estudiar (1) tomamos el espacio de
Banach X = C([a,b], RM), es decir si x
€ C([a,b], R"), entonces X es una
funcién continua x: [a,b]—> R". La
norma usada para x es la usual, a saber:

lIxll= max , _ . IX(D)I

Nuestro objetivo se centra en la
estructura del conjunto de soluciones de
(1), por tanto, se considera a S={x e X
[, x es solucién de (1)} y hacemos las
siguientes suposiciones:

1. La funcién ¢: [a,b] x R®* - R" es
continua y ademds son dados un
tiempo inicial t=a y un punto inicial
x € R

2. Se escoge b>a de manera que b-a
sea lo suficientemente pequeflo.
Esto es, para R > 0 se escoge M>0
tal que Ip(t,x)| <M,V te [ac]y
lz-xI < R, ademds a < b < cy
(b-a)M<R.

Como bien sabemos, al considerar una
ecuacion de operador:

Tx)=x, xe G 3)

pequeias perturbaciones de esta
ecuacién poseen soluciones unicas, y
bajo hipédtesis adecuadas el conjunto
soluciéon Fix(T) de (3) forma un
continuum, es decir un conjunto
conexo, compacto. Este hecho tiene
importantes consecuencias para las
soluciones de ecuaciones diferenciales.

Teorema 1 Kneser (1893), Fukuara
(1928)3

Supongamos que se satisfacen las
suposiciones anteriores; entonces el
problema de valor inicial (1) posee al
menos una solucién. El conjunto
solucién S de (1) es continuum no vacio
en X. Ademds, el correspondiente
conjunto de estados {x(t)} es un
continuum no vacio para todo tiempo t €
[a,b].

Demostracion

Se puede asumir que z=0, entonces (1)
es equivalente a la ecuacién integral

x() = I O(s,x(s))ds, a<t<b

Luego la correspondiente ecuacion
integral de (4) es como (2), donde

G={xe X: lxll <R}
I. Aserto 1: i(T,G)=1.

Comenzamos con H(x,t)= tTx. Luego
para toda solucién de la ecuacién x =
1Tx, con (x,1) € Gx[0,1]; utilizando (4)
se tiene

j P(s,x(s5))ds < (b—a)M <

t

e[ = max ...,

Resultando H una homotopia y, por
tanto, 1(G;T) = 1(H(-,0),G) =1

II. La funcién f se aproxima por medio
de f,, donde la funcién f, posee
componentes polinomiales, por tanto el
resultado de aproximar la ecuacién
integral.

x(1) = J.Ji(s,JC(S))a’S+ y(1)

se denotard por x= T _x+y, con x € R; si
esta ecuacion posee solucion, ésta serd
localmente tinica por la continuidad de

3 Este teorema se puede describir como el teorema del valor intermedio para ecuaciones diferenciales.
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Los sistemas
dinamicos tienen
muchas aplicaciones,
aparecen en ciencias
naturales, en
economia, en la
tecnologia, etc.

Lipschitz de f, y, por tanto, serd dnica
de manera global. Ademds, el teorema
de aproximacién de Weierstrass nos da

sup , . ITx-Txll<,

III. Utilizando el teorema, resulta que el
conjunto S es un continuum; Si
definimos un operador P:S—R" por
Px=x(t), entonces P es continuo,
resultando P(S) también continuum.
Notamos que para el caso n=1, resulta
{x(t)} en un intervalo.

Problemas de valores
en la frontera

En realidad vamos a observar que la
resolucién de problemas no lineales se
convierte en la resolucion de ecuaciones
integrales no lineales; en efecto,
consideremos el problema no lineal de
valores en la frontera:

X(0)” + 1(Ox(1) = f(tx(D),  x(a)=x(b)=0

sobre el intervalo ]a,b[, con r: [a,b]—>
R*. Resulta que esta ecuacién
diferencial es equivalente a la ecuacién
integral no lineal:

x(s)=qu(s,t)f(t,x(t))dt, se [abl,ue IR (5)

Tecnclogla
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estableciendo las siguientes condiciones:

1. Las siguientes funciones K:
[a,b[¥[a,b]— R, y f: R'[a,b] > R
son continuas, con a < be R.

2. K(s,0)20, f(t,x)>0, V s,te Ry xe R*.

Al investigar ecuaciones de la forma

x—H(ux)=0, ue R, xe X (6)

con el requisito que H(0,x)=0, V xe X,
observamos que el lado izquierdo de (6)
es una perturbaciéon de la identidad.
Ademads como un caso especial de (6) se
tiene la ecuacion:

x=uFXx), ueR, xe X (7

Al considerar la componente S del
conjunto solucién de (6) en R x X, tal
que ademads contiene al punto (0,0).

Ponemos S *=S N (R* x X), de aqui se
sigue que S=S* U S yS* N S ={(0,0)}.
Para el caso que estamos considerando,
si X es un espacio de Banach, con X
#{0} y si H: RxX—=X es compacta
satisfaciendo H(0,x)=0, V xe K.
Entonces por el Teorema de Leray-
Schauder, se tiene que la solucién
componente S de (5) es no acotada, con
(0,0)e S, asi también de igual manera
para Sty S-.

Tomando X = C([a,b]) y J = C*([a,b]) un
cono ordenado. Si escogemos la funcién
de Green K tal que K(s,y)= 0, V xe
[a,b], entonces usando el teorema de
Leray-Schauder para componentes y el
hecho de que la funcién compacta H:
RxK—K satisface la condicién
H(0,x)=0, V xe K, entonces la solucion
componente C*(K) es no acotada. Por
tanto, si se cumple la condicién 1.
entonces la ecuacién integral no lineal
(5) tiene dos conjuntos no acotados
conexos:

Ctrc (R*x C([a,b])) y C = (R x C([a,b]))

las cuales contienen la solucion nula.

En el caso en que se satisfacen las
condiciones 1 y 2 entonces (5) posee un
conjunto solucién conexo, no acotado C
c (R* x C*([a,b])) el cual contiene
también la solucién nula u=0, x=0y,
por tanto, se satisface la ecuacién
diferencial dada originalmente con
valores en la frontera.

Bifurcacion

Los sistemas dindmicos tienen muchas
aplicaciones; aparecen en ciencias
naturales, en economia, en la tecnologia,
etc. Para entender el comportamiento
cualitativo de esos sistemas, los
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cientificos e ingenieros se basan en dos
principios heuristicos fundamentales:

1. Bifurcaciéon estacionaria estable:
Pérdida de estabilidad en una
posicién de equilibrio bajo
caminos de un pardmetro externo
pueden llevar a la bifurcacién de
una nueva posicién estable de
equilibrio.

2. Bifurcaciéon de Hopf: Pérdida de
estabilidad en una posicion de
equilibrio bajo un camino de un
pardmetro externo puede llevar a la
bifurcacién de nuevas oscilaciones
periddicas estables.

Consideramos los sistemas autonomos
de ecuaciones diferenciales ordinarias:

y (O=F(u, y(t)) ®)

ademds, se tiene la correspondiente
ecuacion estacionaria:

F(u, x)=0, con pe R, xeR" (9)

Las soluciones de (9) son soluciones
estacionarias de (8) (Estados de
equilibrio).

Aplicaciones a ecuaciones

diferenciales

Retomando el problema de valores en
la frontera:

X" ()+ q(Ox()=p Za x(¥, k=1,..., oo,
sobre ]a,b[, x(a)=x(b)=0 (10)

con ,a,beR y a<hb.
Hacemos las siguientes suposiciones:

B1 q: [a,b]> R es continua y la serie
Za, &k converge para todo &€ R,
ae R,ya>0.

B2 para p =0 el problema anterior tiene
solamente la solucién trivial.
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Linealizando el problema para la
ecuacion (10) por

-X7(O+ q(Ox(t) = 1 a;x(v),
sobre Ja,b[, x(a)=x(b)=0 (11)

De manera similar a la ecuacién (9),
escogiendo el espacio X={xe C!([a,b]):
x(a)=x(b)=0}.

Usando la funcién de Green K, resulta
que la ecuacién (10) es equivalente a la
ecuacion integral

x(t)=ﬂjK(f’S)zaix(S)ids (12)

i=1

Teoremas asintoticos

Los teoremas de tipo asintdtico son
aquellos que garantizan la existencia de
un punto fijo para un operador T cuando
las iteradas T" poseen ciertas
propiedades. En nuestro caso, el interés
estard dirigido a la investigacién de
teoremas de punto fijo de Banach y de
Schauder. El hecho de estudiar las
iteradas se debe a que el método
iterativo x_,,=Tx ~ nos lleva a la
ecuacion x =T"x .

Esta teoria presenta aplicaciones en
otras disciplinas:

* Biologia matematica

*  Mecénica celeste

e Turbulencia.

Definicion 4.1
Sea X un espacio métrico. Se tiene la
condicién de contraccidon

d(Trx,Thy) = kd(x,y), Vxye X

Nétese que para n=1 tenemos el cldsico
teorema de punto fijo de Banach.

Tecnclogla
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Teorema 4.1

Sea X un espacio métrico completo y sea
M < X no vacio y cerrado. Consideremos
el operador T:M—M. Si la condicién de
contraccién anterior se satisface para
algin k € [0,1[, y para algin neN,
entonces T posee un punto fijo.

Demostracion

Si consideramos Vx,y € M, d(T"x,T"y) =
kd(x,y), entonces por el teorema de
Banach resulta que existe un tnico x €
M tal que T"x=x. Por otra parte
T(Tx)=T*!x=T(T"x)=Tx, y por tanto
Tx=x.

Para el caso de iteradas y su indice
punto fijo, nos preguntamos bajo qué
condiciones se cumple la relacién

i(TP,G)=1(T,G), (mod p) (13)

Teorema 4.2 Zabreico-Krasnoselshii
(1971), Steinlein (1972)

La relacion anterior (13) se tiene si se
cumplen las siguientes relaciones:

1. G es abierto y acotado en el espacio
de Banach X.

2. El operador T: D(T) < X— X es
compacto y D(T) tiene la propiedad
que TP estd definida sobre, G siendo p
un nimero primo mayor o igual a dos.

3. TP no posee puntos fijos sobre dG.
Sea Fix el conjunto de puntos fijos
sobre G de TP, entonces T(Fix) c G.

Algunas generalizaciones del
Teorema de punto fijo de Schauder

Recordemos que el Principio General
de Punto Fijo se basa en dos
condiciones geométricas simples:

(A1) Existe x € G tal que Tx #x_+ 17>
0, V>0, y x€dG, es decir para cada
x € G, Tx no es un rayo exterior.

(A2) Sea X un espacio de Banachy G c
X no vacio y abierto, tal que el operador
T:G —X es compacto.

Cuando se cumplen las condiciones
anteriores, es fdcil demostrar que f
posee un punto fijo (considere la
homotopia H(x,t) = tTx +(1-t)g(x),
donde g(x)=x_). En forma adicional se
verifica que si la condicién (A2) se
satisface, entonces (A1) sera satisfecho
y, por tanto, f tendrd un punto fijo
sobre si se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

1. Condicion de Roth: G es convexo y
f(dG) c G.

2. Principio del dngulo agudo: X es
un espacio de Hilbert, O G, y
ademas Re(x-fxIx)> 0.

3. Principio de Leray-Schauder: O G
y tTx #x, V (x,t)e dGx ]0,11.

4. Condicion de Altmann: 1 x € G tal
que IITx - xI> > IITx - x |1*-lx-x 1%, V
x€ dG, en el caso en que T no tenga
puntos fijos sobre dG, entonces
i(T,G)=1 en las condiciones
anteriores.

Teorema 4.3

Sea X un espacio de Banach y Gc X
abierto, convexo no vacio. Supongamos
que T: X—X es compacto y que para
algin primo p> 2 se tiene TXG) c G,
donde k = p, p+1 . Entonces T tiene un
punto fijo sobre G.

Demostracion

Por el comentario anterior i(TP,G)=1, y
usando el teorema 4.2 se tiene que i(T,G)
=1 mod(p). Consecuentemente i(T,G) #
0, y por tanto se tiene el teorema.

Corolario, Brouwer 1959

Sea X un espacio de Banach y T: X— X
compacto. Supongamos que T(X) es
acotado para algtin nimero natural fijo
n. Por tanto, T posee un punto fijo.
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Demostracion

Todos los conjuntos T™(X) son
acotados para m> n+l, pues T es
compacto. Aplique ahora la hipétesis
del teorema.

Sistemas dinamicos disipados

Como nuestro interés principal son las
aplicaciones a las  ecuaciones
diferenciales, veamos algunas
aplicaciones a sistemas dindmicos
disipados. Para ello vamos a considerar
el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias:

X’ ()=f(t,x(t)), x(t)e R" (14)

Teorema 4.4

Consideremos el sistema disipado
(14)*, el cual posee una solucién de
periodo p>0 si:

1. La funcién f es de periodo p con
respecto a t.

2. Para cualquier valor inicial x € R"
existe una soluciéon tdnica x(.) de
(14) con x(0)=x, la cual existe para
cada te [0,oo[. Se tiene que x(p)
depende continuamente sobre X .

Demostracion

Consideremos el operador T: R* — R?,
definido por Tx =x(p), donde x_ es la
solucion en 2. del teorema. Observemos
que T?x =Tx(p)=x(2p), en general se
tiene T"x =x(np).

Consideremos a G={x eR" Ixl<r},
entonces para todo x € G, tomando n
lo suficientemente grande se tiene que
Tx, € G, pues el sistema es disipado.

Aplicaciones a ecuaciones diferenciales
funcionales en biologia matemadtica se

pueden estudiar en [11], [12] y [15], asi
como el crecimiento de especies bajo
condiciones de laboratorio.
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