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Resumen: Los ntimeros, la ecuacion y el Teorema de Markov son temas importantes en la teoria de
ndmeros y el drea de probabilidad. El objetivo de este trabajo es buscar una comprensién maés pro-
funda de los nimeros de Markov, la ecuacién de Markov y el Teorema de Markov. Ademads, explicar
la relaciéon que existe entre el Teorema de Markov y el espectro de Lagrange (conjunto de ntimeros
reales con cierta caracteristica). Por tal razén, se explican a detalle varios conceptos, que ayudaran
a la comprension de estos temas; a saber: fracciones continuas finitas, fracciones continuas infinitas
simples, la ecuacion diofdntica y el espectro de Lagrange con la finalidad de que los interesados en
estos temas tengan un escrito lo més auto contenido posible y se adentren a ciertos temas importantes
en el area de Algebra.

Palabras Clave: ecuacién de Markov, nimeros de Markov, teorema de Markov, el espectro de Lagran-
ge.

Abstract: Markov numbers, the equation, and Markov’s Theorem are important topics in number
theory and probability. The objective of this work is to seek a deeper understanding of Markov num-
bers, the Markov equation, and Markov’s Theorem. Furthermore, it explains the relationship between
Markov’s Theorem and the Lagrange spectrum (a set of real numbers with a certain characteristic).
For this reason, several concepts are explained in detail to aid in understanding these topics; namely:
finite continued fractions, simple infinite continued fractions, the Diophantine equation, and the La-
grange spectrum. The aim is to provide those interested in these topics with a self-contained text and
to introduce them to certain important topics in the area of algebra.
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Resumo: Os ntimeros de Markov, a equagdo de Markov e o Teorema de Markov sdo tépicos impor-
tantes em teoria dos ntimeros e probabilidade. O objetivo deste artigo é buscar uma compreensao
mais profunda dos ntimeros de Markov, da equagdo de Markov e do Teorema de Markov. Além disso,
explica a relacdo entre o Teorema de Markov e o espectro de Lagrange (um conjunto de ntimeros reais
com uma determinada caracteristica). Para isso, diversos conceitos sdo explicados em detalhes para
auxiliar na compreensdo desses tépicos; a saber: fragdes continuas finitas, fragdes continuas infinitas
simples, a equagdo diofantina e o espectro de Lagrange. O objetivo é fornecer aos interessados nesses
topicos um texto completo e introduzi-los a certos tépicos importantes na drea da élgebra.

Palavras-chave: Equagdo de Markov, ntimeros de Markov, teorema de Markov, espectro de Lagrange.

1. Introduccion

La ecuacién de Markov, es una ecuacién diofdntica (Gordillo Ardila et al., 2004) que lleva el nombre
del matematico ruso Andrey Markov, quien la estudié por primera vez a finales del siglo XIX. La
ecuacion de Markov tiene la forma:

2?2 +y? + 22 = 3ayz.

Esta ecuacion es de particular interés debido a la relevancia que sus soluciones enteras positivas, co-
nocidas como ternas de Markov, tiene en teoria de ntimeros y en particular en la aproximacién de los
ndmeros irracionales por medio de ntimeros racionales. Estas ternas tienen propiedades notables y
han aparecido tanto en teorfa de nimeros como fuera de ésta (Cilleruelo, 2013). Por otro lado, el teo-
rema de Markov explica la importancia que tiene la ecuacién de Markov con la teoria de aproximacién
de ndmeros irracionales por medio de ntimeros racionales con un denominador acotado.

El objetivo de este trabajo es buscar una comprensiéon més profunda de los nimeros de Markov, la
ecuacion de Markov, el Teorema de Markov y explicar su relacién con el espectro de Lagrange, conjun-
to de ntimeros reales ttiles para aproximar nameros reales irracionales mediante ntimeros racionales
Por tal motivo, la estructura de este trabajo es la siguiente. En la Seccién 2 se presentan los ntimeros de
Markov, las ternas de Markov y la ecuacién de Markov. Posteriormente, en la Seccién 3 el espectro de
Lagrange. Finalmente, en la Seccién 4 se presenta el Teorema de Markov y la Conjetura de Unicidad.
Dicha conjetura fue enunciada por Frobenius hace més de 100 afios y hoy en dia sigue abierta. Es
importante mencionar que este trabajo es parte de Martinez (2025), pensado en los lectores jévenes
para poner informacion relevante y accesible sobre estos temas de matematicas. Cabe mencionar que
este apartado esta inspirado en el Capitulo 1 de Aigner (2013).

2. Los numeros de Markov y la ecuacion de Markov

A lo largo de esta seccién se van a introducir varios conceptos de teoria de fracciones continuas con
la finalidad de trabajar con las aproximaciones de ntimeros irracionales por nameros racionales. La
fuente principal es el libro Cabezén Manchado (2017), del cual se extraen los conceptos principales,
asi como algunas de sus propiedades. Como es usual denotamos por N, Z, R, R*, Q y C al conjunto
de los niimeros naturales, los nidmeros enteros, los niimeros reales, los niimeros reales mayores que
cero, los ntimeros racionales, y los nimeros complejos, respectivamente. Dado o € R, se tiene que
|a] es la parte entera de oy {a} es la parte decimal de c.

En el extenso &mbito de la teoria de nimeros, las fracciones continuas y los ntimeros irracionales
desempefian un papel fundamental (Canak¢: & Schiffler, 2018). Las fracciones continuas, una repre-
sentacion alternativa de los nimeros reales, se empezaron a estudiar en los siglos XVII y XVIII, y su
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comprension ha llevado a importantes descubrimientos tanto en matematicas como sus aplicaciones
(Cabezén Manchado, 2017). Asi, las fracciones continuas son expresiones matemadticas que repre-
sentan de manera tinica nimeros reales tanto racionales como irracionales, esto con la finalidad de
estudiar sus propiedades aritméticas mds que la expresiéon en decimales puesto que la representacién
decimal presenta ciertas dificultades al tratar con ntimeros irracionales, los cuales requieren una se-
cuencia infinita de digitos. Estas representaciones continuas de los ntimeros han sido utilizadas en la
resolucién de ecuaciones, en la teoria de aproximaciones, en la teorfa de ntimeros y en la criptografia,
entre otros campos (Herndndez Vargas & Pérez Quiles, 2014).

Por este motivo empezamos la seccion con la siguiente definicion.

Definicion 1
Las fracciones continuas finitas se denotan y se definen como expresiones de la forma:
b1
[ag, a1, .y ap; b1, ...y by == ap + -
2
a +
bn—l
4
br,
ap—1 + —
n
Con a;,b; € Rt parai € {1,..., n}. Ademas, si todos los a; son enterosy b; = 1, coni € N,
entonces
1
[a1, ..., an] = a1 + N
az +
. 1
4
1
ap—1 + —
n
es una fraccién continua simple (Cabezén Manchado, 2017).

En el siguiente resultado se muestra que todo niimero racional se puede expresar como una fraccién
continua simple.

Teorema 1
Todo ndmero racional, es posible expresarlo como una fracciéon continua simple.
[
., UO Jr . e e e g
Demostracion. Seax = — € Q,conug € Zy uy € Z*. Como u; > 0, por el algoritmo de la divisién
uy
existen a1,y € Z tales que up = uia; + r1 con 0 < 71 < u;. Por lo tanto
Uo 1
— = a1+ —,
U1 Uy
. T 1 . s .
con 0 < ry < uy.Parary # 0, se tiene que — = , al realizar la sustitucién correspondiente en la
(75} Ul
1

ecuacién previamente escrita, se obtiene el siguiente resultado:

T1 1
— =g+ — =a+—.
U1 ul Ui

™
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Como 0 < r;, nuevamente, por el algoritmo de la divisién existen as, 72 € Z tales que

Wo_ T2

1 T1
con 0 < 7y < r;. Siguiendo este procedimiento, se obtiene una secuencia de residuos r; tales que
ri+1 < 73, y dado que son ntimeros enteros positivos, forman un subconjunto no vacio de N, por
el principio del buen orden, este subconjunto de N tiene un minimo, es decir, se concluye que este
proceso es finito. De esta manera, se establece la fraccién continua correspondiente:

uo
— [al,ag,...,an].
Uy
Por lo tanto, todo nimero racional = puede expresarse como fraccién continua simple. O

El Ejemplo 1y el Ejemplo 2, muestran una aplicacién del Teorema 1.

La fraccion % se puede desarrollar como fraccién continua simple como % = [1,1,2,3].
En efecto, se comienza dividiendo el numerador entre el denominador:

17 7

= =14 —.

10 + 10

Ahora, se considera la fraccién %, para obtener el siguiente coeficiente, al invertir la fraccién y
tomar su parte entera:

o_ .3
7T 7

Al considerar la fraccién 2 obtenemos el siguiente coeficiente, nuevamente se invierte la fraccién
y al tomar su parte entera:

Finalmente, se considera la fraccién . Para obtener el siguiente coeficiente, de igual manera se
invierte la fraccién y se toma su parte entera:

Por lo tanto, los coeficientes de la fraccién continua son [1, 1, 2, 3], asi

1 1 1
1,1,2,3] =14+ —— =14 ——— =14+ —— =1+
1+ ! 1+ ! 14+ . 10
5 1 7 7 7
T3 3
14 17
a 10 10
—
La fraccién % se puede desarrollar como fraccién continua simple como % = [1,1,2,2,1].
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Considerando el Ejemplo 1 se sabe que

w7
10 10
0_,.3
7 7
7 1
— =9 —
3 +3

Finalmente, se analiza la fraccion %, para obtener el siguiente coeficiente, se invierte la fracciéon
y se toma su parte entera:

3
= =3 = A9~ L
1 +

Por lo tanto, los coeficientes de la fraccion continua son [1, 1, 2,2, 1], asi

1 1 1
[1,1,2,2,1]:1+ =14+ —— =1+
1 1 1
l+— 1+ —— g
1 1 7
24— 24 2
1 3
2 _
+1
_1 B LT
N +1 o 10 10 10°
g 7

17
El Ejemplo 1 y el Ejemplo 2 muestran que la fraccién 10 puede expresarse de dos maneras distintas,

esto nos lleva a la conclusién subsiguiente, la cual postula que existen al menos dos expansiones
posibles de un ntimero racional en su forma de fraccién continua simple.

Teorema 2 Representacion Alternativa de Fracciones Continuas Simples
Sean % €Q,conug € Z,u; € Z" y [ai,...,a,] una representacién en fraccién continua simple.
Entoncies, existe al menos otra representacién alternativa de dicha fraccion, es decir,
Yo

[a1,...,ap] = o =la1,...,an — 1,1].

. . . .. . . Uug Uug
Demostracion. Sea [ay, ..., a] la representacion en fraccién continua simple de — con — € Q.
ui U

Notese que

—
)
3
|
-
S~—
+
el B
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. 1
=a
1 B 1
a
2 1
4
1
-1+
. 1
= a
1 B 1
a
2 L 1
' 1
ap-1 + —
n
= [al,...,an].

Observemos que no importa si a, = 1 ya que al final de su expresién en fraccién continua simple
resulta:

1 1
por lo que la fraccién no se indetermina. Dado [a1, ..., a,] es una representacién en fraccién continua
simple de
U

—Oy[al,...,an] = lat, .., an — 1,1]
Ui

. . 2 iy ) ) ug

se tiene que [al, vy @ —1, 1] también es representacion en fraccién continua sunple de —. Por lo tanto,
u1

todo ndmero racional tiene al menos dos formas de representacion en fraccién continua simple.  [J

Los ntimeros irracionales, han cautivado a matematicos y entusiastas por igual debido a sus propie-
dades excepcionales. Desde la demostracion de la existencia de nimeros irracionales por los antiguos
matematicos griegos hasta el descubrimiento de ntimeros trascendentes, los niimeros irracionales han
desafiado y enriquecido nuestra comprensién de los nimeros reales (Cabezén Manchado, 2017).

El estudio de las propiedades de los ntiimeros irracionales ha llevado al desarrollo de conceptos fun-
damentales en matemaéticas, como la irracionalidad de la raiz cuadrada de dos, la trascendencia de
niimeros como 7 y e, y la conexién entre ntimeros irracionales y fracciones continuas (Mazariegos
Camas, 2018).

Definicion 2
Las fracciones continuas infinitas simples se denotan y se definen como:

1
x = [a1,a9,as,...] =at+

as +
as+ -

donde a; € R+ parai e {1,..., n}.

A continuacién enunciamos algunas observaciones que se obtienen inmediatamente de la Definicién
2.
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Observacion 1
Para obtener una representacién adecuada para algtin « € R, se establece una secuencia a,, por

medio de un proceso recursivo. Inicialmente, se asigna oy = z. Luego, para cada n € N, si
oy, ¢ Z se define

1
Apt+1 =
n — Qn
Utilizando la secuencia «, asi generada, se determinan los coeficientes correspondientes a la
fraccion continua de x como a,, = |ay].

A partir de la construccién recursiva de la sucesion a,, es posible analizar el comportamiento de sus
convergentes. En virtud del Teorema 2 se encuentra en la pagina 222 del libro Elementary Introduction to
Number Theory (Long, 1987), se garantiza que toda sucesién generada por una fraccién continua finita
simple es convergente, lo que confirma la validez del método para representar cualquier ntimero real
mediante fracciones continuas.

Teorema 3
Si[ag, a1, ..., an; b, ..., by, ] es cualquier fracciéon continua infinita simple y g—” es su n-ésima
n
convergente, entonces existe un ntimero real tal que

,  Pn
e= lim —
n—oo qn

y definimos
e=ap,a1, ..., an; b1, ..., by |

Nota: Si en algtin momento se cumple que «;,, = a,, entonces la fraccién continua serd finita
y representard un ntimero racional, lo cual concuerda con las Definicién 1. Es por eso, que las
fracciones continuas infinitas simples son representaciones de nimeros irracionales.

A continuacion, se procederd a calcular una representacion para el niimero 7 por medio de la aplica-
cién de su correspondiente fraccién continua. Esta metodologia permite obtener estimaciones sucesi-
vas que se acercan al valor real de 7 con un grado de precisién variable.

Considerando la vasta cantidad de més de 22 billones de cifras conocidas de 7, se considerardan
Unicamente las primeras nueve, es decir,

T =~ 3.141592654.

Seax = m € R. Asi, oy = 7 con lo cual, el primer ndmero de la secuencia es:
ap = |a1] = |7| = 3.

Luego,

1 1
o141 = Qg = = ~ 7.062513285.
a1 — aq T™—3

Por tanto, el segundo ntimero de la secuencia es:

as = |ag] = |7.062513285] = 7.
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El calculo del tercer término de la secuencia se efecttia de la siguiente manera:

1 1
s —ay  7.062513285 — 7

Q4] = Q3 = ~ 15.99659976,

az = |az| = [15.99659976| = 15.
El cuarto término de la secuencia se determina mediante el siguiente calculo:

1 1
as —as  15.99659976 — 15

0341 = 0y = ~ 1.003411841,

as = |as) = [1.003411841) = 1.

Prosiguiendo de esta manera, se obtiene una fraccién continua infinita que representa el valor
de 7, es decir,

1 1 1
T = [3,7,15,1,...] = 3 + i z3+71:3+ T
T+ ——— T+—7 + T
15 + 15 + = *
: 1
1+
1 113 355
=3 + =3+ =3+ =2 = T ~ 3.14159292.
7L 113 16~ 113
+ 115
16 16

Por lo tanto,
T~ 3.141592654 = [3,7,15,1,...] ~ 3.14159292.

Como se ha mencionado previamente, el manejo de nimeros decimales conlleva ciertas com-
plicaciones, pues se puede solo aproximar la fraccién continua con un margen de “error”. Por
ende, el objetivo es minimizar dicho margen de error.

Esta reconocida aproximacién de 7 es altamente precisa, dado que el error asociado es signifi-
cativamente bajo, de orden de 10~7 (Cabezén Manchado, 2017).

El siguiente ejemplo calcula una representacién para el nimero v/2 por medio de la aplicacién de su

correspondiente fracciéon continua.

Ejemplo 4

Dado el gran ntimero de digitos conocidos para /2 en este anélisis, solo se consideraran las

primeras ocho cifras, es decir,

V2 ~ 1.41421356.

Seaz = V2 e R. Asi, a; = v/2 con lo cual, el primer nimero de la secuencia es:

a = o] = [V2| =1
Para el segundo elemento de la secuencia:

1 1

= 2 = e T 1.41421356 — 1

ag = |og] = [2.41422135] = 2.

= 2.41422135,
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Para el tercer elemento de la secuencia:

1 1

Q21 = a3 = e N S aoangs — o | 2 HALe8LT
as = |as) = [2.41416817| = 2.

Para el cuarto elemento de la secuencia:
Q341 = Qy = L L = 2.41447815,

a3 —as 241416817 — 2
g = || = |2.41447815] = 2.

Continuando de esta manera, se obtiene que una fraccién continua infinita periddica, es decir,
después del 1 solo hay 2 en la sucesion:

V2 =[1,2,2,2,...] =1+
2+
%k

1

24
| ]

A continuacién, se presentard un ejemplo que ilustra la manera en que una secuencia, establecida
conforme a la Definicién 2, produce un nimero irracional.

Se pretende encontrar del valor de x € R, el cual corresponde a la fraccién continua definida
como:

1

z=[bb,bb,.]=b+ -

b+

T
b+ —

Primero, nétese que = puede ser reescrito como

1
r =b+ —.
95

Al multiplicar por z en ambos lados de la ecuacién se obtiene:
2 = zb+1.

Finalmente, se obtiene una ecuacién homogénea de segundo grado:
2 —xzb—1 = 0.

Resolviendo esta ecuacién cuadratica con la férmula general:

btV 4
- ="

Sin embargo, dado que se estd buscando una solucién positiva que corresponda a la fraccién
continua, se elige la solucién positiva:

b+Vb? 14

Tr = 9
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Observacion 2
En el Ejemplo 5 si se toma a b = 1, entonces se obtiene

1+v5

9 ¥s

que es conocida como la razén durea, por lo tanto, la fraccién continua de la razén durea es:

1
e=[1,1,1,1,..] =1+

1
1+

|
1+ —

Definicion 3
Una ecuacién diofantica, se refiere a una ecuacioén algebraica que tiene dos o mds variables des-
conocidas y cuyos coeficientes son nimeros enteros. El objetivo de estas ecuaciones es encontrar
soluciones que sean enteras o naturales.

En particular, se obtiene la siguiente definicion.
Definicion 4
Una ecuacion diofdntica lineal se define como
a1r1 +agxs + -+ apxry, = ¢

dénde a;, x;, ¢ € Z, parai € {1,2,...,n}.

Teorema 4

1. La ecuacion diofédntica lineal
a1T1 + asTe = c, (1)
tiene solucion entera si y solo si

med(aq, az)|c.

2. Simed(ar,a2) = 1yademds (x(),x}) es una solucién particular de la ecuacién diofantica
lineal (1), entonces (zo, z1) es la solucién de la ecuacion (1) siy solo si existe n € Z ta que

/
o = Iy + asn,

r1 = 1’/1 — ain.
I

Demostracién. 1. =] Se asume que la ecuacién diofantica lineal (1) tiene solucién entera y sea

d = med(ay, az).

Como la ecuacién (1) tiene solucién entera, se tiene que existen o, x1 € Z tales que

a1xg + agsxr1 = c.
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Por otra parte, como d es un divisor comun de tanto a; como de as, entonces existen a}, a5 € Z

tales que
!/
a1 = daj,
/
ay = dCLQ.

En consecuencia, resulta
/ / / /
¢ = a1xo + ar1 = dajro + dayrr = d(ajxo + ayzy),

puesto que a}, ab, xo, 1 € Zy que Z es cerrado bajo la suma, se obtiene que a}zo+ahx; =k € Z.
Por lo tanto, queda una expresion del tipo ¢ = kd. En consecuencia, d|c, es decir, med(a1, az)|c.
<] Se asume que d|c, con d = mcd(ay, az).

Dada la hipétesis, se tiene que existe un k € Z tal que

¢ = kd.

Por otro lado, segtin se establece el algoritmo de Euclides, existen s,t € Z tales que
d = say + tas,

multiplicando ambos lados de esta igualdad por k, se obtiene
kd = k(sai +taz) = ksay + ktay = (ks)ai + (kt)as,

puesto que k, s,t € Z 'y que Z es cerrado bajo multiplicacion, se obtiene que ks, kt € Z.
Por lo tanto, queda una expresién del tipo ¢ = (ks)a; + (kt)az. En consecuencia, la ecuacion
(1) tiene solucioén entera.

2. Se asume que mcd(ay,a2) = 1y ademds que (x, ) es una solucién particular de la ecuacién

dioféntica lineal (1).
=] Si se supone que (¢, z1) es la solucién de la ecuacién (1), entonces

a1xg + asxr1 = c.
Ademds, como (), 2} ) es una solucién particular de la ecuacién (1), se tiene

/ /

ai1xy +asxy = cC.

Restando estas igualdades,
/ /
a1zo + agxy — (a1 + agxy) = ¢ —c,

/ /
a1zo + agr1 —ajxg — agxry; = 0,
/ /
ar(zo — xy) — az(x] — 1) = 0.

Dado que zg, (), ¢}, x1 € Z y Z es cerrado bajo la suma, se tiene que
xo —x(, = ko, ) —x1 = ki con ko, ki € Z. Sustituyendo y despejando a ko, se obtiene

a1k0 - agkl = O,

arky = agkn,
Por lo que
ay | azk:,
pero como mcd(ay,az) = 1, por el lema de Euclides (Veerman, 2022) se tiene que

ay | k1,
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asi, existe n € Z tal que k1 = ain, es decir,
$/1 — X1 = ain,
despejando a x4, se tiene

1"1 —ain = I1.

ask
Como kg = L, se tiene,
aj
vo ot = 2@ ) e =@ —an) elan) o
0 a1 al ai ’

despejando a x, se tiene
Ty = () + agn.

<] Si se supone que paran € Z, xg = x(,+asnyx1 = x) — ain. Despejando a z{, y 2}, de sus

respectivas ecuaciones, se tiene
m6 = X —agnyxll = x1 +an.
Como (z(, z}) es una solucién particular de la ecuacion diofantica lineal (1), se tiene
a1m6 + agm'l = c.
Sustituyendo, se obtiene:
c = a1wy+ asx] = ai(zo — azn) + az(xr1 + a1n) = arwg — ajagn + asxy + asain,
En consecuencia,
c = a1xo+ azx1.

Finalmente, (x, 1) es solucién de la ecuaciéon diofdntica lineal (1).

Como se ilustra en el Ejemplo 5, las fracciones continuas pueden ser relevantes para la resolucién de
ecuaciones diofadnticas lineales. Para ilustrar este hecho, se procede a examinar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6

Para encontrar la soluciéon de la ecuacion diofdntica
20z + 1729 = 17,

se puede emplear el método de las fracciones continuas. Para esto, primero se observa que el
med(20,17) = 1, claramente 1|17 por el primer inciso del Teorema 4, la ecuacién tiene solucién.
Ahora, se procede a determinar la fraccion continua finita simple correspondiente al nimero


https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica

Los nimeros de Markov y la ecuaciéon de Markov 13
20
17
20 3
b I
17 + 17’
17 _ 2
o542
3 3
3 1
Y=
2 + 2’
2
== 2%
1
Por tanto,
20
— = |1,5,1,2].
17 [ Yy Ly ]
En seguida, se procede a eliminar el altimo término de la sucesién, asi se obtiene la siguiente
fraccién continua [1, 5, 1] que representa el ntiimero:
1 1 1 7
1,51 =1+ —— =1+—— = 14> = —.
1,5, 1] - 5 1 * 5+1 - 6 6
+ —
1
De esta forma se obtiene
20(6) — 17(7) = 1.
Al multiplicar por 17 de ambos lados de la ecuacién y agrupar, resulta:
20(102) + 17(—119) = 17.
En consecuencia, una solucién particular de la ecuacién es (zg, zj) = (102, —119). Asi, por el
segundo inciso del Teorema 4, la solucién general es de la forma
z9 = 102+ 1Tnyz1 = —119 — 20n paran € Z.
—

Observacion 3

En el Ejemplo 4 se analiz6 el caso de una fracciéon simple infinita periddica, sin embargo, cuando
se trunca en ciertos términos de la secuencia ocurre algo interesante:
Si se trunca en el primer término:

RN
Si se trunca en el segundo término:
1 3
2~ [1,2] = 14+ = =
V2m[1,2) = 1+5 = 3

Si se trunca en el tercer término:

1

V2= (1,22 =1+ —7 =
2 _
3

ot
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Si se trunca en el cuarto término:

1 1
\/iz[l,2,2,2]:1+7:—7.
5 1 12

T

2 _

*3

Si se trunca en el quinto término:

1 41
V2=1[1,2,2,2,2] =14 —————— = —.
1 29
A 1
2+ —
2 —_
+ 2
Si se trunca en el sexto término:
1 99
V2~[1,2,2,2,2,2] =1+ T =
2+ S
2+ —T
2 —
+ 2
Si se trunca en el séptimo término:
1 239
V2~[1,2,2,2,2,2,2] =1+ T =
2+ 1
2+ —T
2+ 1
2+ —
2+ =

2

Al continuar con el procedimiento de truncamientos de la fraccién continua de la raiz cuadrada
de 2, se observa que algunos de los denominadores de las fracciones presentan ntiimeros pecu-
liares. Los ntimeros marcados en rojo son conocidos como niimeros de Markov, que se definirdn
en breve.

En el &mbito de la investigacién matematica que se aborda, es de sumo interés la siguiente ecuacién
diofantica:

23 4 23 + 23 = 3ri3003. (2)

Esta ecuacion es conocida como la ecuacién de Markov y es de especial relevancia debido a sus solu-
ciones enteras denominadas niimeros de Markov.

Definicion 5
Las ternas de Markov describen las ternas solucién (my,mz, m3) € Z3 de la ecuacién (2) con
m; > 0 parai € {1,2,3}. Los nimeros de Markov son aquellos nameros que aparecen en
alguna terna de Markov. La sucesién de niimeros de Markov se denota por M.

Elmatematico ruso Andrey Markov investigé a finales del siglo XIX. Los primeros ntiimeros de Markov
son,
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M={1, 2, 5, 13, 29, 34, 89, 169, 194, 233, 433, 610, 985, 1325, ...},

los cuales figuran como entradas de las siguientes ternas de Markov
(1,1,1), (1,1,2), (1,2,5), (1,5,13), (2,5,29), (1,13,34), (1,34,89), (2,29, 169),
(5,13,194), (1,89,233), (5,29,433), (1,233,610), (2,169,985), (13,34,1325), ...

Durante la sesién de problemas de la 19th International Fibonacci Conference, se plante6 la pregunta
de si el coeficiente 3 en la ecuacién de Markov podria ser reemplazado por cualquier otro nimero
k € Z, y si este nuevo valor de k también generaria una terna de Markov como solucién (Srinivasan,
2020).

El siguiente resultado garantiza que los tinicos casos interesantes soncuandok = 1y k = 3, mdsatn,
las soluciones para k = 1 estdn completamente determinadas por el caso & = 3y viceversa. Antes
de enunciarlo recordemos que decimos que dos ntimeros enteros a y b son coprimos si med(a, b) = 1.

Proposicion 1
La ecuacién

x% + x% + x§ = kxix273, (3)

tiene soluciones positivas solo para k = 1y k = 3. Para k = 1, (b1, b2, b3) es una solucién si y

solo si 3 divide a b;, parai € {1,2,3} y <b1 by b3

303 3) es una solucién de la ecuacion de Markov

para k = 3.

Demostracion. Noétese que sise multiplica por una constante & a los elementos de una solucién (a1, az, az)
de la ecuacién (3). Al multiplicar cada componente por una constante k, se obtiene que

(ka1)2 + (ka2)2 + (ka3)2 = kza% + kza% + kgag = kQ(CL% + CL% + a%) = k:Q(lmlagag)
= k:3a1a2a3 = (kal)(kag)(k‘ag),
dado que (a1, a2, a3) es una solucién de la ecuacién (3), entonces, (ka1, kaz, kas) es una solucién de

la ecuacion z% + 23 + 23 = z173073.
En contraste, suponga que (b1, b2, b3) es una solucién de la ecuaciéon

b2 + b3 + b2 = bybobs.
Al considerar esta ecuacién en el contexto de aritmética modular con médulo 3, se observa que, para

cada i € {1,2,3}, b? , es congruente con 0 médulo 3 si b; para i € {1,2,3} es multiplo de 3, y es
congruente con 1 médulo 3 en caso contrario, es decir,

b? =0(mod3) si 3|b; parai € {1,2,3},

b2 =1(mod3) si 3 [b;paraic€ {1,2,3}.

i =

Si al menos un b7 para i € {1,2,3} es congruente con 0 médulo 3 y otro b3 para j € {1,2,3} es
congruente con 1 médulo 3, entonces el lado derecho de la ecuacién seria congruente con 0 médulo
3, mientras que el lado izquierdo no lo seria, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, todos los
b; parai € {1, 2,3} deben ser multiplos de 3. Dado que b; parai € {1, 2,3} es multiplo de 3, se puede
establecer que

b; .
=73, parai € {1,2,3}.
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Esto nos lleva a que

b2 b\ /bs\E b2 2 B 1 1
a§+ag+a§:(§) +<32) +<;> S R CEL RO R

1 1 1
= §(3a1)(3a2)(3a3) = 6(276“(12&3) = 5(3(9)&1&2&3) = 3&1&2&3,

lo que demuestra la segunda parte del enunciado.

Ademads, como los nimeros en una terna de Markov son coprimos, se deduce que el méximo comun
divisor de cualquier solucién positiva (by, be, b3) de la ecuacion b3 + b3 + b3 = b1bebs debe ser 3, es
decir,

mcd(bl,bg,bg) = 3.
Esto implica que (ka, kaz, kas) no puede ser una solucién de la ecuaciéon
b3 4 b3 4+ b3 = bybobs

a menos que k seaiguala 1o 3. [

Observacion 4
Los ntimeros que aparecen en la terna solucion de la ecuaciéon

m% + a:% + x% = T1T2T3

son el conjunto {3m : m € M}. También podria considerarse como la definiciéon de M de la
sucesion de Markov.

Observacion 5

La sucesiéon de niimeros de Markov aparece en la OEIS (Online Encyclopedia of Integer Sequen-
ces) como la sucesiéon A002559 (Sloane & Conway, s.f.).

En particular, Andrey Markov, demostré un teorema destacado sobre el valor minimo de una forma
cuadratica binaria real que ahora se conoce como el teorema de Markov (Aigner, 2013). Dicho resultado,
lo mencionaremos en la Seccién 4.

3. El espectro de Lagrange

Se sabe que todo ntimero real a puede ser aproximado tan bien como uno lo desee utilizando ntime-
ros racionales. Por ejemplo, si o es un nliimero irracional, se puede considerar su expansién decimal
y aproximarlo por racionales considerando cada vez mas decimales de esta expansiéon. Nétese que
entre mds decimales se tomen, la fraccién (en general no reducida) que aproxima a « tiene un deno-
minador mayor. Si se toma n decimales se puede encontrar un racional expresado como una fraccién
con denominador 10" que da esta aproximacion.

Por ello uno se puede preguntar si ;se puede aproximar arbitrariamente bien a un ntimero real a por
medio de racionales {%}neN tales que el denominador ¢,, se mantiene acotado en algin sentido?

Una primera respuesta a esta pregunta la proporciona un teorema clésico de Dirichlet.
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Teorema 5 Teorema de Dirichlet

Sia € Ry N € N, entonces existe Pe Qcon g < N tal que
q

P 1
a——| < .
‘ Q‘ qN

Demostracion. Recordando que todo ntimero real a puede escribirse como
a=la] +{a}
dénde || es la parte entera de oy {a} es la parte decimal de o, con 0 < {a} < 1.
Seana € Ry N € N. Considérese la particién del intervalo [0, 1) en N subintervalos de igual longitud

o=U (55

=0

También considérese los N + 1 numeros: {a}, {2a}, {3a}, {4a},...,{(IN + 1)a}. Por el Principio de
Dirichlet de las cajas, al distribuir NV + 1 ndmeros en NN subintervalos, al menos dos de estos ntimeros
decimales, {ka} y {la}, caerdn en el mismo subintervalo. Esto implica que:

{10} ~ (k)| <
Sisedefineaq=1—kyp=|la] — |ka], entonces
{la} — {ka} =la — |la) — (ka — |ka]) =la — |la] — ka+ |ka| = (1 — k)a — (|la] — [ka])
= qa — p.

Asi, se tiene

o — -—.

Dividiendo entre ¢, se obtiene:

P 1
a— = < —.
' (J‘ qN
O
Corolario 1

1. Si a ¢ Q, entonces hay infinitos Pe Q que satisfacen
q

a— p‘ <. (4)
2. Sia=-¢ Q, entonces la desigualdad
S

C
a—=| <= (C>0),
q q2( )

z

se cumple solo un nimero finito de Pe Q.
q
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Demostracion. 1. Sea a ¢ Q. Por el Teorema 5 existen Pn Q con
dn

1

a2

an

para cadan € N.

Se asume que no existen una infinidad de &, entonces, sea 2k € Q tal que
Gn dk

Pn
o — —

an

,VneN.

Dada la hipétesis de o € Q, resulta que a # @, por tanto, para n suficientemente grande,
dk

1
< — <

1
nan n’

Lo cual no puede ocurrir, ergo, hay infinitos g € Q que satisfacen (4).
2. Seaax = g € Qy considérese la desigualdad

P C
o—= <?(C>0).

Sustituyendo a « en la desigualdad por su equivalencia:

r_p

s g

rq —Sp
5q

Como 1 < |rq — sp|, se tiene que

rq —Sp
5q

C
<

S 92"

1
5q
De la desigualdad anterior, se obtiene:

1 C
— < 5.
sq g
Multiplicamos ambos lados por ¢*:
e
S
Esto implica que
q < sC.

Por lo tanto, ¢ tiene un ntimero finito de valores posibles, ya que ¢ es un niimero entero positivo
y estd acotado por sC.

O]

Ahora uno puede preguntarse qué tanto se puede mejorar a la cota dada en el punto 1 del Corolario
1. Lagrange introdujo el siguiente concepto cuyo objetivo es precisamente entender qué tanto puede
mejorarse dicha cota.
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Definicion 6 Numeros de Lagrange

El nimero de Lagrange L(«) para o € R es el supremo de todos los L > 0 para los cuales la
desigualdad

a_\ < L (5)

se cumple para una infinidad de g € Q.

En primera instancia no es claro como usar la Definicién 6 para calcular L(«). Sin embargo, uno puede
usar a las fracciones continuas para hacerlo. En la pagina 23 del libro Markovs theorem and 100 years of the
uniqueness conjecture se encuentra la Proposition 1.22 con su respectiva demostracion, la cual relaciona
a los niimeros de Lagrange con las fracciones continuas. Dicha proposicién enuncia lo siguiente:

Proposicion 2 (Aigner, 2013, Proposition 1.22)

. . s /
Sia=[a,a2,as,...,an, Gnt1,an2, ... € Qy definimos a & = an41, ant2,. .., entonces
_ /
a = lay,az,as3,...,a,, .
Mas atin, el nimero de Lagrange de « se obtiene de la siguiente manera:

L(a) = limsup A\, (),

n— o0

1
con \,(a) =[] + a = [@n+1,Cn+2,--.] +[0,an,...,01] Y Bn = [an, Gn—1, ..., a1].

Ejemplo 7

Considérese la fraccion continua infinita simple de la razén durea enunciada en la Observacion
2.

1++5
9

=[1,1,1,1,..].

Como
" Qpt1 = [Ant1, Gn2, -] €s la cola de la fraccion continua infinita simple.

" 3, = [an,@n-1,...,a1] es el nimero truncado a partir del n — término de la fraccién con-
tinua inversa.

Y dado que la fraccién continua es constante: a; = 1 para todo k € {1,...,n} se tiene que
14+5
an+1:[171,...]: 9
y
/Bn = []-a e ) 1]
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Como la fraccién continua es constante, el lim sup es simplemente lim, por lo que

L<1+\/g) — T e e, <1+‘/5> — It <1+‘/5+ 7 1 1]>

2 e 2 n—o00 2
. (1+5 . 1
_nlgﬁlo< 2 )+nll—>rr<;lo<[1,...,1]>
1+5 1 1+5 1
= —f-, = ar )
2 lim;, 500[1, ..., 1] 2 1+5
2
pero
1 2 211-+6) 21 -+6)  2(1-+5)
145 1+v5  (1+VB)(1—-v5) 12— (V5)? 1-=5
2
_21-vB) 1-v5 145
- 4 @ -2 2
Por lo que
L<1+2\/5>:1+2\/5+—1-2FJ5:1+\/5;1+J5:2\2/5:\/5‘

Definicion 7 El espectro de Lagrange
Al conjunto £ = {L(a) : « € R\ Q} se le denomina el espectro de Lagrange.

Dada la complejidad en el uso de la Definicién 7 para calcular £, Markov trabajé en un teorema que
permite calcular de manera mads sencilla al espectro de Lagrange, hoy en dia se le conoce como el
Teorema de Markov (vea Teorema 6).

4. EIl Teorema de Markov y la Conjetura de unicidad

Iniciamos esta seccion con algunos conceptos que nos servirdn para comprender unas observaciones
que se haran posteriores al Teorema de Markov (vea Teorema 6).

Definicion 8
Un ntimero « es irracional cuadratico si « no es racional y a es una solucién de una ecuacién
cuadrética con coeficientes enteros.

Ejemplo 8

Como bien se sabe el ntimero /2 es irracional porque no puede ser expresado como una fracciéon
de dos enteros (ver la pagina web Morales Medina (2006)). Ademds, es cuadratico porque es
una solucién de la ecuacién cuadratica:

22 —2=0.
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Dado que 1 y —2 son ntimeros enteros y son coeficientes de la ecuacién 22 — 2 = 0, se tiene que
v/2 es un ntimero irracional cuadrético.

Ejemplo 9

Como ya es conocido el nimero 7 es irracional (ver la pagina web Morales Medina (2008)),
pero no es cuadrético, a diferencia de v/2, 7 no es solucién de ninguna ecuacién cuadrética con
coeficientes enteros. De hecho, 7 es un niimero trascendente, lo cual significa que no es solucién
de ninguna ecuacioén algebraica de coeficientes enteros, sea cual sea el grado de la ecuacion. Por
lo tanto, ™ no es un nimero irracional cuadratico.

A continuacién mencionaremos el Teorema de Markov, para més detalles, constltese dicho teorema
en la pagina 35 del libro Markov’s Theorem and 100 Years of the Uniqueness Conjecture (Aigner, 2013).

Teorema 6 Teorema de Markov

Sea M el conjunto de los ntiimeros de Markov. Entonces el conjunto de nameros que pertenecen
al espectro de Lagrange y que son menores que 3 puede describirse de la siguiente manera

Bag = {”9”;2_4 :mEM}. 6)
]

Aplicando el Teorema 6 se obtiene el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10

Se procede a hacer el célculo con los 5 primeros nimeros de Markov:

s Param = 1:

2_4 9(1)2 — 4
\/9"; _\/(1) =/9m(1) —4=v9—4=+5~2236
= Param = 2:
VOm2 —4  \/9(2)2—-4  /9(4) -4 36—-4 V32 42
m N 2 N 2 222
=22 ~ 2.828
= Param = 5:
VOm2—4  \/9(5)2—4 /9(25) -4 /225—14
m N 5 N 5 B 5
:;2521Q2.973

Param = 13:

VOm2 —4  \/9(13)2—4  /9(169) —4 /1521 —4
B B 1

m 13 3 13
13
= Param = 29:
VOm2 —4  (/9(29)2 -4  ,/9(841) —4 /7569 — 4
m 29 B 29 29
_ V05 9 999

29
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9
Se observa que ———— se aproxima a 3 por abajo.
m
—

Para una mayor legibilidad, se organizan los ntimeros previamente calculados en la siguiente tabla:

Tabla 1: Valores aproximados de 7@;*4 para los primeros 5 niimeros de Markov. Autoria propia.

M 1 2

a1
—_
W
N
\O

VOmPTod /5~ 2936 2V/2~2.828 Y2 ~2973 YART 9996 YIIE & 9 999

2_
m

En la Tabla 1, se ilustra que

9m?2 —4
m

<3,

para los primeros 5 nimeros de Markov.

Una parte importante del teorema establece que, para cada m € M, existe un ntimero irracional 7,
tal que

9m? — 4
L =
(Ym) -
Ademéds, se cumple que v9m? — 4 es un irracional cuadratico.

De hecho, puede demostrarse que se puede tener

—3m+vVIm?2 -4
Ym = 9 .

La relacién entre el teorema de Markov y el espectro de Lagrange radica en el hecho de que los nime-
ros que satisfacen el teorema de Markov también forman parte del espectro de Lagrange (Aigner,
2013).

Terminamos trabajo mencionando la conjetura de uniciad de los ntimeros de Markov el cual es un pro-
blema matematico que ha intrigado a muchos investigadores en méas de 100 afios. Esta conjetura, fue
formulada por el matemdtico ruso Andrey Markov. Sin embargo, Markov evit6 la prueba del Teorema
6 pues la conjetura solo requeria los nimeros de Markov, independientemente de la conjetura. Debido
a que Frobenius hizo la afirmacién en 1913, a veces también se la conoce como la conjetura de Fro-
benius (Aigner, 2013) desde entonces los matemaéticos han intentado probar o refutar esta conjetura,
pero hasta ahora no se han descubierto pruebas sélidas que respalden ninguna de las afirmaciones.

Conjetura 1

Cada ntiimero de Markov aparece exactamente una vez como méximo en una terna de Markov.

Para tener una visién mas clara de esta conjetura, se procede a analizar el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 11

Considérese la terna de Markov, (1,5, 13), la conjetura dice que el max(1,5,13) = 13 es tinico
por lo que no existe otra terna de Markov cuyo maximo sea 13, en otras palabras, no existe la
terna (m1, ma, 13) con

13 > m1 > mg, m1 #1, mg #5.
|

El Corolario 1.2. del articulo Baragar (1996) afirma que la conjetura es verdadera para dos casos parti-
culares.

Proposicion 3 Theorem 1.3 de Uniqueness Theorem of Generalized Markov Numbers that are Prime
Powers (Gyoda & Maruyama, 2023)
La conjetura es verdadera cuando el niimero de Markov es una potencia de un primo impar,
¢ =p", o el doble de una potencia de un primo impar, ¢ = 2p™.

5. Conclusiones

En este trabajo se analizaron diferentes conceptos de teorfa de ntimeros y de Algebra, a saber: frac-
ciones finitas continuas, fracciones continuas infinitas simples, ecuacién diofantica, los ntimeros de
Markov, las ternas de Markov, nimero de Lagrange y el espectro de Lagrange. Se incluyeron ejemplos
para aclarar cada uno de los conceptos antes mencionado, es importante mencionar que los ejercicios
expuestos en este trabajo son de autoria propia. Ademas, desarrollados con la intencién de motivar al
lector para adentrarse a estos temas.

Algunos resultados que fueron probados en este trabajo son los siguientes:

1. Todo nuimero racional es posible expresarlo como una fraccién continua simple.
2. El teorema de Representacion Alternativa de Fracciones Continuas Simples.

3. El Teorema de Dirichlet.

Es importante mencionar que una de nuestras aportaciones en este trabajo fue la modificacién de la
redaccién del Teorema 2.1 de Cabezén Manchado (2017) quedando planteado en este trabajo como
Teorema 2 Representacion Alternativa de Fracciones Continuas Simples, aclarando que no existen
sOlo dos fomas de representacién de un namero racional, si no, al menos dos formas. Ademas, parte
de la prueba de la Proposicién 1 es autoria propia, dicho resultado se obtuvo del Libro Aigner (2013)
en la cual no se incluye la prueba completa.
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