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Resumen: Este articulo propone otra prueba de la férmula general para solucionar en los nimeros
complejos las ecuaciones polinémicas de segundo grado en una incégnita con coeficientes reales, po-
pularmente conocida como férmula cuadrética. Ademads, analiza las semejanzas y diferencias con la
prueba tradicional que implementa la técnica de completar cuadrados y con la prueba propuesta en
afios recientes por el matematico Po-Shen Loh. Finalmente, muestra un ejemplo para ilustrar el uso
del algoritmo de la demostracién como método de solucion para esta clase de ecuaciones.

Palabras Clave: Ecuaciones cuadréticas, férmula cuadrética, algoritmos algebraicos, nimeros com-
plejos.

Abstract: This article proposes another proof of the general formula for solving in the complex num-
bers second-degree polynomial equations in one unknown with real coefficients, popularly known as
quadratic formula. In addition, it analyzes the similarities and differences with the traditional proof
that implements the technique of completing the square and with the proof proposed in recent years
by mathematician Po-Shen Loh. Finally, it shows an example to illustrate the use of the algorithm from
the demonstration as a solution method for this class of equations.

Keywords: Quadratic equations, quadratic formula, algebraic algorithms, complex numbers.

Resumo: Este artigo propde outra demonstra¢do da férmula geral para resolver, nos ntimeros comple-
x0s, as equagdes polinomiais do segundo grau em uma incégnita com coeficientes reais, popularmen-
te conhecida como férmula quadratica. Além disso, analisa as semelhangas e diferengas em relagao
a demonstragdo tradicional que utiliza a técnica de completar quadrados e & demonstragdo proposta
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nos ultimos anos pelo matemético Po-Shen Loh. Por fim, apresenta um exemplo para ilustrar o uso
do algoritmo da demonstracdo como método de resolugdo para essa classe de equagdes.

Palavras-chave: Equagdes quadréticas, férmula quadratica, algoritmos algébricos, nimeros comple-
XO0S.

1. Introduccion

Las ecuaciones cuadraticas han estado presente a lo largo de la historia de la humanidad. En la an-
tiguedad, fueron encontradas ecuaciones como cz? = d, expresadas verbalmente, en papiros de la
civilizacién egipcia (c. 3500 a.C.) y otras como z? & bz = ¢ donde b y ¢ eran niimeros positivos, en
tablillas de la civilizacién babilénica (c. 2500 a.C.) (Ruiz, 2003, pp. 12 y 14).

Durante la edad media, el erudito persa Al-Kwarizmi (c. 825) sistematiz6 en su famoso tratado alge-
braico el método de resolucién por completacién de cuadrados para ecuaciones como ax® + bx = ¢,
donde a, by c eran enteros positivos (Ruiz, 2003, p. 164). Mientras que en el renacimiento, el francés
Frangois Vieta (c. 1600) expreso la férmula general de resolucién de ecuaciones cuadraticas simboli-
camente en la forma que la conocemos actualmente (Mufioz et al., 2012, p. 60).

En afios recientes, el profesor universitario estadounidense Po-Shen Loh (c. 2019) ha estado divulgan-
do un método alternativo de resoluciéon en los niimeros reales para esta familia de ecuaciones basado
en la propiedad de simetria de la pardbola asociada (Gen & Padilla, 2025, p. 2).

Por otra parte, la importancia actual de las ecuaciones cuadréticas es innegable. Forma parte de los
principales curriculos de dlgebra elemental a nivel global, como en los estandares del National Council
of Teachers of Mathematics' (National Council of Teachers of Mathematics, 2025) y aparecen constan-
temente en la fisica, la ingenieria y la economia (Cedefio et al., 2024, p. 129). Por tal razén, en este
articulo se propone otra prueba de la férmula cuadrética, se contrasta con el método tradicional de
completar cuadrados y con el moderno de Po-Shen Loh, y se ejemplifica su uso como método de
resolucion alternativo para estas ecuaciones.

2. Elementos teodricos sobre ecuaciones cuadraticas

2.1. Conceptos importantes

A continuacién, se precisan ciertas nociones fundamentales para este articulo (Sequeira & Rojas, 2015,
pp. 14, 15y 18):

Definicion 1 (Ecuacidn cuadratica)

Aquella ecuacién en la incégnita = de la forma az? + bz + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son ntimeros
reales llamados coeficientes y a # 0, se conoce como ecuacién cuadratica.

Definicion 2 (Solucién de ecuacion)

Aquel namero que al sustituirlo por la incégnita de la ecuacién cuadratica verifica su igualdad
se conoce como solucién de la ecuacion.

!Organizacién de docentes de Matematica fundada desde 1920 en Estados Unidos cuyo fin es mejorar la educacién
matematica en dicho pais.
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Definicion 3 (Ecuaciones equivalentes)

Aquellas ecuaciones que tienen exactamente las mismas soluciones se conocen como ecuaciones
equivalentes.

Algunas consideraciones importantes al respecto: las ecuaciones cuadraticas estdn expresadas en la
notacién dada, el dominio de sus soluciones corresponde al conjunto de ntimeros complejos y para
efectos de solucionarlas se asume que el coeficiente del término cuadratico tiene signo positivo (de
lo contrario, puede considerar su ecuacién equivalente obtenida al multiplicar por uno negativo sus
dos miembros).

2.2. Propiedades relevantes

Por otra parte, note que al aplicar el teorema fundamental del &lgebra y el del factor al polinomio
asociado a la ecuacion cuadratica p(z) = az? 4 bx + ¢ puede expresarse de la siguiente forma, donde
x1 'y x2 son nimeros complejos (luego se realizan las operaciones correspondientes):

p(x) =a(z —21) (x — 12) = p(x) = a2’ — a(x1 + 22) = + azxi 2o

Como ambos niimeros son raices del polinomio, entonces son las soluciones de la ecuacién cuadratica.
Aligualar los coeficientes respectivos del polinomio en la expresién anterior y en la forma original se
obtienen las siguientes relaciones (Barrantes, 2005, p. 157):

Teorema 1 (Férmulas de Cardano-Vieta)

Las soluciones z; y x2 de una ecuacién cuadrética satisfacen las identidades:

—b
T1+T2=— Yy T1T2 = —
a a

o

Ademads, se enuncia el siguiente resultado cuya demostracién formal es el objeto de este articulo, el
cual expresa explicitamente ambas soluciones de una ecuacién cuadratica en términos de los valores
de sus coeficientes (Barrantes, 2005, p. 155):

Teorema 2 (Férmula cuadratica)

Las dos soluciones de una ecuacién cuadrética estan dadas por la expresion:

. —b+ Vb2 —4dac
- 2a

2.3. Prueba tradicional de la formula cuadratica

Segtin Sequeira y Rojas (2015, p. 19), para demostrar esta férmula primero se multiplica por el recipro-
co de @ ambos miembros para obtener la ecuacién equivalente:

b
$2+,$+E:0
a a

2
. . b . R
A continuacién, se suma y resta la constante (2 en el miembro izquierdo y se reacomoda:

a
2 2
2y le (BY o (2) 1l
a 2a 2a a
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Luego, se aplica el producto notable del cuadrado de la suma y se simplifican los otros dos términos:

+b 2 62—4ac_0
v 2a 4a2

Por ultimo, se despeja el valor de  mediante las ecuaciones equivalentes:

N b\?2 b2—4ac(:> N b N bz—4ac@ _bi b2 —4dac  —b++b? —4ac
T % 4a? 2 V42 2 4a? 2

De lo cual, las soluciones de la ecuacién cuadrética corresponden a

—b+ Vb2 —4dac
€r =
2a

2.4. Prueba de Po-Shen Loh de la formula cuadratica

Por su parte, segtin Loh (2019, p. 2), tomando el namero complejo z := o ;:CQ se obtienen las
siguientes igualdades:
x1+x2+z . $1+w2_z_$
5 =11 5 = T2
Luego, se aplica el Teorema 1 para la suma de las soluciones:
—b
C2L +z—:c1<:>;——|—z—x1 (1)
—b
%—Z—xQ@;?_Z—-TZ (2)

Posteriormente, se multiplican miembro a miembro las igualdades y se aplica de nuevo el Teorema 1
para el producto de soluciones:

BN ) e (P () e
2a “ 2a 2] T e 2a i 2a i a

Luego, se aplica el producto notable de diferencia de cuadrados al miembro izquierdo y se despeja el
valor de z de forma simplificada:

2a 2a

<—b> b 2 ¢ \/ — 4ac
_ *:>Z— _

Finalmente, sustituyendo en (1) y (2) el valor obtenido se obtienen, respectivamente:

;b:t b? — dac fb:i:\/bQ 4dac

I =

2a 2a 2a
—b b2 4ac —bF Vb? — dac
T2 =—o5—-F
2a 2a 2a
—b+ Vb? — 4dac

Por lo tanto, x =
2a
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3. Prueba propuesta de la formula cuadratica

En este caso, se parte de la siguiente identidad del campo de los ntimeros complejos:
(x1 — 22)” = (21 + 22)* — 4 (2122)

Seguidamente, se aplica el Teorema 1y se despeja el valor de z1 — x2 de forma simplificada:

o= () 4G oo () o)

a a a

Luego, se forma el siguiente sistema de ecuaciones lineales junto con la identidad de la suma de
soluciones:
—b

1 +2xT9 = —
a

Vb2 —4dac

a

X1 — Ty = +

Por dltimo, se suman y restan miembro a miembro ambas ecuaciones para obtener los valores de cada
solucion:

—7bj:\/b2—4ac:> —b+ Vb2 —4ac

T1+To+xT1 —T2 = 2x1 = T =
a a 2a
—b  Vb? —4dac —bF Vb? — dac
x1+ax2— (21 —22) = 209=—F ——— = 29 =
a a 2a
—b+Vb? — dac

De lo cual, las soluciones de la ecuacién cuadratica corresponden a x = 5
a

4. Discusion

Segtin lo expuesto, la prueba propuesta presenta semejanzas con la tradicional y la de Po-Shen Loh.
Conrespecto a la primera, permiten obtener el valor de ambas soluciones de manera directa. Mientras
que con la segunda, parten de identidades fundamentales en el campo de los ntimeros complejos e
implementan las férmulas de Cardano-Vieta sobre adicién y multiplicacién de las soluciones de una
ecuacion cuadratica.

Sin embargo, también tiene diferencias con las otras dos. La propuesta aplica una identidad bdsica
entre suma y resta de dos ntimeros complejos para plantear un sistema de ecuaciones que permita
determinar las soluciones directamente, mientras que la prueba tradicional se basa en la técnica de
completar cuadrados, y la de Po-Shen Loh en una identidad de la media de dos ntimeros de dicho
conjunto que permite obtenerlas luego de realizar un par de sustituciones.

Finalmente, las demostraciones de la férmula cuadrética, ademaés de probar con rigurosidad la validez
matematica de dicho resultado, también constituyen algoritmos de solucién de este tipo de ecuacio-
nes, los cuales pueden ser implementados razonadamente en vez de aplicar mecédnicamente dicha
férmula sin comprenderla. Por esta razén, se muestra a continuacion su uso como método de resolu-
cién con el mismo ejemplo desarrollado por Loh (2019, p. 3).
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Ejemplo 1

Resuelva la siguiente ecuacién cuadratica:
2 —224+4=0

En este caso se tendria:
T1+ T2 =2y 120 =4

Quedando la identidad (tomando solo uno de los dos posibles valores):
Tl — Xy = \/m =2iV3

Formando el sistema de ecuaciones:

T1+x0 = 2
r1 — T2 = Qi\/g

Sumando y restando miembro a miembro las ecuaciones, respectivamente:

2+2i\/§:1+i\/§

r1+ T2 +2x1 — T2 = 2x1:2+2i\/§:>x1: 5
2—2iv3
$1+ZL'2—(£L'1—:E2) = 21’2:2—2i\/§:>1'2:2l\[:1—i\/§

5. Conclusiones

La demostraciéon propuesta de la férmula cuadrética brinda otra opcién para solucionar ecuaciones
cuadréticas en el campo de los ntimeros complejos, junto con el método tradicional y el de Po-Shen
Loh, implementando para ello una identidad bésica en dicho campo y las relaciones de Cardano-Vieta.

Ademas, el algoritmo de resolucién que se deriva de ella conecta dos grandes t6picos del dlgebra ele-
mental que generalmente se tratan por separado: las ecuaciones cuadraticas y los sistemas de ecua-
ciones lineales. En este sentido, estas ecuaciones pueden motivar el estudio de dichos sistemas, o bien
presentarse como caso de aplicacién de estos.

Por dltimo, como el aprendizaje de los métodos tradicionales de solucién de esta clase de ecuaciones
han presentado diversas dificultades para los estudiantes (Gen & Padilla, 2025, p. 2), la eventual
aplicaciéon de este método alternativo en el salén de clase podria convertirse en objeto de estudio para
futuras investigaciones en educacién matematica.
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