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Resumo: O estudo de sequéncias numéricas recorrentes impde certo vés restritivo e limitado, uma
vez que, predominantemente, os compéndios de livros de Histéria da Matematica acentuam ape-
nas o papel da sequéncia numérica recorrente de 2* ordem, chamada de sequéncia de Fibonacci. Por
outro lado, quando examinamos o interesse moderno sobre a generalizagdo de vdrios outros casos
de sequéncias numéricas recorrentes, confirmamos que a abordagem combinatéria proporciona a
descoberta de intimeras propriedades mateméticas e, de modo especial, quando examinamos tais
propriedades com o emprego da nocdo de Tabuleiro. Assim, o presente trabalho aborda o caso de
uma sequéncia numeérica recorrente recém introduzida na literatura cientifica, chamada de sequéncia
numérica de Francois. Por fim, a partir da constatagdo de certos casos relacionados com a nogéo de Ta-
buleiro hexagonal, o trabalho apresenta uma formulagdo que, de modo indireto, finda por empregar
propriedades relacionadas com a sequéncia de Lucas e Fibonacci.

Palavras-chave: Histéria da Matemadtica, Sequéncia numérica, Tabuleiro, Professor de Matemaética.

Resumen: El estudio de secuencias numéricas recurrentes impone cierto caracter restrictivo y limita-
do, dado que, predominantemente, los compendios de libros de Historia de la Matemaética acenttian
solo el papel de la secuencia numérica recurrente de segundo orden, llamada secuencia de Fibonacci.
Por otro lado, al examinar el interés moderno sobre la generalizacién de diversos casos de secuen-
cias numéricas recurrentes, se confirma que el enfoque combinatorio permite el descubrimiento de
innumerables propiedades matematicas y, de manera especial, cuando se examinan tales propieda-
des con el empleo de la nocién de Tablero. Asi, el presente trabajo aborda el caso de una secuencia
numérica recurrente recientemente introducida en la literatura cientifica, llamada secuencia numéri-
ca de Frangois. Finalmente, a partir de la constatacién de ciertos casos relacionados con la nocién de
Tablero hexagonal, el trabajo presenta una formulacién que, de manera indirecta, termina empleando
propiedades relacionadas con la secuencia de Lucas y Fibonacci.
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Abstract: The study of recurring numerical sequences imposes a certain restrictive and limited as-
pect, since, predominantly, the compendiums of History of Mathematics books emphasize only the
role of the recurring numerical sequence of 2nd order, called the Fibonacci sequence. On the other
hand, when we examine the modern interest in the generalization of several other cases of recurring
numerical sequences, we confirm that the combinatorial approach provides the discovery of nume-
rous mathematical properties and, especially, when we examine such properties using the notion of
Chessboard. Thus, the present work addresses the case of a recurring numerical sequence recently
introduced in the scientific literature, called the Francois numerical sequence. Finally, from the obser-
vation of certain cases related to the notion of hexagonal board, the work presents a formulation that,
indirectly, ends up using properties related to the Lucas and Fibonacci sequences.

Keywords: History of Mathematics, Numerical sequence, Board, Mathematics Teacher.

1. Introduccion

O estudo de sequéncias numéricas recorrentes preserva vigor atual, na medida em que atrai o en-
tusiasmo de especialistas de vérios paises. Ademais, dentre das intimeras especialidades e formas
de generalizacdo do objeto matematico denominado sequéncias numéricas recorrentes, se destacam
os matemaéticos que dedicam interesse em sua abordagem e propriedades combinatérias (Dosli¢ &
Podrug, 2022a, 2022b). Com efeito, registramos muitos trabalhos que introduzem uma abordagem e
interpretacdo do modelo combinatério para determinadas sequéncias numeéricas recorrentes (Benja-
min & Quinn, 1999, 2003a, 2003b; Benjamin et al., 2008; Koshy, 2001, 2018, 2019; Koshy, 2014; Ziqian,
2019).

De modo especial, na figura 1 a seguir, constatamos um apelo mnemonico introduzido por Koshy
(2018) com o intuito de significar e representar propriedades combinatérias relacionadas com a se-
quéncia recorrente de Fibonacci e, ao lado direito a sequéncia recorrente de Pell. Ambas as sequéncias
podem ser discutidas por intermédio da nogdo de Tabuleiro (Alves, Vieira et al., 2023). Na figura 1
visualizamos sua correspondente descrigao.

11 11 11 22222
01 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
The Fibonacci Board The Pell Board

Figura 1: Koshy (2014) explica a nogdo de Tabuleiro relacionado com as sequéncias de Fi-
bonacci e de Pell.

Mais recentemente, encontramos o caso do Tabuleiro hexagonal, formulado por Dosli¢ y Podrug
(2022a,2022b), Zigian (2019) y Zigian y Dresden (2019), podemos perceber que determinadas relagdes
com a sequéncia Tribonacci e a sequéncia Tetranacci, que envolvem generalizagdes da sequéncia de
Fibonacci (Alves, 2017, 2022; Alves & Catarino, 2022; Alves, Catarino & Aires, 2023), por exemplo, en-
volvem uma configuracdo com células hexagonais e dos arranjos critalogréficos simétricos. Na figura
2, assinalamos o Tabuleiro bidimensional proposto por Zigian y Dresden (2019), em que podemos
constatar, ao lado direito, os casos particulares, quando o mesmo se constitui apenas por células enu-
meradas.
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Figura 2: Zigian y Dresden (2019) descrevem o Tabuleiro hexagonal bidimensional. Ima-
gem modificada.

Vamos considerar o seguinte tabuleiro constituido de células hexagonais, com amparo do trabalho
de Zigian y Dresden (2019). No lado direito da figura 3, podemos verificar alguns casos particula-
res, envolvendo células hexagonais. A seguir, ainda na figura 3, podemos visualizar: um quadrado,
um dominé horizontal, um dominé inclinado a esquerda, um dominé inclinado a direita (todos na
cor laranja). A partir de certas propriedades combinatérias, os autores demonstram que o Tabuleiro
hexagonal bidimensional apresenta propriedades que revelam a sequéncia Tetranacci, conhecida na
literatura pelos valores numéricos indicados a seguir: 1, 1, 2, 4, 8, 15, 29, 56, 108, 208, 401, 773,....

S 00 g

Figura 3: Ziqian y Dresden (2019) definem os ladrilhos que podem ser empregados para
preencher o Tabuleiro e descobrir suas relagdes com a sequéncia Tetranacci. Imagem modi-
ficada.

Dosli¢ y Podrug (2022b) empregam um Tabuleiro Hexagonal, todavia, introduzem a nogdo de composigao
de células via monomeros e dimeros. Na figura 4 abaixo visualizamos exemplos de dimeros na cor
verde. No canto direito, divisamos trés monomeros (na cor verde, na cor laranja, na cor amarela).
Reparemos que o Tabuleiro com enumeragédo a esquerda!

Veedoo"

Figura 4: Dosli¢ y Podrug (2022b) descrevem o Tabuleiro hexagonal, considerando sua
composicdo a partir de mondmeros e dimeros. Adaptagdo do autor.

Diante do cendrio anterior, assinalamos o seguinte problema: A descricdo de sequéncias numéricas
e propriedades via Tabuleiro se demonstra possivel e verificavel para toda sequéncia numérica reco-
rrente e, de modo particular, para a sequéncia de Frangois?

O questionamento anterior possui resposta afirmativa quando, por exemplo, tomamos os casos da
sequéncia de Fibonacci, de Lucas, de Jacobsthal e de Pell, todavia, a partir de uma breve verificagdo
da literatura, constataremos que, em muitos casos ndo temos uma representagdo correspondente via
Tabuleiro, como os seguintes casos: sequéncia generalizada de Woodall (Eren & Soykan, 2023); se-
quéncia generalizada de Adrien (Soykan, 2023a); sequéncia generalizada de Richard (Soykan, 2023b),
etc.

Por conseguinte, formularemos o seguinte objetivo do trabalho: Descrever algumas propriedades
aritméticas e combinatérias em relagdo a sequéncia numérica de Frangois, por intermédio da formulacdo
do seu respectivo Tabuleiro, de sorte que tais propriedades se mostram acessiveis ao professor de Ma-
temadtica, mediante o amparo da visualizagdo.
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2. Breve cenario sobre pesquisa em torno de sequéncias numéricas

Na Tabela 1 apresentamos um cendrio explicativo sobre um conjunto de mais de cerca de 14 se-
queéncias, inclusive o caso dos ntimeros gregos figurais que podem ser descritos, de igual modo,
por relagdes de recorréncia. Assinalamos que, conseguimos identificar alguns casos de sequéncias
numéricas em que, o Tabuleiro correspondente e, por conseguinte, algumas de suas propriedades
combinatérias, ndo foram introduzidas e/ou descobertas por pesquisadores (Alves, 2022). Na colu-
na da direita fornecemos algumas informagdes sobre trabalhos recentes que empregam a nogdo de
Tabuleiro visando extrair propriedades combinatérias de sequéncias numéricas recorrentes.

Tabla 1: Exemplo de um conjunto de aproximadamente onze sequéncias numeéricas

recorrentes e sua regra de recorréncia. Elaborado pelo autor.

Sequéncia recorrente de 2 e
3% ordem, etc

Relagdo de recorréncia

Tabuleiros, propriedades e
dimensio

Sequéncia de fibonacci,
tribonacci, tetranacci,
pentanacci, etc.

Sequéncia de Lucas

Sequéncia de Pell, Tri-Pell,
Tetra-Pell, etc.

Sequéncia de Jacobsthal

Sequéncia de Padovan,
Tridovan, Tetravan,
Pentavan, etc.

Sequéncia de Perrin,
Triperrin, Tetraparran,
Pentaran, Hexarran, etc.

Sequéncia de Narayanna

Sequéncia de Oresme

Sequéncia de Mersenne

Sequéncia de Leonardo

Sequéncia dos niimeros
telefonicos

Sequéncia de Ernst

Sequéncia de Francois

Sequéncia dos ntiimeros
figurais gregos n -
dimenssionais

F,=Fy1+F, 2,
Fo=0,F = 1.

Ln+1 =L, + Ly,
Lo=1,L; = 3.

Pn+1:2Pn+Pn71/
Ph=0,P =1

Jn+1 = Jn + 2Jn711
Jo=0,J; =1.

Cry1 = Cpo1 + Chg,

Cy=1,C1 =0.
Qn+1 = anl + Qn72/
Qo=3,01=0.
Nn+1 = Np + Np_2,
No=1,N; = 1.
On+2 = On+1 - (1/4)071/
0p=0,0; =1/2.
Mn+2 = 3Mn+1 - 2Mn/
My=0,M; =1

Lept1 = 2Ley — Lep—o,
Leo = 1,L61 =1.

Tn =dp-1+ (n - 1)Tn72/
Ty=1,T; = 1.

E,=FE, 1+2E, 2+1,
EOIO,El :1,n22

IF, =IF, 1 +1F, 2+1,
IFy=2,1F =1.

Tn =dpty1+n
Qn+1 = Qn+2n+1
Pent,+1 = Penty, +3n+1

1 X n e 2 x nno trabalho de
Benjamin & Quinn (2003a)

Tabuleiro circular no
trabalho de Benjamin &
Quinn (2003b)

Koshy (2018)

Koshy (2018)

Vieira (2020, 2024) y Vieira &
Alves (2019)

Vieira (2020, 2024)

Nao identificado na literatura

Nao identificado na literatura

Nao identificado na literatura

Nao identificado na literatura

Nao identificado na literatura

Nao identificado na literatura

Nao identificado na literatura

Nao identificado na literatura
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3. Sobre a sequéncia humérica recursiva de Francois e Tabuleiro he-
xagonal

Na presente secdo abordaremos algumas propriedades de uma sequéncia numérica recorrente hé
pouco introduzida pelos pesquisadores Diskaya et al. (2023). A seguir, destacamos a principal defini¢cdo
matematica que descreve o comportamento recursivo da sequéncia nominada a seguir.

Definicion 1
A sequéncia de Francois {/F},} é definida pela seguinte relacdo de recorréncia
IF, =1F, 1+ 1F, 42+ 1,1Fy=2,IF; =1comn > 0 (Diskaya et al., 2023).

Facilmente, os primeiros termos desta sequéncia sdo indicados por 2, 1, 4, 6, 11, 18, 30, 49, 80, 130,
211, ... Para efeito sistemdtico, ainda indicamos a Tabela 2 a seguir, alguns valores correspondentes
aos indices inteiros negativos (ver Tabela 2).

Tabla 2: Descricdo de alguns elementos da sequéncia de Francois com
indices inteiros positivos {IF}, } nen € negativos {IF_, },cn. Elaborado
pelo autor.

I1F_y 1F_3 IF 5, IF_, IFy Iy IFy, 1IF3
8 —6 3 —2 2 1 4 6 11

Na etapa seguinte, passaremos a escolher um conjunto de ladrilhos que, na figura 5, indicamos ao
lado direito, a saber: um quadrado amarelo [] , um retdngulo (dominés) laranja horizontal [ ] ,

um retdngulo (dominds) laranja inclinado a direita . As células hexagonais ficam enumeradas,

com a indicacdo de sua ordem crescente, correspondente, da esquerda para a direita no Tabuleiro que
indicamos na figura 5. Ademais, certas operagdes com ladrilhos podem ser consultadas em Graham
etal. (1995).

FEE 0 BE ==y

Figura 5: Descri¢do do Tabuleiro hexagonal e os ladrilhos correspondentes. Elaboragdo do
autor.

Em seguida, consideraremos as seguintes regras {R1, Rz, R3, R4, R5}:

R1) Nao podem ocorrer ladrilhos com dois ou mais dominéds Eou 0 ,isto é, com dois ou mais

dominds deve ocorrer pelo menos um quadrado laranja .

R2) Os ladrilhos laranjas [] sempre ocupam posic¢do e células de maior ordem do que os quadrados

amarelos ||, isto ¢, ndo podem ocorrer quadrados ocupando células de maior ordem do que
ladrilhos laranja e os ladrilhos laranja ficam sempre a direita dos amarelos.

R3) Em ladrilhos com quadrados amarelos [] podem ocorrer apenas um tinico dominé (horizontal
ou inclinado). Nao podem ocorrer ladrilhos apenas com quadrados amarelos [ Je dominés.
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R4) Nao podem ocorrer ladrilhos apenas com dois dominds laranja [ ou com dois dominés la-

ranja inclinados 0 ocupando células de ordem (n — 3,n —2,n — 1, n).

Rs5) Ladrilhos que encerram com quadrados amarelos [, com uma quantidade de células maior do
que ou igual a 2, ndo podem comparecer os demais ladrilhos.

Vamos definir o termo f,, que representa a quantidade de ladrilhos que conseguimos formar, em um
Tabuleiro hexagonal, considerando o conjunto de regras {R1, Ra, R3, R4, R5}. Na figura 6 exibimos os
casos preliminares que indicamos por n = 0,1, 2, 3,4. Reparemos que, no caso n = 0 e, diante da
inexisténcia de Tabuleiro e células hexagonais, vamos atribuir e definir que IFy = 2 = fy. No caso
n = 1 tendo em vista a regra Rs, como estamos no caso de um Tabuleiro com uma tnica célula, o
mesmo ndo poderd ser preenchido somente com um quadrado amarelo. Assim, teremos a seguinte
correspondéncia [F; =1 = f.

No caso n = 2, ndo ocorrem possibilidades com dominés horizontais e desconsideramos, por exem-

plo, ladrilho da forma (regra Ry) e constatamos que [F, =4 =142+ 1 = f5. Logo em segui-
da, quando consideramos o caso n = 3. Facilmente, conseguimos identificar uma quantidade total

de 4 ladrilhos, desconsiderando ladrilhos da forma , tendo em vista a regra Ro. Mais uma vez,
estabelecemos a correspondéncia [F3 =6 =1+5=4+1+1=I1F, + IF; + 1 = f3. Para exem-
plificar, ao lado direito, indicamos alguns ladrilhos desconsiderados, tendo em vista com as regras
{R1,Ra, R3, Ry, R5}.
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Figura 6: Descricio do comportamento dos ladrilhos segundo os casos n = 0,1,2,3.
Elaboragéo do autor.

Vamos considerar agora o caso n = 4. Na linha superior, considerando a figura 7, conseguimos
divisar uma quantidade precisa de 11 ladrilhos. Poderemos inferir, do ponto de vista numérico e
verificacdo de contagem, que vale IFy = 11 = f; Ademais, na linha inferior, separamos trés gru-
pos de ladrilhos. O primeiro, em conformidade com a regra R5, com um tnico ladrilho apenas e
com quadrados amarelos. No grupo intermedidrio, considerando n = 4, os ladrilhos que possuem
retangulos nas células de maior ordem, lembrando que dois dominds [ nzo podem ocorrer jun-
tos. Por fim, no grupo ao lado direito, separamos exatamente 6 ladrilhos que possuem, na célula de

maior ordem, um quadrado laranja . Por conseguinte, estabelecemos a relagdo numérica indicada
pOI'IF4: 11 = 1—|—4—|—6:IF3—|-IFQ—|-1 :f3—|-f2—|-1 :f4.

Reparemos que podemos continuar empregando, na construgdo dos ladrilhamentos, o conjunto das
regras {Ri, Ra, R3, R4, R5}, todavia, poderemos constatar que tais regras ndo se mostram suficientes
e consistentes nos casos n = 5,6, 7. Em todo caso, a partir dos casos anteriores, poderemos formular
a seguinte conjectura 1.
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Figura 7: Descricdo do comportamento dos ladrilhos segundo o caso n = 4. Elaboragao do
autor.

Conjectura 1.

Seja f,, a quantidade de ladrilhos que se podem formar sobre um tabuleiro hexagoal enumerado,
segundo a figura 5, considerando-se dnicamente as configuragdes validas de ladrilhamentos
definidas pelas regras {R, R2, R3, R4, R5}. Seja I F;, 0 n-ésimo termo da sequéncia de Frangois,
entdo vale a relagdo I F;,, = f,, para os valores inteiros n = 1,2, 3, 4.

Verificagdo: Podemos reparar que, quando tomamos arbitrariamente um indice inteiro e ndo negativo
n > 0, comecamos a introduzir um ladrilho na célula de ordem n na parte superior do Tabuleiro, como
exemplificamos na figura abaixo. Considerando a regra R5, quando na célula de maior ordem ocorrer
um [ entso, todo o ladrilho sera preenchido com quadrados amarelos, o que resulta na contribuigao
+1. Ao lado direito, para exemplificar, em virtude da regra R4. Em seguida, iremos considerar dois

casos: a) Casos em que, na célula de ordem ‘n’, inserimos um ladrilho [] ;b) Casos em que, nas células

de ordem e na posigdo (n,n — 1), inserimos um dominé [ 6u um dominé inclinado

No caso (a), quando fixamos um quadrado na na célula de ordem ‘n’, constatamos que as células
de ordem inferior podem receber as demais pegas, isto é, teremos uma quantidade total de f,,—;. No
caso (b), observamos que, (n,n — 1) podemos inserir um dominé inclinado ou na posicao (n,n — 2)
um domino horizontal. Para ambos os casos, passamos a constar a inser¢do de novos ladrilhos a par-
tir da posicdo n — 2, isto é, teremos uma quantidade total de f,,—2. Finalmente, considerando todas
contribui¢ées, passaremos a considerar um total de f,, = (1 + f,—1 + fn—2). Ademais, ao considera-
mos os valores numéricos iniciais indicados por fy = 2 = I'Fy, fi = 1 = IF} poderemos concluir que
teremos ainda que f, = (1 + fo—1+ fn—2) =1+ 1F,_ 1 +1F, o =1F,,Vn > 0.

Na figura 8 separamos os casos examinados e que indicamos pora) eb). Por intermédio dessa verificagao,
conseguimos imprimir maior certeza sobre a principal propriedade indicada na conjectura anterior,
isto é, que ocorre a igualdade I F}, = f,, para todo inteiro n > 0, em que {IF}, }cn é 0 n-ésimo termo
da sequéncia de Francois.

SEDED AP ES ~
a SEECD &8 g
SO5C0 e ¢

Figura 8: Casos considerados na verificagdo da conjectura relacionada com propriedades
de recorréncia da sequéncia de Francois segundos os casos a) e b). Elaboragdo do autor.

Como mencionamos anteriormente, prosseguindo com a aplicagdio do conjunto das regras
{R1,R2, R3, R4, R5}, constataremos que tais regras ndo se mostram suficientes nos casos n = 5,6,7 e
que nao se mostram consistentes. Nesses termos, se mostra necessdrio uma alternativa de abordagem
para a contagem do conjunto {I Fn}neN. Para tanto, mostraremos que por intermédio da sequéncia de
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Fibonacci e certas identidades, podemos resolver o problema e visualizar os respectivos ladrilhamen-
tos relacionados com o conjunto {IF}, },en.

4. Tabuleiro de Francois a partir da sequéncia de Fibonacci e de Lucas

Semelhantemente ao modelo de verificagdo de validade de uma propriedade matematica, segundo
exposto por Brousseau (1997). Certamente que, para o leitor de maior interesse, sugerimos consultar
outras propriedades da sequéncia de Frangois diretamente no trabalho de Diskaya et al. (2023). Antes
de finalizarmos a secdo atual, se mostra imprescindivel assinalar que o conjunto de argumentagdes
anteriores dizem respeito, somente, a uma conjectura e que, embora o conjunto de regras formuladas
{R1, Ra, R3, R4, R5} podem ndo funcionar em todos os casos.

Por outro lado, ao consultarmos o trabalho de Diskaya et al. (2023), deparamos o teorema 1. De mo-
do simplificado, quando buscamos estabelecer uma correspondéncia bijetiva entre os elementos do
conjunto {IF}, }nen, com amparo do teorema 1, necessitamos realizar uma contagem dos elementos
dos conjuntos { Ly, }nen, que refere-se ao niimeros determinados pela sequéncia de Lucas. Bem co-
mo uma contagem dos elementos dos conjuntos {F}, },en. Todavia, enquanto o comportamento das
propriedades relacionadas com Fibonacci seguem um modelo cldssico de Tabuleiro 1zn, no caso da
sequéncia de Lucas, se mostra necessdrio lidar com um Tabuleiro circular (Benjamin & Quinn, 2003b).
Desse modo, tal problema precisa ser contornado, na medida em que buscaremos explorar apenas um
Tabuleiro linear, evitando o caso do Tabuleiro circular!

Teorema 1
Para todo indice inteiro n > 0, e vélida a seguinte relagdo I F;, = L,, + Fj,41 —1,n > 0.

Demonstragao: Sugerimos ao leitor consultar detalhes no trabalho de Diskaya et al. (2023).

Por outro lado, quando consultamos o trabalho de Martinjak y Prodinger (2019) poderemos constatar
uma outra relagdo ou identidade que permitira realizar uma contagem dos ladrilhamentos relaciona-
dos com a sequéncia de Lucas a partir dos ladrilhamentos de Fibonacci. A vantagem de tal método,
quando consultamos a figura 9, refere-se ao carater de simplicidade e manipulacdo de ladrilhos linea-
res, do tipo quadrado e dominé.

n=2 n=3 n=4

° 00 ACIO & B
@@@Qo

Figura 9: Descricdo do Tabuleiro circular e ladrilhos segundo Benjamin y Quinn (2003b)
relacionado com a sequéncia de Lucas, para os casos n = 1,2, 3, 4.

Teorema 2

Para todo indice inteiro n > 0, e vélida a seguinte relacdo L, = Fj,—1 + Fj,41.
|

Demonstragdo: Sugerimos ao leitor consultar detalhes da verificagdo no trabalho de Martinjak y Pro-
dinger (2019).

Por outro lado, considerando o teorema 2 e fixando o conjunto dos ladrilhos que, segundo Benjamin y
Quinn (2003b), produzem rela¢des imediata com a sequéncia de Fibonacci. Por outro lado, a partir das
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relagdes indicadas no teorema 2, poderemos determinar o comportamento dos ladrilhamentos corres-
pondentes, desconsiderando a interpretacdo que indicamos na figura 9, por intermédio de tabuleiro
circular. Vamos fixar e/ou fazer corresponder, para certos indices particulares, uma correspondéncia
envolvendo ladrilhos. Inicialmente, vamos acrescentar um quadrado azul, como indicamos na figura
10.

n=-2 NN (] S Hl =2

n=—1 O 0O & O Li=1

n=0 OJ HO® oM mEm -3

n= O [ I I I B N R e}

n=2 (] HH B D (T W] (] D =7
n=3 1] HE] |l

p=d O B O (T D W ([ (T (e
n=5 T Ol (T ) (T ) 6 ) e e [ Ls = 11
I D BN (RN BN ] W

n=c B TTT] CHTT) CTHT) Se(17] S0 Cme] ()
I 5 5 O o A o o o ] (] (] e
C e (T 1111 COITTT] -:-jea-:-]-j:-_j Le¢ = 18
10 (e S e (O ([ S
[TTTTT EEEEE (T[]

Figura 10: Descri¢ao da sequéncia de Lucas via do Teorema 2. Elaboragdo do autor.

Nesses termos, para a determinagdo e descricdo de uma composigdo de nosso interesse de ladrilhos,
estabelecemos que, para n = —2 faremos corresponder ao ladrilhamentos que indicamos por [ ]
e ] Assinalamos uma operagdo multiplativa que permite interpretar o ladrilhamento l ] como
o resultado da operagdo entre quadrado branco e quadrado azul. Em seguida, para determinar a
quantidade Ly = 2 consideramos a soma da quantidade de ladrilhamentos para os casos n = —2 e
n = 0, cuja soma vale Ly = 1 + 1, tendo em vista que, quando consultamos a figura, o ladrilhamento

B | se repete!

Em seguida, para determinar que L; = 1, quando consultamos a figura, ao lado esquerdo, para os
casos n = —1 e n = 1 que correspondem ao ladrihamentos que determinamos no caso de Fibonac-
ci, verificamos que temos apenas quadrados brancos, cuja quantidade correspondente do conjunto
serd L1 = 1. Mais uma vez, verificamos na figura 10, ao lado esquerdo, para determinarmos que
Ly = 3 = 1+ 2, torna necessdrio necessario realizar uma operagao multiplicativa com o quadrado
azul il produzindo o seguinte conjunto de ladrilhmentos: (], o, . Prosseguindo o mesmo ra-
ciocinio e argumento indutivo, considerando que, ora realizamos uma opera¢do multiplicativa por
um quadrado azul e, para os casos com indices pares, precisamos considerar Hll. Vejamos, ainda,
que no caso L3 = 4, quando consultamos a figura, ao lado esquerdo, para os casosn = len = 3,
contamos a quantidade correspondente de ladrilhamentos L3 = 4 = 1+ 3 e, tendo em vista que todos
os ladrilhamentos necessitam de mesmo comprimento, realizamos a opera¢do com o quadrado azul
para determinar o ladrilhamento B | Desse modo, da figura 10, fornecemos uma interpretagdo do
teorema 2 por intermédio de ladrilhamentos. Todavia, desde que nosso maior interesse envolve se-
quéncia de Frangois, necessitaremos do corolario seguinte que decorre, de imediato, dos teoremas 1
e2.

Corolario 1 Para todo indice inteiro n > 0, e vélida a seguinte relagdo IF,, = Fj,_1 + 2F, 1 — 1,
n > 0.

Demonstragao: Considerando o teorema 1, para todo os elementos do conjunto {/F}, },en, podemos
escrever a relagdo IF,, = L, + F,41 — 1, n > 0. Pelo teorema 2, substituiremos o seguinte termo
IF, =Ly+Fy1—1=(Fo1+Fpp1)+Frp1—1 = F,—1 +2F,41 — 1, para todo indice inteiro n > 0. B
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A partir do teorema 2 indicamos uma interpretacdo dos ladrilhamentos que correspondem com a
identidade L,, = F,_1 + Fj+1, diferentemente do que indicam Benjamin y Quinn (2003b), tendo
em vista que ndo empregamos tabuleiros circulares. Em seguida, a partir do conjunto conhecido de
ladrilhos que determinam propriedades que correspondem com a sequéncia de Fibonacci, determi-
naremos uma maneira de verificar os ladrilhamentos que correspondem ao conjunto {IF;, },en.

Finalmente, na figura 11, indicamos um Tabuleiro com dimensdes 1 x n e células enumeradas da es-
querda para a direita. Ademais fixamos o conjunto de ladrilhos constituidos de um quadrado branco
e um azul, um dominé cinza, um dominé preto. Em seguida, vamos definir o termo f,, que corres-
ponde com a quantidade de ladrilhamentos que determinamos com o conjunto supramencionados
de ladrilhos. Na figura 12 indicamos os dois conjuntos de ladrilhamentos determinados por um qua-
drado branco e um dominé cinza (ao lado esquerdo) e um quadrado branco e um dominé preto (ao
lado direito).

n=2n=4 n—1 |:| -

1x1 1x2
(TTTTTTTTT1d -1 [
n=1 n =3 n—2 n |:| - 1 x1

1x1 1Xx2

1 Xn

Figura 11: Descrigdo do Tabuleiro de Frangois a partir do Tabuleiro de Fibonacci. Elaboragao

do autor.

n=20 L fo=1 n=20 ]

n=1 O hA=1 n=1 O
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n=>5 LT T T 1 [T T ] T feg n=>5 (LT T T T]T ]
(5 5 5 N T o S R Ll u_§m _§ NHEN

n=6 WM [TT] 11 CT 1] n=6 NI T[] ([T ([N (]
III-jIIII-E_jfﬁ:13 CITT ] CTT 7 ()
50 5 N 5 o o O I 0 B B o I N I | N
(N 5 5 55 O B o o | (I N ([
(ITTTT1] CITTTTT]

Figura 12: Comportamento dos ladrilhamentos mediante interpretacdo do termo 2,1 — 1.
Elaboragado do autor.

Finalmente, a partir da identidade estabelecida no corolario 1, que foi indicada por I'F,, = F,,_1 +
2F,4+1 — 1, poderemos descrever uma maneira indireta de contar e descrever os ladrilhamentos do
Tabuleiro de Frangois. Com efeito, vamos inicialmente considerar a expressdo 2F,,;1 — 1 que, em
termos dos ladriilhos relacionados com a sequéncia de Fibonacci, envolve dobrar a quantidade de
ladrlhamentos e retitar uma unidade. Ora, ao lado esquerdo determinamos os casos n = 1,2, 3,4, 5, 6,
formados a partir de um quadrado branco e um dominé cinza. Ao lado direito, mais uma vez, deter-
minamos os casos n = 1,2, 3,4, 5, 6, formados a partir de um quadrado branco e um dominé preto. De
modo trivial, quando consideramos, de modo aditivo, a soma de todos os ladrilhamentos, poderemos
constatar que a tinica intersec¢do ocorre com o quadrado branco presente em ambos os conjuntos. Des-
sa forma, vamos eliminar justamente os ladrilhamentos que se repetem e visualizamos tal operagdo
(Graham et al., 1995) na figura 13.

Por fim, visando considerar e realizar a contagem dos termos correspondentes com a expressao F,—1+
2F,4+1 — 1, na figura 14. Observamos, porém, um ajuste no valor que corresponden ao indice n = 0,
ao fixarmos os quadrados branco e azul, determinaremos a quantidade de ladrilhamentos correspon-
dentes com I Fjy = 2.
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Figura 13: Descrigdo do Tabuleiro de Frangois a partir do Tabuleiro de Fibonacci. Elaboragao

do autor.

n=001 M IFy =2 —
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Figura 14: Descrigdo do Tabuleiro de Frangois a partir do Tabuleiro de Fibonacci. Elaboragao
do autor.

Para o caso n = 1 fixamos apenas um quadrado branco, fazendo corresponder ao valor /F; = 1. Na
etapa seguinte, passamos a empregar algumas operagdes com o quadrado azul. De fato, no cason = 2,
consideramos a quantidade 2F» — 1 = 2 -2 — 1 = 3 e acrescentamos os ladrilhos correspondentes ao
caso n = 0 realizando apenas o produto por um quadrado branco.

n=6 W L1 (W] ([T | __HE NN EEEREE BN
N I I N CTT ] CTT T . (.
| D ) B BN ) BN
(N e (e D (N B ([
I I ==

B [ (7 MENNNDN ) M DO | BN [ N S
F6=30=134+13-14+5=25+5=30

Figura 15: Descri¢do do Tabuleiro de Frangois a partir do Tabuleiro de Fibonacci para o caso
n = 6. Elaboragado do autor.

Por fim, encontramos condi¢Oes para estabelecer as regras para a determinagdo do Tabuleiro de Frangois
a partir do Tabuleiro de Fibonacci. Neste sentido, indicaremos o seguinte sistema de duas regras de
composicao de ladrilhamentos, fixados os ladrilhos indicados na figura 10: RI¥" - para todo inteiro
n > 0, os ladrilhamentos se originam de um quadrado branco e um dominé cinza e um quadrado
branco e um dominé preto, eliminando-se os ladrilhamentos repetidos a partir do quadrado branco;
RIF - para todo inteiro n > 0, a quantidade de ladrilhamentos total determinada pela regra RI¥" sera
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adicionada ao conjunto de ladrilhamentos de ordem dada por n — 2, com operagdes de produto de
ladrilhamentos envolvendo o quadrado azul.

5. Conclusiones

Nas se¢des predecessoras apresentamos uma nova proposta de Tabuleiro, a partir da adaptagdo de
algumas ideias do trabalho que formula a seguinte relagdo de recorréncia I F;, = IF,, 1 +1F,—2+ 1,
IFy = 2, IFy = 1 recentemente introduzida por Diskaya et al. (2023). Cabe assinalar, a partir de um
cendrio ampliado, uma pesquisa vigorosa, em diversos paises (Bodeen et al., 2014), sobre proprieda-
des combinatdrias atinentes ao estudo de sequéncias numéricas, todavia, se apresenta restrito em um
circuito limitado de pesquisa, com acesso amplo de especialistas. Isso posto, apresentamos algumas
propriedades aritméticas preliminares que se amparam na visualizagdo (ver figuras 6,7, 8,9, 10, 11,
12), na inspegdo visual e na intui¢do, fato que estimula uma apropriacdo significativa por parte do
professor de Matematica.

Diante da proposi¢do de um problema mais geral, que envolve o interesse de descrever proprieda-
des combinatdrias, via tabuleiro, para uma sequéncia numérica recorrente qualquer, para o caso da
sequéncia de Frangois, a despeito de uma formulacdo via Tabuleiro hexagonal, que se verifica ape-
nas para alguns casos parciais e preliminares (casos n = 1,2,3,4), se mostrou necessario, por in-
termédio dos teoremas 1 e 2, a utilizacdo da seguinte identidade verificada no coroldrio 1, a saber:
IF, = F,_1+ 2F,41 — 1, n > 0. De modo simplificado, quando consultamos as figuras 12, 13 e 14,
podemos contar a quantidade de ladrilhamentos que correspondem aos nimeros {IF), } ,cn a partir
dos cléssicos ladrilhos indicados por Benjamin y Quinn (2003b), isto é, apenas um quadrado e um
dominds. Para tanto, com o exame das figuras 11, 12, 13 e 14 visualizamos uma maneira de contar
e determinar o comportamento dos ladrilhamentos que descrevem correspondéncia com o seguinte
conjunto {IF, }nen : 2,1,4,6,11,18,30,49, 80, .....

Quando examinamos o papel do professor de Matematica, se mostra imprescindivel uma compreensao
sobre uma cultura matematica que, quando amparada em uma perspectiva ndo estética e atualiza-
da de Histéria da Matematica (Alves, 2017, 2022), proporciona identificar inimeros casos de obje-
tos matematicos que, a despeito de sua discussao restrita e superficial, nos compéndios de livros de
Histéria da Matemética (Huntley, 1970), encobrem um estddio contemporaneo de vigor da pesquisa
e da evolucdo do saber matematico.

Finalmente, tendo em vista a constatagdo de uma profusado de trabalhos recentes que confirmam o in-
teresse pela pesquisa em torno de propriedades de sequéncias numéricas recorrentes e sua representagao
via Tabuleiro, a apresentacdo da conjectura matemdtica que, de modo standard em Matematica Pu-
ra, se mostra passivel de ser confirmada ou refutada, entretanto, desempenha papel imprescindivel e
necessario para investigagao.
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