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Resumen: En el presente trabajo se describen, en base a diferentes fuentes bibliograficas, los desa-
rrollos matemadticos que generaron, a lo largo de la historia, la construccién del objeto matematico
llamado funciones trigonométricas. En primer lugar, se aborda el surgimiento de las razones trigo-
nométricas. Luego se desarrolla la construccion de la nocién de funcién para poder visualizar el marco
en el que las distintas civilizaciones interpretaron al objeto en cuestion. Posteriormente, se detallan
los aportes a la construccién de las funciones trigonométricas por parte de India. Ademads, se analiza
el por qué los drabes fueron los interesados en su época en desarrollar la trigonometria sin perder de
vista la influencia de la geometria esférica y las series en la consolidacién de este objeto matematico.

Palabras Clave: Historia de la Matematica, trigonometria, funciones trigonométricas.

Abstract: This paper describes, based on various bibliographic sources, the mathematical develop-
ments that led to the construction of the mathematical object known as trigonometric functions th-
roughout history. First, it addresses the emergence of trigonometric ratios. It then develops the cons-
truction of the notion of a function to visualize the framework within which different civilizations
interpreted the object in question. Subsequently, it details the contributions to the construction of
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trigonometric functions from India. It also analyzes why the Arabs were interested in developing tri-
gonometry during their time, without losing sight of the influence of spherical geometry and series
in the consolidation of this mathematical object.

Keywords: History of Mathematics, trigonometry, trigonometric functions.

Resumo: No presente trabalho descrevem-se, com base em diferentes fontes bibliograficas, os des-
envolvimentos matemadticos que geraram, ao longo da histéria, a construgdo do objeto matematico
denominado fungdes trigonométricas. Em primeiro lugar, aborda-se o surgimento das razdes trigo-
nométricas. Em seguida, desenvolve-se a construgdo da noc¢do de fungado para poder visualizar o con-
texto em que as diferentes civiliza¢des interpretaram o objeto em questao. Posteriormente, detalham-
se as contribui¢des para a construgdo das fungdes trigonométricas por parte da India. Além disso,
analisa-se por que os drabes foram, em sua época, os interessados em desenvolver a trigonometria,
sem perder de vista a influéncia da geometria esférica e das séries na consolidagdo desse objeto ma-
tematico.

Palavras-chave: Histéria da Matematica, trigonometria, fun¢des Trigonométricas.

1. Introduccion

Las funciones trigonométricas, fundamentales en el estudio de la matemadtica y la fisica, poseen un
origen que se remonta a miles de afios atrds. Los conocimientos matemaéticos que hoy se estudian en
niveles educativos diversos, desde el Nivel Medio hasta el Universitario, no surgieron de forma aisla-
da, sino que son el resultado de un proceso evolutivo y de acumulacién de saberes que han perdurado
a través del tiempo. La trigonometria, en particular, ha desempefiado un rol esencial en esta evolu-
cién, permitiendo la transicién desde una comprensién meramente descriptiva e intuitiva de ciertos
fenémenos hacia un entendimiento estructurado y formalizado en términos matematicos.

Como senala Kline (1972), el desarrollo de la trigonometria fue impulsado inicialmente por las ne-
cesidades de los matematicos y astrénomos griegos, quienes aspiraban a construir una astronomia
cuantitativa. La creacion de estas herramientas matemaéticas no sélo permitié predecir trayectorias y
posiciones de cuerpos celestes, sino que también facilit6 la mediciéon del tiempo, asi como el desarrollo
de la navegacién y la geografia. Estos usos iniciales de la trigonometria evidencian cémo el desarrollo
de esta disciplina ha estado estrechamente vinculada a las demandas socioculturales y tecnolégicas
de cada época.

Este trabajo tiene como objetivo describir, en base a diferentes fuentes bibliograficas, los desarrollos
matemadticos que generaron, a lo largo de la historia, la construccién del objeto matematico llamado
funciones trigonométricas. Al trazar un recorrido histérico, se busca comprender no solo como estas
funciones han llegado a ser lo que son hoy, sino también cémo han influido en el desarrollo de la
ciencia y la tecnologia desde sus primeros usos hasta nuestros dias.

2. El surgimiento de las razones trigonomeétricas

Buendia y Montiel (2009) sostienen que los objetos matemaéticos deben ser comprendidos en el con-
texto de las condiciones socioculturales especificas en las que surgieron. Esto implica analizar las
necesidades y desafios que cada civilizacién ha enfrentado a lo largo de la historia, desde las culturas
antiguas hasta la contemporaneidad (p. 1287). En este sentido, a continuacién se presenta una breve
descripcién del origen de la trigonometria, con el objetivo de comprender cémo surgieron las razones
trigonométricas y por qué, en particular, los drabes recurrieron uso de tablas para trabajar con lo que
hoy conocemos como funciones trigonométricas.
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2.1. Latrigonometria en las primeras civilizaciones

Las primeras civilizaciones, como los babilonios, utilizaron conocimientos geométricos y matematicos
para explicar fendmenos celestes, como determinar las horas de la noche y las estaciones del afio, y
se estima que la divisién del circulo en 360 grados tiene su origen en la astronomia, ya que el zodiaco
se habia dividido en 12 signos o 36 decanos (Sapag, 2021, p. 13). En este contexto, se atribuye a los
babilonios la creacién del sistema de medicién angular, probablemente influenciado por la duracién
aproximada del afio (365 dias) y su sistema numérico sexagesimal.

Los griegos fueron de los primeros en realizar un estudio sistemdtico y organizado de las relaciones
entre los d&ngulos centrales de una circunferencia y las longitudes de las cuerdas que las subtienden,
sentando las bases de la trigonometria moderna (Boyer, 1986, p. 211). Entre los matemadticos mds
influyentes en el desarrollo de la trigonometria, se destacan Thales de Mileto, Eratéstenes, Hipar-
co de Nicea, Menelao de Alejandria y Ptolomeo. Sus contribuciones fueron fundamentales para el
surgimiento de esta disciplina al vincular la geometria con la medicién de dngulos y distancias, espe-
cialmente en contextos astronémicos y terrestres. A continuacién, se describen brevemente algunos
de sus aportes mds destacados al conocimiento trigonométrico.

Thales de Mileto (625 a.C. - 546 a.C.), fil6sofo y matemaético griego de Mileto (hoy la actual Turquia),
logré medir la altura de una pirdmide mediante la comparacién de la sombra que proyecta dicha
pirdmide con la sombra de un gnomon, que es un dispositivo simple para decir la hora a partir de la
sombra proyectada por una vara vertical. Se estima que este dispositivo fue construido por los babi-
lonios y es un instrumento que luego se utilizé para determinar los valores de la funcién cotangente
(Sapag, 2021, p. 17).

Eratostenes (276 a.C. - 194 a.C.) nacido en Cirene (antigua ciudad griega), pas6 su juventud en Atenas
donde pudo desarrollar conocimientos relacionados con la poesia y astronomia, entre otros (Boyer,
1986, p. 214). Hacia la mitad de su vida se dirigi6 a Alejandria donde consigui6 llevar a cabo las
primeras mediciones del tamafio dela Tierra, estableciendo la longitud dela circunferencia de la Tierra
con un error de 90 km. Asimismo, fue el primero en calcular el &ngulo de inclinacién que presenta el
eje de rotacién de la tierra (oblicuidad de la eliptica) y sigui6 con la invencién de los mapas por lo
que proporciono la base técnica para las grandes navegaciones (Sapag, 2021, p. 16).

Hiparco de Nicea (190 a.C. - 120 a.C.), considerado “el padre de la trigonometria”, nacié en Nicea y
muri6 en Rodas, Grecia. Realiz6é una tabla de valores de arcos y cuerdas para usarla en sus teorias as-
tronémicas. Esta tabla se cree fue el inicio de la trigonometria plana la cual permitié obtener férmulas
de gran importancia. Asi, Hiparco fue la figura de transicién entre la astronomia babilénica y la de
Ptolomeo (Boyer, 1986, p. 215).

Menelao de Alejandria (70 d.C. - 140 d.C.) fue un geémetra griego, al que se lo considera, segtin Fernan-
dez (2005) “el fundador de la trigonometria esférica por sus importantes trabajos sobre el tridngulo
esférico” (p.321). Algunas de sus obras se han perdido, como sucedi6 con varias de este tiempo. De su
obra “Esférica” se preservan tres libros (en versién drabe), y en el Libro I se establecen las bases para
un estudio de tridngulos esféricos analogos al que hace Euclides para tridngulos planos. En el Libro
II, se exploran las aplicaciones de la geometria esférica en el contexto de los fenémenos astronémicos.
El tercer libro, presenta el célebre Teorema de Menelao, que es esencialmente un resultado de trigo-
nometria esférica (Fernandez, 2005, p. 322). Este teorema generaliza en términos esféricos la idea de
que, en el plano, si cortamos las rectas que contienen a los lados AB, BC, CA de un triatngulo ABC por
una recta transversal, en los puntos D, E y F respectivamente (como muestra la Figura 1), entonces se
verifica que:

AD-BE-CF =BD-CE-AF

Claudio Ptolomeo (astrénomo y matemético griego que vivié alrededor del afio 150 dC.) nacié en Egip-
to, pero su vida transcurrié en Alejandria, ciudad que era considerada como el centro cultural e in-
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Figura 1: Representacion geométrica del Teorema de Menelao en el
Plano. Elaboracién propia

telectual de la época. Uno de los mayores aportes de es su obra Almagesto, un tratado astronémico
dividido en 13 libros, que constituye la primera obra completa de trigonometria conocida. Este tex-
to no solo logré sobrevivir al paso del tiempo, sino que también conserva las tablas trigonométricas
utilizadas en la antigiiedad, junto con la explicacién detallada de los métodos empleados para su ela-
boracién. La tabla de cuerdas que aparece en el Almagesto es la més antigua que se conserva de forma
completa, y representa un testimonio clave del desarrollo temprano de la trigonometria en el contexto
de la astronomia griega. Diversos estudios histdricos, como los de Toomer (1984), respaldan esta afir-
macioén al sefialar que, aunque existieron desarrollos previos en Babilonia o Egipto, no se conservan
registros tan sistemédticos ni completos como los del Almagesto.

Segtin Ostermann y Wanner (2012), Ptolomeo fue el primer matematico en utilizar un sistema de pro-
yeccion para elaborar un mapa del mundo, el cual se mantuvo como referencia hasta la edad media.
Ademads, todas sus mediciones astronémicas se basaron en la funcién cuerda, que consiste en determi-
nar la longitud de la cuerda de un circulo a partir del &ngulo central correspondiente (ver Figura 2).
Recio (2021) afirma que “en sus tablas, y por una cuestién de practicidad para el computo, Ptolomeo
asume un valor de 120 partes para el didmetro de la circunferencia, o 60 para el radio” (p. 108).

Figura 2: Relacién entre arco, cuerda y angulo central de un circulo.
Elaboracién propia

En el Almagesto, Ptolomeo tabulé la longitud de una serie de cuerdas cuyos puntos finales estaban
separados por un arco de n grados, para valores de n que van de (1)° a 180°, con incrementos de
(%)o Dichos calculos se realizaron a partir de la divisién de la circunferencia en 360 partes (grados),
las cuales a su vez fueron subdivididas en 60 partes (partes minutae primae, de aqui la procedencia
del término minuto) y cada una de estas también fue dividida en otras 60 partes (partes minutae
secundae, y, de aqui la procedencia de segundo). El hecho de tomar subdivisiones de 60 partes se
debe al sistema de numeracion sexagesimal que utilizaban los babilénicos en aquella época.

Como lo expresa Recio (2021), la construccién de la tabla de cuerdas surgi6 a partir de argumentos
geométricos y algunos teoremas de los “Elementos de Euclides”, a través de los cuales Ptolomeo fue
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capaz de calcular el valor de una cuerda determinada a partir de un arco determinado (pp. 107-109).
Uno de los argumentos utilizados por Ptolomeo se relaciona con los poligonos regulares inscritos en
una circunferencia, y es el siguiente:

Los lados de un poligono reqular de n lados inscritos en un circulo son iguales a la cuerda del arco 3% en ese

n
circulo.

Esto puede demostrarse facilmente: primero, determinar el circulo en el cual el poligono
estd inscrito. Si se unen los vértices del poligono con su centro, entonces todos los tridangu-
los determinados son necesariamente congruentes, ya que, dado que el poligono es regu-
lar, entonces todos tienen bases iguales, y ademads los restantes lados son también igua-
les, pues todos son radios del circulo en el cual el poligono estd inscrito. Si todos los
tridangulos son congruentes, entonces sus arcos correspondientes serdn iguales. Por tlti-
mo, dado que a cada dngulo con vértice en el centro del poligono (que es también centro
del circulo en el cual el poligono estd inscrito) le corresponde un lado del poligono, en-
tonces el valor de los arcos con vértice en el centro del poligono puede obtenerse como
360° /cantidad de lados del poligono (Recio, 2021, p. 113).

Por ejemplo, para obtener la cuerda de 60° se utiliza un hexdgono regular inscrito en la circunferencia
(Ver Figura 3). La caracteristica de esta construccién es que el poligono se subdivide en seis tridngulos
equildteros ya que el angulo de 360° se divide por seis (cantidad de lados del hexdgono). De esta
manera la cuerda correspondiente a 60° coincide con el radio de la circunferencia.

=

=
|
N

Figura 3: Determinacion de la cuerda para un angulo de 60°. Fuente:
Elaboracién propia

Con estaidea y argumentos geométricos Ptolomeo también determiné los valores de crd (36°), crd (72°)
y crd(90°), donde la notacién crd(a) hace referencia a la longitud de la cuerda correspondiente a un
angulo central a. A partir de estos valores y una ingeniosa aplicaciéon de los Elementos de Euclides,
Ptolomeo logré determinar las cuerdas de otros dngulos, como crd(108°) y crd (144°), ampliando asi
progresivamente su tabla trigonométrica (Recio, 2021, p. 119).

Para la construccién de la tabla de cuerdas para angulos menores, el calculo se basé en la demostracién
de un teorema, luego llamado Teorema de Ptolomeo, que permite obtener el valor de la cuerda de un
arco, siendo este la diferencia entre dos arcos cuyas cuerdas ya son conocidas. Esto es: si conocemos
crd(f) y crd(y) podemos conocer crd(f8 — ). En el cdlculo de las cuerdas por Ptolomeo, el siguiente
lema desempefié un papel central:

Lema de Ptolomeo: Si ABCD es un cuadrildtero convexo inscrito en una circunferencia entonces:
AB-CD+ BC-DA=AC-BD

Es decir, la suma de los productos de los lados opuestos de un cuadrildtero convexo inscrito en una

circunferencia es igual al producto de las dos diagonales (ver Figura 4). Basandose en este lema Pto-

lomeo deduce las primeras identidades para la suma y diferencia de dos dangulos las cuales son usadas
con mucha frecuencia dentro de la trigonometria.
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A
Figura 4: Representacion grafica del Lema de Ptolomeo. Elaboracion

propia

Si se tiene una circunferencia de centro O y radio R, considerando 2« y 23 las medidas de los d&ngulos
centrales AOC y AOB respectivamente, como muestra la Figura 5, el lema de Ptolomeo en base a
cuerdas queda expresado de la siguiente manera:

crd(2f) - crd(180° — 2«r) + crd(2ae — 2f3) - 2R = crd(2«) - crd(180° — 2[3)

Figura 5: Deduccién de la cuerda para la diferencia de arcos. Elabora-
cién propia

Por otro lado, es posible relacionar la longitud de la cuerda con lo que actualmente utilizamos como
la razén trigonométrica seno. Como se puede observar en la Figura 6, si r denota el radio, o el &ngulo
central, y d la cuerda del dngulo « (d = crd(«)), la longitud de la cuerda, segtin la notacién utilizada
actualmente, es crd(a) = d = 2r - sin ($).

Figura 6: Longitud de la cuerda de Ptolomeo. Elaboracién propia
Esta relacion permite expresar el Lema de Ptolomeo utilizando la terminologia actual, como:
2r - sin(B) - 2r - sin(90° — o) + 2r - sin(a — B) - 2r = 2r - sin(«) - 2r - sin(90° — 53)

Lo que es equivalente a: sin(a — ) = sin(a) - sin(90° — ) — sin(f) - sin(90° — «) y, a partir de la
identidad sin(90° — @) = cos(#) obtenemos la férmula para el seno de la resta de dngulos: sin(a — ) =
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sin(a) - cos(3) — sin(fB) - cos(«)

Como se detalla en Recio (2021), Ptolomeo continué con sus célculos y logré obtener una férmula

para determinar la cuerda de un dngulo medio, que en la notacién actual se puede expresar de la
N e (o) 1—cos(a)

siguiente manera: sin (§) =/ —5-

Finalmente, luego de un trabajo exhaustivo para determinar cuerdas de sumas y diferencias de arcos,

. [¢] 2 . sz
de la mitad de un arco, y el arco de (3)°, Ptolomeo construy6 su tabla, con una precisién asombrosa, lo
. Z o .
que es equivalente para nosotros a una tabla de senos desde un dngulo de (1)~ a 90° con incrementos

de (1)°.

Los aspectos de la matemdtica griega desarrollados hasta el momento fueron, segtin Boyer (1986) “los
que mads interesaron a los sabios 4rabes e hindtes que iban a servir de puente entre la matemaética
antigua y el mundo moderno” (p. 231).

2.2. La Trigonometria India

Segun Boyer (1986, p. 272), hacia finales del siglo IV y comienzos del siglo V surge la época de los
tratados de astronomia hindties denominados Siddhantas o sistemas astronémicos. Es de destacar que
hay una marcada diferencia entre los aportes de Ptolomeo respecto a los desarrollos de los hindtes.
Por un lado, Ptolomeo se bas6 en la relacion funcional entre las cuerdas y los correspondientes arcos o
angulos centrales en una circunferencia, mientras que los escritores de los Siddhantas transformaron
este estudio poniendo foco en la mitad de la cuerda y la mitad del arco o dngulo central subtendido
por la cuerda total, como se puede ver en la Figura 7 (Boyer, 1986, p. 273).

A

arco

cuerda
(AB)

B

Figura 7: Arco, cuerda y semicuerda. Elaboracién propia

Asi surgi6, aparentemente en la India, el antepasado de la funcién trigonométrica moderna que cono-
cemos como el seno de un dngulo. La introduccién de esta funcién es probablemente la contribucién
principal de los Siddhantas a la historia de la matematica. No cabe duda que el uso de la semicuerda
que nosotros hemos heredado se extendi6 a través de los hindtes, y no de los griegos, y ademas la
palabra “seno” que usamos actualmente se deriva del nombre hindu Jiva, luego de pasar por una
accidentada historia en su traduccion al drabe, como se vera a continuacion.

De los matematicos hindtes se destaca Aryabhata (476 d.c.) cuyo libro méas conocido es el Aryabha-
tiya. Dicho libro, tal como sefiala Boyer (1986, p. 273), detalla diversos temas de astronomia y de
matematica, entre ellos, trata de la medida, cédlculo de tiempos y trigonometria esférica, por lo que
nos encontramos con el sistema de numeracién con la que trabajaban, el sistema posicional decimal.
Segtin Vargas (2019, pp. 48-49), los hindties usaron la palabra jya-ardha para semicuerda, y su abrevia-
tura (jya ojiva) se emple6 para denominar lo que actualmente conocemos como razén seno. Cuando
los drabes tradujeron la Aryabhatiya, se mantuvo la palabra jiva sin traducir su significado, que podia
pronunciarse como jiba o jaib, sin embargo, cuando se tradujo al latin, jaib fue traducido como sinus
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que significa pecho, bahia o curva; luego en Europa se abrevié como sin.

Ademas, los hindtes desarrollaron la teoria de otras razones trigonométricas a partir de resolucién
de tridngulos rectdngulos, que en la actualidad se expresan de la siguiente manera, considerando la
Figura 8.

jya(a) = AM = r - sin(«)
kotijya(a) = OM = r - cos(
ukramajya(a) = MC = OC — OM =r - (1 — cos(a))

a)

capa

(are)

Jyi
(or jiva)

a

&
@

M c
utkrama — jya
(or kojya) (or sara)

koti — jya

Figura 8: Representacion hindu de las razones trigonométricas. Elabo-
racion propia

El término “coseno” se originé a partir de la necesidad de calcular el complemento del seno, al que
Aryabhata denominaba kotijya. Con el tiempo, Edmund Gunter lo abrevié como co.sinus, hasta que
John Newton introdujo la forma “coseno”, que finalmente fue reducida a “cos” por Jonas Moore en
1674 (Vargas, 2019, p. 49).

Boyer destaca que una de las contribuciones mas importantes de la India a la historia de la matematica
fue la introduccién de lo equivalente a la funcién seno en trigonometria (Boyer, 1986, p. 279). Para
expresar lalongitud del arco y la del seno en términos de la misma unidad, los hindties tomaban como
radio 3438 unidades y la circunferencia correspondiente como 360 x 60, es decir, 21600 unidades. Estos
valores llevan a determinar un valor de ™ que coincide con el propuesto por Ptolomeo hasta la cuarta
cifra significativa. Sin embargo, Aryabhata utiliza, en otros contextos, el valor 1/10 para 7. Este valor
aparece frecuentemente entre la sociedad matematica de la India y se lo conoce como el valor hindu
de 7 (Boyer, 1986, p. 279).

Un astrénomo matemadtico hindt que ocupa un lugar especial en la historia de la matematica es Brah-
magupta, quien, en el afio 665 d.C., escribi6é un tratado astronémico titulado Khanda Khadyaka, en el
que se “indica cémo interpolar los senos de los dngulos intermedios a partir de una tabla de senos”
(Joseph, 1996, p. 386).

Joseph (1996, p. 388) afirma que entre los siglos XIV y XVII se desarrollaron trabajos relacionados
con la trigonometria en la “Escuela de Kerala”, que fue un centro de estudios ubicado a lo largo de la
costa sudoeste de la peninsula indostédnica. Joseph (1996) destaca que “se crefa por lo general hasta
hace muy poco que las matematicas indias no progresaron después de Bhaskaracharya” (p. 388), sin
embargo, por muy cierto que ésto pudiera ser para el resto de la India, Kerala ha jugado un papel
central en la reconstruccién de las matematicas medievales de la India.

La astronomia proporcioné el motivo principal para los desarrollos de series infinitas y aproximacio-
nes de diferentes funciones trigonométricas (Joseph, 1996, p. 390), es por ello que los matematicos
de Kerala lograron desarrollar las series de potencia de la tangente inversa (comtnmente atribuida


https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica

2.3 La Trigonometria Arabe 9

a Gregory y Leibniz), las series de potencia de = (comtnmente atribuidas a Leibniz) y aproximacio-
nes racionales a 7, las series de potencia del seno y del coseno (comtnmente atribuidas a Newton) y
aproximaciones a las funciones seno y coseno (atribuidas a Taylor).

Por otra parte, como lo indica Boyer (1986, p. 309), a lo largo de la historia hubo transmisién del
conocimiento de los griegos a los hinddes y luego a los drabes; porque si bien las teorias astronémicas
principales son griegas, aparecen mezcladas con el conocimiento que los hindtes disponian y, a su
vez, estos ultimos influenciaron al sabio drabe Al-Biruni (973-1048). Asi, Al-Biruni se le reconoce el
mérito de haber familiarizado a los arabes con la matematica y la cultura hindties por medio de su
libro muy conocido y titulado La India.

2.3. La Trigonometria Arabe

Entre los siglos VIII y XI el imperio musulmén o drabe logra importantes avances en las ciencias y
en las artes, debido a la difusién de la lengua drabe, que sustituye al griego como lengua universal.
sostiene que en Arabia convivian, en un principio, dos tipos de trigonometria que surgieron para los
célculos astronémicos, una relacionada a la geometria griega de las cuerdas (tal como figura en el
Almagesto de Ptolomeo) y la otra basada en las tablas de senos hindtes. Sin embargo, la mayor parte
de la trigonometria drabe se construy6 basada en la funcién seno, por lo tanto, fue gracias a los drabes
y no los hinddes que se trasladé la trigonometria del seno a Europa (Boyer, 1986, p. 308).

Joseph (1996) afirma que durante el siglo IX el astrénomo 4rabe al-Hasib “examiné la longitud de la
sombra de una varilla de longitud unidad, montada horizontalmente en una pared cuando el sol in-
cidia con un d&ngulo dado sobre la horizontal” (p. 455). De esta forma dedujo lo que actualmente cono-
cemos como tangente y cotangente de un dngulo, como se muestra en la Figura 9, donde tang(a) = s,

cotg(B) = t.
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Figura 9: Longitudes de sombras que representan la tangente y la co-
tangente. Elaboracién propia.

En las obras de Abul Wafa y al-Tusi hay referencias sobre Las funciones secante y cosecante, las que
eran conocidas, respectivamente, como la “hipotenusa de la sombra” y la “hipotenusa de la sombra
invertida” (Joseph, 1996, p. 456). En este sentido, la tradicién trigonométrica estuvo basada en longi-
tudes de sombras que se pueden encontrar tanto en las matematicas indias como en las drabes.

Como se mencioné anteriormente, la trigonometria del seno pas6 a Europa a través de los arabes
(Boyer, 1986, p. 308), y se cree que la astronomia de Al-Battani (850-929), conocido como Albateg-
nius, fue el vehiculo de transmisién, aunque Thabit Ibn-Qurra (826-901) fue el mayor traductor de
conocimiento matematico al drabe.

En el libro de Albategnius, El movimiento de las estrellas, se encuentran férmulas en las que aparecen
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las funciones seno y seno verso de un dngulo (senver(a) =1 — cos(«)). Un siglo més tarde, Abul-
Wafa (939-998) establece tablas trigonométricas considerando el circulo de radio uno, y propone las
siguientes relaciones para un dngulo o

tan(a) : 1 = sin(«) : cos(a) ; cot(a): 1= cos(a) : sin(c)

tan(a) : sec(a) = sin(a) : 1

Estas identidades abrieron camino para obtener las actuales férmulas trigonométricas.

Segun (Boyer, 1986, p. 308), es gracias a Abu’l-Wefa y la trigonometria drabe que nos aproximamos a
las ideas bésicas de la trigonometria moderna, puesto que la funcién tangente se daba en general para
el circulo unitario (de radio igual a la unidad), lo cual no ocurria con la funcién seno de los hindtes.
Con este matematico arabe la trigonometria se desarrolla en forma més sistematica ya que demostré
teoremas como las férmulas del dngulo doble y del angulo medio, y formul¢ el teorema de los senos
en forma clara y precisa para tridngulos esféricos. Asimismo, construy6 una nueva tabla de senos de
angulos de cuarto en cuarto de grado con ocho cifras decimales, una tabla de tangente, e hizo uso en
sus calculos de las seis funciones trigonométricas junto a las relaciones matemaéticas que se presentan
entre ellas.

La matematica drabe se puede clasificar en cuatro dreas (Boyer, 1986, p. 310): una aritmética que pro-
venia de la India basada en el principio posicional; un dlgebra que, si bien sus origenes fueron en
Grecia, la India y la antigua Babilonia, adopt6é una forma nueva y sistemadtica; una trigonometria cu-
yo contenido sustancial provenia de Grecia, pero a la que los drabes dieron la forma tipica hindd y
ampliaron con nuevas funciones y relaciones entre ellas; y una geometria heredada de Grecia enri-
quecida con con generalizaciones y estudios basados mayormente en el axioma del paralelismo de
Euclides. En relacién a esto, Nasir Eddin Al-Tusi (1201-1274) continué los intentos por demostrar el
quinto postulado de Euclides. Fue el altimo de los tres precursores drabes de la geometria no eucli-
diana, su obra fue publicada recién en el siglo XVIL

Se otorga a Nasir al-Din al-Tusi el mérito de haber elaborado el primer tratado sistematico dedicado
exclusivamente a la trigonometria plana y esférica. En esta obra, denominada Tratado sobre el cua-
drilétero, la trigonometria se presenta por primera vez como una disciplina auténoma, separada de su
tradicional dependencia de la astronomia, situacién que habia caracterizado a los desarrollos previos
tanto en la tradicién griega como en la india.

2.4. La Trigonometria esférica en el oriente medieval y en Europa

En la narrativa histérica de la matematica se suele destacar una continuidad entre una época y la
siguiente, y la transicion del renacimiento al mundo moderno se caracterizé en este sentido por la
influencia de numerosas figuras intermedias. Una de ellas fue Johann Miiller (1436 - 1476), astréno-
mo y matemadtico alemédn mds conocido como Regiomontano. En 1464 presenta su obra titulada De
triangulis omnimodis, donde expone de forma sistematizada los métodos de resolucién de tridngu-
los, tomando como base las propiedades de la resolucién de tridngulos rectdngulos. Ademas, incluye
el teorema de los senos para la superficie esférica (Boyer, 1986, p. 319).

Regiomontano no fue el primero en exponer la trigonometria plana y esférica pues el “Libro de los
arcos desconocidos de una esfera” fue escrito cuatro siglos antes por el matematico hispano-arabe
del siglo XI Abu’ Abdallah Muhammad ibn Mu’adh Al-Yayyani (989-1093), al que nombraremos en
forma breve como Al-Yayyani. Este libro se considera el primer tratado conocido sobre trigonometria
esférica (Quesada & Rédenas, 2009, p. 130), y recoge todas las novedades sobre trigonometria que los
matemadticos orientales habian ido introduciendo, en el siglo precedente.
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Dentro de este tratado se exponen, desde el teorema de Menelao, pasando por las relaciones de los
arcos de circulos maximos de la esfera y las relaciones entre los arcos y sus cuerdas, llegando hasta
la demostracion del Teorema del seno, y algunas consecuencias derivadas de las férmulas que va
sucesivamente utilizando. La finalidad de la obra es resolver todos los casos posibles de tridngulos
esféricos, conocidos cuatro de sus elementos, para que los tridngulos no queden indeterminados.

En la Figura 10 se presenta un tridangulo esférico formado por la interseccion de tres circulos maximos
sobre la superficie de una esfera.
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Figura 10: Tridngulo Esférico. Elaboracién Propia

Seguin Quesada y Rédenas (2009, p. 129) los escritos de Al-Yayyani llegaron a repercutir en la ma-
temadtica europea y su trabajo pudo haber influido en matematicos posteriores como Regiomontano.
Aunque la trigonometria esférica pudo haber sido abordada por matemaéticos antiguos como Mene-
lao de Alejandria, el enfoque de Al-Yayyani ofreci6 soluciones précticas a problemas complejos que
antes resultaban dificiles de manejar; su definicién de proporciones como niimeros y su método para
resolver tridngulos esféricos cuando todos los lados son desconocidos, son particularmente notables
por su originalidad y utilidad préctica, independiente de lo que hasta el momento estaba desarrollado
(Quesada & Rédenas, 2009, p. 131).

Una figura destacada en el avance de la matemadtica en los paises de Europa occidental fue, sin lugar a
dudas, el francés Frangois Viete (1540 - 1603). La trigonometria de Viete, asi como su dlgebra, tienen
como caracteristica principal la generalizacién. Viete fue el fundador del enfoque analitico para la
trigonometria, e introdujo la nocién del tridngulo polar en el estudio de la trigonometria esférica.
Con su trabajo Canon mathematicus seu ad triangula cum appendicibus publicado en 1579, fue uno
de los primeros en hacer un tratamiento sistémico en la resolucién de tridngulos planos y esféricos,
utilizando tablas de las seis funciones trigonométricas (Boyer, 1986, p. 391).

El surgimiento del dlgebra simbélica, impulsado por Francois Viete, junto con el desarrollo de la geo-
metria analitica por parte de figuras como Pierre de Fermat y René Descartes, transform¢ en el siglo
XVII la naturaleza geométrica de la trigonometria. Esta comenz6 a orientar progresivamente hacia
enfoques mads algebraicos y analiticos. En particular, Viete extendi6 la aplicacion de la trigonometria
a la resolucioén de ecuaciones algebraicas, ampliando asi su campo de accién (Boyer, 1986, p. 394).

2.5. ¢Por qué los arabes estuvieron tan interesados en la trigonometria esférica?

Para los musulmanes, quienes profesan el Islam como su religién, es de gran importancia la précti-
ca diaria de la oracién tal como lo establece el Coran, libro sagrado del Islam, considerado por los
musulmanes como la palabra literal de Dios (Al4). En el lugar del mundo donde se encuentren es
importante, al realizar la oracién isldmica, orientar su cuerpo y su espiritu hacia el punto de con-
vergencia de su comunidad de fe. Es necesario para ellos determinar el Azimut o Qibla (direccion



12 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica). Vol 26, No 2. Marzo, 2026 — Agosto, 2026

sagrada en el islam) hacia la Kaaba, que es un edificio en forma de cubo en el centro de la mezquita
sagrada, ubicada en la ciudad de La Meca, en la actual Arabia Saudita. Determinar con precisién la
Qibla fue un desafio cientifico importante, y para encontrarla desde cualquier punto del planeta, fue
necesario aplicar principios de trigonometria esférica, lo que impulsé notablemente el desarrollo de
esta rama de las matematicas en el mundo islamico.

Segun King (2018) antes del siglo IX, la determinacién de la Qibla se basaba mds en criterios re-
ligiosos simbélicos que en célculos. Con el tiempo, en el mundo isldmico oriental se desarrollaron
métodos astrondmicos y trigonométricos precisos para hallarla. “Posteriormente algunos astrénomos
andalusies medievales utilizando las matematicas, por un lado, y estudiosos de la ley utilizando la
geografia sagrada y las salidas y ocasos astronémicos, por otro, propusieron varios procedimientos
diferentes para hallar la alquibla” (King, 2018, p. 188). El calculo de la Qibla requeria conocimientos
de coordenadas geograficas e implicaba el calculo de la direccién de una localidad respecto de otra,
mediante procedimientos de geometria y trigonometria. La importancia fundamental dentro del is-
lam del concepto de Qibla llev6 al desarrollo de tablas, mapas, instrumentos y métodos cartogréficos.
Segun King y Lorch (1992) citado por Almakky y Snyder (1996, p. 29), se desarroll6 una geografia
sagrada en la que el mundo estaba dividido en secciones alrededor de la Kaaba, y la Qibla en cada
seccion estaba determinada por los procedimientos de la astronomia popular.

El angulo exacto de la Qibla depende de la ubicacién de la persona en oracién; el método que se
plantea en Almakky y Snyder (1996, p. 31) toma en consideracién la forma real de la Tierra para pro-
porcionar una férmula con la que una persona, independientemente de dénde esté ubicada, pueda
determinar el Azimut exacto. Asimismo, King (2018) plantea el problema bésico, ilustrado en la Fi-
gura 11, que es determinar la direccién a la Meca (indicada por M en la Figura 11) desde cualquier
localidad X, dadas las latitudes de ambas localidades medidas por M B(¢a) y X A(y), y la diferencia
de longitud AB(AL). La Qibla se mide por el dngulo AX M(q), el punto P en la figura representa
el Polo Norte. En ocasiones se utiliza la diferencia entre latitudes (Ap = ¢ — ¢)) y la distancia a
la Meca X M. Una vez disponibles los datos geogréficos, es necesario un procedimiento matematico
para determinar la Qibla, que utiliza trigonometria esférica.
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Figura 11: Representacién geométrica para determinar la direccién de
la Qibla. Elaboracién propia

A los efectos de la determinacion de la Qibla, se puede considerar que la Tierra es una esfera, ya que
esta suposicion no afecta de forma significativa la precisiéon del resultado. En general, se utiliza un
circulo méximo de una esfera (siendo la esfera, la Tierra) para determinar el camino mads corto que
conecta cualquier par de puntos a lo largo del circulo, particularmente desde la localidad donde se
esté hacia La Meca.

Este modelo del circulo méximo, se aplica mediante trigonometria esférica para calcular la Qibla y
permite establecer relaciones entre lados y dngulos de tridngulos formados por tres circulos maximos
de la Tierra. Para establecer la direccién de la oracién se consideran 3 puntos: el Polo Norte (punto
P), la ubicacién de la Kaaba (punto M) y la ubicacién donde se encuentren los oradores (punto X).

Es importante destacar que, de los 3 puntos para formar un tridngulo esférico, uno de ellos siempre
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se va al Polo Norte porque la ciudad de la Meca se encuentra donde el sol cruza el meridiano, estando
al mismo tiempo en la latitud local. Es decir, en términos astronémicos, el sol alcanza el cenit de la
Kaaba, por lo que cualquier objeto vertical en la tierra que reciba luz solar proyecta una sombra que
indica la Qibla.

King (2018) afirma que, hasta donde se sabe, “en los doscientos primeros afios del islam no hubo na-
die que fuera capaz de calcular la direccion hacia un punto concreto mediante un método matematico
utilizando para ello los datos geograficos necesarios” (p.201). Todo esto cambi6é en Bagdad a comien-
zos del siglo IX, ya que se disponia de las coordenadas geogréficas de Ptolomeo, y ademds surgieron
nuevos procedimientos para calcular la Qibla, ya fueran simples aproximaciones geométricas o com-
plejos y precisos calculos matematicos

En la actualidad, existen numerosas aplicaciones moviles y sitios web que permiten encontrar la di-
reccion de La Meca de manera precisa. Estas herramientas utilizan la tecnologia GPS para calcular la
Qibla desde cualquier lugar del mundo.

3. La Consolidacion de las Funciones Trigonométricas

La trigonometria comenzé a consolidarse como una disciplina independiente dentro de las matemati-
cas hacia mediados del siglo XV, cuando matematicos como Regiomontano comenzaron a desarro-
llar métodos sistemadticos para el estudio de tridngulos, separandola de la astronomia y dandole un
cardcter mds general. Segun lo expresado en Maldonado et al. (2012), “la funcién trigonométrica abs-
trae propiedades de las tablas trigonométricas y del estudio de los tridngulos, pero obedece a practicas
de naturaleza distinta que la trigonometria como rama de la geometria” (p. 376). Este cambio refleja
un proceso de formalizacion en el que las razones trigonométricas dejaron de ser meras herramientas
geomeétricas para convertirse en objetos de estudio en si mismos.

3.1. Lainfluencia de las series de potencia

Como se mencioné anteriormente, los matematicos de Kerala, entre los siglos XIV y XVII, influencia-
ron, a través de desarrollos de series de potencias de la tangente inversa y luego del seno y coseno, en
una mejor aproximacion para las tablas de seno y coseno. Particularmente se le atribuye al astrénomo
hindt Madhava el avance desde los procedimientos finitos hacia el paso al limite con procesos infini-
tos, estableciendo el nexo entre la matematica antigua y el analisis clasico moderno (Joseph, 1996, p.
367).

Se conocen al menos dos trabajos de matemdticos hinduies del siglo XVI acerca de series de po-
tencias, uno de ellos escrito alrededor de 1530 por Kerala Gargya Nilakantha (1445-1545) llamado
Tantrasangraha-Vyakhya, y otro escrito tiempo después por Jyesthadeva (1500-1610) llamado Yuk-
tibhasa, en este tiltimo se exponen los resultados del trabajo realizado por Madhava en el siglo XIV.
A su vez Nilakantha atribuye a Madhava, en su trabajo Aryabhatiyabhasya, el descubrimiento de la
serie para seno. Segtn Joseph (1996), Madhava fue el primer matematico en expresar las funciones
trigonométricas de seno y coseno por medio de series.

Las series correspondientes al seno y al coseno se encuentran en Yuktibhasa en forma de verso (Katz,
1995). A continuacion, se muestra una traduccién de lo que expresa el seno, o en el lenguaje hindd,
la jiva, que indica r - sin(f):

Multiplique el arco por el cuadrado del arco y tome el resultado de repetir eso (cualquier niimero de
veces). Divida (cada uno de los numeradores anteriores) por los cuadrados de los niimeros pares
sucesivos aumentados por ese niimero y multiplicados por el cuadrado del radio. Coloque el arco y
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los resultados sucesivos asi obtenidos uno debajo del otro, y reste cada uno del anterior. Estos juntos
dan la jiva, con cierto grado de aproximacion.

Para explicarlo en términos actuales, se puede considerar r el radio de un circulo y s la longitud del

arco correspondiente al dngulo . Los numeradores tendran la forma: s, s- s, s- 52 s% 552 5% - 52, ...

Estos se dividen por las cantidades indicadas en el verso:

S S 82 S 82 82

2 +2)2 (22422 (@242 (2212 (242 (62 +6)r2"

Finalmente se realizan las restas indicadas, obteniendo:

Jva=s- [(2252)7“2 {S_ [(22 j22)r2 [(42 54)7«2 {S_ [(22 j22)7“2 (42 -854)?"2 (62 56”“2 mm

En términos del dngulo 6, considerando s = 70 y Jiva = rsen(f), la expresién anterior simplificada

L. 3 5 7 . . .
se puede escribir como: sen(d) = 6 — & + £ — % + ..., que es la expresion de la serie de potencia
infinita de la funcién seno.

Los métodos empleados por los matematicos indios de Kerala en el drea de los desarrollos de series
infinitas de potencias nos permiten sugerir que su civilizacién se anticip6, en casi dos siglos, a un
cambio de pensamiento caracterizado por el estudio de los infinitesimales, estudio que en Europa
aun no habia empezado.

Asimismo, en Europa, Descartes (1596-1650) buscaba liberar a la Geometria del exceso de figuras,
pero también buscaba darle sentido al Algebra por medio de la Geometria. Segtin Sastre Vazquez
et al. (2008), Descartes fue revolucionario al establecer que una curva se construye solamente con
ofrecer una ecuacion algebraica, contradiciendo a la idea antigua de que para que una curva existiera,
era necesario construirla por medio de un procedimiento con regla y compds (p. 5).

Las series de potencias permitieron dar un tratamiento matematico a las llamadas curvas mecanicas
que, segun la clasificacién de Descartes, son curvas generadas por un movimiento continuo de un
punto segiin una regla o mecanismo especifico, que no puede ser completamente descrito por una
relacién algebraica. Estas curvas se consideraban “mecénicas” porque, en la practica, se dibujaban
mediante dispositivos mecénicos o a través de movimientos fisicos, en lugar de resolverse algebraica-
mente.

Segin Mendoza (2017), a mediados del siglo XVII los desarrollos en series de potencias “eran algo
que asombraba y cautivaba el interés de Isaac Newton (1643-1727)” (p. 49), pues a través de es-
tos desarrollos era posible asignar una expresién analitica a curvas que aparentemente no se podian
representar a través de ecuaciones algebraicas en el sentido cartesiano. En consecuencia, Newton de-
sarroll6 en 1669 el primer tratado sobre calculo infinitesimal, denominado De analysi per aequationes
numero terminorum infinitas. Alli expone un método para resolver problemas referentes a cuadratu-
ras, lo que originé una expresion infinita de la funcién seno, dando ademads origen a las cantidades
trascendentes trigonométricas.

Aunque Newton manejaba el seno a través de su serie de potencias, lo seguia mirando como una linea
del circulo, él no tenia atin un reconocimiento de las propiedades de la funcién trigonométrica, como
por ejemplo la periodicidad, pero se puede observar que, al tomar la variable independiente en el
desarrollo de la serie, no se toma en grados, sino en radianes.

En este sentido, “se estaba realizando la primera transiciéon de las funciones trigonométricas sobre
angulos a las funciones trigonométricas sobre ntimeros reales” (Tello Fernandez, 2017, p. 48). Con
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esto, Newton estaba dirigiendo la nocién de los niimeros sen(x) y cos(x) para que no dependieran
de ningtn tipo de idea geométrica.

3.2. El Origen de las Funciones Trigonométricas como Objeto Matematico

La nocién de funcién se encuentra implicita en las tablillas astronémicas creadas por los Babilonios
entre los afios 2000 a.C. y 500 a.C. En Sastre Vazquez et al. (2008) se menciona que estas tablillas
“reflejaban observaciones directas de fenémenos enlazados por una relacién aritmética, como, por
ejemplo, los periodos de visibilidad de un planeta y la distancia angular de ese planeta al Sol” (p. 3).

Ademas, si bien Ptolomeo, en la construccion de su tabla de cuerdas, usa algunas expresiones que
pueden ser equivalentes a las actuales férmulas trigonométricas, no incorpora explicitamente la no-
cién de funcion (Tello Fernandez, 2017, p. 84). Es asi, que la funcién trigonométrica adquirird un
primer significado cuando la atencién ya no esté puesta en los d&ngulos sino en la medida del arco que
se genera.

La aparicion de la geometria analitica de la mano de Descartes permitié avanzar en el desarrollo del
cdlculo diferencial e integral, produciendo una revolucién en el pensamiento matemaético. Newton
y Leibniz dan inicio a la creacién de una de las herramientas matematicas mds potentes y al naci-
miento de un nuevo paradigma cientifico: la naturaleza puede ser explicada a partir de ecuaciones
diferenciales (Sastre Vazquez et al., 2008).

Entre los afios 1660 y 1700, tanto Newton como Leibniz desarrollaron su estudio al célculo de las cur-
vas, entre sus estudios estaba el anélisis de encontrar la velocidad de puntos moviéndose a través de
curvas. Por un lado, Leibniz fue el primer matematico en utilizar la palabra “funcién” en 1692 hacien-
do referencia a cualquier cantidad que varfa de un punto a otro en una curva dada. Sastre Vazquez
et al. (2008, p. 147) sefiala que Leibniz no utilizaba el concepto de funcién como lo entendemos en
la actualidad, sino que, para él, una curva estaba formada por un ntimero infinito de tramos rectos
infinitamente pequenos.

Como se mencion6 anteriormente, Newton y Leibniz amplian el concepto de funcién desarrolldndo-
las en series de potencias. Sin embargo, las funciones trigonométricas seno y coseno no adquirieron
importancia dentro del trabajo matematico de la época, pues después de la aparicién de la expresion
en serie de potencias para el seno, no se presentaron discusiones claras de las propiedades de esta
funcién en los textos de célculo que se escribieron en ese entonces (Katz, 1987).

En 1739, Euler (1707-1783) presenta el trabajo De novo genere oscillationum sobre descripcion de fenéme-
nos con movimientos periédicos, como por ejemplo la cuerda vibrante, las ondas de sonido que pro-
duce una campana, las ondulaciones del agua, los flujos de corrientes marinas, etc., denominados
actualmente movimientos de un oscilador arménico. En esta bisqueda de descripcién de fenémenos,
Euler cambia el foco de lo periédico del tiempo a lo periédico del movimiento, en este sentido, “la
matemadtica surgia de la fisica, pero no para la fisica” (Velasco Hernandez, 2007, p. 99).

Las funciones trigonométricas tuvieron un papel clave en el estudio general de las funciones desarro-
llado por Euler, quien sustituye el concepto de variable aplicada a objetos geométricos por el concepto
de funcién como una férmula algebraica. El estudio, desarrollado en su trabajo Introductio in Analy-
sin Infinitorum, en el afio 1748, se basé en la representacion de las funciones por medio de series de
potencias. Euler sin duda ampli6é considerablemente el concepto de funcién, elevandolo de una mera
herramienta para resolver problemas, comtinmente asociados con la Fisica, a un objeto de estudio
matematico en si mismo. Con esta perspectiva, abrié nuevas vias para investigar las funciones como
entidades matematicas auténomas, contribuyendo significativamente al desarrollo del andlisis mo-
derno.

En esta obra se puede analizar la proyeccién conceptual de Euler respecto a las funciones trigonométri-
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cas. En el capitulo VIII titulado On Trascendental Quantities Which Arise from the Circle, Euler propor-
ciona un tratamiento de lo que se puede llamar el pre-célculo de la funcién trigonométrica, la define
numéricamente, no como lineas en un circulo, y discute sus diversas propiedades. La importancia
del trabajo de Euler alcanza un valor histérico significativo, porque es el primero que trata la funcioén
trigonométrica sistemdticamente como una cantidad adimensional (Tello Fernandez, 2017). A Euler
le debemos la notacién utilizada actualmente, y es quien hace explicita la naturaleza de la variable
independiente. A partir de este momento, la funcién trigonométrica alcanza el mismo estatus que las
demas clases de funciones, convirtiéndose formalmente en un objeto de estudio del célculo.

El concepto de funcién evolucioné a partir de la controversia ocurrida entre matematicos del siglo
XVIII como Euler, Bernoulli, D’Alembert, etc., al intentar dar respuesta al problema de la cuerda vi-
brante. Como menciona Tello Fernandez (2017), de acuerdo a la cultura dominante de la matematiza-
cién newtoniana de la fisica, entendieron que describir matematicamente el movimiento de la cuerda
no era otra cosa que determinar la funcién que definia tal movimiento, tomada idealmente como una
curva ubicada en un plano Cartesiano El problema consistia bdsicamente, en buscar soluciones de la

2
ecuacion diferencial parcial % = 8t2 Y donde y = y(z,t) representa el desplazamiento de la cuer-
da desde su posicién de equilibrio a una distancia z en un tiempo ¢, y donde c es una constante que

depende de los pardmetros fisicos de la cuerda (su tensién y densidad lineal).

Como consecuencia de las discusiones entre estos grandes matemdticos sobre la solucién al proble-
ma de la cuerda vibrante, se ampli6 el concepto de funcién para incluir las funciones definidas en
expresiones analiticas a trozos, y las funciones que tenfan un gréfico sin expresion analitica.

Entre 1720 y 1820 se empezaron a estudiar las funciones desde un punto de vista analitico, es de-
cir, se cuestionaba si las funciones se debian representar a través de la forma de una curva (enfoque
geométrico), por una férmula (enfoque analitico) o por una definicién (enfoque 16gico-algebraico).
Por su parte, Fourier (1768-1830) estudi6 el flujo de calor en los cuerpos materiales por lo que evolu-
cion6 el concepto de funcién al ser el primero en proponer la temperatura como una funcién de dos
variables, el tiempo y el espacio. Conjeturé que era posible desarrollar una funcién en un intervalo
mediante una serie trigonométrica, sin embargo, no lo demostré. Fourier reabri6 el debate afirman-
do categéricamente que cualquier solucién a la ecuacién de calor, podria escribirse como una suma
infinita de senos y cosenos.

La teoria de Fourier indica que cualquier funcién periédica f(t) se puede descomponer en suma de
funciones simples, cuya frecuencia es multiplo de la funcién periédica (Hsu, 1970). Esto es, dicha
funcién se puede descomponer en una serie armoénica infinita expresada como:

f@) = 50 Z ap, cos(nwot) + bpsen(nwot)] = Cy + Z C,, cos(nwot — 6,,)

n=1

donde wy es la frecuencia de la funcién periédica llamada frecuencia fundamental, y ay, by, Cy, y 0,
son los coeficientes de la Serie de Fourier que definen las senoides cuya frecuencia es multiplo de la
fundamental.

Joseph Fourier integr6 la trigonometria con el dlgebra y el andlisis conocido hasta su época, consoli-
dando definitivamente a la trigonometria dentro del andlisis matemético. En palabras de Tello Fernan-
dez (2017) “Fourier al reforzar el uso de la serie trigonométrica para la representacién de funciones
y otras aplicaciones lleva a la trigonometria a su punto maés alto.” (p. 72).

Desde este punto de vista, Fourier pone al mismo nivel la expresién analitica y la interpretacién
geométrica de una curva para representar una funciéon. Ademads, pone en evidencia que dos funcio-
nes dadas por diferentes expresiones analiticas pueden coincidir en un intervalo y ser diferentes. Por
otro lado, Dirichlet (1805-1859) fue el primero en considerar la nocién de funcién como una corres-
pondencia arbitraria, es decir, ahora la funcién adquiere un significado independiente de la expresién
analitica (Sastre Vézquez et al., 2008).


https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica

Conclusiones 17

Era importante saber, para los matematicos de esa época, exactamente las condiciones en que una
funcién real admite la representacién como serie arménica. Buscaban conocer si esa representacién
es tnica, cudndo existe, o si, por el contrario, una misma funcién puede representarse mediante dos o
maés series trigonométricas diferentes. Esta cuestion fue abordada y resuelta por Georg Cantor (1845-
1918) en varios articulos publicados entre 1870 y 1872, y fue el punto de partida para la creaciéon de
la teoria de conjuntos (Torretti, 1998).

4. Conclusiones

El recorrido histérico presentado demuestra que el desarrollo de las funciones trigonométricas es el
resultado de una larga y compleja evolucién cultural y matematica, que abarca desde las civilizaciones
babilénicas hasta la época moderna. Las civilizaciones antiguas, como los babilonios, establecieron
las bases mediante la creacion del sistema sexagesimal y el reconocimiento de relaciones angulares.
Posteriormente, en la India, se perfeccionaron las razones trigonométricas y se desarrollaron tablas y
series que facilitaron su aplicacién en astronomia y navegacion, inspirando avances que atravesaron
el tiempo y las culturas.

Los matematicos drabes jugaron un rol clave al integrar conocimientos geométricos, trigonométricos
y esféricos, ampliando la comprensién y uso de las funciones trigonométricas, y transmitiendo estos
saberes a Europa, lo que impulsé su consolidacién en la matemética occidental. Ademads, el avance
hacia una interpretacion algebraica y analitica en el siglo XVII, con figuras como Viete, Fermat y Des-
cartes, consolid¢ las funciones trigonométricas como objetos matematicos fundamentales en diversas
ramas de la ciencia. Este andlisis evidencia que el desarrollo de las funciones trigonométricas esté es-
trechamente ligado a las necesidades précticas y culturales de cada época, y que su historia refleja la
interaccién entre diferentes civilizaciones, géneros de conocimiento y las demandas socioeconémicas,
configurando un importante patrimonio cientifico que sigue vigente en la actualidad.

Lejos de constituirse como un saber puramente abstracto, la trigonometria se fue configurando histéri-
camente como una herramienta clave para dar respuesta a problemas concretos en campos como la
Astronomia, la Arquitectura, la Navegacion, la Cartografia o la Topografia. Esta reconstruccion histori-
ca de las funciones trigonométricas que aqui presentamos permite no solo comprender su evolucién
como saber, sino también interpelar criticamente el modo en que se introduce hoy en la escuela, mu-
chas veces desprovisto de sentido y desconectado de sus raices problematicas. Integrar la dimensién
histérica de la trigonometria con propuestas interdisciplinarias no solo favorece la reconstruccion de
su génesis, sino que habilita nuevas posibilidades didacticas: disefiar propuestas de ensefianza que
promuevan la formulacién de preguntas, la exploracién de problemas reales y la modelizacion de
fenémenos del mundo, recuperando asi el cardcter profundamente instrumental y contextual de este
conocimiento.
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