Revista digital
Matematica, Educacion e Internet

https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica ISSN 1659 -0643
Vol 25, No 2. Marzo, 2025 — Agosto, 2025 DOI: XXX

Sistemas Lineales de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias

| Linear Fractional Diferential Equations Systems |

Erika Gonzéalez Nava' Martin P. Arciga Alejandre?
15282707@uagro.mx mparciga@uagro.mx
Universidad Auténoma de Guerrero Universidad Auténoma de Guerrero
Guerrero, México Guerrero, México
Jorge Sanchez Ortiz? Jorge A. Morales Buenaventura?
jsanchez@uagro.mx 18349939@uagro.mx
Universidad Auténoma de Guerrero Universidad Auténoma de Guerrero
Guerrero, México Guerrero, México
Recibido: 12 de febrero de 2024 Aceptado: 1 de agosto de 2024

Resumen: Este trabajo se centra en la descripcién cualitativa y cuantitativa de soluciones de sistemas
lineales de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario. La transformada de Laplace y la funcién
Mittag-Leffler son las principales herramientas utilizadas para encontrar dichas soluciones. Como en
el caso ordinario, los valores propios determinan la estabilidad del sistema mediante una condicién
que depende del orden de la derivada fraccionaria. Por tltimo, se demuestra un teorema fundamental
para los sistemas fraccionarios lineales y se dan algunos ejemplos particulares.

Palabras Clave: Derivada de Caputo, transformada de Laplace, operador Mittag-Leffler.

Abstract: This paper focuses on the qualitative and quantitative description of solutions for linear
systems of differencial equations with fractional order. The Laplace transform and the Mittag-Leffler
function are the main tools used to find such solutions. As in the ordinary case, the eigenvalues de-
termine the stability of the system via a condition depending on the order of the fractional derivative.
Finally, a fundamental theorem for linear fractional systems is proved and some particular examples
are given.
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1. Introduccion

La teoria de sistemas lineales de orden fraccionario se refiere al estudio de sistemas dindmicos que
consideran derivadas de orden fraccionario (ver [7, 3, 2]); es decir, operadores integrodiferenciales
en lugar de operadores diferenciales de orden entero y puede considerarse como una generalizacién
de los sistemas de orden entero (ver [1, 4]). El estudio de los sistemas lineales de orden fraccionario
ha ganado considerable atencién en los tltimos afios debido a su capacidad para modelar y analizar
una amplia gama de fenémenos fisicos y biolégicos. Estudiar y resolver estos sistemas nos permite
comprender mejor el comportamiento de los sistemas fisicos y su evolucién a lo largo del tiempo.

En este articulo nos centraremos en la resolucion de sistemas lineales de orden fraccionario utilizando
dos herramientas principales: la transformada de Laplace y la teoria de las funciones de Mittag-Leffler
como operadores que acttian sobre matrices.

El enfoque de la transformada de Laplace nos permite cambiar un sistema de ecuaciones diferenciales
fraccionarias por un sistema de ecuaciones de una variable compleja, donde tras una factorizacién
adecuada queremos identificar transformadas de Laplace de funciones conocidas para obtener las
soluciones. Por otra parte, podemos utilizar una generalizacion del operador exponencial; es decir, el
operador Mittag-Leffler

Ey(A) = gwm’

donde A € R"*", para resolver sistemas lineales de orden fraccionario. En el caso de disponer de los
valores y vectores propios para A, podemos obtener soluciones analiticas exactas. En particular, para
sistemas bidimensionales, exploraremos cémo la solucién de sistemas lineales de orden fraccionario
se ve afectada por los valores propios de la matriz implicada. En este caso, tenemos las siguientes
situaciones: valores propios repetidos, valores propios distintos y valores propios complejos. En cada
caso, examinaremos las caracteristicas especiales y las implicaciones para la solucién de sistemas li-
neales de orden fraccionario y como cambia con respecto al orden entero. Analizaremos la estabilidad
del sistema en cada caso, obteniendo una clasificaciéon de los sistemas de orden fraccionario, que se
pueden presentar en un plano traza-determinante generalizado.

2. Sistemas lineales de orden fraccionario

En este articulo se estudiard un problema de valor inicial para un sistema lineal con derivada fraccio-
naria de Caputo. Para abordar este problema se utilizardn las siguientes definiciones.

Definicion 1 (Funcion Gamma)

La funcién Gamma I'(z) estd definida por la integral

I'(z) = /000 e 't* L dt, (1)

que es convergente en el semiplano complejo Re(z) > 0.

Una de las propiedades de I" es

I(z+1) =2I'(2), (2)
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que podemos demostrar integrando por partes

Mz+1) = / e dt = z/ e 't dt = 21(2).
0 0

Definicion 2 (Derivada fraccionaria de Caputo [5])

Sea a € R, con 0 < o < 1y z una funcién absolutamente continua en [0, /]. Entonces la derivada
fraccionaria de Caputo de orden « se define como :

a1 boal(7)
D%2t) = sa—o /0 G o ®)

donde I es la funcién Gamma y 2/(7) es la primera derivada de z(7) .

Ahora definamos la derivada fraccionaria de Caputo de un vector:

Definicion 3 (Derivada fraccionaria de Caputo de un vector)
Sea X : I C R — R" una funcién definida por

x1(t)
xw=| . |,
2al?)
entonces la derivada fraccionaria de Caputo de orden « de un vector se define mediante
D%z (t)
D*X(t) =

Do (t)

El problema a resolver en este articulo es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de la forma:
DX (t) = AX(t), )

donde A es una matriz de n x n con coeficientes reales y D la derivada fraccionaria de Caputo de
orden «. El problema se completa especificando las condiciones iniciales en

X(0) = Xo.

2.1. Valores y Vectores propios

Cuando las ecuaciones del sistema de ecuaciones diferenciales son lineales, el dlgebra de matrices
proporciona una notacién compacta para expresar el sistema. La notacién de tal sistema es entonces
(4) donde A es la matriz de coeficientes reales y X () es el vector solucion.
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Definicion 4 (Valores y vectores propios)

Sea A una matriz de n x n. Se dice que un ntimero A es un valor propio de A si existe un vector
solucién v distinto de cero, tal que

Av = dw. (5)

El vector solucién v es el vector propio que corresponde al valor propio A.

Usando las propiedades del dlgebra matricial, podemos expresar la ecuacion (5) en la forma alterna-
tiva

(A—X)v =0, (6)

donde I es la matriz identidad. Por tanto, para determinar una solucién v distinta de cero de la ecua-
cién (6) se debe tener que

det(A — \I) = 0. (7)

La ecuacién (7) se llama polinomio caracteristico de A. Por lo que, los valores propios de A son las
raices del polinomio caracteristico.

Para encontrar un vector propio que corresponde a un valor propio A, solo se resuelve el sistema
de ecuaciones que surge de la ecuacion (6).

3. Diagonalizacion

La técnica algebraica de diagonalizar una matriz cuadrada A se puede utilizar para reducir el sistema
lineal (4) a un sistema lineal desacoplado.

Primero consideramos el caso en el que A tiene valores propios reales y distintos. El siguiente teo-
rema nos permite resolver el sistema.

Teorema 1

Si los valores propios Aq, A2, ..., Ay, de una matriz A de n x n son reales y distintos, entonces
cualquier conjunto de vectores propios correspondientes {v1, vz, ..., v, } forma una base para
R™, la matriz @Q = [v1, v2, ..., v,]es invertible, y

Q1AQ = diag [\, A2, .., A,

donde diag] -] es la matriz diagonal.
—

Para transformar el sistema (4) en un sistema lineal desacoplado, definimos la transformacién lineal
de coordenadas

Y(t)=Q X (),

donde () es la matriz invertible que define el teorema anterior. Entonces

X(t) = QY (1),
DY (t) = Q7 'DX(t) = Q' AX(t) = QTLAQY (t).

Asi, se obtiene el sistema lineal desacoplado

DY (t) = diag [\, A2, ..., Aa]Y(1).
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Este sistema tiene la solucién

Y (t) = diag [Ea(Mt®), Ea(Aat®), ... Ea(Aat®)]Y(0),

la cual se estudia en la seccién 4.2, donde E, es la funciéon Mittag-Leffler que se define a continuacién.

Definicion 5 (Mittag-Leffler de tres parametros)

Z L(y+k) -+
kT (ak + )

tros
00 ki
- kzo T(ak + 5)’
siy = = 1, tenemos la clasica funcién Mittag-Leffler
oo Lk
Eo(z) = Z T(ak+ 1)

b
Il

0

y si @ = 1 tenemos la funcién exponencial

[l
N agE
| N

Entonces, continuando con nuestro problema, dado que Y (0) = @~

que el sistema (4) tiene la solucién

X(t) = Q(diag [En(MtY), Ea(\at®), ..., Eo(Aut™)])Q1X(0).

Para cualquier argumento z € C, la generalizacién de la funcién Mittag-Leffler de tres parame-
tros, EZ 5 conocida como la funcién Prabhakar [6] se define del siguiente modo

(8)

donde o, § € C, Re(ar) > 0, Re(B) > 0,y > 0y donde I'(z) es la funciéon Gamma.
En particular, si en la ecuacién (8), v = 1, obtenemos la funcién Mittag-Leffler de dos pardme-

9)

1X(0) y X(t) = QY (t), resulta

4. Solucion de sistemas lineales de orden fraccionario mediante la

transformada de Laplace

En esta seccion resolveremos el sistema (4) utilizando la transformada de Laplace, para lo cual reque-

rimos las siguiente definiciones:

Definicion 6 (Orden exponencial)

Una funcién z(t) es llamada de orden exponencial v, si existen constantes v € R and M > 0, tal

que |z(t)| < Me™, para todo t > 0.

Teniendo en cuenta la condicién anterior podemos definir la transformada de Laplace de la siguiente

manera.
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Definicion 7 (Transformada de Laplace)

Sea x(t) una funcién de variable real de orden exponencial v y s una variable compleja. Defini-
mos la transformada de Laplace de x(t) como

ZLA{x(t)} (s) =2(s) = /000 e St (t)dt, Re(s) > 7.

Definicion 8 (Transformada de Laplace de un vector)
Sea

Jtl(t)

X(t) = . ;
Tn (1)
entonces la transformada de Laplace de un vector se define como

Z{z1 (1)} (5)

2{X(1)} (s) = |

Z {zn(t)} (s)

A continucién definimos la transformada inversa de Laplace.

Definicion 9 (Transformada inversa de Laplace)

Si z(t) tiene transformada de Laplace Z(s), entonces la transformada inversa de Laplace estd
definida por

210 S _ico

L (s = 5(5) = L 7+ZAooeStffs ds,
(@)} () = x(t) / (s)

donde v es un ntiimero real tal que la linea de integracién v — ico a v + oo esté a la derecha de
todas las singularidades de Z(s).

La transformada de Laplace tiene muchas propiedades interesantes, algunas de las cuales se enume-
ran a continuacion.

Teorema 2 (Transformada de Laplace de la derivada de una funcion)

Sea z(t) una funcion diferenciable, entonces

ZL{d'(t)} (s) = sz(s) — z(0).

Una de las propiedades mas importantes de la transformada de Laplace estd relacionada con la con-
volucién de dos funciones.
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Definicion 10 (Convolucion)

La convolucion de dos funciones fy g se escribe como f * g y se define por la integral

(f *9)(t) = /0 £(t = 7)g(r)dr,

que existe si f y g son continuas a trozos en [0, c0).

Observacion 1
Tomando en cuenta la definicién anterior, observamos que la derivada fraccionaria de Caputo
t*a

(3), puede escribirse como la convolucion de las funciones ¢, (t) = =y Y 2/ (t) la derivada de
la funcién z(t); es decir,

Dx(t) = (¢a * ') (t). (10)

Teorema 3 (Transformada de Laplace de la convolucion de dos funciones)

Si f(t) y g(t) son dos funciones continuas a trozos sobre [0, 00) y de orden exponencial, tales
que existen sus respectivas transformadas de Laplace F(s), G(s). Entonces,

Z{(g* )} (s) = ZL{F®)} ()L {9(t)} ()
= F(s)G(s).

Proposicion 1 (Transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo)

Z{D%(t)} (s) = s°%(s) — s> 12(0).

Demostracion. Usando la ecuacién (10), calculamos la transformada de Laplace en ambos lados de la
ecuacion

ZL{D%(t)} (s) =% { ((Z)a * :1:’) (t)} (s).
Calculamos la transformada de Laplace de ¢, (),

L1} = gy [, e

Haciendo el cambio de variable 7 = st, dr = sdt, obtenemos

L1000} = s [T

utilizando la Definicion 1 de la funciéon Gamma, obtenemos
Z{da(t)} (5) = "7,
Entonces, utilizando los Teoremas 2 y 3, la transformada de Laplace de la ecuacién (10) es

ZA{Dx(t)} (s) = L {da(t)} ()2 {2/ (1) } (5) = s°T(s) — 5" '2(0).
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Observacion 2 (Transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo de un vector)

Sea
z1(t)

xw=| . |

n(t)

entonces la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo de un vector es

2 (D21 (1)} (s)
2 {DX(D)} (5) =
2 (D2, (1)} (s)

por lo tanto

LADX()} (s) = s*X(s) — s“ ' X(0),
donde
z1(s)
Xe)=| .
7 (s)

5°71(s) — 52 L1 (0)

5T (s) — 5412, (0)

(11)

Proposicion 2
Sea A = (ai,j),i =

l,..,nyj=1,..,n, una matriz de n X n con coeficientes reales y X (t) =

(z;(t))T,i = 1,...,n, un vector de n componentes. Entonces

LLAX ()} (s) = AX(s).

(12)

Demostracién. Sea la coordenada i-ésima (AX (t)); = > p_; aixi(t), por tanto

(Z{AX ()} ()i = Z {Z aikwk(t)} () = > andi(s) = (AX(s))s.
k=1 k=1

Utilizando estos resultados, el sistema
DX (t) = AX(t), X(0)= Xo,

se resuelve de la siguiente manera:

Aplicando la transformada de Laplace y utilizando la ecuacién (11) y (12) obtenemos lo siguiente

s®X(s) — s*71X(0) = AX(s),

(13)
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agrupando los términos en comtn, obtenemos
(s“T — A) X(s) = s*1X(0), (14)

donde I es la matriz identidad de n x n. Suponemos que la matriz (s — A) es invertible, es decir, s“
es distinta de los valores propios de A, entonces det(s*I — A) # 0. En este caso

X(s) = s (s*T — A) 71 X(0). (15)

Maés adelante veremos que si tenemos A en su forma canénica, entonces podemos usar la transforma-
da inversa de Laplace para encontrar X (¢) mediante la férmula dada en el teorema siguiente.

Teorema 4
Seay €N, qa, o, 8 € C, entonces tenemos que para todo ¢ > 0

-1 — 4B-1p at®
% {(Sa_a)v}(t) P EY (at) (16)

la cual es vélida para todo Re(s) > 0, Re(5) > 0y |as™| < 1 (ver [2]).

4.1. Sistemas lineales con valores propios reales repetidos

A continuacién estudiaremos los problemas de valor inicial para un sistema lineal con derivada frac-
cionaria de Caputo analizando las raices del polinomio caracteristico asociado a la matriz del sistema,
es decir, sus valores propios, que pueden ser: reales repetidos, reales distintos y complejos. Conside-
rando las dificultades para invertir la matriz cuando es n x n, en este documento consideraremos /
la matriz de identidad de 2 x 2 y A una matriz de 2 x 2. Comenzaremos con un sistema que contiene
valores propios reales repetidos.

Consideremos el siguiente sistema lineal

(17)

este sistema puede escribirse en forma matricial como
a fv(t)) (33(75))
D =A
(y(t) y(t)

()

Utilizando la ecuacién (13)

con

usando (14), obtenemos

R | 7
s 2(s) o <x0>
0 s =) \7(s) Yo
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Ahora calculamos la inversa de la matriz (s*I — A), para ello utilizamos el polinomio caracteristico
P(s*) de esta matriz, que se obtiene como

P(s*) =det(s*I — A)

para este caso

1 s* — A 1
(s°T — A)' = s
(5% = A) 0 s*— A
Asi, utilizando (15)
z(s) ga—1 s — A 1 xo
T ea_ )2 ’
as) TV 0 o) \w

este resultado puede verse como

a—1 2a0—1

CONE Ao VIR I e AN
~ Safl
y(s) 0 Gy Yo

Para resolver este sistema calculamos la transformada inversa de Laplace de cada uno de los compo-
nentes de la matriz. Utilizando la ecuacién (16) y la Definicién 5 de la funcién Mittag-Leffler, obtene-
mos

Por otro lado, utilizando la forma inversa del Teorema 3 de convoluciéon de dos funciones tenemos
que
7! {sasza_l } (t) = (.zl (57} 5 271 {Sga_l }) ()
(5@ — X)? (5@ — \)? ’
donde
tafl
—1 - _
< {s }(t) = (o)
y
1 S?a—l 5 N
Z (2 )2 (t) = E51(At7).

Asi, por la Definicién 4 de convolucién de dos funciones

2a—1

2 0= e | s Phaen i

Posteriormente, utilizando la ecuacién (8)

o0
E?m(/\ta) =
k=0

k+1

ok 1) M
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entonces

I 1 k+1 w [ 1 ok
A dr =y —— ) t— )ik g
I‘(a)/o (t—T)l_a TeT= — T(ak+1)I(a) /0( ) dr

Haciendo el cambio de la variable 7 = tr, dr = tdr

1 t 1 e )\ktak+o¢ B oc—l,rak .
F(a)/o (t—’l’)l_a Z (ak—i—l )/0 (1=7) dr.

k=0

Para continuar utilizamos la siguiente definicion:

Definicion 11 (Funcién Beta)

La funcién Beta B(z, u), esta definida por la siguiente integral

B(z,u) = /01 101 — £)uL gy, (19)

donde Re(z) > 0, Re(u) > 0y puede expresarse en términos de la funcién I mediante la relacién

B(z,u) = ———=. (20)

Entonces, utilizando (19), y la relacién (20) que esta funcién tiene con la funcién Gamma, obtenemos

1/t 1 kE+1 aviaa Lk + 1T ()
F(a)/o (= a L < T(ak + 1T ok 2 e M Tk Tl a)

Y por la propiedad (2) de la funcién Gamma, nos queda

! /t ! E2 (M) d _ g (At%)
D(a) Jo (t—myie Tl 200 g e

t—r7)l-a
Por lo tanto,
x(t) Eo(M) LB, o (M) (20

y(t) 0 Eao (A7) Yo
Note quesi v =1

E (%) = M

tOé
—Ega(MY) = te

asi

x(t) eM teMt xo

y(t) 0 e Yo
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4.1.1. Ejemplo: Valores propios repetidos

Consideremos el sistema (17) con la matriz
4 1
A= .
(0 1)
Sabemos que este sistema tiene una solucién general
z(t) Eo(4t%) LB, o(4t%)\ [0

y(t) 0 Eo(41%) Yo

Tomando un a = 0.9, podemos representar algunas curvas solucién como se muestra en la Figura 1.
Observemos que estas curvas son muy parecidas a las del caso ordinario (o = 1), y podemos ver que
estas soluciones sufren una contraccién debido al valor de o.

. ]
/ %
1 2 2 =l Y. 1 2

a=0.9 a=1

Figura 1: Curvas solucién para el caso de valores propios reales repetidos. Elabo-
racion propia.

Comparado con el caso ordinario, el flujo de las soluciones en su forma cualitativa es muy similar
cuando tomamos diferentes valores de c.

4.2. Sistemas lineales con valores propios reales y distintos

Resolvamos ahora el siguiente sistema lineal

Dx(t) = \z(t)
Dy(t) = py(t) (21)
z(0) = zo, %(0) = wo,

este sistema puede escribirse en forma matricial como

b @8) =4 @8) ’ (22)
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Aplicando la transformada de Laplace en la ecuacién (22) obtenemos

sY— A 0 z(s) xo

0 s —p) \y(s) Yo

Para este caso, el polinomio caracteristico es P(s%) = (s* — X)(s® — p), entonces cuando s # A, i
obtenemos

~

#(s) - sep 00\ [

@\(S) (Sa - )‘)(Sa - /’L) 0 PN

Aplicando la transformada inversa de Laplace en ambos lados de cada componente de la matriz y
utilizando (18) para Ay u, respectivamente, obtenemos

x(t) E, (M%) 0 xo

y(t) 0 Eo(put*)) \yo
Sia=1

x(t) e 0 xo

y(t) 0 ) \yo

por definicién cldsica de la funcién Mittag-Leffler (9).

4.2.1. Ejemplo: Valores propios reales distintos

Consideremos ahora el sistema (22) con la matriz

10
=6 )

se sabe que este sistema tiene como solucién general
(x(t)) B <Ea(t‘1) 0 > <x0>
y() 0 Eo(=t")) \wo/)

Para el caso particular, con la siguiente condicién o = 0.9, se puede observar que las curvas solucién
del sistema (21) presentan similitud a las del caso ordinario (a« = 1) con la diferencia que cuando
tenemos el a = 0.9 el decrecimiento de las soluciones es més rdpido debido al valor de a; como se
muestra en la Figura 2.

4.3. Sistemas lineales con valores propios complejos

Por dltimo, nos ocuparemos de los sistemas lineales cuando la matriz A tiene valores propios com-
plejos, esto ocurre cuando el polinomio caracteristico contiene raices complejas. Sin embargo, todavia
podemos obtener la solucién general como en los valores propios reales mediante el uso de algunas
estrategias con nimeros complejos y funciones.
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Figura 2: Curvas solucién para el caso de valores propios reales y distintos. Ela-
boracién propia.

Cosideremos el siguiente problema de valor inicial

Dx(t) = ax(t) — by(t)
D%y(t) = bx(t) + ay(t)
CC(O) = Zo, y(O) = Yo,
donde a, b € R. Este sistema puede considerarse
Do (az(t)) _ <a —b) (z(t))
y(t) ba)\yt))"
Aplicando la transformada de Laplace en ambos lados, segtin la ecuacién (13), obtenemos
)66 6D
y(s) Yo b a ) \yls))’
agrupando términos tenemos que

—a b z(s) xo

-1

donde el polinomio caracteristico P(s*), de esta matriz es

P(s%) = (s —w)(s" — ),

conw = a+iby w = a — ib, entonces si s* # w, w

z(s) a1 s“—a —b xo

y(s)

- —. 9y

- —o |,

(23)

(24)
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separando en fracciones parciales podemos ver que

(s —S:><sz —%) ; [<sa - @) - wﬂ

<sa—w>b<sa—w> - 2l [(wl—w) - <sa1—w>] '

Por lo tanto, la expresién (24) puede verse como

(f(s)) (ilEsras] e - E ()
y(s) 1 {ﬁ _ L{)] : [(5“71 + (SMI } Yo |

(s*—w) (s*—w $¥—w) $¥—@)

Aplicando la transformada inversa de Laplace a ambos lados a cada componente de la matriz y utili-
zando (18) para w y w, respectivamente, obtenemos

(m(t)) (; [Eo(wt®) + Eo(0t®)) — 5 [Fa(wt®) — Ea(wta)]) (wo)
v®)  \&[Falwt®) - Ba(@t®)]  L[Ea(wt®) + Ea@t®)] ) \wo)
Si o = 1, entonces

[Ea(wt®) + By (@t®)]  elloti) 4 etla=it)
2 2
eat (eibt + efibt)
2
= e (cos(bt))

[Ea(wta) _ Ea((;)ta)] et(a—f—ib) _ 6t(a—ib)
21 2
eat (gitt — =ibt)
21
— e (sen(b)

por lo tanto
x(t) cos(bt)  —sen(bt) xo
= .
y(t) sen(bt)  cos(bt) Yo
Si o € (0,1], podemos utilizar coordenadas polares para representar la solucién, es decir, tomando

w+w:rcos(9), vow
2 23

= rsen(6)

y la definicién de la funcién Mittag-Leffler (8), tenemos

[Eo(wt®) + Eqo(wt®)] _ i 1 wk 4 a’ktak
2 ZaT(ok+1) 2
0 rkiok
=» ——cos(kf
D Tk 1 1) <O5(H)

e
Il

0
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y

[Eq (wto‘) o (@t?)] _ i - sack
22T ak F1) 2
o ktak
= kzo Tk + 1) ———sen(k#).

De este modo

x(t) i sk . cos(kf)  —sen(k0) xo o5)
y(t) - k=0 T(ak+1) sen(kf)  cos(k0) Yo ‘

4.3.1. Ejemplo: Valores propios complejos

Analicemos ahora el caso en el que tenemos valores propios complejos, para ello consideremos el
sistema (23) con la matriz

1 -1
=)
siA=1+4+14,0=Arg(\)yr= V2, este sistema con matriz A tiene como solucién general

(1) =35 e (o ) ().

k=0

Enel casoen que a = 0,9, podemos observar en la Figura 3, que obtenemos como soluciones espirales
fuente, es decir, curvas inestables al igual que en el caso ordinario (o = 1). La diferencia es la velocidad
con la que crece y los giros que da esta espiral, debido al pardmetro .

Figura 3: Curva solucién para valores propios complejos con parte real distinta
de cero. Elaboracién propia.

Ahora bien, si consideramos la matriz de la siguiente forma

a=(1 )
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es decir, la matriz con valores propios con parte real cero y parte imaginaria 1, este sistema tiene como
solucién a

(x(t)) _ i tok (cos(kg) —Sen(k‘g)) (:r:o)
y(t) — [(ak+1) \sen(k5) cos(k%) vo)
En este ejemplo podemos observar que para el sistema de la matriz A, con valores propios imaginario

puro, si hay diferencia cuando tomamos el caso a = 0.9 y o = 1, ya que en el caso ordinario tenemos
centros o soluciones periddicas, y cuando tomamos « # 1, tenemos espirales, ver Figura 4.

0.1

-0.2 0.2 -0.2 -0.1 0.1 0.2

0.1

Figura 4: Curva solucién para valores propios complejos con parte real igual a
cero. Elaboracién propia.

5. Funcidén Mittag-Leffler de una Matriz

Para definir la funcién Mittag-Leffler de una matriz, definamos primero la Mittag-Leffler de un ope-
rador lineal 7' : R™ — R", y para ello es necesario definir el concepto de convergencia en el espacio
lineal L(R™) de operadores lineales sobre R". Para ello se utiliza la norma de operador de 7" definida
por
17| =max|T(x)],
2] <1

donde |z| denota la norma euclidiana de = en R", es decir,

|z| = \/a;% + 234 ... + 22,
El operador norma tiene todas las propiedades habituales de una norma; es decir, para S, 7 € L(R")
[T =0y [T =0 ssi T=0,
IKT[| = [k [[T]] parak € R,
1S+ TN < ISI+ 171 -

La convergencia de una sucesiéon de operadores 7}, € L(R") se define en términos de la norma del
operador como sigue:
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Definicion 12 (Convergencia de una sucesion de operadores)

Se dice que una sucesién de operadores lineales T;, € L(R") converge a un operador lineal
T € L(R™) cuando k — oc; es decir,

lim T, =T,

k—o0

si para todo € > 0 existe un N tal que parak > N, | T — Tj|| < e.

Lema1 Para 5,7 € L(R")yz € R",

WIT ()| < |7 ||
@TSI < ITISI

(3) HT’“H < ||IT|/* para k=0,1,2,...

La demostracién de este lema puede encontrarse, por ejemplo, en Perko [4].

Teorema 5
SeaT € L(R™)y ty > 0, la serie

es absoluta y uniformemente convergente para todo |z| < R.

Demostracion. Sea ||T|| = a. Entonces se deduce del lema anterior que para [t| < ¢,

THE || T ot
D(ak+1)|| ~ T(ak+1) ~ T(ak+1)

e
Il
o

es absoluta y uniformemente convergente para todo [¢| < to. O

La funcién Mittag-Leffler del operador lineal 7" viene definida entonces por la serie absolutamente
convergente

ZI‘ak+1

k=0

De las propiedades de los limites se deduce que E,(7") es un operador lineal sobre R" y se deduce,
como prueba del teorema anterior, que || E,(T)| < E,(||T))-
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Dado que estamos resolviendo sistemas lineales de la forma
DX (t) = AX(1),

supondremos que la transformacién lineal 7' € R™ estd representada por la matriz A de n x n con
respecto a la base estandar para R" y definiremos la funcién de Mittag-Leffler E, (At®).

Definicion 13 (Funcion Mittag-Leffler de una matriz)

Sea A sea una matriz de n x n. Entonces parat € R,

€9 Ak‘tozk
o (AtY)
kz—o Tlak+1)

Proposicion 3
Si Q y T son transformaciones lineales sobre R" y S = QT'Q ™!, entonces E,(S) = QE,(T)Q !

Demostracion. La demostracion se sigue de la definicion de la funcion Mittag-Leffler de una matriz,
en efecto
T — o0
ot = O @
(ozk:-i—l k_ofak—i-l

Mg

Zfak—i-l

k=0 k=0

El siguiente corolario se deduce inmediatamente de la Definicién 13 y de la Proposicién 3.

Corolario 1 Si Q 1AQ = diag[\;] entonces E,(AtY) = Q diag[E,(\;jt*)]Q~!, donde los A, son
los valores propios de la matriz A.

Ahora analizaremos los diferentes casos en los que podemos tener la matriz A y cémo seria la funcién
Mittag-Leffler de dicha matriz.
Corolario 2 Si

A0
A:

0 pu

entonces la funcién Mittag-Leffler de la matriz A es

E.()N) 0
E,(A) =
0 Eo(p)
Demostracion. Si
A0

A=
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entonces

AF =

De este modo

Zk 0 F(ak+1) 0 Ea(N) 0
EQ(A) = =
) k
0 pRyais m 0 Eo(p)
O
Corolario 3 Si
A1
A=
0 X

entonces la funcién Mittag-Leffler de la matriz A es

Eo(t*)) L Eqq(t2))
B, (tA) =
0 Eo(t2))

Demostracion. Si

A1
A=
0 X
entonces
(ta)\)k takk)\k_l
(tozA)k _

0 (t2 Nk

Por lo tanto, encontramos

Z ta)\ k oo takp)k-1
k=0 F(ak+1 k=0 T(ak+1)
Ea(t*A) =
0 Z to‘)\
k=0 F akJrl)

Observemos que
O jok y\k—1 1 L palk+1) ) (k+1)-1
L(ak) 5k:0 D(a(k+1))
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Entonces, obtenemos que

E,(t*)) L E,.(t))

Ea(tA) = ’
0 Ea(t™\)

Corolario 4 Si
0 b
A=
-b 0
entonces la funcién Mittag-Leffler de la matriz A es

( Eao(—b%) bE2a,a+1(b2))
Ea(A) = .
—bEsq,a+1(—b?) Eao(—b?)

Demostracion. Si

0 b
A=
-b 0

entonces, podemos ver que

AV =71, A% =_p’I, A3 =_—p3 v . A=, AP =1
-1 0
Asi, encontramos
- S0 (-1 romar S0 (-1)* s
R i e 2o (D' reber

( Eao(—b?) bEQa,a+1(b2))

—bEsq,a41(—b?) Eao(—b%)

Tenga en cuenta que, si a = 1, entonces

( cos(b) SGD(b))
E.(A) = .
—sen(b)  cos(b)
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Corolario 5 Si

a —b
A:

entonces la funcion Mittag-Leffler de la matriz A es

i 1 Ag A
Eo(A) =) =
— I(ak+1) A Aq
Demostracion. Si
a —b
A=
b a
Podemos ver que
a? — b2 —2ab a® —3ab? —3a%b+ b3
AV =], A?= , A% = ,
2ab a? — b2 3a%b — b3 a® — 3ab?
a* — 6a%b + b4 —4a%b + 4ab?®
At =
4a3b — 4ab® a* — 6a%b + vt
a® —10a3b? + 5ab*  —5a*b + 10a2b® — b°
A =
5a*b — 10a2b® + b° a® — 10a®b2 + 5ab*
Ay Ay
AF =
—A1 A
[55]
condy = S (0, )t para = 0,1, donde (4], 554 =min (n €2 52 <)

Y (55): (5,7, ) son coeficientes binomiales.

Por lo tanto
A Ay

> 1
Ba(4) =2 T(ak +1)

k=0 —A; AO

Este andlisis demuestra que si

B=Q AQ,
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tiene una de las siguientes formas

A0 A1 0 b
e I (IS S G

se deduce de los corolarios anteriores y de la Definicién 13 que

o Eo(t*X) L Eqq(t*N)
a 0 Eo (%))
o
Eoa(—b?) bE2q,a+1(—b?)
E.(Bt*) = ,
—bEoaat1(—b%) Eoa(—?)
respectivamente.

Por la Proposicién 3, la matriz E,(At*) viene dada por

E,(AtY) = QE,(Bt*)Q™".

6. Teorema fundamental de los sistemas lineales

Sea A una matriz de 2 x 2. En esta seccién, demostraremos el hecho de que para X € R? el problema
del valor inicial

DX () = AX(8), (26)
X(0) = Xo,

tiene una solucién tinica para todos los t € R que es

X(t) = Ea(At™) Xo.

Para demostrar este teorema, primero calculamos la derivada fraccionaria de Caputo de la funcién
Mittag-Leffler £, (At®).

Lema 2 Sea A una matriz cuadrada, entonces

DPE4(AtY) = AE,(At%).

Demostracion. Por definicién de la derivada fraccionaria de Caputo (3)

o N (0% . (Ata)k
D®E,(At*) =D kzzof(a’”l)

_i 1 /t akAkrok—1 d
T Tk + DI -a) fy (-7
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Realizando el cambio de la variable T = ¢r, dr = ¢ dr, obtenemos

- ak‘AktO‘k fe? 1
DaE Ata 1— l—a—1,0k-1 dr.
Z:I Flak+1)I'(1 — «) /0 (1=m) " "

Entonces, por la relacién de la funcién Beta con la funcién Gamma (20), tenemos que

d akAFtF—a (1 — a)T(ak)

DYE,(At*) =
k_lFak+ Nl—a) (1 —a+ak)

Reescribiendo la suma, haciendo un cambio de indice en k y teniendo en cuenta, por la propiedad de
la funcién Gamma (2), que akI'(ak) = I'(ak + 1), obtenemos
X pktlga(ktl)—a

DYE,(At*)
— T(a(k+1)+1-a)

O

Eliminando los términos semejantes y utilizando la definicién de la funcién Mittag-Leffler de una
matriz, nos queda

DEq(At®) = AE,(At%).

O
Teorema 6 (Teorema fundamental de los sistemas lineales)
Sea A una matriz de 2 x 2. Entonces, para un X, € R?, el problema del valor inicial (26) tiene
una solucién tinica dada por
X (t) = Eq(AtY) X
—
Demostracion. Por el lema anterior, si X (t) = E,(At*) Xy, entonces
DX (t) = DYE,(At*)Xo = AE,(At*) Xo = AX ()
paratodot € R. O

7. El plano traza-determinante

Ahora intentaremos resumir lo que hemos hecho con la teoria anterior. Para ello quisiéramos algu-
na caracterizaciéon que nos permita decir como son las soluciones de algtn sistema lineal auténomo
fraccionario de 2 x 2 . Utilicemos la caracterizacién del plano traza-determinante.

Para una matriz
a b
A=
c d
tenemos su polinomio caracteristico y esto en el caso ordinario nos permite saber qué tipos de valores
propios tiene A.
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Cuando tenemos el caso fraccionario, el polinomio no se puede calcular directamente, debido a la
forma del sistema.

DX = AX,

sin embargo, aplicando la transformada de Laplace podemos obtener el polinomio caracteristico y
éste es de la forma

P(s%) = s> — s*(a +d) + ad — cb.
SiDetA=D =ad—cbyTrA =T = a+ d, entonces
P(s%) = s> — s°T + D.

Ahora, calculando los valores propios de A, tenemos que si p(s®) = 0, entonces
¢ = 1 T T2 —4D
Sy = 5( + — )

Esta tiltima expresién nos dice cuando tenemos valores propios reales repetidos, distintos y complejos
con s6lo conocer T'y D; es decir,

= si7? — 4D > 0 tenemos valores propios reales distintos,

= si7? — 4D = 0 tenemos valores propios reales repetidos,

» si T2 — 4D < 0 tenemos valores propios complejos.
Con el par (7, D) podemos hacer una visualizacién de la geometria en el plano fase que corresponde

precisamente al plano traza-determinante. En los casos T?—4D > 0 y T?—4D =0, el comportamiento
cualitativo no cambia respecto al caso ordinario, nuestro caso de interés es el siguiente 7% — 4D < 0.

i j : . . 1
Consideremos s* = re' porque en este caso p(s®) = 0 tiene raices complejas. Ahora s = ra ef/o =

ra (cos(f/a) + isen(f/«)), recordemos que para el caso ordinario cuando 7" < 0 se obtienen espirales
pozo, como la parte real de s® es T'/2 entonces T' = ora cos(f/a).

» Andlogamente, tomando 7" < 0 tenemos que analizar ahora cuando ora cos(f/a) < 0 equiva-
lentemente

cos(f/a) <0

y esto ocurre cuando

0 s
{—ﬂ'<a<—2

s 0
b < a <
0, de forma equivalente, cuando

—am <0< -5
G <f<arm

Por lo tanto, para estos valores de 6 tenemos espirales pozo.



26 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https:/revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica). Vol 25, No 2. Marzo, 2025 — Agosto, 2025

» SiT > 0 es necesario cos(¢/a) > 0y esto ocurre cuando

b

<
2 « 2
0, de forma equivalente, cuando

—am _, _on
2 27

por lo tanto, tenemos espirales fuente cuando 6 toma estos valores.

= Por dltimo, si T' = 0, es decir,
cos(f/a) =0

esto ocurre cuando
0 T

a 2
0, de forma equivalente

g=+27
2

Observacion 3

Tomando a < 1 podemos ver que la estabilidad depende de «. Recordemos que en el caso
ordinario cuando 7' < 0y D > 0 el sistema es estable y es inestable en los otros casos. En el caso
fraccionario el sistema es estable cuando

T

0 -
o> %,

esto se cumple cuando T2 > 4D,con D > 0 y T < 0, considerando

st =-(T'+VT?—-4D) y 6 = arg(s)

1
2
y cuando T2 < 4D, con D > 0, considerando

1
s} = 5(T +iV4D — T?)
con

arctan(7W), si T'> 0.

T+ arctan(iADT_TQ), si T <0.

La transicion de estable a inestable ocurre cuando

D= %((tan(om/?))z +1).

A partir de esta dltima ecuacién podemos decir que cuando av — 0 la regién en el plano traza-
determinante donde obtenemos soluciones estables, es mayor que cuando o — 1, como pode-
mos ver en la Figura 5, ya que en el caso ordinario la transicién de estable a inestable ocurre
cuando 7" = 0.
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Det

Figura 5: Comportamiento cualitativo de las soluciones en un sistema fraccionario
de 2 x 2 utilizando el plano traza-determinante. Elaboracién propia.

8. Oscilador armonico amortiguado de orden fraccionario

En esta seccion estudiaremos un ejemplo particular, donde se aplica la teorfa que desarrollamos en el
presente articulo. Consideremos la Segunda Ley de Newton

ma (t) = f(t,z(t),2' (1)),

donde z(t) es la posicion al tiempo ¢, 2/ (t) es la velocidad al tiempo ¢, m representa la masa del objeto
puntual y f es la fuerza.

Estudiaremos el siguiente caso particular, el cual corresponde al oscilador armonico amortiguado

maz" (t) + ba' (t) + kx(t) = f(1), (27)
donde

= b > 0 es el coeficiente de amortiguamiento (friccién o resistencia),
= k& > 0 es la constante de resorte,
= f(t) es una fuerza externa que acttia sobre el sistema.
Considerando la derivada fraccionaria de Caputo de orden o y tomando m = 1y f(¢) = 0, definimos
la siguiente generalizacién de la ecuacion (27):
D®Dx(t) + bD%x(t) + ka(t) = 0.
La ecuacién anterior es equivalente al siguiente sistema lineal

Dea(t) = y(t)

DOy(t) = —ka(t) — by(t), (28)

con condiciones iniciales z(0) = zg, y(0) = yo. Entonces de forma matricial tendriamos

()= e ) i)
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donde
0 1
A=
()
define el comportamiento del sistema. Los valores propios A de A nos permiten clasificar este com-
portamiento, los cuéles se calculan resolviendo el polinomio caracteristico
N 4bA+k=0

de donde se deduce que son

= complejos si b* < 4k,
= repetidos si b? = 4k,
= reales distintos si b? > 4k.

Analicemos el caso cuando b*> > 4k. Primero tenemos que diagonalizar la matriz 4, de donde los
valores propios son de la forma

b VAak —b?
)\172 = *5 il?'

Encontremos el vector propio para el valor propio A;, es decir, calculamos (A— X1 I)v = 0, resolviendo
el sistema, obtenemos que

1 0
v = +1 ,
_b Vak—b2
2 2
asi
b 2
0 1 1 Vak—b? Vak—b2
Q= y Q7 =
Vak=b2 b 1 0
2 2

De este modo, obtenemos que la solucién de (28) estd dada por

x(t) B 0 L\ = o o cos(j0)  —sen(j0)\ [iem  viewE\ [®o
y(t) - @ -5 jzoF(Oéj+1> sen(jf)  cos(jO) 1 0 Yo 7
donde
/2, si b=0,
0=

7 + arctan (¥ 4fgb2), si b>0.

Aqui, hemos utilizado la solucién (25), expuesta en la seccion (4.3) para valores propios complejos.
Donde z(t) describe el comportamiento del oscilador fraccionario a través del tiempo (ver Figura 6).
El cual oscila con una amplitud decreciente exponencialmente a medida que « se aleja de 1, es decir,
cuanto menor sea a obtendremos un amortiguamiento mayor que en el caso ordinario.
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Oscilador arménico amortiguado

— a=1
a=0.9
\ a=0.8
— a=0.7

Figura 6: Comportamiento de la solucién del oscilador arménico amortiguado fraccionario, para k =
1,b=0.01,y 2(0) = 1. Elaboracién propia.

9. Conclusiones

En este articulo, encontramos soluciones para sistemas lineales de ecuaciones diferenciales con deriva-
da fraccionaria utilizando la teoria de la transformada de Laplace y de la representacién de soluciones
a través de la funcién Mittag-Leffler.

Gracias a la transformada de Laplace pudimos obtener soluciones generalizadas para sistemas linea-
les cuando « € (0, 1], las cuales al compararlas cuando « = 1 se reducen a soluciones conocidas.

Pudimos observar graficamente que el comportamiento de las soluciones es distinto cuando o € (0, 1),
por ejemplo, en el caso de tener un matriz con valores propios complejos con parte real igual a cero,

las soluciones son centros para o = 1y espirales pozo para o < 1. En general, la region de estabilidad
en el plano traza-determinante es mds grande cuando a < 1, como se muestra en las Figuras 7, 8.

D=T%/4

Espirales Region de estabilidad

fuente

Fuentes

Tr

Figura 7: Estabilidad de los sistemas lineales para oo = 1. Elaboracién propia.
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et 0=0.8 D= T2/4

Espirales Region de estabilidad
C P

fuente

o Fuentes

Tr

Sillas

Figura 8: Estabilidad de los sistemas lineales para a = 0.8. Elaboracién propia.

Se demostraron teoremas para sistemas lineales de orden fraccionario, utilizando la derivada fraccio-
naria de Caputo y la funcién Mittag-Leffler de una matriz, andlogos a los sistemas lineales ordinarios.
Finalmente, se dio un ejemplo explicito en el que se muestra como es la dependencia del comporta-
miento de las soluciones con respecto al orden de la derivada.

Contribucién de las personas autoras: Conceptualizacion: M.P.A.A, ].5.0. Andlisis formal: M.P.A A,
J.S.0. Investigacion: E.G.N, ].A.M.B. Metodologia: E.G.N, ].A.M.B. Supervisién: M.P.A A, ].S.0. Vali-
dacién: M.P.A.A, ].S.0. Visualizacién: E.G.N, ].A.M.B. Escritura (borrador original): E.G.N, ].A.M.B.
Escritura (revisién y edicién): E.G.N, J.A.M.B.

Accesibilidad de los datos: El intercambio de datos no es aplicable a este articulo, ya que no se gene-
raron ni analizaron conjuntos de datos durante el estudio actual.
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