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Resumen: Este trabajo se centra en la descripción cualitativa y cuantitativa de soluciones de sistemas
lineales de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario. La transformada de Laplace y la función
Mittag-Leffler son las principales herramientas utilizadas para encontrar dichas soluciones. Como en
el caso ordinario, los valores propios determinan la estabilidad del sistema mediante una condición
que depende del orden de la derivada fraccionaria. Por último, se demuestra un teorema fundamental
para los sistemas fraccionarios lineales y se dan algunos ejemplos particulares.

Palabras Clave: Derivada de Caputo, transformada de Laplace, operador Mittag-Leffler.

Abstract: This paper focuses on the qualitative and quantitative description of solutions for linear
systems of differencial equations with fractional order. The Laplace transform and the Mittag-Leffler
function are the main tools used to find such solutions. As in the ordinary case, the eigenvalues de-
termine the stability of the system via a condition depending on the order of the fractional derivative.
Finally, a fundamental theorem for linear fractional systems is proved and some particular examples
are given.
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1. Introducción

La teorı́a de sistemas lineales de orden fraccionario se refiere al estudio de sistemas dinámicos que
consideran derivadas de orden fraccionario (ver [7, 3, 2]); es decir, operadores integrodiferenciales
en lugar de operadores diferenciales de orden entero y puede considerarse como una generalización
de los sistemas de orden entero (ver [1, 4]). El estudio de los sistemas lineales de orden fraccionario
ha ganado considerable atención en los últimos años debido a su capacidad para modelar y analizar
una amplia gama de fenómenos fı́sicos y biológicos. Estudiar y resolver estos sistemas nos permite
comprender mejor el comportamiento de los sistemas fı́sicos y su evolución a lo largo del tiempo.

En este artı́culo nos centraremos en la resolución de sistemas lineales de orden fraccionario utilizando
dos herramientas principales: la transformada de Laplace y la teorı́a de las funciones deMittag-Leffler
como operadores que actúan sobre matrices.

El enfoque de la transformada de Laplace nos permite cambiar un sistema de ecuaciones diferenciales
fraccionarias por un sistema de ecuaciones de una variable compleja, donde tras una factorización
adecuada queremos identificar transformadas de Laplace de funciones conocidas para obtener las
soluciones. Por otra parte, podemos utilizar una generalización del operador exponencial; es decir, el
operador Mittag-Leffler

Eα(A) =
∞∑
k=0

Ak

Γ(αk + 1)
,

donde A ∈ Rn×n , para resolver sistemas lineales de orden fraccionario. En el caso de disponer de los
valores y vectores propios para A, podemos obtener soluciones analı́ticas exactas. En particular, para
sistemas bidimensionales, exploraremos cómo la solución de sistemas lineales de orden fraccionario
se ve afectada por los valores propios de la matriz implicada. En este caso, tenemos las siguientes
situaciones: valores propios repetidos, valores propios distintos y valores propios complejos. En cada
caso, examinaremos las caracterı́sticas especiales y las implicaciones para la solución de sistemas li-
neales de orden fraccionario y cómo cambia con respecto al orden entero. Analizaremos la estabilidad
del sistema en cada caso, obteniendo una clasificación de los sistemas de orden fraccionario, que se
pueden presentar en un plano traza-determinante generalizado.

2. Sistemas lineales de orden fraccionario

En este artı́culo se estudiará un problema de valor inicial para un sistema lineal con derivada fraccio-
naria de Caputo. Para abordar este problema se utilizarán las siguientes definiciones.

Definición 1 (Función Gamma)

La función Gamma Γ(z) está definida por la integral

Γ(z) =

∫ ∞

0
e−ttz−1 dt, (1)

que es convergente en el semiplano complejo ℜe(z) > 0.

Una de las propiedades de Γ es

Γ(z + 1) = zΓ(z), (2)
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que podemos demostrar integrando por partes

Γ(z + 1) =

∫ ∞

0
e−ttz dt = z

∫ ∞

0
e−ttz−1 dt = zΓ(z).

Definición 2 (Derivada fraccionaria de Caputo [5])

Sea α ∈ R, con 0 < α ≤ 1 y x una función absolutamente continua en [0, l]. Entonces la derivada
fraccionaria de Caputo de orden α se define como :

Dαx(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

x′(τ)

(t− τ)α
dτ, (3)

donde Γ es la función Gamma y x′(τ) es la primera derivada de x(τ) .

Ahora definamos la derivada fraccionaria de Caputo de un vector:

Definición 3 (Derivada fraccionaria de Caputo de un vector)

Sea X : I ⊂ R → Rn una función definida por

X(t) =


x1(t)
.
.
.

xn(t)

 ,

entonces la derivada fraccionaria de Caputo de orden α de un vector se define mediante

DαX(t) =


Dαx1(t)

.

.

.
Dαxn(t)

 .

El problema a resolver en este artı́culo es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de la forma:

DαX(t) = AX(t), (4)

donde A es una matriz de n × n con coeficientes reales y Dα la derivada fraccionaria de Caputo de
orden α. El problema se completa especificando las condiciones iniciales en

X(0) = X0.

2.1. Valores y Vectores propios

Cuando las ecuaciones del sistema de ecuaciones diferenciales son lineales, el álgebra de matrices
proporciona una notación compacta para expresar el sistema. La notación de tal sistema es entonces
(4) donde A es la matriz de coeficientes reales y X(t) es el vector solución.
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Definición 4 (Valores y vectores propios)

Sea A una matriz de n× n. Se dice que un número λ es un valor propio de A si existe un vector
solución v distinto de cero, tal que

Av = λv. (5)

El vector solución v es el vector propio que corresponde al valor propio λ.

Usando las propiedades del álgebra matricial, podemos expresar la ecuación (5) en la forma alterna-
tiva

(A− λI)v = 0, (6)

donde I es la matriz identidad. Por tanto, para determinar una solución v distinta de cero de la ecua-
ción (6) se debe tener que

det(A− λI) = 0. (7)

La ecuación (7) se llama polinomio caracterı́stico de A. Por lo que, los valores propios de A son las
raı́ces del polinomio caracterı́stico.

Para encontrar un vector propio que corresponde a un valor propio λ, solo se resuelve el sistema
de ecuaciones que surge de la ecuación (6).

3. Diagonalización

La técnica algebraica de diagonalizar una matriz cuadradaA se puede utilizar para reducir el sistema
lineal (4) a un sistema lineal desacoplado.

Primero consideramos el caso en el que A tiene valores propios reales y distintos. El siguiente teo-
rema nos permite resolver el sistema.

Teorema 1

Si los valores propios λ1, λ2, ..., λn, de una matriz A de n × n son reales y distintos, entonces
cualquier conjunto de vectores propios correspondientes {v1, v2, ..., vn} forma una base para
Rn, la matriz Q = [v1, v2, ..., vn] es invertible, y

Q−1AQ = diag [λ1, λ2, ..., λn] ,

donde diag[·] es la matriz diagonal.

Para transformar el sistema (4) en un sistema lineal desacoplado, definimos la transformación lineal
de coordenadas

Y (t) = Q−1X(t),

donde Q es la matriz invertible que define el teorema anterior. Entonces

X(t) = QY (t),

DαY (t) = Q−1DαX(t) = Q−1AX(t) = Q−1AQY (t).

Ası́, se obtiene el sistema lineal desacoplado

DαY (t) = diag [λ1, λ2, ..., λn]Y (t).
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Este sistema tiene la solución

Y (t) = diag [Eα(λ1t
α), Eα(λ2t

α), ..., Eα(λnt
α)]Y (0),

la cual se estudia en la sección 4.2, dondeEα es la funciónMittag-Leffler que se define a continuación.

Definición 5 (Mittag-Leffler de tres parámetros)

Para cualquier argumento z ∈ C, la generalización de la función Mittag-Leffler de tres paráme-
tros, Eγ

α,β , conocida como la función Prabhakar [6] se define del siguiente modo

Eγ
α,β(z) =

1

Γ(γ)

∞∑
k=0

Γ(γ + k)

k!Γ(αk + β)
zk, (8)

donde α, β ∈ C, ℜe(α) > 0, ℜe(β) > 0, γ > 0 y donde Γ(z) es la función Gamma.
En particular, si en la ecuación (8), γ = 1, obtenemos la función Mittag-Leffler de dos paráme-
tros

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
,

si γ = β = 1, tenemos la clásica función Mittag-Leffler

Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, (9)

y si α = 1 tenemos la función exponencial

E1(z) =
∞∑
k=0

zk

k!
= ez.

Entonces, continuando con nuestro problema, dado que Y (0) = Q−1X(0) y X(t) = QY (t), resulta
que el sistema (4) tiene la solución

X(t) = Q(diag [Eα(λ1t
α), Eα(λ2t

α), ..., Eα(λnt
α)])Q−1X(0).

4. Solución de sistemas lineales de orden fraccionario mediante la
transformada de Laplace

En esta sección resolveremos el sistema (4) utilizando la transformada de Laplace, para lo cual reque-
rimos las siguiente definiciones:

Definición 6 (Orden exponencial)

Una función x(t) es llamada de orden exponencial γ, si existen constantes γ ∈ R andM > 0, tal
que |x(t)| ≤ Meγt, para todo t ≥ 0.

Teniendo en cuenta la condición anterior podemos definir la transformada de Laplace de la siguiente
manera.
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Definición 7 (Transformada de Laplace)

Sea x(t) una función de variable real de orden exponencial γ y s una variable compleja. Defini-
mos la transformada de Laplace de x(t) como

L {x(t)} (s) = x̂(s) =

∫ ∞

0
e−stx(t)dt, ℜe(s) > γ.

Definición 8 (Transformada de Laplace de un vector)

Sea

X(t) =


x1(t)
.
.
.

xn(t)

 ,

entonces la transformada de Laplace de un vector se define como

L {X(t)} (s) =


L {x1(t)} (s)

.

.

.
L {xn(t)} (s)

 .

A continución definimos la transformada inversa de Laplace.

Definición 9 (Transformada inversa de Laplace)

Si x(t) tiene transformada de Laplace x̂(s), entonces la transformada inversa de Laplace está
definida por

L −1 {x̂(s)} (t) = x(t) =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
estx̂(s) ds,

donde γ es un número real tal que la lı́nea de integración γ − i∞ a γ + i∞ esté a la derecha de
todas las singularidades de x̂(s).

La transformada de Laplace tiene muchas propiedades interesantes, algunas de las cuales se enume-
ran a continuación.

Teorema 2 (Transformada de Laplace de la derivada de una función)

Sea x(t) una función diferenciable, entonces

L
{
x′(t)

}
(s) = sx̂(s)− x(0).

Una de las propiedades más importantes de la transformada de Laplace está relacionada con la con-
volución de dos funciones.
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Definición 10 (Convolución)

La convolución de dos funciones f y g se escribe como f ∗ g y se define por la integral

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0
f(t− τ)g(τ)dτ,

que existe si f y g son continuas a trozos en [0,∞).

Observación 1
Tomando en cuenta la definición anterior, observamos que la derivada fraccionaria de Caputo
(3), puede escribirse como la convolución de las funciones ϕα(t) =

t−α

Γ(1−α) y x′(t) la derivada de
la función x(t); es decir,

Dαx(t) =
(
ϕα ∗ x′

)
(t). (10)

Teorema 3 (Transformada de Laplace de la convolución de dos funciones)

Si f(t) y g(t) son dos funciones continuas a trozos sobre [0,∞) y de orden exponencial, tales
que existen sus respectivas transformadas de Laplace F (s), G(s). Entonces,

L {(g ∗ f)(t)} (s) = L {f(t)} (s)L {g(t)} (s)
= F (s)G(s).

Proposición 1 (Transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo)

L {Dαx(t)} (s) = sαx̂(s)− sα−1x(0).

Demostración. Usando la ecuación (10), calculamos la transformada de Laplace en ambos lados de la
ecuación

L {Dαx(t)} (s) = L
{(

ϕα ∗ x′
)
(t)

}
(s).

Calculamos la transformada de Laplace de ϕα(t),

L {ϕα(t)} (s) =
1

Γ(1− α)

∫ ∞

0
estt−α dt.

Haciendo el cambio de variable τ = st, dτ = sdt, obtenemos

L {ϕα(t)} (s) =
1

Γ(1− α)
sα−1

∫ ∞

0
e−ττ−α dτ,

utilizando la Definición 1 de la función Gamma, obtenemos

L {ϕα(t)} (s) = sα−1.

Entonces, utilizando los Teoremas 2 y 3, la transformada de Laplace de la ecuación (10) es

L {Dαx(t)} (s) = L {ϕα(t)} (s)L
{
x′(t)

}
(s) = sαx̂(s)− sα−1x(0).
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Observación 2 (Transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo de un vector)

Sea

X(t) =


x1(t)
.
.
.

xn(t)

 ,

entonces la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo de un vector es

L {DαX(t)} (s) =


L {Dαx1(t)} (s)

.

.

.
L {Dαxn(t)} (s)

 =


sαx̂1(s)− sα−1x1(0)

.

.

.
sαx̂n(s)− sα−1xn(0)

 ,

por lo tanto

L {DαX(t)} (s) = sαX̂(s)− sα−1X(0), (11)

donde

X̂(s) =


x̂1(s)
.
.
.

x̂n(s)

 .

Proposición 2

Sea A = (ai,j), i = 1, ..., n y j = 1, ..., n, una matriz de n × n con coeficientes reales y X(t) =
(xi(t))

T , i = 1, ..., n, un vector de n componentes. Entonces

L {AX(t)} (s) = AX̂(s). (12)

Demostración. Sea la coordenada i-ésima (AX(t))i =
∑n

k=1 aikxk(t), por tanto

(L {AX(t)} (s))i = L

{
n∑

k=1

aikxk(t)

}
(s) =

n∑
k=1

aikx̂k(s) = (AX̂(s))i.

Utilizando estos resultados, el sistema

DαX(t) = AX(t), X(0) = X0,

se resuelve de la siguiente manera:

Aplicando la transformada de Laplace y utilizando la ecuación (11) y (12) obtenemos lo siguiente

sαX̂(s)− sα−1X(0) = AX̂(s), (13)
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agrupando los términos en común, obtenemos

(sαI −A) X̂(s) = sα−1X(0), (14)

donde I es la matriz identidad de n×n. Suponemos que la matriz (sαI −A) es invertible, es decir, sα
es distinta de los valores propios de A, entonces det(sαI −A) ̸= 0. En este caso

X̂(s) = sα−1 (sαI −A)−1X(0). (15)

Más adelante veremos que si tenemosA en su forma canónica, entonces podemos usar la transforma-
da inversa de Laplace para encontrar X(t) mediante la fórmula dada en el teorema siguiente.

Teorema 4

Sea γ ∈ N, a, α, β ∈ C, entonces tenemos que para todo t > 0

L −1

{
sαγ−β

(sα − a)γ

}
(t) = tβ−1Eγ

α,β(at
α) (16)

la cual es válida para todo ℜe(s) > 0, ℜe(β) > 0 y |as−α| < 1 (ver [2]).

4.1. Sistemas lineales con valores propios reales repetidos

A continuación estudiaremos los problemas de valor inicial para un sistema lineal con derivada frac-
cionaria de Caputo analizando las raı́ces del polinomio caracterı́stico asociado a la matriz del sistema,
es decir, sus valores propios, que pueden ser: reales repetidos, reales distintos y complejos. Conside-
rando las dificultades para invertir la matriz cuando es n × n, en este documento consideraremos I
la matriz de identidad de 2× 2 y A una matriz de 2× 2. Comenzaremos con un sistema que contiene
valores propios reales repetidos.

Consideremos el siguiente sistema lineal
Dαx(t) = λx(t) + y(t)
Dαy(t) = λy(t)
x(0) = x0, y(0) = y0,

(17)

este sistema puede escribirse en forma matricial como

Dα

(
x(t)
y(t)

)
= A

(
x(t)
y(t)

)
con

A =

(
λ 1
0 λ

)
.

Utilizando la ecuación (13)

sα

x̂(s)

ŷ(s)

− sα−1

x0

y0

 =

λ 1

0 λ

x̂(s)

ŷ(s)

 ,

usando (14), obtenemossα − λ −1

0 sα − λ

x̂(s)

ŷ(s)

 = sα−1

(
x0
y0

)
.
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Ahora calculamos la inversa de la matriz (sαI −A), para ello utilizamos el polinomio caracterı́stico
P (sα) de esta matriz, que se obtiene como

P (sα) = det (sαI −A)

para este caso

P (sα) = (sα − λ)2.

Por lo tanto, si sα ̸= λ, entonces

(sαI −A)−1 =
1

(sα − λ)2

sα − λ 1

0 sα − λ

 .

Ası́, utilizando (15)x̂(s)

ŷ(s)

 =
sα−1

(sα − λ)2

sα − λ 1

0 sα − λ

x0

y0

 ,

este resultado puede verse comox̂(s)

ŷ(s)

 =


sα−1

(sα−λ) s−α s2α−1

(sα−λ)2

0 sα−1

(sα−λ)


x0

y0

 .

Para resolver este sistema calculamos la transformada inversa de Laplace de cada uno de los compo-
nentes de la matriz. Utilizando la ecuación (16) y la Definición 5 de la función Mittag-Leffler, obtene-
mos

L −1

{
sα−1

(sα − λ)

}
(t) = Eα,1(λt

α) = Eα(λt
α). (18)

Por otro lado, utilizando la forma inversa del Teorema 3 de convolución de dos funciones tenemos
que

L −1

{
s−α s2α−1

(sα − λ)2

}
(t) =

(
L −1

{
s−α

}
∗ L −1

{
s2α−1

(sα − λ)2

})
(t),

donde

L −1
{
s−α

}
(t) =

tα−1

Γ(α)

y

L −1

{
s2α−1

(sα − λ)2

}
(t) = E2

α,1(λt
α).

Ası́, por la Definición 4 de convolución de dos funciones

L −1

{
s−α s2α−1

(sα − λ)2

}
(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

1

(t− τ)1−α
E2

α,1(λτ
α) dτ.

Posteriormente, utilizando la ecuación (8)

E2
α,1(λt

α) =
∞∑
k=0

k + 1

Γ(αk + 1)
(λtα)k,

https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica
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entonces

1

Γ(α)

∫ t

0

1

(t− τ)1−α
E2

α,1(λτ
α) dτ =

∞∑
k=0

k + 1

Γ(αk + 1)Γ(α)
λk

∫ t

0
(t− τ)α−1ταk dτ

Haciendo el cambio de la variable τ = tr, dτ = tdr

1

Γ(α)

∫ t

0

1

(t− τ)1−α
E2

α,1(λτ
α) dτ =

∞∑
k=0

(k + 1)λktαk+α

Γ(αk + 1)Γ(α)

∫ 1

0
(1− r)α−1rαk dr.

Para continuar utilizamos la siguiente definición:

Definición 11 (Función Beta)

La función Beta B(z, u), está definida por la siguiente integral

B(z, u) =

∫ 1

0
tz−1(1− t)u−1 dt, (19)

dondeℜe(z) > 0,ℜe(u) > 0 y puede expresarse en términos de la funciónΓmediante la relación

B(z, u) =
Γ(z)Γ(u)

Γ(z + u)
. (20)

Entonces, utilizando (19), y la relación (20) que esta función tiene con la función Gamma, obtenemos

1

Γ(α)

∫ t

0

1

(t− τ)1−α
E2

α,1(λτ
α) dτ =

∞∑
k=0

k + 1

Γ(αk + 1)Γ(α)
(λtα)ktα

Γ(αk + 1)Γ(α)

Γ(αk + 1 + α)
.

Y por la propiedad (2) de la función Gamma, nos queda

1

Γ(α)

∫ t

0

1

(t− τ)1−α
E2

α,1(λτ
α) dτ =

tα

α
Eα,α(λt

α).

Por lo tanto,x(t)

y(t)

 =

Eα(λt
α) tα

α Eα,α(λt
α)

0 Eα(λt
α)

x0

y0

 .

Note que si α = 1

Eα(λt
α) = eλt

y

tα

α
Eα,α(λt

α) = teλt

ası́ x(t)

y(t)

 =

eλt teλt

0 eλt

x0

y0

 .
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4.1.1. Ejemplo: Valores propios repetidos

Consideremos el sistema (17) con la matriz

A =

(
4 1
0 4

)
.

Sabemos que este sistema tiene una solución generalx(t)

y(t)

 =

Eα(4t
α) tα

α Eα,α(4t
α)

0 Eα(4t
α)

x0

y0

 .

Tomando un α = 0.9, podemos representar algunas curvas solución como se muestra en la Figura 1.
Observemos que estas curvas son muy parecidas a las del caso ordinario (α = 1), y podemos ver que
estas soluciones sufren una contracción debido al valor de α.

Figura 1: Curvas solución para el caso de valores propios reales repetidos. Elabo-
ración propia.

Comparado con el caso ordinario, el flujo de las soluciones en su forma cualitativa es muy similar
cuando tomamos diferentes valores de α.

4.2. Sistemas lineales con valores propios reales y distintos

Resolvamos ahora el siguiente sistema lineal
Dαx(t) = λx(t)
Dαy(t) = µy(t)
x(0) = x0, y(0) = y0,

(21)

este sistema puede escribirse en forma matricial como

Dα

(
x(t)
y(t)

)
= A

(
x(t)
y(t)

)
, (22)

donde

A =

(
λ 0
0 µ

)
.
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Aplicando la transformada de Laplace en la ecuación (22) obtenemossα − λ 0

0 sα − µ

x̂(s)

ŷ(s)

 = sα−1

x0

y0

 .

Para este caso, el polinomio caracterı́stico es P (sα) = (sα − λ)(sα − µ), entonces cuando sα ̸= λ, µ
obtenemosx̂(s)

ŷ(s)

 =
sα−1

(sα − λ)(sα − µ)

sα − µ 0

0 sα − λ

x0

y0

 .

Aplicando la transformada inversa de Laplace en ambos lados de cada componente de la matriz y
utilizando (18) para λ y µ, respectivamente, obtenemosx(t)

y(t)

 =

Eα(λt
α) 0

0 Eα(µt
α)

x0

y0

 .

Si α = 1x(t)

y(t)

 =

eλt 0

0 eµt

x0

y0


por definición clásica de la función Mittag-Leffler (9).

4.2.1. Ejemplo: Valores propios reales distintos

Consideremos ahora el sistema (22) con la matriz

A =

(
1 0
0 −1

)
,

se sabe que este sistema tiene como solución general(
x(t)
y(t)

)
=

(
Eα(t

α) 0
0 Eα(−tα)

)(
x0
y0

)
.

Para el caso particular, con la siguiente condición α = 0.9, se puede observar que las curvas solución
del sistema (21) presentan similitud a las del caso ordinario (α = 1) con la diferencia que cuando
tenemos el α = 0.9 el decrecimiento de las soluciones es más rápido debido al valor de α; como se
muestra en la Figura 2.

4.3. Sistemas lineales con valores propios complejos

Por último, nos ocuparemos de los sistemas lineales cuando la matriz A tiene valores propios com-
plejos, esto ocurre cuando el polinomio caracterı́stico contiene raı́ces complejas. Sin embargo, todavı́a
podemos obtener la solución general como en los valores propios reales mediante el uso de algunas
estrategias con números complejos y funciones.
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Figura 2: Curvas solución para el caso de valores propios reales y distintos. Ela-
boración propia.

Cosideremos el siguiente problema de valor inicial
Dαx(t) = ax(t)− by(t)
Dαy(t) = bx(t) + ay(t)
x(0) = x0, y(0) = y0,

(23)

donde a, b ∈ R. Este sistema puede considerarse

Dα

(
x(t)
y(t)

)
=

(
a −b
b a

)(
x(t)
y(t)

)
.

Aplicando la transformada de Laplace en ambos lados, según la ecuación (13), obtenemos

sα
(
x̂(s)
ŷ(s)

)
− sα−1

(
x0
y0

)
=

(
a −b
b a

)(
x̂(s)
ŷ(s)

)
,

agrupando términos tenemos quesα − a b

−b sα − a

x̂(s)

ŷ(s)

 = sα−1

x0

y0

 .

Ahora calculamossα − a b

−b sα − a

−1

donde el polinomio caracterı́stico P (sα), de esta matriz es

P (sα) = (sα − ω)(sα − ω̄),

con ω = a+ ib y ω̄ = a− ib, entonces si sα ̸= ω, ω̄x̂(s)

ŷ(s)

 =
sα−1

(sα − ω)(sα − ω̄)

sα − a −b

b sα − a

x0

y0

 , (24)
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separando en fracciones parciales podemos ver que

sα − a

(sα − ω)(sα − ω̄)
=

1

2

[
1

(sα − ω)
+

1

(sα − ω̄)

]
y

b

(sα − ω)(sα − ω̄)
=

1

2i

[
1

(sα − ω)
− 1

(sα − ω̄)

]
.

Por lo tanto, la expresión (24) puede verse comox̂(s)

ŷ(s)

 =


1
2

[
sα−1

(sα−ω) +
sα−1

(sα−ω̄)

]
− 1

2i

[
sα−1

(sα−ω) −
sα−1

(sα−ω̄)

]
1
2i

[
sα−1

(sα−ω) −
sα−1

(sα−ω̄)

]
1
2

[
sα−1

(sα−ω) +
sα−1

(sα−ω̄)

]


x0

y0

 .

Aplicando la transformada inversa de Laplace a ambos lados a cada componente de la matriz y utili-
zando (18) para ω y ω̄, respectivamente, obtenemosx(t)

y(t)

 =

 1
2 [Eα(ωt

α) + Eα(ω̄t
α)] − 1

2i [Eα(ωt
α)− Eα(ω̄t

α)]

1
2i [Eα(ωt

α)− Eα(ω̄t
α)] 1

2 [Eα(ωt
α) + Eα(ω̄t

α)]

x0

y0

 .

Si α = 1, entonces

[Eα(ωt
α) + Eα(ω̄t

α)]

2
=

et(a+ib) + et(a−ib)

2

=
eat

(
eibt + e−ibt

)
2

= eat (cos(bt))

y

[Eα(ωt
α)− Eα(ω̄t

α)]

2i
=

et(a+ib) − et(a−ib)

2i

=
eat

(
eibt − e−ibt

)
2i

= eat (sen(bt)) ,

por lo tantox(t)

y(t)

 = eat

cos(bt) −sen(bt)

sen(bt) cos(bt)

x0

y0

 .

Si α ∈ (0, 1], podemos utilizar coordenadas polares para representar la solución, es decir, tomando
ω + ω̄

2
= r cos(θ),

ω − ω̄

2i
= rsen(θ)

y la definición de la función Mittag-Leffler (8), tenemos

[Eα(ωt
α) + Eα(ω̄t

α)]

2
=

∞∑
k=0

1

Γ(αk + 1)

ωk + ω̄k

2
tαk

=

∞∑
k=0

rktαk

Γ(αk + 1)
cos(kθ)
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y

[Eα(ωt
α)− Eα(ω̄t

α)]

2i
=

∞∑
k=0

1

Γ(αk + 1)

ωk − ω̄k

2i
tαk

=

∞∑
k=0

rktαk

Γ(αk + 1)
sen(kθ).

De este modox(t)

y(t)

 =
∞∑
k=0

tαk

Γ(αk + 1)
rk

cos(kθ) −sen(kθ)

sen(kθ) cos(kθ)

x0

y0

 . (25)

4.3.1. Ejemplo: Valores propios complejos

Analicemos ahora el caso en el que tenemos valores propios complejos, para ello consideremos el
sistema (23) con la matriz

A =

(
1 −1
1 1

)

si λ = 1 + i, θ = Arg(λ) y r =
√
2, este sistema con matriz A tiene como solución general(

x(t)
y(t)

)
=

∞∑
k=0

(rtα)k

Γ(αk + 1)

(
cos(kθ) −sen(kθ)
sen(kθ) cos(kθ)

)(
x0
y0

)
.

En el caso en que α = 0, 9, podemos observar en la Figura 3, que obtenemos como soluciones espirales
fuente, es decir, curvas inestables al igual que en el caso ordinario (α = 1). La diferencia es la velocidad
con la que crece y los giros que da esta espiral, debido al parámetro α.

Figura 3: Curva solución para valores propios complejos con parte real distinta
de cero. Elaboración propia.

Ahora bien, si consideramos la matriz de la siguiente forma

A =

(
0 −1
1 0

)
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es decir, la matriz con valores propios con parte real cero y parte imaginaria 1, este sistema tiene como
solución a

(
x(t)
y(t)

)
=

∞∑
k=0

tαk

Γ(αk + 1)

(
cos(k π

2 ) −sen(k π
2 )

sen(k π
2 ) cos(k π

2 )

)(
x0
y0

)
.

En este ejemplo podemos observar que para el sistema de la matrizA, con valores propios imaginario
puro, si hay diferencia cuando tomamos el caso α = 0.9 y α = 1, ya que en el caso ordinario tenemos
centros o soluciones periódicas, y cuando tomamos α ̸= 1, tenemos espirales, ver Figura 4.

Figura 4: Curva solución para valores propios complejos con parte real igual a
cero. Elaboración propia.

5. Función Mittag-Leffler de una Matriz

Para definir la función Mittag-Leffler de una matriz, definamos primero la Mittag-Leffler de un ope-
rador lineal T : Rn → Rn, y para ello es necesario definir el concepto de convergencia en el espacio
lineal L(Rn) de operadores lineales sobre Rn. Para ello se utiliza la norma de operador de T definida
por

∥T∥ =max|T (x)|,
|x| ≤ 1

donde |x| denota la norma euclidiana de x en Rn, es decir,

|x| =
√

x21 + x22 + ...+ x2n.

El operador norma tiene todas las propiedades habituales de una norma; es decir, para S, T ∈ L(Rn)

∥T∥ ≥ 0 y ∥T∥ = 0 ssi T = 0,

∥kT∥ = |k| ∥T∥ para k ∈ R,
∥S + T∥ ≤ ∥S∥+ ∥T∥ .

La convergencia de una sucesión de operadores Tk ∈ L(Rn) se define en términos de la norma del
operador como sigue:
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Definición 12 (Convergencia de una sucesión de operadores)

Se dice que una sucesión de operadores lineales Tk ∈ L(Rn) converge a un operador lineal
T ∈ L(Rn) cuando k → ∞; es decir,

ĺım
k→∞

Tk = T,

si para todo ϵ > 0 existe un N tal que para k ≥ N , ∥T − Tk∥ < ϵ.

Lema 1 Para S, T ∈ L(Rn) y x ∈ Rn,

(1)|T (x)| ≤ ∥T∥ |x|
(2) ∥TS∥ ≤ ∥T∥ ∥S∥

(3)
∥∥∥T k

∥∥∥ ≤ ∥T∥k para k = 0, 1, 2, ...

La demostración de este lema puede encontrarse, por ejemplo, en Perko [4].

Teorema 5

Sea T ∈ L(Rn) y t0 > 0, la serie

∞∑
k=0

T ktk

Γ(αk + 1)

es absoluta y uniformemente convergente para todo |x| < R.

Demostración. Sea ∥T∥ = a. Entonces se deduce del lema anterior que para |t| ≤ t0,∥∥∥∥ T ktk

Γ(αk + 1)

∥∥∥∥ ≤ ∥T∥k |t|k

Γ(αk + 1)
≤ aktk0

Γ(αk + 1)
.

Pero
∞∑
k=0

aktk0
Γ(αk + 1)

= Eα(at0).

Por lo tanto, de la prueba M de Weierstrass se deduce que la serie

∞∑
k=0

T ktk

Γ(αk + 1)

es absoluta y uniformemente convergente para todo |t| ≤ t0.

La función Mittag-Leffler del operador lineal T viene definida entonces por la serie absolutamente
convergente

Eα(T ) =

∞∑
k=0

T k

Γ(αk + 1)
.

De las propiedades de los lı́mites se deduce que Eα(T ) es un operador lineal sobre Rn y se deduce,
como prueba del teorema anterior, que ∥Eα(T )∥ ≤ Eα(∥T∥).
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Dado que estamos resolviendo sistemas lineales de la forma

DαX(t) = AX(t),

supondremos que la transformación lineal T ∈ Rn está representada por la matriz A de n × n con
respecto a la base estándar para Rn y definiremos la función de Mittag-Leffler Eα(At

α).

Definición 13 (Función Mittag-Leffler de una matriz)

Sea A sea una matriz de n× n. Entonces para t ∈ R,

Eα(At
α) =

∞∑
k=0

Aktαk

Γ(αk + 1)
.

Proposición 3

SiQ y T son transformaciones lineales sobre Rn y S = QTQ−1, entonces Eα(S) = QEα(T )Q
−1.

Demostración. La demostración se sigue de la definición de la función Mittag-Leffler de una matriz,
en efecto

Eα(S) =

∞∑
k=0

Sk

Γ(αk + 1)
=

∞∑
k=0

(QTQ−1)k

Γ(αk + 1)
= Q

∞∑
k=0

T k

Γ(αk + 1)
Q−1.

El siguiente corolario se deduce inmediatamente de la Definición 13 y de la Proposición 3.

Corolario 1 Si Q−1AQ = diag[λj ] entonces Eα(At
α) = Q diag[Eα(λjt

α)]Q−1, donde los λj son
los valores propios de la matriz A.

Ahora analizaremos los diferentes casos en los que podemos tener la matrizA y cómo serı́a la función
Mittag-Leffler de dicha matriz.

Corolario 2 Si

A =

λ 0

0 µ


entonces la función Mittag-Leffler de la matriz A es

Eα(A) =

Eα(λ) 0

0 Eα(µ)

 .

Demostración. Si

A =

λ 0

0 µ
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entonces

Ak =

λk 0

0 µk

 .

De este modo

Eα(A) =


∑∞

k=0
λk

Γ(αk+1) 0

0
∑∞

k=0
µk

Γ(αk+1)

 =

Eα(λ) 0

0 Eα(µ)

 .

Corolario 3 Si

A =

λ 1

0 λ



entonces la función Mittag-Leffler de la matriz A es

Eα(t
αA) =

Eα(t
αλ) tα

α Eα,α(t
αλ)

0 Eα(t
αλ)

 .

Demostración. Si

A =

λ 1

0 λ


entonces

(tαA)k =

(tαλ)k tαkkλk−1

0 (tαλ)k

 .

Por lo tanto, encontramos

Eα(t
αA) =


∑∞

k=0
(tαλ)k

Γ(αk+1)

∑∞
k=0

tαkkλk−1

Γ(αk+1)

0
∑∞

k=0
(tαλ)k

Γ(αk+1)

 .

Observemos que
∞∑
k=0

tαkkλk−1

Γ(αk + 1)
=

∞∑
k=0

k

αk

tαkλk−1

Γ(αk)
=

1

α

∞∑
k=1

tαkλk−1

Γ(αk)
=

1

α

∞∑
k=0

tα(k+1)λ(k+1)−1

Γ(α(k + 1))

=
tα

α

∞∑
k=0

(tαλ)k

Γ(αk + α)
=

tα

α
Eα,α(t

αλ).
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Entonces, obtenemos que

Eα(t
αA) =

Eα(t
αλ) tα

α Eα,α(t
αλ)

0 Eα(t
αλ)

 .

Corolario 4 Si

A =

 0 b

−b 0



entonces la función Mittag-Leffler de la matriz A es

Eα(A) =

 E2α(−b2) bE2α,α+1(−b2)

−bE2α,α+1(−b2) E2α(−b2)

 .

Demostración. Si

A =

 0 b

−b 0


entonces, podemos ver que

A0 = I, A2 = −b2I, A3 = −b3

 0 1

−1 0

 , A4 = b4I, A5 = b5

 0 1

−1 0

 , ...

Ası́, encontramos

Eα(A) =


∑∞

k=0 (−1)k b2k

Γ(2kα+1)

∑∞
k=0 (−1)k b2k+1

Γ((2k+1)α+1)

−
∑∞

k=0 (−1)k b2k+1

Γ((2k+1)α+1)

∑∞
k=0 (−1)k b2k

Γ(2kα+1)



=

 E2α(−b2) bE2α,α+1(−b2)

−bE2α,α+1(−b2) E2α(−b2)

 .

Tenga en cuenta que, si α = 1, entonces

Eα(A) =

 cos(b) sen(b)

−sen(b) cos(b)

 .
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Corolario 5 Si

A =

a −b

b a



entonces la función Mittag-Leffler de la matriz A es

Eα(A) =

∞∑
k=0

1

Γ(αk + 1)

 A0 A1

−A1 A0

 .

Demostración. Si

A =

a −b

b a

 .

Podemos ver que

A0 =I, A2 =

a2 − b2 −2ab

2ab a2 − b2

 , A3 =

a3 − 3ab2 −3a2b+ b3

3a2b− b3 a3 − 3ab2

 ,

A4 =

a4 − 6a2b+ b4 −4a3b+ 4ab3

4a3b− 4ab3 a4 − 6a2b+ b4

 ,

A5 =

a5 − 10a3b2 + 5ab4 −5a4b+ 10a2b3 − b5

5a4b− 10a2b3 + b5 a5 − 10a3b2 + 5ab4

 ,

...

Ak =

 A0 A1

−A1 A0

 ,

conAj =

⌈ k+j
2 ⌉∑

m=0

(−1)m+j

(
k

2m+ j

)
ak−2m−jb2m+j , para j = 0, 1, donde

⌈
k
2

⌉
,
⌈
k+1
2

⌉
=min

{
n ∈ Z | k

2 ,
k+1
2 ≤ n

}
y
(

k
2m

)
,
(

k
2m+1

)
son coeficientes binomiales.

Por lo tanto

Eα(A) =

∞∑
k=0

1

Γ(αk + 1)

 A0 A1

−A1 A0

 .

Este análisis demuestra que si

B = Q−1AQ,
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tiene una de las siguientes formas

B =

(
λ 0
0 µ

)
, B =

(
λ 1
0 λ

)
or B =

(
0 b
−b 0

)
,

se deduce de los corolarios anteriores y de la Definición 13 que

Eα(Btα) =

(
Eα(λt

α) 0
0 Eα(µt

α)

)
, Eα(Btα) =

Eα(t
αλ) tα

α Eα,α(t
αλ)

0 Eα(t
αλ)


o

Eα(Btα) =

 E2α(−b2) bE2α,α+1(−b2)

−bE2α,α+1(−b2) E2α(−b2)

 ,

respectivamente.

Por la Proposición 3, la matriz Eα(At
α) viene dada por

Eα(At
α) = QEα(Btα)Q−1.

6. Teorema fundamental de los sistemas lineales

Sea A una matriz de 2× 2. En esta sección, demostraremos el hecho de que paraX0 ∈ R2 el problema
del valor inicial

DαX(t) = AX(t), (26)
X(0) = X0,

tiene una solución única para todos los t ∈ R que es

X(t) = Eα(At
α)X0.

Para demostrar este teorema, primero calculamos la derivada fraccionaria de Caputo de la función
Mittag-Leffler Eα(At

α).

Lema 2 Sea A una matriz cuadrada, entonces

DαEα(At
α) = AEα(At

α).

Demostración. Por definición de la derivada fraccionaria de Caputo (3)

DαEα(At
α) =Dα

∞∑
k=0

(Atα)k

Γ(αk + 1)

=

∞∑
k=1

1

Γ(αk + 1)Γ(1− α)

∫ t

0

αkAkταk−1

(t− τ)α
dτ.
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Realizando el cambio de la variable τ = tr, dτ = t dr, obtenemos

DαEα(At
α) =

∞∑
k=1

αkAktαk−α

Γ(αk + 1)Γ(1− α)

∫ 1

0
(1− r)1−α−1rαk−1 dr.

Entonces, por la relación de la función Beta con la función Gamma (20), tenemos que

DαEα(At
α) =

∞∑
k=1

αkAktαk−α

Γ(αk + 1)Γ(1− α)

Γ(1− α)Γ(αk)

Γ(1− α+ αk)

Reescribiendo la suma, haciendo un cambio de ı́ndice en k y teniendo en cuenta, por la propiedad de
la función Gamma (2), que αkΓ(αk) = Γ(αk + 1), obtenemos

DαEα(At
α) =

∞∑
k=0

Ak+1tα(k+1)−α

Γ(α(k + 1) + 1− α)
.

Eliminando los términos semejantes y utilizando la definición de la función Mittag-Leffler de una
matriz, nos queda

DαEα(At
α) = AEα(At

α).

Teorema 6 (Teorema fundamental de los sistemas lineales)

Sea A una matriz de 2 × 2. Entonces, para un X0 ∈ R2, el problema del valor inicial (26) tiene
una solución única dada por

X(t) = Eα(At
α)X0.

Demostración. Por el lema anterior, si X(t) = Eα(At
α)X0, entonces

DαX(t) = DαEα(At
α)X0 = AEα(At

α)X0 = AX(t)

para todo t ∈ R.

7. El plano traza-determinante

Ahora intentaremos resumir lo que hemos hecho con la teorı́a anterior. Para ello quisiéramos algu-
na caracterización que nos permita decir cómo son las soluciones de algún sistema lineal autónomo
fraccionario de 2× 2 . Utilicemos la caracterización del plano traza-determinante.

Para una matriz

A =

(
a b
c d

)
tenemos su polinomio caracterı́stico y esto en el caso ordinario nos permite saber qué tipos de valores
propios tiene A.
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Cuando tenemos el caso fraccionario, el polinomio no se puede calcular directamente, debido a la
forma del sistema.

DαX = AX,

sin embargo, aplicando la transformada de Laplace podemos obtener el polinomio caracterı́stico y
éste es de la forma

P (sα) = s2α − sα(a+ d) + ad− cb.

Si DetA = D = ad− cb y TrA = T = a+ d, entonces

P (sα) = s2α − sαT +D.

Ahora, calculando los valores propios de A, tenemos que si p(sα) = 0, entonces

sα± =
1

2
(T ±

√
T 2 − 4D).

Esta última expresión nos dice cuando tenemos valores propios reales repetidos, distintos y complejos
con sólo conocer T y D; es decir,

si T 2 − 4D > 0 tenemos valores propios reales distintos,

si T 2 − 4D = 0 tenemos valores propios reales repetidos,

si T 2 − 4D < 0 tenemos valores propios complejos.

Con el par (T,D) podemos hacer una visualización de la geometrı́a en el plano fase que corresponde
precisamente al plano traza-determinante. En los casos T 2−4D > 0 y T 2−4D = 0, el comportamiento
cualitativo no cambia respecto al caso ordinario, nuestro caso de interés es el siguiente T 2 − 4D < 0.

Consideremos sα = reiθ porque en este caso p(sα) = 0 tiene raı́ces complejas. Ahora s = r
1
α eiθ/α =

r
1
α (cos(θ/α) + isen(θ/α)), recordemos que para el caso ordinario cuando T < 0 se obtienen espirales

pozo, como la parte real de sα es T/2 entonces T = 2r
1
α cos(θ/α).

Análogamente, tomando T < 0 tenemos que analizar ahora cuando 2r
1
α cos(θ/α) < 0 equiva-

lentemente

cos(θ/α) < 0

y esto ocurre cuando{
−π < θ

α < −π
2

π
2 < θ

α < π

o, de forma equivalente, cuando{
−απ < θ < −απ

2
απ
2 < θ < απ

.

Por lo tanto, para estos valores de θ tenemos espirales pozo.
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Si T > 0 es necesario cos(θ/α) > 0 y esto ocurre cuando

−π

2
<

θ

α
<

π

2

o, de forma equivalente, cuando

−απ

2
< θ <

απ

2
,

por lo tanto, tenemos espirales fuente cuando θ toma estos valores.

Por último, si T = 0, es decir,

cos(θ/α) = 0

esto ocurre cuando
θ

α
= ±π

2

o, de forma equivalente

θ = ±απ

2
.

Observación 3
Tomando α < 1 podemos ver que la estabilidad depende de α. Recordemos que en el caso
ordinario cuando T < 0 yD > 0 el sistema es estable y es inestable en los otros casos. En el caso
fraccionario el sistema es estable cuando

|θ| > απ

2
,

esto se cumple cuando T 2 ≥ 4D, con D > 0 y T < 0, considerando

sα± =
1

2
(T ±

√
T 2 − 4D) y θ = arg(sα)

y cuando T 2 < 4D, con D > 0, considerando

sα± =
1

2
(T ± i

√
4D − T 2)

con

θ =


arctan(

√
4D−T 2

T ), si T > 0.

π + arctan(
√
4D−T 2

T ), si T < 0.

La transición de estable a inestable ocurre cuando

D =
T 2

4
((tan(απ/2))2 + 1).

A partir de esta última ecuación podemos decir que cuando α → 0 la región en el plano traza-
determinante donde obtenemos soluciones estables, es mayor que cuando α → 1, como pode-
mos ver en la Figura 5, ya que en el caso ordinario la transición de estable a inestable ocurre
cuando T = 0.
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Figura 5:Comportamiento cualitativo de las soluciones en un sistema fraccionario
de 2× 2 utilizando el plano traza-determinante. Elaboración propia.

8. Oscilador ármonico amortiguado de orden fraccionario

En esta sección estudiaremos un ejemplo particular, donde se aplica la teorı́a que desarrollamos en el
presente artı́culo. Consideremos la Segunda Ley de Newton

mx′′(t) = f(t, x(t), x′(t)),

donde x(t) es la posición al tiempo t, x′(t) es la velocidad al tiempo t,m representa la masa del objeto
puntual y f es la fuerza.

Estudiaremos el siguiente caso particular, el cual corresponde al oscilador ármonico amortiguado

mx′′(t) + bx′(t) + kx(t) = f(t), (27)

donde

b ≥ 0 es el coeficiente de amortiguamiento (fricción o resistencia),

k > 0 es la constante de resorte,

f(t) es una fuerza externa que actúa sobre el sistema.

Considerando la derivada fraccionaria de Caputo de orden α y tomandom = 1 y f(t) = 0, definimos
la siguiente generalización de la ecuación (27):

DαDαx(t) + bDαx(t) + kx(t) = 0.

La ecuación anterior es equivalente al siguiente sistema lineal

Dαx(t) = y(t)
Dαy(t) = −kx(t)− by(t),

(28)

con condiciones iniciales x(0) = x0, y(0) = y0. Entonces de forma matricial tendrı́amos

Dα

(
x(t)
y(t)

)
=

(
0 1
−k −b

)(
x(t)
y(t)

)
,
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donde

A =

(
0 1
−k −b

)

define el comportamiento del sistema. Los valores propios λ de A nos permiten clasificar este com-
portamiento, los cuáles se calculan resolviendo el polinomio caracterı́stico

λ2 + bλ+ k = 0

de donde se deduce que son

complejos si b2 < 4k,

repetidos si b2 = 4k,

reales distintos si b2 > 4k.

Analicemos el caso cuando b2 > 4k. Primero tenemos que diagonalizar la matriz A, de donde los
valores propios son de la forma

λ1,2 = − b

2
± i

√
4k − b2

2
.

Encontremos el vector propio para el valor propio λ1, es decir, calculamos (A−λ1I)v = 0, resolviendo
el sistema, obtenemos que

v =

 1

− b
2

+ i

 0

√
4k−b2

2

 ,

ası́

Q =

 0 1

√
4k−b2

2 − b
2

 y Q−1 =

 b√
4k−b2

2√
4k−b2

1 0

 .

De este modo, obtenemos que la solución de (28) está dada porx(t)

y(t)

 =

 0 1

√
4k−b2

2 − b
2

 ∞∑
j=0

tαj

Γ(αj + 1)
kj/2

cos(jθ) −sen(jθ)

sen(jθ) cos(jθ)

 b√
4k−b2

2√
4k−b2

1 0

x0

y0

 ,

donde

θ =


π/2, si b = 0,

π + arctan(
√
4k−b2

−b ), si b > 0.

Aquı́, hemos utilizado la solución (25), expuesta en la sección (4.3) para valores propios complejos.
Donde x(t) describe el comportamiento del oscilador fraccionario a través del tiempo (ver Figura 6).
El cual oscila con una amplitud decreciente exponencialmente a medida que α se aleja de 1, es decir,
cuanto menor sea α obtendremos un amortiguamiento mayor que en el caso ordinario.
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Figura 6: Comportamiento de la solución del oscilador armónico amortiguado fraccionario, para k =
1, b = 0.01, y x(0) = 1. Elaboración propia.

9. Conclusiones

En este artı́culo, encontramos soluciones para sistemas lineales de ecuaciones diferenciales con deriva-
da fraccionaria utilizando la teorı́a de la transformada de Laplace y de la representación de soluciones
a través de la función Mittag-Leffler.

Gracias a la transformada de Laplace pudimos obtener soluciones generalizadas para sistemas linea-
les cuando α ∈ (0, 1], las cuales al compararlas cuando α = 1 se reducen a soluciones conocidas.

Pudimos observar gráficamente que el comportamiento de las soluciones es distinto cuandoα∈ (0, 1),
por ejemplo, en el caso de tener un matriz con valores propios complejos con parte real igual a cero,
las soluciones son centros para α = 1 y espirales pozo para α < 1. En general, la región de estabilidad
en el plano traza-determinante es más grande cuando α < 1, como se muestra en las Figuras 7, 8.

Figura 7: Estabilidad de los sistemas lineales para α = 1. Elaboración propia.
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Figura 8: Estabilidad de los sistemas lineales para α = 0.8. Elaboración propia.

Se demostraron teoremas para sistemas lineales de orden fraccionario, utilizando la derivada fraccio-
naria de Caputo y la función Mittag-Leffler de una matriz, análogos a los sistemas lineales ordinarios.
Finalmente, se dio un ejemplo explı́cito en el que se muestra como es la dependencia del comporta-
miento de las soluciones con respecto al orden de la derivada.
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