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Resumen: Hay mucha literatura dispersa sobre cuaterniones y rotaciones que esta orientada a apli-
caciones précticas pero no tanto a desarrollar la intuicién y las matemadticas que hay detrds de las
formulas. En este articulo partimos de los conocimientos bésicos comunes de los cursos de Algebra
Lineal' y se introducen los cuaterniones y su aplicacién en rotaciones, siguiendo un flujo natural, te6ri-
co, préctico e intuitivo. El conjunto de cuaterniones, denotado IH, es un espacio vectorial isomorfo a
R* y se define una multiplicacién que le da estructura de campo no conmutativo. La multiplicacién
por un cuaternién unitario aplica una rotacién en dos planos, de manera simtltanea, de una manera
similar a como la multiplicacién por un ntimero complejo unitario aplica una rotacién. Para usar este
hecho en rotaciones en R3, escogemos una base ortonormal de H adecuada (esto nos da dos pla-
nos), de tal manera que en un plano se fije el eje de rotacién (es decir, no hay rotacién) y en el otro
plano se aplique la rotacién deseada.
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Abstract: There is a lot of scattered literature on quaternions and rotations that is oriented to prac-
tical applications but not so much to develop the intuition and mathematics behind the formulas.
In this paper we start from the common basic knowledge of Linear Algebra courses? and introduce
quaternions and their application in rotations, following a natural, theoretical, practical and intuitive
flow. The set of quaternions, denoted H, is a vector space isomorphic to R* and a multiplication
is defined which gives it a non-commutative field structure. Multiplication by a unitary quaternion
applies a rotation in two planes, in a simultaneous manner, in a similar way as multiplication by a
unitary complex number applies a rotation. To use this fact in rotations in R?, we choose a suitable
orthonormal basis of IH (this gives us two planes), such that in one plane the axis of rotation is fixed
(i.e., no rotation) and in the other plane the desired rotation is applied.
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1. Introduccion

Mucho tiempo ha pasado después de que W. R. Hamilton descubri6 los cua-
terniones en 1843 [3, pdg. 2]. Los cuaterniones se pueden ver como niimeros
de la forma a + bi + ¢j + dk o también como a + u. Actualmente, entre mu-
chas otras aplicaciones (en matemadtica, ingenieria, fisica, robética, etc.), los
celulares y las tablets (Android, Iphone) usan cuaterniones para manejar la
orientacion de la pantalla, especificamente los sensores de movimiento (Figu-
ra 1). En un cuaternién unitario “a + bi 4 ¢j + dk”, un programador lo que
ve es una componente a para el angulo y las otras tres para un eje de rota-
cién, es decir, ve piezas de informacién compactas y eficientes, que se pueden ~ Figura 1: Orientacion
sumar, multiplicar y dividir para obtener rotaciones e iterpolar suavemente Fuente: Elaboracion propia
sobre una esfera.

El conjunto de los cuaterniones se denota con H vy, en lo que vamos a hacer aqui, podemos iden-
tificarlo® con R* como espacio vectorial (los nimeros reales y los vectores de IR? son cuaterniones
también). Adicionalmente, ademads de la suma y la multiplcacién por un escalar, IH viene dotado
con una manera de multiplicar sus elementos: En H podemos sumar, restar, multiplicar y dividir
alegremente como en los ntiimeros complejos, excepto que la multiplicacién no es conmutativa.

De manera similar que en los nimeros complejos, los cuaterniones unitarios se puede expresar como
q = cosf + fisenf con 1? = —1. El conjunto de simbolos {1,i,7,k} es una base de este espacio
vectorial. Dependiendo de la aplicacién, las bases de H se cambian, para obtener representaciones
adecuadas?, en el contexto de las rotaciones, se usa una base ortonormal

{1,A,4,V} con h =G x ¥
Multiplicar por un cuaternién unitario q aplica una rotacién en dos planos ortogonales, generados
respectivamente, por {1,111} y {@,¥}. Y cuando queremos ir de un cuaternién unitario a otro, sobre
la esfera unitaria, usamos “interpolacién” sobre un solo plano (hay una componente nula en el primer
plano).
Hay varios métodos muy conocidos para aplicar rotaciones, entonces ;por qué molestarse con los
cuaterniones?. Es una cuestion se simplicidad, eficiencia y estabilidad:

e Rotar u: Cq(u) =quq

e Parametrizacién de un camino sobre la esfera, de q1 a q2: q(t) = (q291)'q1.
Una animacién® se puede ver en la Figura 2.

*Trabajar con cuadrtples es muy engorroso, asi que también se usan otras representaciones que simplifican los célculos.

*Se puede ver la escogencia de otras bases en “procesamiento de sefiales” [17]

°La animacién solo se ejecuta en visores pdf que admitan c6digo javascript, como Acrobat, Okular, etc. El c6digo en
MATHEMATICA estd mds abajo: 6.1
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Figura 2: q () = (q2q;)'q1.

Fuente: Elaboracién propia

iSon férmulas simples y compactas!. Para ver la intuicién y las mateméticas que hay detras de estas
férmulas, necesitamos solo cosas bdsicas del cuerpo de conocimientos que se obtiene en un curso in-
troductorio de Algebra Lineal de nuestra época, como por ejemplo el libro de S. Lang [16]°.

La intuicién y las matematicas, de por qué la multiplicacién por un cuaternién unitario q = cosf +
i sen § aplica una rotacion, estd basado en las férmulas que se derivan de manera natural de la defi-
nicién de la multiplcacién: Si q1 = s1 + u y q2 = s2 + v entonces

qig2 =S182—u+v+u XVv + SV —+su

parte escalar parte vectorial

En particular, si II; es un plano con base ortonormal {1,171} ysi II; es un plano con base ortonormal
{1, v}, entonces 1’ = q1 y i’ = qi son una rotacién positiva de los ejes {1,i} y @' = qi y
¥/ = q¥ son una rotacién positiva de los ejes {11,V }, pues

ql = cosf1 + nisend qv = ¥ cos 6 + W sen 6

A N y
qn = senf 1 + 1 cos q% = —vsend + W cos

Para lograr el flujo natural de los conceptos basicos del Algebra Lineal usual hacia los cuaterniones y
sus aplicaciones, en rotaciones e interpolacién en IR3, iniciamos con un seccién preliminar sobre lon-
gitud y d&ngulos en un espacio vectorial con producto interior, luego derivamos la férmula de rotacién
Euler-Rodriguez y pasamos de manera natural a los cuaterniones y a la rotacién con cuaterniones y
finalizamos con interpolacién sobre una esfera.

En los apéndices encontramos una nota histérica del sorprendente hecho de que la multiplicacién,
con las propiedades deseables usuales, solo es posible en espacios de dimensiéon n = 1,n = 2 y
n = 4 (si prescindimos de la asociatividad, también n = 8) y algunos detalles de indole tedrica que
posiblemente alguien sienta que requiere aclaraciones adicionales.

°El Algebra Lineal de la década de 1840 no es la misma de ahora. Hasta 1943 se public6 el primer libro de Algebra Lineal
para estudiantes universitarios que es la base de lo que conocemos actualmente: P. Halmos Finite Dimensional Vector Spaces,
y apenas se empez0 a agregar en los programas de las universidades hasta los 70’s logrando establecerse en los alrededores
del afio 2000 [1]. Antes de eso, en 1888, G. Peano ya habia introducido espacios vectoriales en el Algebra Lineal pero fue un
trabajo largamente ignorado [9, pp. 86-87]
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Las ideas intuitivas se hacen con representaciones gréficas en un plano. Es solo intuicién, porque
algunas cosas suceden en R?. Las aplicaciones en IR® por supuesto, no tienen problemas. La pro-
gramacion se hace en MAaTHEMATICA ¥ se incluye el codigo en casi todos los ejemplos, porque es la
manera concreta de ver como se aplica la teoria. MATHEMATICA es un lenguaje interpretado, adecuado
para este propésito. Hay muchas librerias que dan soporte a las operaciones con cuaterniones en C,
C++, lenguage R, etc. En [4] podemos ver un ejemplos.

2. Preliminares

Vamos a establecer algunas herramientas basicas para trabajar con rotaciones en un plano. Siempre
vamos a estar en espacios vectoriales con producto interior, lo que nos permite hablar de longitud
(norma)’ y dngulos.

Norma, angulo y proyeccion ortogonal.

Con el producto interior usual en IR", la norma (o “longitud”) de un vector u se define como |u|? =
u - u. Se usa la notacién fi para indicar que el vector es “unitario” (de norma 1). El 4ngulo 6 entre
dos vectores u y v, denotado 6 = Au, v, se define con la relacién®

cosf =

luf|v]
Proyeccion ortogonal. La “proyeccion ortogonal” u sobre el vector unitario i es
u AN\ A
r =(u-n)n
proy = (u-n)

Descomposicién ortogonal. Un vector u se descompone como una suma de un componente ortogonal
u, y la proyecciéon u |, como se muestra en la Figura 3 y la Figura 4, es decir,

u = (u-n)h
u=1uj+uycon
u;, = u—u”

u
u| = proyﬁ

Figura 3: Componentesde u: u, y uj Figura 4: Descomposicién ortogonal de u

Fuente: Elaboracion propia Fuente: Elaboracion propia

Planos con base ortonormal. Un conjunto {i, ¥} es ortonormal si @ -¥ = 0, es decir, son perpendiculares.

"Los Espacios Vectoriales Normados incluyen una norma, pero no necesariamente obtenida de un producto interior

$La desigualdad de Cauchy-Schwarz garantiza que ﬁ € [-1,1]
v
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Un plano II, conbase ortonormal 8= {i, ¥}, tiene “ecua-
cién vectorial”

Il :ta +sv, t,s € R

1T,
v
V i
P
En un plano podemos usar la geometria, la trigonometria y - I
la geometria analitica (plana) usual. V .

u
Un plano II; que no contiene el origen es una traslacion de =

un plano II, (ver Figura 5). Una ecuacién vectorial es . 3
Figura 5: Planos en R

Hl . P + tu + sv, t,S c R/ P ¢ Ho Fuente: Elaboracion propia

Coordenadas y circunferencias en un plano. Si w ¢ II, con
§ =4A0,W y ¢ = A0,V, entonces, como se muestra en la
Figura 6,

w = |w|(cosft +senf )
w = cosfl +senfv
W A\ . N ~ N
En efecto, usando proy_ y proy_ , Figura 6: W = cosf 1 +senf v
u \4 JEE—
Fuente: Elaboracién propia
w o= (a-w)a + (V-W)¥

= cosfl +cospv

(1

~

= cosfu + cos(m/2—0)¥

= cosfl +senfv
Una ecuacién paramétrica de una circunferencia de radio r, con centroen @ € Il,, es

c(t)=Q+rcosttt+rsentv, t € [0,2n]

El recorrido es de “i1 hacia ¥”, es decir, contrareloj. La circunferencia se muestra en la Figura 7

Verificacién: Es claro que c(t) € II,. Ahora, los puntos de
la curva ¢ equidistan r del centro Q@ :

le(t) = Q> = (c(t) = Q) (c(t) - Q)

= (rcostt +rsentv)-(rcosttt +rsentv)

=

2 2

= r2cos?tii-0+risen?tv.-v = r

Figura 7: Circunferencia en el plano II,

Fuente: Elaboracion propia

Una circunferencia se puede parametrizar de varias maneras, por ejemplo como
c(t)=P+rcost’da +rsent’¥, t € [0,vV2n]

Lo que cambia en este caso es que si, por ejemplo, c(t) es la trayectoria de una particula, el movi-
miento no tiene rapidez (y velocidad angular) constante.
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Productor cruz.

Recordemos que el producto cruz (o “producto vectorial”) de dos vectores u, v, denotado poru x v,
estd definido en R® (y en R”)? como el tnico vector cuya longitud es el 4rea del paralelogramo ge-
nerado por u y v y cuya direccién es perpendicular a este paralelogramo y estd orientado segtin “la
regla de la mano derecha” como se ve en la Figura 8.

Si v =(v,v2,v3) Yy W = (wy,ws, w3), entonces

vXw = (vqws — vzws)i

+ (vgw1 — Ulwg)j

+ (Ulwg — ’Ug’u}l)k

Figura8:u x v

Fuente: Elaboracién propia

De especial importancia es la férmula del triple producto vectorial y la identidad de Lagrange.
V XW u
e Triple producto vectorial: u X (v xw) = (u-w)v — (u-v)w W
Ademads de una férmula de célculo rdpido, la intuicién del
“triple producto vectorial” es que si v y w no son paralelos,

u X (v x w) estd en el mismo plano que v y w como se muestra
en la Figura 9. En particular nos interesa: .
& P Figura9: u x (v x w)

ux(vxw)

Fuente: Elaboracion propia

o Identidad de Lagrange: |[v x w|? = |v|?|w|? — (v -w)?

En particular, como v - w = |v||w]|cosf con § = Av,w € [0,7], entonces

v x w|=|v||w|send

Sea u = (1,0,0), v = (1/5,4/5,0) y w = (—2/5,—4/5,0). Enlas Figuras 10, 11 y 12 se
muestran graficamente los productos u X v,u X w y w X u, respectivamente.

uxv
W W wXxu
0 0
u 0 \4 A\ v
u u
UXw

Figura10:u x v Figurall:u x w Figural2: w x u

Fuente: Elaboracién propia Fuente: Elaboracién propia Fuente: Elaboracién propia

“Un “producto cruz” puede ser definido en R™, pero no exactamente como en R?, [11, pag 698]
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Podemos descomponer el vector u como

u” = (u'ﬁ)ﬁ
u:u”—l-lU_COI’I

u;, = u—u”

Entonces,
e u; = (uxn)xn (2)
o |uy|l = |uxa] 3)
e |uj| = |u|send (4)
e u = ]u]cosé’ﬁ—k\u|se]c19u—L (5)
lu|

Las férmulas 2 y 5 se pueden visualizar en las Figuras 13 y 14.

n
A 5 uL
u u, "(n><u)><n lu.|
0 ’
u
9 ll||= proyn
. . u
Figura13:u, = (u x4)x Figural4:u = |u|cosfn + ]u|sen0ﬁ
Fuente: Elaboracion propia Fuente: Elaboracion propia
Verificacion:
u;, = u—(h-u)i=-nx(uxn)=(uxn)xn (Triple producto vectorial)
lu;| = |uxi|[isenm2 = |u x A
lu;| = |uxin| = |u|send
u = |u|cosfn + |u]sen0|3—l‘ por (1)
L

Base ortonormal orientada positivamente. Por un convenio adoptado por la
London Mathematical Society[18, pag. 34], a peticiéon de J.C. Maxwell, en
1871, se dice que un sistema de ejes {G,V,n} estd orientado positivamente
si rota en la direccién de rotacién de la tierra visto desde el polo norte.
A través de la historia han habido diversos recursos mnemotécnicos para
describir la orientacién positiva de un sistema, en nuestros dias uno recurso
usual (no el tnico) es “la regla de la mano derecha”, como se muestra en

la Figura 15. Figura 15: Orientacién positi-
va.

Fuente: Elaboracion propia

En R3, 8= {,,V,n} esuna base ortonormal si sus vectores son mutuamente ortogonales. Dados 1,
Vv ortogonales, podemos construir una base ortonormal. Y dado solamente fi, podemos construir
también una base ortonormal.

~

e Dados dos vectores @1, ¥ ortogonales, podemos construir una base ortonormal 8= {@,¥,f}
con i = £(a x V). Observe que efectivamente |fi| = |G| |V|sen7/2 =1
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Si i =1 x Vv, labase B esta orientada positivamente

A A A

Si B esta orientada positivamente, entonces t x vV =i yademds i x4 =V y Vv xi =1.

~ A~

Verificacion: Como @ x v = 01, aplicando el triple producto vectorial tenemos

Axl = @x¥)xd = (@-4)¢ = ¥
vxh = Uvx({@xV¥) = ¥-9)a = a

B = {0,v,0x9

Sifh =10 xV entonces & =V x 11, por tanto @ - (Vv x i) =1 (el volumen del paralelelipedo
generado por los elementos de B es 1) y esto lo utilizamos para verificar que B esta orientada
positivamente. El cdlculo se puede hacer con un determinante:

o La base canénica {i, j, k} de R? esta orientada positivamente pues

| |
i-(jxk)=Det|i j k| =1
o

e Considere la base ortonormal 8= {i1,1,Vv} con

i = (13, 1v3,1v3)
&= (wa, V2, wa)
v =h xa = (14/3,0,-1A2)

Entonces B estd orientada positivamente, como se Figura 16: Base B
muestra en la Figura 16 Fuente: Elaboracién propia

e Dado un vector i podemos construir una base ortonomal de varias maneras. Pero, para aplicar
rotaciones en IR?, nos interesa una base en particular:

Sean u y n vectores no nulos ni paralelos. Como u; =u — (i1 - u)ii, el conjunto

g— UL nxu 4 (6)
[uy|” [0 x ul

es una base ortonormal orientada positivamente como se muestra en la Figura 17.
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n X u n

Verificacion: Los vectores son unitarios. Como u] y © son
u

E
ortogonales, solo hay que probar que
u nxu

= — Xﬁ ug
[ | |f X u]

‘ul‘ n xu

Y, efectivamente, como ya vimos en (2) y (3) |f x ul

N N . Figura 17: Base B
(Axu)xh=u; y |uy|=[0xu|

Fuente: Elaboracién propia

u, (b xu)xn

Por tanto = ~
|u | |h X u]

Sea u =(0,1,0) y i = (1/2, 1/, 1/\6) . Para construir una base ortonormal positivamente
orientada como en (6), solo necesitamos calcular % ﬁ
1

u & a 11 1
o proyﬁ = (n . u)n = (4/ 1/ m)

[

=

X

ot

Il
/T\
Sl

o
kol =
SN~—

[ )
S
X | X
e(e

I
/T\
e
o

.
(%)
N———

Forma matricial del producto cruz. T, (W) = n X w es una transformacién lineal de R? en R®. Esto es
asi pues

Tn(aw) = vxaw = a(vxw) = aly,w

Th(v4+w) = nx(v+w)=vxu+vxw = Ty(u)+Ty(w)

Por tanto 7;, tiene asociada una matriz (estdndar) K, . Si n = (n1,n2,n3), entonces

Tn(1,0,0) = (0,n3, —n2) 0 —ng no
Tn(0,1,0) = (—n3,0,n;) = K, = | ng 0 —n
Tn(0,0,1) = (ny,—ny,0) —nzom 0
En particular,
nxu=Kzu (7)
i x(hxu)=K3u (8)

y, aplicando la férmula para el “triple producto vectorial”,
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Planos, arcos y circunferencias. En un espacio vectorial sobre R, con un producto interior, un plano 1I
es un subespacio de dimensién 2. En R3, un plano II, que pasa por el origen se puede especificar
con un solo vector n, normal al plano. Un vector no nulo n es normal al plano si es perpendicular a
todos los elementos del plano, es decir, n - w = 0 paratodo w € Il,. Por supuestosi I, : tu +sv

entonces un vector normales n = u x v

Si conocemos que n es normal un plano II, (que pasa por el origen), entonces hay varias maneras

de obtener una base {u, v} para este plano. Por ejemplo,

%(O,c,—b)x (—=c,0,a) si c¢#0

n = (a,bc) = M Y

(0,0,1) x (b,—a,0) si c¢=0

Si el contexto es “rotar un vector u”, usamos una base ortonormal par-
ticular. Sean u y i nonulos ni paralelos. Como ya vimos, proyectando
u sobre 1, la base (ver Figura 18)

u, @nnxu .
B=9— = — 1
lui]” |f x uf
es positivamente orientada y, en particular, i es un vector normal a los
planos de base ortonormal

u;, nxu
[ui|” A xul
" A A A Qi on " a
Sean V,0 no paralelosy § = AV,4. Si 1, = G — proy_, entonces
\%

usando la ecuacién (5), obtenemos que en el plano II : ¢tV + sti;, una
ecuacion paramétrica de un arco que vade ¥ a 1 es

c(t) = cos(th) v +sen(th)a , t € [0,1] (10)

Observe que ¢(0) =V y c(1) = a. Elrecorrido es de ¥ a 1, contra-
reloj como se muestra en la Figura 19

Ejemplo 4 (Circunferencia en un plano en R?)

Sean i = (2/3,2/3,1/3) y u = (0, 6/5,3/2). Consideremos el plano

H'tuj_ nxu

: t,s € R
] TR <l "

A

u_'L nxu
L] [h X ul

Figura 18: Base 3

Fuente: Elaboracion propia

Figura 19: Arco en R?

Fuente: Elaboracién propia

En este plano, una ecuacién paramétrica de una circunferencia (ver Figura 20), centrada en el

origen y de radio |u |, tiene ecuacién

c(t) = |uJ_\costu—l + \uL]sent{lA, t € [0,2n]
u [ X u]

lu|
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ro u—(u fl)fl—(E 13 E)
Pro¥s = ~ \15" 15" 30
Sy = (_lﬁ 1 L6>

U 157315
lu = xul=+2
o L (_E L Lﬁ) Figura 20: Circunferencia en plano II
lu.| 2\ 15'3'15

M_i<§ 1 é)
A xu|l 2\5 5

Fuente: Elaboracién propia

El c6digo en MATHEMATICA €s

ClearAll[u, up, uperp, el, e2, radio, or3]
n={2/3, 2/3, 1/3}; u = {0, 6/5, 3/2}; or3 = {0, 0, 0};
up = (n.u) n; uperp = u — up; radio = Norm[uperp];
el = Normalize@uperp; e2 = Normalize@Cross[n, ul;
Graphics3D[{AbsoluteThickness[5], Arrowheads[0.055],
Arrow[{or3, el}], Arrow[{or3, e2}],

(*planox)

First@ParametricPlot3D[t el + s e2, {t, -1.8, 1.8}, {s, -1.8, 1.8},

Mesh —> None, PlotStyle -> {Opacity[0.3], Gray}],

(*¥circunferenciax)

First@ParametricPlot3D[radio Cos[t] el + radio Sin[t] e2, {t, 0, 7},
PlotRange —> All, PlotStyle —> Directive[{celeste, Arrowheads[.06]}]] /.
Line[pts.] :> Arrow[Tube[pts, .025], {0, -0.1}]

}, Boxed —> False, PlotRange -> All, Lighting -> "Neutral”,ImageSize -> 400]

Rotacion de ejes en un plano. Consideremos el plano II con base ortonormal {¥, W }
II: tv +sw, t,s € R

Las rotaciones son transformaciones que conservan longitud y &ngulos. Una rotacién de ejes unitarios
recorren una circunferencia de radio 1, centrada en el origen. Por tanto si ¥/ y W’ es una rotacién
positiva de los ejes ¥ y W, de dngulo 6 (ver Figura 21), tendrfamos

v/ = cosOV +senfw

w' = cos(7/24 0)V + sen(7/2 + )W

<>
<8

Figura 21: Idea intuitiva: Rotacién de ejes en un plano

Fuente: Elaboracion propia
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En general, si u =tV + sow € II ysi

v = cosO v +senfw
W' = —senfvV + cosfw
u = to\’\/, + Sowl

entonces v/ y w’ son una rotacién de los ejes ¥ y W, en “direccién positiva”, de &ngulo 6, pues se

conserva la longitud y los dngulos. Y u rota con los ejes hasta '

Verificacion:

[¥/] =1 pues (cosf¥ +sen W) - (cos ¥ + sen W = cos? 0 + sen? 0

e De manera similar |w’'| =1
o V' .W = (cosfV +senfw)-(—senfv + cosfw) =0
Nyl

o V-V =(cosfV +senfw)-¥v =cosb

e De manera similar W’ - W = cosf

3. Foérmula de rotacion “eje-angulo”

Como ya vimos en la seccién anterior, dados u y n nonulos y no paralelos, una ecuacién paramétrica
. . u .
de una circunferencia con centro en proy ~yradio [u/] es
u

c(t) = proyﬁ + \uﬁcostm + |uL|sentn u

nxu

= (A-u)ih + costu, + senti x u, t € [0,27]

Si u’ se obtiene rotando u alrededor de f1, en un dngulo ¢ contrareloj, entonces

u' =(A-u)f + cosfu; + senfi xu (11)

Esta es la llamada “férmula eje-dngulo” o férmula de Euler-Rodrigues'®.

El plano de rotacién tiene ecuacién (ver Figuras 22 y 23)

u n xu

II: (A-u)h + ¢ ,t,s € R

S %
[u | i X u]

!9En realidad la férmula fue derivada primero por L. Euler y por varios aspectos se recomienda llamarla “férmula Euler-
Rodriguez”, [2].
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Figura 22: Rotacién de u Figura 23: Plano de rotacién

Fuente: Elaboracion propia Fuente: Elaboracion propia

Necesitamos tomar nota de este detalle: La transformacién
Riap(u)=(-u)it + cosfu; + senfin x u

es lineal (pues sus sumandos son lineales) y deja w | invariante y solo rota u alrededor de fi, es
decir,

Rﬁ,g(u) = Rﬁ/g(uH +u,)= u| + Rﬁ/g(ul)

Intuitivamente lo podemos ver en la Figura 22. Formalmente, como

uH = (uH ~fl)fl = (u ~fl)f1
entonces
Rap(u)) = (u)-f)h + cosf(uy)L + senfi xu

= (u-n)h + cosf(u—(u-n)h) + senf0

= u||+0+0

Sea u = (0,2,1/2) . Queremos rotar contrareloj u alrede-
dor de & = (1/v3, 1/v/3, 1/v/3) , en un angulo 6 = 57/3 como
se muestra en la Figura 24. Entonces,

/

u’ = Rﬁ’57r/3(u)

= (A-u)h + cosd7/3u,; + send730 x u

(7/6, 5/3, _1/3)

Figura 24: Rotacién de u

Fuente: Elaboracién propia

El c6digo en MATHEMATICA es

ClearAll[u, n, theta, up, uperp, nxu, el, e2]

n = Normalize@{1, 1, 1}; u = {0, 2, 1/2}; or3 = {0, 0, O};
theta = 5 Pi/3;

up = (n.u) n; uperp = u — up; nxu = Cross[n, ul;

el = Normalize@uperp; e2 = Normalize@nxu;

uprima = up + Cos[theta] uperp + Sin[theta] nxu;
Graphics3D[{

AbsolutePointSize[10], Orange, Point[{u, up, uprima}],
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AbsoluteThickness[5], Arrowheads[0.07],

Black, Arrow[{up, up + n}], Arrow[{or3, u}],

Blue, Arrow[{up, up + el}], Arrow[{up, up + e2}],

Orange, Arrow[{or3, uprima}],

(*circunferenciax)

First@ParametricPlot3D[up + Cos[t] uperp + Sin[t] nxu, {t, 0, 2 Pi},
PlotRange —> All,PlotStyle —> Directive[{Gray, Thick, Dashed}]],

(*Arco*)

First@ParametricPlot3D[up + Cos[t] uperp + Sin[t] nxu, {t, 0, 5 Pi/3},
PlotStyle —> Directive[{Black, Arrowheads[.06]}]1] /.
Line[pts.] :> Arrow[pts, {0, -0.1}],

(*Planox)

First@ParametricPlot3D[up + t el + s e2, {t, -1.5, 1.5}, {s, -1.5, 1.5},

Mesh —> None,PlotStyle —> {Opacity[0.3], Gray}]
}, Boxed —> False, PlotRange -> All, ImageSize —> 300]

Forma matricial de R .

Aplicando la forma matricial del producto cruz y el triple producto vectorial, podemos obtener una
forma matricial de la férmula “eje-dngulo”. Tenemos que

Ax(Axu)=@N -u)h—0=-u,
Ahora aplicando la forma matricial del producto cruz nos queda
u, = - K%u
(f-u)h = Kiu+h
Ahora sustituimos (recuerde que u como matriz, es un “vector columna” 3 x 1, es decir, Ju = u)
(u-n)h +cosfu; + senfi xu = KZu+n-—cosfKZu + senfKzu
= u+(1-—cos®)Kiu + senfKzu
= (Isxs+(1-— cos K3 + senf Kyz) u

Matriz asociada Rj ¢

La matriz asociada a R(i1,6) la denotamos (en negrita) R (i1, #). Para simplificar vamos a aplicar las
siguientes sustituciones: s = senf y ¢ = 1—cos y como fi es unitario, n? +n3+n3 = 1 y por tanto

2 22 2 22 2 2 2
ni{ —1=-n3—n3, n3—1=-ny—n3 yng—1=-—n7—nj. Entonces,

R(h,0) = 13X3+SGD9Kﬁ+(1—C089)K%

1+ (n% —1)e ningec—ngs  ninsc+ nas (12)
= ningc+ngs 1+ (n3 —1)c  ngnsc —nys

ningc —nas  ngngc+mnis 1+ (n3—1)c
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R es ortonormal y su determinante es 1.

Es importante establecer, como veremos mads adelante, que esta matriz R (i1, ) es ortonormal y su
determinante es 1. Observe que al cambiar § por —0, entonces ¢ no cambia (pues cosf = cos —6)
pero s cambiaa —s (puessen —f = —sen #), entonces

R (i, —0) = RT(4,0)

Y como R (i1, —0) es la matriz de una transformacién lineal, el producto es la composicién de rota-
ciones, entonces

R (1, 0)RT(A,0) = R(A,0)R (1, —0) = T

Como Det] = DetRR” = DetRDetR = (DetR)? = DetR = +1. Verificar directamente que
DetR (11,6) = 1 requiere demasiados calculos, pero podemos usar MATHEMATICA para hacer el cilculo
algebraico

ClearAll[mR, n, detR]

(* n es unitariox)

mR[n_, theta_] := With[{c = 1 - Cos[theta], s = Sin[thetal},
{{1 + (n[[11172 - 1)c , n[[2]] n[[2]]c - n[[3]1]s , n[[1]] n[[3]]c + n[[2]]s },
{n[[1]1] nl[2]]c + n[[3]1]s , 1 + (n[[2]1"2 - 1)c , n[[2]] n[[3]]c - n[[1]]s },
{n[[11] n[[31]c - n[[2]1]s , n[[2]] n[[3]]c + n[[1]]s , 1 + (n[[3]1172 - 1)c }}1;

n = {n1, n2, n3};
detR = Det[mR[n, t]] // FullSimplify
(%¥0ut[] -(-n1"2-n2"2-n3"2+(-1+n1"2+n2"2+n3"2)Cos[t]) (Cos[t] "2+ (n1"2+n2"2+n372)Sin[t] "2)*)

(* n es unitario, debemos agregar esto como una regla, para simplificarx)
detR //. {n1°2 + n2°2 + n3"2 -=> 1, -n1"2 - n2°2 - n3"2 —> -1}
(%¥0ut[] Cos[t] "2+Sin[t] 2 = 1x%)

Otra manera para establecer que el determinante es 1, es usar propiedades de matrices ortonormales
y sus valores propios.

Ejemplo 6

Sea u = (0,2,1/2) . Queremos rotar contrareloj u alrededor de & = (1/v3, 1/v/3, 1/V3), en un
angulo 6 = 57/3. Entonces,

/

u = Rﬁ,57r/3(u)
= (Z@,@gf_yg)

ClearAll[mR, n, theta, u, uprima]
(*n es unitariox)
mR[n_, theta.] :=

With[{c = 1 - Cos[theta], s = Sin[thetal},
{{21+(n[[21]172 - 1)c, n[[2]1In[[2]]1c-n[[3]1]s, n[[11In[[3]]c+n[[2]]s},
{n[[11In[[2]1c+n[[3]1]s, 1+(n[[2]1"2 - 1)c, n[[2]]1n[[3]1]1c-n[[1]]s},
{n[[1]11n[[3]11c-n[[2]]s, n[[2]]In[[3]]c+n[[1]]s, 1+(n[[3]]1"2-1)c}}
1¢
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n = Normalize@{1, 1, 1}; u = {0, 2, 1/2};
theta = 5 Pi/3;

uprima = mR[n, theta].u

(x0ut[] {7/6, 5/3, -1/3}*)

4. Matrices y Rotaciones

Las rotaciones en R? y R? son transformaciones que preservan longitud y orientacién y eso es lo
que se acepta como definicién de una de rotacion en IR™ : Una transformacién que preservan longitud
y orientacién [5], [19].

Una matriz R es ortonormal si RR” = I y R preserva el producto interior. Sea w; = Ru y
wa = Rv. Operando como matrices,
wiwy = (Ru)TRu =u’RTRv =u’lv

T

Volviendo al lenguaje de vectores, w'v =w;-wa y u’/v =u-v, esdecir, Ru-Rv=u-v.
J 1 y

Como R preserva el producto interior, entonces preserva longitudes, pues

Rul>=Ru-Ru=u-u = |ul?, esdecir, [Ru|=u

Definicion 1
Una matriz R, representa una rotacion siy solo si

RR7 =1y DetR =1

Las columnas de R constituyen una base ortonormal. Que el determinante sea 1 garantiza que se
conserva la orientacion de los ejes al aplicar R. Por ejemplo en R3, silas columnas de R. constituyen
la base ortonormal {a,V,n}, esta base esta orientada positivamente si y solo si el paralelelipedo
determinado por estos vectores tiene volumen 1, es decir,

V=t:-(vxn)=Det | v 0| = 1, esdecir, DetR =1

Matrices ortonormales en IR?. Una matriz ortonormal aplica una rotacién. En este caso, en R?, hay un
plano, un eje de rotacién y un dngulo (cosa que no pasa en dimensiones n > 3). Podemos obtener un
eje de rotaciéon i y un dngulo correctamente asociado a este eje.

i1 Ti2 T13
Si R = 21 T922 T93
31 T32 T33

entonces, si R no es simétrica, podemos tomar

n = (rg3 — 732, r31 — 13, 12 —T21) O N = — (rog — 132, 31 — 13, 712 — '21) -
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Y el dngulo correcto de rotacién, que corresponde a la eleccién de n, se calcula usando las relaciones

cosf = IR)-1
2
senff = — L(K; R)

La deducciém completa se puede ver en el apéndice B

Ejemplo 7

1 -1
V2 V2

SeaR=| 1 1 0
V2 V2

| 0 0 1

¢ Un célculo directonos da RR” =T y DetR = 1 por tanto R aplica una rotacién.

e Lamatriz R no es simétrica. Tenemos dos elecciones para el eje de rotacién:

(R23 — R32/ R31 — R13/ R12 — R21)

n=-=4 =(0,0,%1
|| (Ras —Ras2, Rs1 —Ri3, Ri2 — Ra1) || ( )
El dngulo de rotacién, respectoa i = (0,0, —1) es
0 = ArcTan[(Tr[R]-1)/2, -Tr[Kn.R]/2] = —-%

El éngulo de rotacién, respectoa i = (0,0,1) es
0 = ArcTan[(Tr[R]-1)/2, -Tr[Kn.R]/2] = g

En ambos casos, corresponde a la misma rotacién alrededor del eje z

El c6digo en MATHEMATICA es

ClearAll[n, R, theta, K]

K[n-1 := {{6, -n[[311, n[[211}, {n[[311, ©, -n[[211}, {-nl[[211, nC[211, O}};
R = {{1/Sqrt[2], -1/Sqrt[2], O}, {1/Sqrt[2], 1/Sqrt[2], O}, {0, O, 1}};

n = {R[[2, 3]] - RL[3, 211, R[[3, 111 - R[[1, 311, RL[1, 2]] - R[[2, 111};
n = Normalize@n

theta = ArcTan[(Tr[R] - 1)/2, -Tr[mK[n].R]/2]

{n, theta}

5. Cuaterniones

Los cuaterniones se pueden ver como una extensién de los niimeros complejos. En C, multiplicar

por z = cosf +isend con i = 1, aplica una rotacién con direccién positiva (contra-reloj) de d&ngulo

f = Arg(z), en el plano xy. De manera similar, un cuaternién q unitario se puede expresar como
Yy q
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q = cosf + fisenf con fi? = 1 ymultiplicar por q aplica una rotacién de dngulo ¢ simultdneamen-
te en dos “planos ortogonales”!!. En particular, el operador de similaridad R, (u) = quqg aplica una
rotacién en dos planos ortogonales pero en un plano deja u | invariante y el otro plano rota u; enun
dngulo 26 contra-reloj, y esto lo utilizamos para obtener una rotacién de u en R?® de manera com-
pacta, eficiente y estable. También nos permite interpolar entre dos cuaterniones de igual longitud,
tomando el “camino mds corto” sobre una esfera, con rapidez constante y sin singularidades.

Definicion 2

Sea u = (b,c,d) € R? y a € R. Un cuaternién q se define como el ntiimero de la forma

q=al +bi+cj+dk con =2 =k>=—1y ijk=—1.

Es usual omitir al y escribir solo a.

Denotamos con H al conjunto de cuaterniones

Se usa la notacién q = [a,u] o también q = a + u.

V(q) = bi +vj+ dk esla “parte imaginaria” (o “parte vectorial”)

S(q) = a esla “parte real” (o “escalar”).

El conjunto de “cuaterniones puramente imaginarios” (llamados “versores”) es

H, = {iz+jy+kzconz,y z € R}

e Lanotaciéon q = a + u la usamos intensamente para cdlculos algebraicos

e Lanotacién q = [a, u| la usamos para tareas de programacién. En MatHemATICA podemos es-
cribir
g={a,{b,c,d}} o también u={a,b,c}; q={a,u}

y luego implementar los comandos para manejar la aritmética en H. También tenemos el pa-
quete Quaternions

<< Quaternions’
g = Quaternion[a, b, c, d]

Ejemplo 8 (Notacion)

Sean q,p € H con

e q=2+i—-3j+2k
o p=2i+3]

Entonces, usando la notacién establecida en la definicién, podemos escribir

"En R* muchas cosas pueden ser muy diferentes a R®. TI; y Tl son ortogonalessi u-w = 0 paratodo u € II;,v €
II>. En R® hay “planos perpendiculares” pero no hay planos ortogonales porque 1o hay 4 vectores mutuamente ortogonales.
En R* los planos tienen dos vectores perpendiculares no paralelos!. En R?® un vector i es perpendicular a un tinico plano
pero, en R* un vector fi puede ser perpendicular a 3 planos no paralelos.
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e q=12,(1,-3,2)] otambién q =2+ (1,-3,2)
p =10, (2,3,0)] otambién p =0+ (2,3,0) osimplemente p = (2,3,0)

H es un espacio vectorial sobre RR.

En H se define una suma y una multiplicacién por un escalar A € R asf

e ai+u+at+tv=a+a +u+v eH

e Maj+u)=Xa;+ u € H

Siq,q1,92 € Hy o, 8 € R, tenemos

® q+(q1+492)=(q+aqi)+aq:

® q;+9q2=49q2+q1

e q+0=gq

e Elinverso aditivode a1 + u es —a; — u

e aq =qu

e 1q = q (esta es una manera de difinir “la multiplicacién escalar” por 1 y evitar cosas raras)
e a(fq) = (af)a

* a(qr+492) =aqi +aqs

e (a+f8)q=oaq+pq

La aplicacién ¢(al + bi + ¢j + dk) = (a,b,¢,d) es un isomorfismo natural entre H y R*, como es-
pacios vectoriales. Dos espacios vectoriales isomorfos pueden considerarse esencialmente iguales, al
menos en lo que respecta a las operaciones de suma vectorial y multiplicacién escalar. En particular
envian bases en bases.

En la definicién de espacio vectorial no hay una definicién de “igualdad”, pero naturalmente tenemos
aptu=a+v<<a=a y u=v

1,1,j, k son simplemente simbolos, o si lo queremos ver de otra manera, {1,4,j, k} podria ser cual-
quier base {e}, ez, e3,e4} de un espacio vectorial de dimensién 4: Lo importante es definir las reglas
de la multiplicacién de los elementos e, e2, e3, e4. Con esto ya podemos usar “una tabla de multi-
plicar” para extender el producto a cualquier par de cuaterniones.
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Maés adelante vamos a ver que, como los vectores de R? son elementos de H (cuaterniones “pura-
mente imaginarios”), entonces si {fi,¥,W} es una base ortonormal de RR?, tenemos que una base
ortonormal de H es

{1,4,Vv,W}

H,, esunsubespaciode H y esisomorfoa R? como espacios vectoriales. Unabase de H,, es {i,j, k}
y la base canénica de R? es {1, j, k}. No son los mismos objetos aunque los podemos identificar via
isomorfismos.

H es un campo no conmutativo sobre sobre RR.

Se define en H una multiplicacién que, junto con la suma, le da estructura de “campo no conmutati-
vo”. Es decir, con la multiplicacién que vamos a definir, podemos sumar, multiplicar y dividir como
en los reales o los complejos! (sin divisién por cero, por supuesto). Tenemos que fijarnos si la multi-
plicacién es por la derecha o la izquierda, por la ausencia de conmutatividad.

Para definir una multiplicacién en H necesitamos definir la manera de multiplicar los simbolos 1,1,
y k : Las reglas para multiplicar son i? = j> = k* = —1 y ijk = —1.
Multiplicando ijk por i, j y k, se obtienen las identidades
jk=—-kj=i ki=—ik=j e ij=—ji=k
Asumiendo la propiedad muy deseable de distribuitividad se tiene
(s1+iuy + jug + kus)(s2 + vy +jve + kvs) = s152 + s1(iuyg + jua + kus) + iug s2 + juasa
+kuzse + i2uvy + ijuive + ikugvs + jiugvy

+j2u21)2 + jkugvs + kiuzvi + kjusva + Kugvs

Aplicando las reglas y simplificando, se obtiene la multiplicacién en términos del producto cruz y del
producto escalar y ya podemos establecer la definicién estdndar:

Siqi1 =s1 +uyq2=s2 + v entonces la multiplicacién q;q> se define ast:

qi1q2 = 5152 — UV +Uu XV + 51V + s2u (13)

parte escalar parte vectorial
En particular, la manera de multiplicar vectores es:

uv=04+u)0+v)= —u-v + uxv (14)

parte escalar  parte vectorial

Ejemplo 9

Seav=(202),w=(0,11)yqp e Hconq=2+5vyp=3+w.
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qp = (2+5v)3+w)
= 2:3-5v.-wW+OvXWwW+2w 4 3:5v
parte escalar parte vectorial
= —4 + (20,-8,42)
S(qp) = —4

V(gp) = (20, -8,42)

Los vectores vy w son cuaterniones “puramente imaginarios” y por supuesto se pueden
multiplicar,

VW =-V W +VvXW=-2+4 (-2,-2,2)

wv = —2 + (2,2, —2). Observe: Solo cambia el signo de la parte vectorial.

En general qiq2 # 9291 pues qiq2 =qa2q; — 2u X v
® S(qiq2) = S(q291)
® qiq2 =q2q; si u x v =0, esdecir,si u || v

Aq = g\, es decir, q conmuta con los cuaterniones A € R

e Sean qi,q2 € ]Hp entonces qi1q2 € ]Hp solosi u-v =0 (perpendiculares) pues en ese caso
qiq2 =0 + uxv € Hp.

Si u,v € Hy son perpendiculares, entonces uv =u x v

H, con la suma y esta multiplicacién, es un campo no conmutativo sobre IR, es decir, podemos ve-
rificar que se cumplen los axiomas de campo, excepto la conmutatividad para la multiplicacién. No
vamos a verificar que efectivamente H con esta multiplicacién, es un “campo no conmutativo”, co-
mo usamos cuddruples para representar los cuaterniones, hacer todas esas pruebas es muy laborioso,
pero si vamos a verificar algunas cosas que vamos a usar més adelante.

e H es un grupo conmutativo respecto a al suma
e qiq2 € H paratodo qi,q92 € H

e El elemento neutro para la multiplicaciénes 1 pues 1q =ql =q. Siq =s+VvV,

1q = (1+0)(s+v)
= 1-5—=0-v4+0xv+4+1lv+s0
parte escalar parte vectorial
= S+vV

e Inversos. Para hablar del inverso de q necesitamos primero definir el conjugado de q.

El conjugado de q = s+ v se definecomo q = s —v. Entonces qq es un “escalar” y conmuta.



22 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https:/revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica). Vol 25, No 2. Marzo, 2025 — Agosto, 2025

En efecto,
aq = (s+v)(s—v)
= 52—|—v-v +—-v XV 4+ 8v — sV
parte ‘erscalar parte \;(rectorial
= 52 +v-.v
= qq
- _
Si q # 0, el inverso multiplicativo de q es q ! = P Es usual escribir q ! = :l—a.
Verificacion:
_ 1 — qq _ . _ _
qq '=q-=q="==q 'q=1, esdecir, qq ' =q 'q =1
qaq qq

Ejemplo 10

Siq=2+(1,0,1) entonces qq =6y

-1

q'=_(2-(,01)= +é(1,0,1)

=
W =

e La multiplicacién es asociativa y distributiva respecto a la suma. La demostracién con esta re-
presentacion es algo extensa.

e qi(gq293) = (q192)q3

e qi(g2+493)=9q192+49193 Yy (92 +93)d1 =d9291 +49391

Sea v =(2,0,2),w =(0,1,1) yq,p € Hconq =2+5v y p =3+ w. Entonces
podemos multiplicar usando distribuitividad,
e Wq=w(2+5v) = 2w +5wv
= (0,2,2) + 5(-2 + (2,2,-2))
= —10 + (10,12,-8)
* qp=(2+5v)3+w) = 6+ 2w +15v + 5vw
= —4 + (20,-8,42)

Norma, angulos, perpendicularidad.

Como antes, sean q1 =51 + U y q2 =s2 + V.
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e Conjugado: Recordemos que si q = s; + u entonces q; = s1 — u.

°*qi=qi
e q192 =q2q; (invierte el orden)

° q1+q2=q1 +q2

e Norma: Una norma en H se puede inducir con el producto interior usual.

e qq = s? +u-u. Formalmente q@ =s? +u-u + 0

e lqil=vaiqi=+/si+u-u

e q esunitariosi |q| = 1.

e i esun cuaternion unitario pues || =v0? + n-n =1

e q =cosf + fisend es unitario pues |q| = Vcos20 + h -Asen?d =1

a

la|

e Normalizar q # 0 consiste en dividirlo por su norma (unitario).

e |qiq2| =|q1]]q2]
Verificacién: |q1q2/*> = 91929192 = 91920241 = q1|q2/?a1 = |q1]? |q2|?

Esta propiedad nos dice que si q es unitario, entonces multiplicar por q conserva la lon-
gitud (que es algo necesario para las rotaciones)

e |ap| =|p|

* |[qpq| = |p| pues |q| = |q]|

Como la norma es esencialmente una suma de cuadrados, esta propiedad nos dice que “la
multiplicacién de dos ndmeros que se pueden expresar como una suma de cuatro cuadra-
dos, es una suma'? de cuatro cuadrados”. Si n es el numero de cuadrados, esta propiedad,
segun el teorema de Hurwitz, solo funciona para n =1,2,4 y 8, [15].

Por ejemplo, usando MATHEMATICA,

Needs["”Quaternions’"]
normQ[qg-1 := q[[1]1]172 + q[[2]1]1"2 + q[[3]1°2 + q[[4]1]172;

2Eormalmente, no es cualquier suma, si los sumandos son de la forma x? y yf, el resultado queda como cuadrados de
combinaciones lineales de sumandos de la forma z;y;
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gl = Quaternion[a, b, c, d]; g2 = Quaternion[p, q, 1, s];
{normQ[ql] normQ[q2] // Factor, "=", normQ[gql ** 2]}

(a2+b2+02+d2)(p2—|—q2+7“2+82)

= (as +br — cq + dp)* + (aqg + bp + cs — dr)? + (ar — bs + cp + dq)* + (ap — bg — cr — ds)?
gl = Quaternion[®, b, c, d]; g2 = Quaternion[®, q, 1, s];

{normQ[ql] normQ[qg2] // Factor, "=", normQ[gql ** 2]}

(b + 2 4+ d*)(¢* + 12 +5%) = (—bg — cr — ds)? + (br — cq)® + (dg — bs)? + (cs — dr)?
e Si q es unitario y “puramente imaginario” entonces q? = —1

Verificacién: q = 0+ @ y aplicando (14),
q’=qq=-0-0 +axt=-1

En particular si i € R3, entonces como cuaternién, n? = —1.

e Si q es unitario, entonces qfl =q1

Sean n = <12,;,;> y q = cos7/3 + i1 sen7/3
=y /st i4s=1
2 4 4
n2=-1pues n?=-h-h + A xh = -1
l+da|=vI2+a-n=12
qi = (cos /3 + A senT/3)h = cos7/3h — sen7/3 pues H? = —1

lq| = Vcos? /3 + 1 - i sen2 /3 = 1
fq| = [aflq] =1

Como q es unitario, q~! =q = cos7/3 — i sen 7/3

En el siguiente ejemplo vamos a hacer algunos cédlculos algebraicos que vamos a usar més ade-
lante.

Ejemplo 13 (Calculos algebraicos)
Sea q = ¢+ si unitario. Vamos a operar algebraicamente con i, q y un vector w.
Tenemos que

a) h,w € Hp
b) qin esunitarioy qii =cih — s

c) iw —wil = 204 X W
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Verificacion:

a) n, w son vectores, entonces estan en ][-Ip como cuaterniones.

b) qi es unitario pues |[qii| = |q|[fi| =1-1=1. Ahora
qi = (c+sn)n
= ch +snin
= ch — s pues A2 = -1

c) Aplicando (14) y elhechode que —w x 0 =10 x w,

AW -—wWiA=-AWwW+AXwW — (-l-wW +Wwxn)=20 xXWw

Recordemos que si g = s + n entonces la parte escalares $(q) = s yla parte vectoriales V(q) =n
y que, en particular, $(n) = 0.

e Productointerior: q1-q2 = $(qi1qz2), esdecir, q1-q2 eslaparte escalarde q1q3z . En particular

S(q1q2) =S (sis2—u-(—v) +u x (—v) —s1v +s2u) = u-v + 8152

parte escalar

Podemos probar formalmente que § : IH xIH — IR cumple las propiedades que caracterizan
a un producto interior.

° Angulo entre dos cuaterniones: Supongamos que |q1||q2| # 0. Entonces § = Aq1,q2 se defi-
ne usando la fé6rmula

S(q1q2)

cosf =
la1]laz|

s((h(E)
|OI1| |012|

Observe que efectivamente, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, € [-1,1] y que

$(a1q2) _ S(q2q1)
la1||qz] la2| g1

Ejemplo 14

Siq;=0+(0,1,0) y g2 =0+ (0,1,—1), entonces

qiqz 1

V2 V2

Por tanto, 0 = arccos(1/v2) = %

e Perpendicularidad y paralelismo:

e Decimos que q1,q2 son perpendiculares si$(qiqz) =0
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e Decimos que q1,q2 son paralelossi V(qiqz) =0.

S(q192) = 0 es equivalente a que 4q1,q2 = g

Un resultado util mds adelante es: Si q1 y q2 son perpendicuales, entonces
$(q1q2) =S(—qzq1) =0 (15)
d192 = — 9291 (16)
Verificacion: Como q; y q2 son perpendiculares, la parte escalar de q; q2 yde q2q1
es nula, entonces
qiqz =u X (=v) —s51v +su = —qa2q;
Si q1,q2 son paralelos, qi = Aq2 y viceversa. En particular Aq;,q2 =0 o 7.
SiV(qi1qz) = 0 entonces
—uXv-—s5v+su=0 yportanto u X v = —s1v + s5u
Entonces
uxvfi=uxv)-(uxv)=(uxv) (—sv+su)=0, esdecir, u xv =0

Por lo tanto u = Av paraalgin A € R y,como —s;v + spu = 0, también s; = Ass.
qi =1+ (0,1,1) y q2 = (0,1, —1) son perpendiculares pues

€ H,

Q1QQ20+<\/§/

1 1>
V2 V2 V2

Es decir, S (q\l/(;) =0

Si u,w son perpendiculares, entonces u 1. uw. En efecto,

uuw = u(-u-w —uXxXw)

= —uxXxuxw pues u-w =0

Es decir, uuw € Hy porloques(uuw) =0

e Sea q € H, nonulo. Entonces 1 1 q.

Verificacion: Como q € Hy entonces $(q) = 0. Ahora

$(1q) =5 (@) =S(q) =0

e Similar alo que ocurre en los niimeros complejos, a un cuaternion unitario q = a+n le asociamos
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un dngulo 6 € [0, 7] de la siguiente manera: Sea n = (b, ¢, d), entonces

b2+ ¢? 4+ d? = |n|

cos

Il
S

sen 6
s 722 2 2 2 _
q unitario: b +c"+d°4+ a® =1 = {
sen2 @ cos? 0

S(qT
Como cosf = Slal) _ a, entonces el angulo asociadoes §# =4q, 1

laf |1

En MatHEMmATICA la funcién ArcCos[t] devuelve dngulos en [0, 7]

e S5i g =a + n esunitarioy § = Aq,1, entonces q = cosf + i senf. También para cualquier
dngulo 0, q = cosf + nisenf es unitario. Si q es unitario, vive en el plano II : t1 + sii como
se ve en la Figura 25 (si § = 7/2, q también puede vivir en otro plano).

Verificacion:

e Si q =a + n esunitario con |n| # 0, entonces
tomamos 0 = Aq,1 :

COSﬁ_l

=

a = cosf + nsenf

n
senf = |n| q = Cosﬁ+m|n|
cos 0

Figura 25: Idea q = cos ¢ + i sen 6
e Si q = cosf + isenf entonces

Fuente: Elaboracién propia

lq|? = cos?0 +h -Asen?d =1

Aunque 6 puede ser cualquier dngulo, arccos(cosf) € [0,7], es decir, el dangulo asociado a g
sigue estando en [0, 7].

6. Rotaciones y cuaterniones.

En esta seccién vamos a establecer que si q = cos /241 sen /2, entonces podemos aplicar una rotacién
positivaa u € R3, de dngulo 6, con la férmula

quq

La idea general de esta férmula, como vamos a ver, es que quq = u| y qu_q rota u, alrededor
de 1, olo que es lo mismo, en un plano perpendicular a .

Recordemos que en la Defincién 1 establecimos que una matriz R, representa una rotacién siy
solo si

RRT =1y DetR =1

e Multiplicar por un cuaternién unitario q = cos 4 i sen ¢ aplica una rotacién de dngulo 6. Las
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transformaciones
Lq(p) = 4qp (Multiplicar q por la izquierda)
Rq(p) = pa (Multiplicar q por la derecha)
Cq(p) = aqpq (“conjugacién” o “emparedar” conq y q)

son transformaciones lineales y tienen asociada una matriz ortonormal con determinante 1. Es-
to nos dice que multiplicar por q, por la izquierda, por la derecha o “emparedar” con q y q,
aplica una rotacion.

Verificacién. Hay varias maneras de probar estas cosas. Primero lo haremos probando que la
matriz asociada a cada transformacién es ortonormal con determinante 1. Pero luego es mas
revelador operar con rotacién de ejes en un plano.

e Lq eslineal. Aplicando las propiedades de la multiplicacién tenemos,

Lq(p1+Ap2) = 4q(p1+ Ap2)
= qp1+Aqp2
= Lq(p1)+ ALq(p2)

Por simplicidad, sea q = a + (b,¢,d) con a? + b* + ¢* + d* = 1. El célculo de la matriz
asociada M7y, se hace de manera estandar.

Lq(l) = ql = a+bi+cj+dk b e a
Lq(i) = qi = -b+ai+dj—ck _

q() q. . J — Mp - b a d c
Lq(j) = g9 = —-c—di+aj+bk c d a -b
Lq(k) = qk = —d+ci—bj+ak d —c b a

Como a? + b* + ¢? + d? = 1 se ve de inmediato que la matriz tiene columnas unitarias.

[a —b —c —d e b ¢ d
b a —-d ¢ -b a d -—c
c d a b —c¢ —d a b
ld —c b a —-d ¢ b

M MI =

[a? + b* + 2 + d? 0 0 0
_ 0 a? +b? + ¢ + d? 0 0
- 0 0 a?+b*+ 2+ d? 0
i 0 0 0 a? +b? + ¢ + d?
1 0 0 0
o100
“ oo 10
0001
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a —b —c —d

Det [0 @ TT €1 L gt 0a22 1t 902 4 2122
c d a —b
d —c b a

4+t + 2a2d% + 20242 + 26242 + d*
= @+ +F+d*)? =1

El célculo del determinante es un cdlculo simbélico, el dlgebra la podemos hacer con MATHE-
MaTIcA usando el paquete “Quaternions’”

Needs[”Quaternions’"]

q = Quaternion[a, b, c, d];

(*Lg(p)*)

Lalp-1 = g ** p;

Falq-] {qll211, ql[21]1, ql[311, qlL[411};

(*Matriz asociadax)

mL = Transpose@{Fq@Lq[Quaternion[1, 0, 0, 0]],
Fg@Lg[Quaternion[®, 1, 0, 0]], Fg@Lg[Quaternion[G, O, 1, 017,
Fg@Lg[Quaternion[0, 0, O, 1]11};

mLT = Transpose[mL];

mL // MatrixForm

(xmL y mL"T:Simplificamos y aplicamos la regla a"2+b"2+c"2+d"2=1%)

FullSimplify[mL.mLT] //. {@a"2 + b2 + ¢"2 + d"2 —> 1}

Factor[Det[mL]]

FullSimplify[Det[mL]] //. {@"2 + b"2 + ¢"2 + d"2 —> 1}

e Podemos rdpidamente verificar que Rq y a Cq son transformaciones lineales y, aplican-
do el cédigo anterior, podemos calcular cada matriz asociada y verificar que es ortonormal
y de determinante 1.

Por ejemplo, para el caso Cq el c6digo seria

Needs[”"Quaternions’"”]

g=Quaternion[a,b,c,d];cq=Quaternion[a,-b,-c,-d];

(xCq(p)=q p cqg*)

Calp-]:=qx*p**cq;

Fala-1:={ql[11]1,ql[2]11,ql[311,q[[411};

(*Matriz asociadax)

mC=Transpose@{Fq@Cq[Quaternion[1,0,0,0]],FqeCq[Quaternion[0,1,0,0]],Fq@eCql
Quaternion[0,0,1,0]],Fq@Cq[Quaternion[0,0,0,1]1]};

mCT=Transpose[mC];

mC//MatrixForm

(*mC y mC T:Simplificamos y aplicamos la regla a"2+b"2+c"2+d"2=1%)

FullSimplify[mC.mCT]//.{a"2+b"2+c"2+d"2->1};

Factor[Det[mC]];

FullSimplify[Det[mC]]//.{a"2+b"2+c"2+d"2->1}

La salida es



30 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https:/revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica). Vol 25, No 2. Marzo, 2025 — Agosto, 2025

A+ 4+ +d? 0 0 0
Mo — 0 a2+ 02— 2 — 2 2bc — 2ad 2ac + 2bd
c= 0 2bc + 2ad a2 —b2 42— d? 2¢d — 2ab
0 2bd — 2ac 2ab + 2cd a? - -2+ d?
McMEL =1
DetMc = 1.

Ejemplo 16 (Usando la matriz asociada y rotacion de ejes).

Sea n = (1,0,0) y q = cosf+n senf. Entonces la matriz asociada respecto a la base
canénica, es

cos(f) —sin(6) 0 0
sin(f)  cos(6) 0 0
0 cos(f) —sin(6)
0 sin(f)  cos(6)

Como elegimos la base canénica {1,1,j, k} para H, y p = al +bi+cj+dk, tenemos
que

ML[a,b,c,d]T = (acosf —bsend, asenf+bcosh, ccos —dsenb, csend+dcosb)

Estas son las coordenadas de qp enlabase {1,1,j, k}. Es decir, lo vemos como si los
ejes quedaran fijos y el que rota es p (rotacién activa). Pero claramente se ve que es
una “rotacién activa” en dos planos.

M:t1+sh y OH:tj+sk

Ahora vamos a ver la rotacién como una rotacién de ejes en estos planos y p
rotando con los ejes. '

Observe que i = i en este caso, ademds, i? = —1, fij = k y ik = —j. Entonces

~

1’=ql = cosf1l + nsend j=dj = cosfj + ksen@
n'=qi = cosfn — senf1

kK'=qk = cosfk — senfj
Es decir, {1/,71'} es una rotacién positiva delos ejes {1,711} enelplano IT:¢t1 +si

y {j’,k'} esuna rotacién positiva de los ejes {j, k} enel plano 1T+ : tj+sk. Ademas,
como {1/,1/,7, k’} es un conjunto ortonormal, p rota con los ejes.

p=al +bi+c¢+dk=p1 + p2
eIl cIIL

qp = q(al +bi+c¢j+dk)=aql + bqi+ cqj + dqk
= al’ +bi’ + ¢ + dK’

Una idea intuitiva (pues son objetos en cuatro dimensiones) se puede ver en las Figu-
ras 26 'y 27
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P1 PIQ

=
e

IT

Figura 26: Idea intuitiva qp1 Figura 27: Idea intuitiva qp

Fuente: Elaboracién propia uente: Elaboracion propia

e Las transformaciones Lq, Rq y Cq aplican una rotacién en dos planos ortogonales II y II+
de manera simultdnea. La representacion de los planos y la representaciéon de p = p1 + p2
dependen de la base ortonormal que escojamos para H.

Para aplicar rotaciones en R® con Cq, debemos elegir una base adecuada para H.

Sea B= {v,w,1} es una base positivamente orientada. Como ya vimos, 1 es unitario er-
y yp
pendicular a cada uno de los vectores de la base B. Una base!'* ortonormal de H es

{1,V,Ww,n} otambién {1,Vv,Ww,¥vwW}

Como B es positivamete orientada, entonces v x W =0 yademds i xV =W y W xn =V
y, como son vectores perpendiculares, en H tendriamos

YW = 1
Av = w (17)
wh = v

Entonces tenemos dos planos ortogonales,
II: t1 + sn ysucomplemento ortogonal Ot t9 +sw
Sip e H entonces p=1+sgii + VvV +s1Ww
S—_—

ell eIt

Ahora queda ver la accién de las transformaciones sobre cualquier cuaternién p con esta re-
presentacion. Para esto usamos la misma idea algebraica del Ejemplo 16.

13Nos referimos a una rotacién en un plano, alrededor del origen.

“Observe que al +bv +cWw +dvWw = 0 siysolosi a =b=c=d=0. Estoesasi puescomo v = w? = (vWw)? = —1,
sial +bV +cWw +dVvW =0 tenemos (al + bV + cW + dvW)(al — b¥ — cWw — dVW) = a® +b® + ¢® + d*> = 0 entonces
a=b=c=d=0.
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Sean q; y q2 cuaterniones unitarios y perpendiculares y sea I
p = tod1 + soq2. Consideramos el plano II : tq + sq2 y los p’ q,
cuaterniones q2 p
0 q1
q'2 J\
q] = cosfqi+senfqo
qh = —senfqi + cosfqo

P° = toq1 + soq2 Figura 28: Idea intuitiva

Fuente: Elaboracién propia

Entonces q) y g} constituyen una rotacion positiva, de angulo 6, de los ejes {q1,q2} del plano
IT y p rota con los ejes y se transforma en p’ como se ve intuitivamente en la Figura 28.

Claro, como nos interesan rotaciones en IR3, en vez de tomar cuaterniones q1,92 arbitrarios,
tomamos elementos de la base {1,V,Ww,¥vW} que hemos visto anteriormente.

® Sea q = cosf + nsenf. Vamos a ver como opera la transformacion
Cq(u) = quq

Para esto, analizamos las transformaciones Lq y Rg, es decir, la accion de multiplicar q y q
por los ejes de cada plano: Esto nos revela la direccién de rotacién de los ejes. Los elementos de
cada plano rotan con los ejes en el mismo plano.

Sea p € H. Como p = tpl + soit + t1V + s;W entonces p se puede descomponer como
p=p1+p2conp; € Ilyps € II* donde
p1 = tol + son
p2 = tV +s1Ww.
eRotacionesenIl. qp; rota p; enelplano II condngulo 6, en direccién positiva. Mientras que

p1q rota pi enel plano II, con dngulo 6, en direccién negativa como se ve intuitivamente
en las Figuras 29 y 30. En efecto, multiplicando y usando (17) tenemos

ql = cosfl +nsenf € II 1q = -—nsenf + cosfl € 11
qi = (cosf+ nsenf)in y nq = 1(cosf —isend)
= —senf+ncosh € II = 1ncosf +senf € 11
P, o apd
n 1 0 -
II II

Figura 29: Idea intuitiva: p1 = o1 + sofi Figura 30: Idea intuitiva: qp1 y qp1q

T Fuente: Elaboracion propia
Fuente: Elaboracion propia prop
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Ahora qpi1 = tpql + spqii es una rotacién positiva de pi, de dngulo 6 en el plano II
y como estd en el plano II, entonces (qpi1)q aplica una rotacién negativa de angulo 6
en el plano II y devuelve qp a su posicion original p;, como se ve intuitivamente en la

Figura 31.

Enelcasode u = n|| +u  tenemos

ell

quq = u

qu, quq
Y
n 1

Figura 31: Idea intuitiva: qu ;g = u;

Fuente: Elaboracion propia

En particular, como q = cosf1 + nisenf, entonces q estd en el plano II y, como se ve

intuitivamente en las Figuras 32, 33 y 34, entonces

e qq = 1cos20 + nsen2d

e Sif=m2y q=n yentonces in = —1
°qq=1
IT
qq
n
9 a
9 1 1
II -1

=»

II

Figura 32: Idea intuitiva: qq ~ Figura 33: Idea intuitiva: ini =Figura 34: Idea intuitiva: qq = 1

-1

Fuente: Elaboracion propia
Fuente: Elaboracion propia

Ejemplo 17 (Rotacion en II)

Fuente: Elaboracién propia

Como estamos en el contexto de rotaciones en R3, debemos escoger una base de
H adecuada. Para aplicar la teorfa que acabamos de ver, necesitamos una base
{1,n,v,%w} de H con {i,¥,W} una base positivamente orientada de R3. Ya

vimos cémo construir una base adecuada.

Sea i = (1/2,1/v2,1/2) y u = (0,0,1). Entonces, por (2),

-~

u=ujtuy=(A-u)h + (hxu)xn
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u nxu . o, .
Por (6), {L|, ﬁ, n} es una base positivamente orientada de R3. Ahora
u nxu

podemos aplicar la teoria que acabamos de ver.

Consideremos una base de H

v = 2t

. ~ ug]
{1,4,V,W} con L Aww
A xul

Entonces tenemos dos planos,
IM:t1 +sh y TH 60 + sWw

Sea q = cosf + nisenf con § = 7/4. Vamos hacer un par de célculos en II para
verificar que efectivamente, aplicar Cq(p1) = qp1q “cancela” los dngulos de
rotacion.

. N . B 111
oSeap—2+n+\/6v+\/§w,entoncesp1—2—|—<2,ﬁ,2>

P1

T
N

. _1+<33 3)
01131—\/i W)
1

° (gqp1)q =2 + ( > como se esperaba.

1 1 1
e Seau=0-1 0- entonces =0 —, —, =
u +@-u)h + [u [V +0-W, u - <4 75 4>

N
llH u

1 1 1 1
) )| =—— + _— =, —
i 2v/2 (4\@ 4 4\/§>
1 1 1
* (qp1)g =0 + 123 1 como se esperaba.

El c6digo en MATHEMATICA €5

Needs[”Quaternions’"]
ClearAll[n, q, v, w, pl, up]

toQuaternion[v_] := Quaternion[0, v[[1]], v[[2]], v[[3]11]1;
toQuaternion[a_, v_] := Quaternion[a, v[[1]], v[[2]1]1, v[[3]11];
theta = Pi/4;

n {1/2, 1/Sqrt[2], 1/2}; u = {0, O, 1};

q toQuaternion[Cos[theta], Sin[theta] n];
v = Normalize[u-(n.u) n]; w = Normalize@Cross[n, ul;
(*p=2+n+Sqrt[6] v+Sqrt[3] wx*)

pl = toQuaternion[2, n]

{g **x p1, (q ** pl) ** Conjugate[ql}

(x0ut[] {Quatelnlon {% 33 T} Quaternion {_’

7 27

(xu=(n.u)n+ (u=(n.u)n)=*)
up = toQuaternion[(n.u) n];

{q ** up, (q ** up) ** Conjugate[q]}
(*Out[]{QuateInion{ L L 1 } Quatelnlon{u

2v/27 427 47 4/2

4_\~
|
NI
i
——
*
N
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eRotaciones enII*. qp» rota ps en el plano T+, en direccién positiva con angulo 6. También
p2q rota ps enelplano I+, con angulo 6, en direccién positiva como se ve intuitivamente
en las Figuras 35 y 36. En efecto, multiplicando y usando (17) tenemos

((qV = vV cosf+nvsend vq = Vcosf—nvsend
= Vcosf+wsenf € IT+ = —Wsenf + ¥cosf € I+
y
qw = W cosf +nwsend wq = Wwcosf—nwsenf
= —Vsenf + Wcosf € II+ L = Wcosf + Vsend € I+

O

HJ_

Figura 35: Idea intuitiva: p2 = {1 + sofi Figura 36: Idea intuitiva: qp2 y ap2q

Fuente: Elaboracion propia Fuente: Elaboracion propia

Ahora qp2 = t1qV + s1qW es una rotacién positiva de p2, de d&ngulo ¢ en el plano I+
y como esté en el plano II+, entonces (qp2)q aplica una rotacién positiva de dngulo 6
en el plano II1 y finalmente rota p» en un dngulo 26

En particular, si q = cos + fisenfl y G es perpen-
dicular a ©i, entonces como =0, qi rota @ en el
plano II : thi 4+ sh x @, en direccién positiva, en un
anigulo 6 como se ve intuitivamente en la Figura 37.
En efecto,

A

qi = (cosf + nsenf)i

= cosfl + senfi x0, pues -0 =0 Figura 37: @’ = qa
Fuente: Elaboracion propia

Sif=m/2, q=10 yna=nxi.

Ejemplo 18 (Rotacién en II')

Este ejemplo es una continuacion del Ejemplo 17.

Sea i = (1/2,1/v2,1/2) y u = (0,0,1). Consideremos una base de H

v = 2L

Y T fuy
{1,4,V,W} con . A xu
A xul

Entonces tenemos dos planos, I1: t1 + si y T+ : t9 + sW

Sea q = cosf + fisen® con § = 7/4. Vamos hacer un par de calculos en I+ para
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verificar que efectivamente, aplicar Cq (p2) = qp2q rota p, en un dngulo 26.

1 3
Sip=2+n 6V 3w , entonces =0 —, =2, —
eSip=2+i+ V69V +V3W P2 +(\/§ ﬁ)
P1

P2
o ap2=0+ (3 (65vZ+2), V3~ 5,1(-3) (vV2-2))

— 5,1(_

C (qp2)(_1:0 + (Z,_\}il_;>

Y se verifica que Ap2, (Qp2)q = 2% = g
e u=0-1+(n-u)h + |uy |V + 0-W, entonces u; =0 + IR
= I 1 g 7 1 = 41 2\/514

u| L

4
_ 1
* (gqp2)q =0 + (ﬁ,—2,0>

El c6digo en MATHEMATICA es

Needs["Quaternions’"]

ClearAll[n, q, v, w, p2, uperp]

toQuaternion[v_] := Quaternion[0, v[[1]], v[[2]1], v[[3]11];
toQuaternion[a_, v_] := Quaternion[a, v[[1]], v[[2]]1, v[[3]1]1];
theta = Pi/4; n = {1/2, 1/Sqrt[2], 1/2}; u = {6, O, 1};

g = toQuaternion[Cos[theta], Sin[theta] n];

v = Normalize@(u - (n.u) n); w = Normalize@Cross[n, ul;
(*p=2+n+Sqrt[6] v+Sqrt[3] wx)

p2 = toQuaternion[Sqrt[6] v + Sqrt[3] w];

(*0ut[] Quaternion{ﬂ,%?,—2,f%}*)

{g **x p2, (q ** p2) ** Conjugate[ql};

(*0ut[]

{Quaternioniu,i(ﬁ\z +2),—V2

(-3) (v2 2”,Quaternion{u

=

(xu=(n.u)n+ (u=(n.u)nl*)

uperp = toQuaternion[u - (n.u) n]
{g *x uperp, (g *x uperp) ** Conjugate[ql}
(*x0ut[] {Quaternion PL% (4-v2),3 (—vV2-1),

‘7},Quaternion{H,Jf,fg,o}}*)

1y

eRotaciones en R®. Dado i1 y un vector u no nulo ni paralelo con i, tomamos como base de
H al conjunto

v = 2L

PR [yl
{1,4,V,W} con . fixu
A xul

Tenemos dos planos ortogonales y complementarios, IT : t1 + si y I+ : t¥ + sWw
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Comou=0-1+(R-u)ih + |uy |V + 0-W entoncessi q = cosf + i sen 6, tenemos

uH u

q(uj+uy)g

Q
=
o]
I

= uj;+qu.q

= uj|+qqug

Esto se interpreta como una rotacién positiva, de d&ngulo 26, de u alrededor de i como
se ve intuitivamente en las Figuras 38 y 39.

Finalmente, si q = cos7/2 + 1 sen cos 7/2, una rotacién positiva, de dngulo 6, de u alre-
dedor de 0, se obtiene con la parte vectorial de quq .

qu”c_l
o u
n 1
0
11
Figura 38: Idea intuitiva: qu | Figura 39: Idea intuitiva: qu 1 q
Fuente: Elaboracion propia Fuente: Elaboracion propia
Ejemplo 19
Para rotar contra-reloj u = (1,0,2) alrededor del
vector i = (1,1,1), en un dngulo # = 7/3 (ver

Figura 40), tomamos la parte vectorial de quq con
q = cos ¢ + N sencos §

u’' =V(quq) = (2,0,1)

Figura 40: u’ =V (quq)

Fuente: Elaboracion propia

El c6digo en MATHEMATICA es

Needs["Quaternions’"]

ClearAll[n, u, q, cu, theta, up,uprima]

toQuaternion[v_] := Quaternion[0, v[[1]], v[[2]], v[[31]1];
theta = Pi/3; n = Normalize@{1, 1, 1}; u = {1, 0, 2};

g = toQuaternion[Cos[theta/2], Sin[theta/2] n];

cu = toQuaternion([u];

up = (g ** cu) ** Conjugate[q]

(*Quaternion[0,2,0,1]*)

uprima=List @@ up[[2 ;; 4]] (*{2,0,1}*)
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Es innecesario, pero si se quiere, podemos obtener un expresion en términos de la férmula
eje-dngulo (ecuacién 11). Ver apéndice C.

La implementacion eficiente de la operacion quq se hace usando la multiplicacién “cru-
da” de cuaterniones. Por ejemplo, en Java

public final void mul(Quat4d gi1,Quatdd qg2) {

x = qgql.x x g2.w + gql.y * q2.z - ql.z * g2.y + gql.w * g2.X;
y = -ql.x *x g2.z + ql.y * q2.w + ql.z * g2.x + gql.w * g2.y;
z= 9gl.x * g2.y — gql.y x g2.x + ql.z * g2.w + gl.w * g2.z;
w=-gql.x *x g2.x - ql.y * g2.y — gql.z *x 2.z + ql.w * g2.w;

e poq esunarotaciéon de po de dngulo 6, en direccion negativay poq € I+
vq = VcosH+ viisend

= Vcos —wWsenf
wq = Wcosf+ winsenf

= vVsenf + wcosf

paq = t1vq + s1wq € T+

e qp; y piq soloinvierte la direccién de la rotaciones qp; y piq.

6.1. SLERP: Interpolacion lineal esférica

“Slerp” es la abreviatura de “interpolacion lineal esférica”, introduci-
da en el contexto de la interpolacion de cuaterniones para animar ro-
taciones 3D sobre una esfera. La férmula que vamos a ver en realidad

es una férmula independiente de los cuaterniones, e independiente de - q
la dimensién del espacio. Dados dos cuaterniones q; y q2 unitarios d2 1
y linealmente independientes, podemos interpolar una trayectoria (la a(t)

mads corta posible) sobre una esfera unitaria. La trayectoria es el arco

pequefio sobre un “gran circulo” , que va de q; hasta q» (Figura 41). Figura 41: q(0), ¢ € [0,1]
< q(t), r

Fuente: Elaboracion propia

La férmula usual de interpolacion esférical® es
0 = arccos S(q1q2)
(18)
sen((1 —t)0 sen(tf
at) = @ [ =)6] | o, ),te[O,l]
sen 6 sen 6

Para un dngulo § muy pequerio se usa interpolacién lineal: q(t) = q1 + tq2

*Nos referimos a una rotacién en un plano, alrededor del origen.
°En 1a librerias que se usan en animacién pueden haber varios ajustes.
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Hay varias maneras equivalentes para obtener la férmula de interpolacién esférica 18.

Método 1. Vamos a razonar con vectores y luego con cuaterniones. El proceso es similar en ambos casos.

e Primero observemos que si 1 a v son linealmente independientes con § = A, V, entonces
siq =cosf + fisend, con n = G x ¥V, resulta que qii = V. Esto es asi porque proyectando
G sobre i, queda @) = 0, por lo que qii rota @ enel plano I : ¢t + si x @, en direccién
positiva, en un dngulo 6 (ver Figura 42). En efecto,

qi = (cosf+nsenb)a
= cosfl +senf i

= cosfl +senfnn x@, pues -4 =0

= V

Entonces una parametrizacion del camino sobre la esfera, que va
de it a V es Figura42:qt =+

Fuente: Elaboracién propia

q(t) =cos(th) @ +sen(th)n x &, t € [0,1] (19)

q(0) =1 y q(1) = ¥. Este camino es el “camino corto” pues vamos de @ a ¥ enel “gran circu-
lo” y el angulo no supera m. Por supuesto, la férmula 18 es mds simple y fécil de aplicar.
La férmula 19 es equivalente a la férmula 18 pues, como

1 cost .
u

nxa=v
sen 0 sen 0

entonces, sustituyendo en 19 nos queda

q(t) = cos(td) i + sen(th) ({, 1 cos9ﬁ>

sen 0 sen 0

Desarrollando y usando la férmula sen(f — tf) = sen # cos td — cos 0 sen(t0),

sen[(1 —1t)0] ., sen(td) .

- sen @ u sen @ v, t e [0]]
Ejemplo 20
= WXV
. . (0,-1,-1) .  (0,1,1) 1 u
Sean . = (0,1,0), V:(i, w =2
( ) \/§ \/i y nyg = U Xw
.~ sen[(1—1)0] . sen(td) .
Sea q(#,10,V,t) = —g 0 + g ¥ t € [0,1]

Vamos a dibujar las trayectorias de &t a vV yde @t a W como se ve en las Figuras 43 y 44.
En el primer caso incluimos una esfera moviéndose en es trayectoria, pero escalada.
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w
AA A
u

Figura 43: v = q.0a Figura 44: & = q.0

Fuente: Elaboracion propia Fuente: Elaboracion propia

El c6digo en MATHEMATICA para la Figura 43 es

ClearAll[n, u, v, nxu, theta, Slerp]

u = Normalize@{®, 1, 0}; v = Normalize@{®, -1, -1}; oxr3 = {0, 0, 0};

n = Normalize@Cross[u, v]; nxu = Cross[n, u]; theta = ArcCos[u.v];
Slerp[th_, a_, b_, t.1 :=Sin[(1 - t) th]/Sin[th] a + Sin[t th]/Sin[th] b;
Animate[

With[{gr = Graphics3D[{

AbsoluteThickness[5.5], Arrowheads[0.06],

Arrow[{or3, u}], Purple, Arrow[{or3, v}], Brown,Arrow[{or3, n} ],

(#Gran circunferenciax)

First@ParametricPlot3D[Cos[t] u + Sin[t] nxu, {t, 0, 2 Pi},

PlotStyle —> {Gray, Thick}],

(*xAxrcox)

First@ParametricPlot3D[Slerp[theta, u, v, t], {t, 0, 0.9},
PlotRange —> All, PlotStyle —> Directive[{AbsoluteThickness[4], Blue,
Arrowheads[.055]}]1] /. Line[pts.] :> Arrow[pts, {0, -0.2}],

(xEsferax)

Opacity[0.1], Specularity[White, 20], Sphere[or3, 1]

}, Boxed -> False,
PlotRange —> {{-1.5, 1.5}, {-1.5, 1.9}, {-1.9, 1.9}},
Lighting —> "“Neutral”, ViewPoint —-> {-1.98, 2.035, -1.83},
ViewVertical —> {-1.19, -0.09, -0.07}]
}
(*Animaci\ ‘on%)
Show[{gr, Graphics3D[{Orange, Opacity[0.7],
Sphere[1.4 Slerp[theta, u, v, t], 0.18]}]1}]
(xPar\'ametro de la aninaci\ 'onx)
1, {t, 6, 1}, AnimationRunning -> False]

e Sean qi,q2 cuaterniones unitarios linealmente independientes
y 0 =Aq1,qz2, es decir, cosf =S(q1q2).

Consideremos el plano II generado por {qi,q2}. Podemos
construir una base ortonormal {qi,qi} para II (ver Figura 45).
Como

Figura 45: Idea intuitiva
q2 = COS Oql —|— sen Gqf- Fuente: Elaboracion propia
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1 cos

Entonces qll = q2 q1. El arco menor, en el “gran circulo”, que va de q; a q2, se

“send sen 6
puede parametrizar como

a(t) = cos(th)q1 +sen(td)qi, t € [0,1]
Sustituyendo qi tenemos

q(t) = cos(th)qq + sen(th)qi

= cos(tf)q1 + sen(th) <q2 ! COSaq >

- 1
senf  senfd

= q (cos(t@) — sen(t@)cos@) I sen(t0)

sen 6 sen 6
__sen[(1—1t)f] sen t0
- Td sen 6 a2 sen 0

pues sen( — t0) = sen 6 costh — cos O sen(th).

Método 2. Sean q1,q2 cuaterniones unitarios linealmente independientes. Operando algebraicamente,
“parair” de q; hasta q», multiplicamos por un cuaternién q :

Si qq1 =q2 = q =q2q1
Como q es unitario,
q =cosf +nsenf

con # =S(q2q7) y f se obtiene normalizando n =V (q2q;) .

Como nos estamos moviendo en el plano II generado por {qi,q2}, podriamos “extraer” una frac-
cion de un desplazamiento angular multiplicando por q* con q' con ¢ € [0,1].

Como q estd en el plano generado por {1,1},

q? = cos 20 + 1 sen 26
y podemos probar por induccién (apéndice D) que

q" =cosnf +nisennf, n € IN.

Esta férmula, conocida como “Férmula de D’Moivre”, se puede generalizar usando la funcién expo-
nencial para quaterniones. Esta férmula se deduce de la expansién en serie de la funcién exponencial
e’ (apéndice D),

q = " =cosf+nsenb

Por tanto, q' = costf + i sentf

De esta manera, una parametrizacion de la trayectoria, que vade q; y q2 (sobre el respectivo “gran
circulo”), es

q(t) = q'qi =costlqi +senthinqy, t € [0, 1]
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Podemos llegar a la férmula de interpolacién esférica 18 sustituyendo

o (q——am&)
nq; = — |41
sen 6

q2q1 —cosf
_ ( 2@ )q1
sen 6
q2 —cosfqq
sen 0

Luego procedemos exactamente igual a como hicimos en el “Método 1”.

Sean q1 = (0,1,0) y q2 = (0,1/v2,1/1/2) .

Para interpolar podriamos usar la férmula 18 que definitivamente es mas sencilla. Pero vamos
a ver la teorfa en accién.

q = Q2(ﬂ=\}§+<\}§,0,0> = cosf+n

60 = arccos(l/v2) = %
q = cosf + nsenf con i = (1,0,0)
Finalmente,
a) = (Wa+(1v2,0,0) a
= (costd + nsentf)q;
= (0, cos (t7/4) ,sen (t7/4))
En MATHEMATICA

ClearAll[q, g1, g2, gt, Slerp, thetal]

Needs["”Quaternions’"]

toQ[v_] := Quaternion[O®, v[[41]], v[[21], v[[311]1;

toQ[a_, v_] := Quaternionfa, v[[1]], v[[2]], v[[3]]1]1;

pVlqg-1 := List @@ ql[[2 ;; 411; pS[q-1 := ql[11];

gl = Quaternion[0®, 0, 1, 0]; g2 = Quaternion[0®, O, 1/Sqrt[2], 1/Sqrt[2]];
g = g2 ** Conjugate[ql];

theta = ArcCos[pS[ql]l; (*theta=Pi/4x)
(¥Quaternion[1/Sqrt[2],1/Sqrt[2],0,0]*)

n = Normalize@{1/Sqrt[2], O, O}

(*g=Cos[theta]+ n Sin[theta]x)

q = toQ[1/Sqrt[2], n Sin[theta]l];

qlt.] := pV[toQ[Cos[t theta]l, n Sin[t thetal] ** ql]l;

(* 0 tambi\’en =)

gt[t.] := Quaternion[1/Sqrt[2], 1/Sqrt[2], O, 0] t**ql;

(* Mejor a\’'un *)

Slerp[th_, t_, a_, b.] := Sin[(1 - t) th]/Sin[th] a + Sin[t th]/Sin[th] b;
Graphics3D[{
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AbsoluteThickness[5], Arrowheads[0.07],

Black, Arrow[{or3, pV[ql]l}]l, verde, Arrow[{or3, pV[q2]}],

(*Arco*)

First@ParametricPlot3D[q[t], {t, ©, ©0.85}, PlotRange —> All,
PlotStyle —> Directive[{AbsoluteThickness[4], celeste,
Arrowheads[.055]}]] /. Line[pts.] :> Arrow[pts, {0, -0.2}],

(xEsferax)

Opacity[0.2], Gray, Specularity[White, 20], Sphere[or3, 1],

}, Boxed -> False, PlotRange -> All, Lighting -> "Neutral”

7. Conclusion

En su nacimiento y en su primer siglo de vida, la teoria de cuaterniones era de dificil lectura, no
solo para nosotros actualmente, sino para los cientificos y los estudiantes de la época [18]. Con el
lenguaje usual del dlgebra lineal, tal como aparece en [16] por ejemplo, las ideas sobre aplicacién
de cuaterniones en rotaciones en 3D, se vuelve una tarea natural, usando vectores, matrices, bases
y dimensién. En general, en la literatura sobre aplicacién de los cuaterniones a rotaciones en 3D,
cuaterniones, no se muestra de manera intuitiva y clara, la derivacién de las férmulas para rotacién e
interpolacién como parte de un curso de lgebra lineal'®. M4s bien se usan directamente las férmulas
sin ninguna intuicién porque, aunque son aplicaciones de 3D, la derivacién requiere navegar en un
espacio vectorial de cuatro dimesiones. Pero todo se resuelve usando subepacios isomorfos a espacios
2D y 3D. Lo que hemos hecho es, usando la representacién de un cuaternién unitario como q =
cos § + 11 sen ¢, multiplicar en los planos inducidos por una base ortonormal {1,#,1a,¥} y verificar
que se obtiene una rotacién de ejes en cada uno de los planos inducidos por esta base. La aplicacién
directa ha sido sobre rotaciones en R? e interpolacién esférica. Las aplicaciones de los cuaterniones
son muy extensa y pueden parecer construcciones extrafias, excepto que uno comprenda la intuicién
y las matematicas que hay detras.

Contribucién de las personas autoras: Este trabajo fue realizado tinicamente por el autor Walter Mora
Flores, quien se encarg6 de todas las etapas del estudio y desarrollo del articulo.

Accesibilidad de datos: Los datos usados en este trabajo estaran disponibles para los interesados que
lo soliciten por correo electrénico.
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Apéndice

A. Nota historica

El conjunto de cuaterniones H se puede ver como una extensién de los ntimeros complejos. El con-
junto de los ntimeros complejos C es un campo y ademds es un espacio vectorial normado sobre
R, de dimensién 2. Una base de C es {1,:}. Multiplicar por z = cosf + isenf aplica una ro-
tacion de dngulo 6 contra-reloj. Una rotacién debe mantener la longitud, por lo que la propiedad

|z122] = |21] |22| es esencial en rotaciones, pues si z; unitario aplica una rotacién, debe mantenerse
la longitud: |z122| = |22|. Pero no hay muchas de estas identidades multiplicativas en dimensiones
n > 2.

En tres dimensiones no hay manera de definir una multiplicacién de tal manera que podamos sumar,
multiplicar y dividir como en C. William Rowan Hamilton estuvo buscando durante afios como de-
finir una multiplicacién en R? que nos diera rotaciones como la multiplicacién compleja hace en R2.
Hamilton queria un conjunto de ntimeros 3D andlogo a los nimeros complejos, en el que la longitud
de un ntimero fuera multiplicativa |wiwz| = |w;||w2| y, por tanto, la multiplicacién por ntimeros de
norma 1 tuviera el efecto de rotar el espacio, porque preserva la longitud y eventualmente dngulos,
que es lo que hace una rotacién).

Pero cosas como ntimeros de la forma a + bi + ¢j ni cosas como elementos de C x R funcionan. En
1843 Hamilton cay6 en la cuenta de que la buscada multiplicacién se podia definir para cuddruples
(a,b,¢,d). Esto era conocido por C. F. Gauss desde 1819, pero no publicé nada acerca de esto [8]. ].
Bolyai prepar6é una memoria que incluia quaterniones, en 1837, para un concurso sobre niimeros com-
plejos. Fue descartada por el jurado. Se encontr6 entre sus papapeles, en 1899 [14, pag 104]. Aunque]J.
Bolyai muri6 en 1860, la persistente falta de reconocimiento ptblico lo desanimé y, aunque dejé 20 000
péginas de manuscritos matematicos, solo publicé un apéndice de 24 paginas en un libro de su padre.

En 1877 que Frobenius Ferdinand Georg Frobenius probé [12, pp. 119-1120] que sorprendentemente,
si un campo tiene dimensién n (como espacio vectorial), entonces n =1, n =2 o n =4 (el casono
conmutativo). El teorema de Hurwitz de 1898 [15], establece que identidades con ntiimeros complejos
como

(23 4+ a2+ yl) =22+ -+ 22, concada z funcién bilineal de las z; y y;,
solo es posible para n =1,2,4,8 (y n = 16 sise permiten “fracciones” en el lado derecho). Entonces
la propiedad |wjws| = |wi||w2| estd limitada a esas dimensiones.

Aunque los cuaterniones viven en un espacio 4— dimensional, son una maquinaria inmensamente
apreciada por ser una forma compacta eficiente y estable para aplicar rotaciones en R3!. Para eso
usamos la operacién de similaridad qwq . Este tipo de operador es familiar, se usa para rotacién de
ejes (matricialmente como QPQ ') o simplemente para “ver las cosas desde otro punto de vista”.
A. Einstein not6 que esta operacién ademads de describir rotaciones, también describe los cambios de
coordenadas al pasar de una plataforma estacionaria a una en un tren en movimiento uniforme [13,
pp. 10-11].
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B. Matrices ortonormales en R?. Angulo y eje de rotacion.

Bien, en R?, una matriz ortonormal aplica una rotacién. La pregunta es ;cudl es el dngulo y cuél es
el eje de rotacion?

Para R ortonormal, vamos a determinar i y 6 (también sirve —ih y —6).

11 Ti2 Ti13
Sea R = 21 7922 T23
31 T32 733

Recordemos que si ¢ =1 —cosf, s =senf y i = (n1,nz,n3), entonces

1+ (n? —1)c ningc—n3zs ningc+ nas
R(n,0) = ningc+ngs 14+ (n2 —1)c  ngnzc —nys (20)

nin3c —ngs nongc+mnis 1+ (n% —1e

Determinar el angulo ¢ y el eje ii de rotacion.

El eje de rotacion esta generado por una recta L en direccién de fi y que pasa por el origen. Como
R describe una rotaciéon, R = R(i1,6) para algtin i1 y 6. Tenemos dos casos dependiendo de si R
es 0 no simétrica,

T2 = T21

R o . 0=
e Si R(1,0) es simétrica, entonces por (20), 131 = ri3 = fsenf =0 = { o —
T2z = T32
Si 6 = 0 no hay rotacién.
Si § = m entonces (20) simplifica y
rm+1 = Zn%
1 = 2n3
11 Ti2 T13 Qn% —1 2nine 2ning :22 i 1 - 22%
R= |7 7m0 73 | =| 2nim2 2n3—1 2nang — 33 = 3
9 ro1 = 2ning
T3l T32 T33 2nins  2ngn3  2n3—1
r3sr = 2n1n3
re3 = 2nang

Hay varias posibilidades para resolver el sistema. Si empezamos despejando n; llegamos a que
el eje de rotacion se puede expresar como

1
n=———(r;1+1, ro1, r31 (21
2(ri1 + 1) ( ) )

Observe que efectivamente, como R es ortonormal,
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1 1

||+ L ro1, 1) || = ———=/T] + 21}, + 1+ 13 + 13,
2(ri1 +1) V2(rin +1)
1
= ——\/2r} +2
2(7"11 + l)
= 1

e Si R(1,0) no es simétrica R # RT, el eje de rotacion generado por un vector n, se mantiene
invariante (no rota) al aplicar R, es decir, Rn = n y también R”n = n. Seria una locura
tratar de calcular n como un vector propio asociado a A = 1!. En vez de eso, observamos que
R — R7 tiene la forma matricial del producto cruz! y esto nos ayuda a establecer paralelismo.
Por lo tanto n es un vector propio asociado al valor propio A = 1.

0 3 —q g1 = T23— 132
R-RT=|-¢ 0 q1 | con g2 = T31—T13
@2 —q O g3 = Ti2—T21

0 = (R-R)n

= |—-qg O q1 ng
@2 —q O ng

= (fh, q2, Q3) X (m, ny, n3)

Esto nos dice que n es paralelo a (q1, ¢2, ¢3), entonces en particular, podemos tomar como eje
de rotacién n = (¢, ¢2, ¢3) . Podemos tomar como eje de rotacién

n = (re3 — 132, 31 — i3, 12 —r21) O N = — (ro3 — 32, 31 — 13, T12 — 1'21) -

Si el dngulo de rotacién, que corresponde a la eleccién de n, es 6, entonces

cos) = r(R) -1
2
enp = TER)

Verificacion: Recordemos de nuevo la forma matricial del producto cruz. Sea n = (n, na, n3).

nxu = Kzju
0 —ns ng n
SiKn=|n3 0 -ni| entonces { A x (A xu) = Kiu
-n n 0 ~
2 1 —nxu = K%u = —Ksu

Por tanto Tr(Kz) = Tr(K3) =0y Tr(K2) = —2n? — 2n3 — 2n3) = —2

La matriz de rotacion alrededor de i coincide con

R(1,0) =I3x3 +senf Kz + (1 —cos)K2
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Entonces
Tr(R) = Tr(R(h,0))
= Tr(Isxs+senf Kz + (1 —cos0)K2)
= Tr(Isxs3) +senfTr(Ka) + (1 —cos0)Tr(K2)
= 3+ 0 — 2(1—cosb)
. cosf = L(R?) -1

Esta ecuaciéon cos@ = (Tr(R) —1)/2 en general tiene dos soluciones que difieren en el signo.
Tenemos cuatro posibilidades para asociar eje y angulo: (i1,6), (—1,6), (i, —0) y (—n,—0).
Solo dos especifican de manera correcta la rotacién: (i, #) o (—i, —6). Por eso necesitamos
también conocer sen ), para poder asociar de manera correcta el &ngulo con n o —n. Esto se
hace asi [10],

KiR(1,0) = Kg+senfK2 + (1 —cos)K2
= Kz +senfK2 — (1—cos)Kjy
= senQK%1 + cos 0K 5

oo Tr(KaR) = —2senf — senf = _KaR

[\

En MarHEMATICA podemos usar la funcién ArcTan[x, y]. Esta funcién toma en cuenta el cua-
drante en el que se encuentra (z,y). Entonces,

0 = ArcTan[(Tr[R]-1)/2, -Tr[Kn.R]/2].

. -7 4 4
e Sea R = 9 4 -1 8
4 8 -1

Un célculo directo nos da RR” = I y DetR = 1 por tanto R aplica una rotacién.

R es simétrica (no la identidad) entonces aplica una rotacién de dngulo 6 = =«
alrededor de

1
n=———(Ru+1, Rao;, Rs1) = (1/3,2%/3,2/3
2(R11+1)( ) ( )
- . )
— 0
V2 2
eSeaR=| 1 1
V2 2
0 0 1

Un célculo directo nos da RR” = I y DetR =1 por tanto R aplica una rotacién.

La matriz R no es simétrica. Tenemos dos elecciones para el eje de rotacion:

(R2s —R32, R3g1 —Ri3, R12 —Roy)

n==+
|| (R23 — R32, R31 — Ruz, Ri2 — Rai) ||

= (0,0,%1)
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El dngulo de rotacién, respectoa i = (0,0, —1) es

0 = ArcTan[(Tr[R]-1)/2, -Tr[Kn.R]/2] = —

e

El dngulo de rotacién, respectoa i = (0,0,1) es
6 = ArcTan[(Tr[R]-1)/2, -Tr[Kn.R1/2] = 7

En ambos casos, corresponde a la misma rotacién alrededor del eje z

C. Conjugacion en términos de formula eje-angulo.

Como cos? § — sen? § = cos 26 y 2senf cos = sen 20, entonces

qq = (cosf+nsenf)(cosf+isend) = cos26 + i sen 20
Aiu; = fN(u—(h-u)d) = 0 xu

entonces
u' = uj+qquy

= (A-u)i + (cos20+ nsen20)u

= (A-u)i + cos2fu; +sen20i x u

D. Exponencial, logaritmo e interpolacion

Podemos definir potencias, exponenciales y logaritmos de un quaternién, pero la no conmutatividad
cobra su precio y no tenemos muchas de las propiedades que tienen estas funciones en el caso de
escalares.

D.1. Exponencial
Para definir €2 usamos la serie absolutamente convergente
a_\"49
e = Z k!
k=0

Como eP 19 = ¢9P = ¢P4 entonces, en general, solo podemos usar los cuaterniones o € Ry u € Hp
pues au = ua. Entonces,

gq=a+u = e =e*™" = %"

e es algo conocido. ;Qué es e"?
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Siu € Hp y ¢ = |u| tenemos

Sen
e =cos¢g+u ¢
¢
Verificacién: como u? = —|ul?, entonces
2 2 2 4_ 4 1
u’=—¢°, ul=-¢’u, u'=¢", u’=¢'u, u’=-¢"

y tenemos entonces que

Xk
eu:Z‘% (22)
k=0
u_ ¢* ¢u ¢! ¢u ¢°
B TR T R i T A (23)
gu ¢* ¢'u ¢t ¢Pu  ¢°
_ ¢* ¢t ¢° u/l¢ ¢ ¢
_<1_2!+4!_6!“‘>+¢<1!_3!+5!.“> (25)
= cos ¢ + %sen 0] (26)
Por tanto,
e Siq=a+u,
ed =¥ = ¢ <Cos\u\ + |1%| sen\u|> (27)

En particular si |u| es “muy pequefio”, podriamos truncar las series de seno y coseno,

¢* ¢°
e“%1—2'+u<1—6> — 1si ¢ — 0.

e Si u=060n, ¢=|0M|=0, yentonces

ed = et — ¢ (cosH + fi sen ) (28)
e Siq=0n,
ed = e’ = (cosf + nsenb) (29)
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D.2. Logaritmos

entonces es natural definir

logq = log (a+u) :=log|q| + |E—| arc cos(%/|q|) pues 0 = arccos(%/|q]).

Y en particular si q = cosf + fisenf (unitario),

log (q) = log (cosf + nisenf) = 0n, log(q) € Hp

De esta manera

elogq =q
Enelcaso q = a € R, es decir, u = 0; hay una cantidad infinita de valores para logq. Por

ejemplo, e(?"+1)7™@ — _1 1 0, para cualquier @ y cualquier n € Z. Entonces,

e Si q = a es real positivo, la parte imaginaria de las ramas tiene forma 2n7ii, entonces si
escogemos n = 0 tenemos log (a4 0) = loga + 0 que coincide con el logaritmo en R.

e Si q = a esreal negativo, la parte imaginaria de las ramas tiene forma (2n + 1)7ii, entonces
tomamos i = (1,0,0), de esta forma tenemos log (v 4+ 0) = log|a| + ((2n + 1)7,0,0) que
coincide con el logaritmo en RR.

D.3. Formula de D’Moivre y potencias en general.

Primero observemos que si q = cosf + 1i sen §, entonces como nz=-—1,
q? = (cosf+ nisend)(cosf + hsend)
= (cos?0 —sen?0) + 2sen f cos O

= cos(20) + sen(26)i

Engeneral,sin € Zy q = ef™ = cosf + 1 sen §, entonces

q" = "™ = (cos# + fi sen §)" = cosnf + h sennf

Verificacion: La prueba se hace por induccién. Para n = 2 es cierto, asi que asumimos que es cierto
para n. Entonces, usando las férmulas

cos(¢ + 0) = cosfcosp —sinfsing, sen(d + ¢) = cosfsend + senf cos ¢
obtenemos que

(cosf + 1 sen 0)(cos ¢ + fi sen @) = cos(f + ¢) + i sen(6 + @)
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Ahora, procedemos con enteros postivos,

n+l __

q = (cos® + fisen )"t

= (cosmb + f sennf)(cos O + i sen )
= cos(n+1)§ +nsen(n+ 1)0

Para enteros negativos usamos el hecho de que para cuaterniones unitarios, q ~! =q, entonces

q ! = cosf—nsenfd
q " = cos(nf) —n(nf) = cos(—nb) + i sen(—nb)
Potencias.

q' esuna potencia de q. La defincién de una potencia es

qt — etlog q

Esta “potencia” g’ no tiene las propiedades de las potencias usuales!

Si q = cosf + fsenf, usando (29),

ql = efl°8q = 0 — costf + fisentd (una férmula de “interpolacion angular lineal”)
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