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Resumen: Los ntimeros primos de Mersenne crecen de manera vertiginosa y se vuelven intratables
con las herramientas de computo actuales. En este trabajo se repasan brevemente las cadenas de Mer-
senne para mostrar cémo ese crecimiento exponencial impone un limite en su célculo. Posteriormente,
se propone el siguiente enfoque: “Dado un ntimero primo ¢ cualesquiera es posible encontrar su ex-
ponente de Mersenne asociado, siempre y cuando se cumpla que log,(q + 1) es exactamente entero,
donde log, () es el logaritmo base 2”. Ademads, se propone una forma de aligerar, hasta cierto punto, la
carga computacional al calcular log, (g + 1) de cantidades gigantescas. Para ello se propone un escala-
miento a ¢+ 1, ya que sin él la capacidad numérica de las maquinas de computo no pueden diferenciar
un nimero de otro que tenga algtn valor decimal extremadamente pequefio. Este sencillo enfoque,
que podria sorprender por su simplicidad, representa una alternativa para verificar si un primo q es
un primo de Mersenne.
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Abstract: Mersenne primes grow rapidly and become intractable with current computing tools. In
this work, Mersenne chains are briefly reviewed to show how this exponential growth imposes a limit
on its calculation. Subsequently, the following approach is proposed: “Given any prime number g it
is possible find its associated Mersenne exponent, as long as it holds that log,(q + 1) is exactly an
integer, where log, () is the base 2 logarithm”. Furthermore, a way is proposed to lighten, to a certain
extent, the computational load when calculating log,(¢+ 1) of gigantic quantities. For this, a scaling to
g+ 1is proposed, since without it the numerical capacity of computing machines cannot differentiate
one number from another that has some extremely small decimal value. This simple approach, which
might surprise in its simplicity, represents an alternative to verify whether a prime ¢ is a Mersenne
prime.
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1. Introduccion

Los ndmeros primos de Mersenne son aquellos que se obtienen a partir de otro ndmero primo p como:

M, =2 —1 (1)

donde M, y p son primos. En adelante, nos referiremos a los primos de Mersenne por M,,, dados en
(1), cuando convenga solo por brevedad.

Otros ntimeros primos que se obtienen a partir de un ntimero primo son los ntimeros primos de
Germain, es decir, aquellos en los que dado un primo p se obtiene otro ntimero primo al hacer 2p + 1.
Anteriormente se mostré en [1] que hay muchos niimeros primos que no generan un niimero primo
de Germain. Por ejemplo, los niimeros primos que terminan en 7 o aquellos que se puedan representar
como p = 6m + 1, para ciertos valores enteros m. Sin embargo, en el caso de los primos M,,, resultan
intervalos de niimeros primos todavia méas grandes en los cuales no aparece un primo de Mersenne.

El problema de trabajar con los primos de Mersenne es que su crecimiento exponencial los hace rapi-
damente intratables para las capacidades de coémputo actuales. Por ejemplo, a la fecha sélo se han
encontrado 51 primos M, y el dltimo contiene mas de 24 millones de digitos [2]. Para mostrar este
problema se repasan brevemente las cadenas de Mersenne, que se basan en los nimeros dobles de
Mersenne M M), los cuales se definen en la siguiente seccién.

El articulo estd organizado de la siguiente manera. Siguiendo un enfoque paralelo a [1] y [3], en las
siguientes secciones, se incluyen primero las cadenas de primos de Mersenne, donde se observa que,
por su crecimiento exponencial, se vuelven inmanejables rdpidamente. Posteriormente, como pro-
puesta central de este trabajo, con caracter did4ctico, se muestra que para los primeros nimeros de
Mersenne, se obtiene su exponente p como log, (M), + 1) entero, solo si M), y p son primos. Es decir,
ese sencillo calculo entregard un exponente fraccionario siempre que el nimero que se pruebe no sea
Mersenne. Después de presentar algunos resultados numéricos, se propone el empleo de un escala-
miento para calcular log, () con cifras relativamente mds pequenias. Eso tiene por objetivo ampliar el
rango de valores que se puedan probar en plataformas de gama media o baja. Se finaliza con una
seccién de Conclusiones.

1.1. Justificacion y objetivo

En la literatura, se pueden encontrar trabajos en los que se proponen técnicas para encontrar nimeros
primos de manera computacionalmente eficiente [4, 5, 6]. Si en un futuro aparece una forma capaz
de generar ntiimeros primos facilmente y que no dependan de la forma M), entonces se podria aplicar
el enfoque presentado en este trabajo. Ademads, no puede desecharse la idea de que se hagan realidad
computadoras cada vez mads potentes, tanto en velocidad de calculo como en capacidad de memoria

[7].

La razén de esta propuesta seria descubrir si existe, aunque sea remotamente la posibilidad de que
haya algtin primo cualesquiera que tenga su exponente p asociado. Por otro lado, y de ahi la opcién de
probar si tenemos un exponente de Mersenne, hay otros algoritmos, en Internet, que generan nime-
ros primos. Tenemos algoritmos que generan de forma aleatoria un ntimero primo [8] y [9], o los
algoritmos empleados en criptografia, como el algoritmo RSA [10], el cual se basa en dos nimeros
primos suficientemente grandes. También se pueden mencionar los ntimeros primos encontrados en
PrimeGrid’s Seventeen or Bust subproject en octubre 2016, con més de 9 millones de digitos [11]. Ademads
de otro niimero primo que no es un nimero de Mersenne y el tinico conocido, a esa fecha, de mas
de 4 millones de digitos [12]. También se han encontrado ntimeros primos de varias formas, como en
progresiones aritméticas [13]. Otras paginas interesantes son [14] y [15].
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Por ejemplo, se revis6 una lista de més de 100 millones de ntimeros primos para verificar cudles de
ellos son primos M,,, es decir, cudles de ellos se pueden expresar como 27 — 1y se encontré su expo-
nente asociado en menos de un minuto. La ventaja es, como primera aproximacién, que para un M,
se evita la prueba de primalidad sobre un ntimero gigantesco pues ya se encuentra en una lista de
nameros primos.

Se aclara que no se revisa si habria alguna diferencia o ventaja de generar primero el primo py después
probar la primalidad de 27 — 1, pero result6 interesante seguir el camino contrario. Lo que se observa,
como se muestra mds adelante, es que cuando M, es primo, al hacer log,(Mp + 1) debe obtenerse un
nuamero exactamente entero, que es ademds primo y exponente de Mersenne.

1.2. Notas preliminares

No hay, al parecer, una convencion si se debe escribir M,, o M,. En el segundo caso, n corresponde
al orden consecutivo en la lista de los ntimeros primos de Mersenne [2], mientras que en el primero
se denota por el valor del exponente p. En adelante se llamard “exponente de Mersenne” al ntimero
primo cuyo valor entrega el ntimero primo M,,. Debe notarse que no todo ntimero primo exponente
de 2 entrega un ntmero primo M,,. Es més, de la cantidad infinita de ntimeros primos, s6lo algunos
pueden ser exponentes de Mersenne. Por ejemplo, en los primeros 43390 exponentes primos, es decir,
los primos que van del 2 al 524287, s6lo 7 de ellos son un primo de Mersenne.

Por otro lado, entre los nimeros primos de Mersenne, para p > 2, todos los M,, terminanen1oen?7.
Aunque parece que eso podria dar una idea de dénde buscarlo, no todo niimero primo que termine
en 1 o7 es primo de Mersenne. Viendo la Tabla 1, donde se muestran los diez primeros niimeros de
Mersenne, tenemos que mientras p apenas da un pequefio paso (del 17 al 19), es decir, dos primos
consecutivos, y gemelos en este caso, M, va de un valor 131071 a 524287. Entre estos dos ntimeros
hay 31140 ntimeros primos y sélo dos de ellos, tienen su exponente de Mersenne asociado. Esos dos
exponentes sonp = 17y p = 19.

En este trabajo, para decidir si un niimero primo cualquiera tiene asociado un exponente primo, se
observa que el resultado de calcular log,(Mp + 1) serd siempre un nimero entero, ademds de ser
primo. Cuando el nimero bajo prueba no tiene asociado un exponente de Mersenne se obtiene un
ndmero no entero y por lo tanto no primo.

Tabla 1: Lista de los primeros diez primos de Mersenne. Elaboracién
propia.

n ‘ exponente p ‘ M, =2P -1

1 |2 3

2 13 7

3 |5 31

4 |7 127

5 |13 8191

6 |17 131071

7 |19 524287

8 |31 2147483647

9 |6l 2305843009213693951

10 | 89 618970019642. .. 137449562111

En la busqueda de M), el camino mds comun es seleccionar p y ver si el resultado de hacer 27 — 1
es primo, ya que la cantidad de candidatos p es menor que la cantidad de primos cualesquiera. Sin
embargo, probar si M, es primo resulta una tarea cada vez maés dificil, ya que se requiere de un gran
ntmero de cdlculos dado su crecimiento exponencial. Cabe hacer notar que aquino se propone alguna
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prueba de primalidad en un sentido amplio. Para ello se aplica la prueba de primalidad Lucas-Lehmer
[16] y exite la plataforma GIMPS [2], la cual en todo caso se recomendaria.

Asicomo alos primos de Germain se les puede llamar primos casi dobles, a los primos de Mersenne se
les puede llamar primos casi exponente de 2. Para observar la importancia que tiene el nimero 27 en
el estudio de los primos M), se puede seguir el siguiente desarrollo. Partiendo de la serie geométrica,
se muestra de forma completa que si S es la suma de términos dada por

p—1

S:Za":1+a+a2+---+ap_1 (2)

n=0

Multiplicando ambos lados por a
aS=a+a®>+---+a"t +a” (3)
Restando (2) a (3)
aS—S=ad" -1
(a—1)S=aP -1,
de modo que
p—1
a —1=(a-1)(1+a+a*+-- +a’ ") :(a—l)Zan
n=0

es decir, (a — 1)|(a? — 1). Para que a? — 1 sea primo se requiere, al menos, que (a — 1) seaiguala 1, es
decir, a = 2. Asi, con un valor adecuado de py a = 2, se tiene que 27 — 1 puede ser un ndmero primo,
el cual es llamado nimero primo de Mersenne.

2. Cadenas de primos de Mersenne

Recordando las cadenas de Cunningham, donde un primo de Germain 2p + 1 genera otro nime-
ro primo al repetir sucesivamente el célculo de 2(2p + 1) + 1, se observa que también se puede
encontrar otro primo de Mersenne al hacer 2Mp _ 1, donde M, = 2P — 1, es decir, 22-1 _ 1. Al
ntimero primo 2"» — 1 se le conoce como primo doble de Mersenne, y se designa por MM, 0 My, .
Algunos primos dobles de Mersenne son MMy = 7, MMz = 127, MMs = 2147483647, M M; =
170141183460469231731687303715884105727 [17].

No deben confundirse estos primos dobles de Mersenne, con las cadenas de Mersenne, ya que siguen
una secuencia diferente. En una cadena de Mersenne, se toma un primo doble de Mersenne para
calcular sucesivamente el siguiente primo doble, hasta que ya no se obtenga un ntimero primo.

Una primera cadena es la siguiente: Iniciando con p = 2,

My=22-1 = 3
MM,=22-1 = 7
MM;=2"T-1 = 127
MM; =2%" -1 = 170141183460469231731687303715884105727
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Comprobar si 2170141183460469231731687303T15884105727 _ 1 eg primo est4 fuera de la capacidad de célcu-
lo de los computadores actuales, ya que es demasiado grande para el uso de cualquier prueba de
primalidad [18].

Si se comienza con p = 3, llegamos a la misma cadena anterior. Con el valor inicial p = 5, se tiene la
siguiente cadena

M;=2°-1 = 31
MMs; =23 —1 = 2147483647

31 _ . .
En este caso se ha encontrado que 22" ~! — 1, es decir, M M3, = 2214783647 _ 1 no es primo [19], de
modo que esta cadena termina en el primer intento, es decir, solo M M5 entrega un primo doble de
Mersenne.

Si se continta probando cudl es el siguiente exponente p que pueda iniciar una cadena de Mersenne,
se ha encontrado que p = 13,17,19, 31 no son ttiles, ya que su ntiimero doble de Mersenne no es
primo [18]. Para p = 61, es decir, 922" ~1 _ 1 nuevamente resulta demasiado grande para aplicarle
la prueba de primalidad. Estas cadenas de Mersenne, rapidamente se vuelven inmanejables para las
herramientas actuales. Podria hacerse la conjetura que, dada una p, comoenel casode p = 2, 3,7, que
si entregan un primo doble de Mersenne, su cadena no contintia de manera indefinida. De cualquier
manera seria muy dificil que se demuestre lo contrario.

3. De un primo ¢ a un exponente de Mersenne p

Sea ¢ un ntiimero primo cualesquiera que posiblemente sea primo de Mersenne, M,,. Se supondra que
tiene la forma g = 2P — 1. Partiendo de algtin valor primo ¢, que no necesariamente se obtuvo de la
(1), se puede calcular

logy(qg+1) =p (4)
donde p es el exponente primo de Mersenne.

Se puede establecer la siguiente proposicion:

Proposicion 1
Dado un ntimero primo ¢, se cumple que log,(q + 1) = p entero, ssi ¢ es primo de Mersenne y
P €s su exponente.

A continuacién se muestran tres ejemplos:

Ejemplo 1 Primo que no es Mersenne

Supongamos que g = 5 es un niimero primo de Mersenne. Entonces
p = log,(6) = 2.5850
pero p no es entero, por lo tanto ¢ = 5 no se obtiene de 2P — 1, asi que ¢, aunque es un nmero

primo, no es un primo de Mersenne.
—
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Ejemplo 2 Primo que no es Mersenne

Sea g = 11, entonces

p = logy(12) = 3.5858

Nuevamente no se obtiene un entero, por lo tanto ¢ = 11, aunque sea primo, no es un primo de

Mersenne y no tiene asociado un exponente primo p.

Ejemplo 3 Primo que si es Mersenne

Sea ¢ = 131071, entonces

p = log,(131072) = 17.0

Se obtiene un entero, por lo tanto ¢ = 131071 es un primo de Mersenne y tiene asociado un

exponente primo p = 17.

Aunque lo comtn es seguir el camino contrario, es decir, se propone p y se prueba si el resultado de
q = 2P — 1 es primo, aqui se emplea la relacién entre g y p para estos ntimeros primos. Para mostrar
que la condicién propuesta se cumple para los M,, conocidos, aunque no para todos por limitaciones

de cémputo, se aplic la (4) a niimeros primos consecutivos para diferentes intervalos de g.

3.1. Resultados numéricos

En el c6digo 1, se muestra en la variable L cudntos nimeros primos hay en un intervalo dado, después
se calcula para cada uno de ellos si tienen un exponente de Mersenne. El cédigo es bastante simple
y funciona sin problema para los primeros nimeros de Mersenne, dependiendo de la capacidad de
la méquina. Utilizando la funciéon primes () en GNU-Octave, se analizan todos los ntiimeros primos

hasta ¢ = 2147483647.

Cédigo 1: Codigo para obtener el exponente de Mersenne

que p es entero y primo

oo oo oo oo oo

D.R. G.M.deL 2023
clear all
clc
esenterol = @Q(x) round(x)
format long
tic
g=primes (2°31);
L=length (q);
p=log2(g+l);
Exponente=p (esenterol (p)) ;
L
if not (isempty (Exponente))
Exponente
Mersenne=2. Exponente-1
endif
toc

Encuentra L primos para g<2~ 31
Luego calcula p como logZ2(g+l) resultando
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El resultado en la consola de GNU-Octave es:

L = 105097565
Exponente =
235 7 13 17 19 31

Mersenne =
3 7 31 127 8191 131071 524287 2147483647

Elapsed time is 57.686 seconds.
>>

Notese que en solo 57.686 segundos se verificaron mdas de 105 millones de ndmeros primos, de los
cuales resultaron los primeros 8 exponentes de Mersenne en una computadora de gama baja, es decir
una Intel Celeron CPU N3050 a 1.6 GHz.

(Puede encontrarse si un niimero ¢, muy cercano a un primo de Mersenne, no tiene un exponente
entero? Como prueba preliminar, se tomé el nimero primo correspondiente a ¢ = 23! — 1, pero se le
agreg6 +1, s6lo para verificar que se cumple la Proposicion 1. El resultado fue p = 31.00000000067181,
es decir, no es exponente de Mersenne.

El lector puede preguntarse si este cdlculo puede entregar falsos positivos, es decir, que el niimero
bajo prueba tenga un exponente entero p tal que se cumpla que ¢ = 2P — 1. Es claro que si ¢ no es
primo, si existen algunos exponentes p enteros. Por ejemplo, si ¢ = 2047, el cual no es primo, se tiene
que p = logy(¢ + 1) = 11. Aunque p = 11 es entero y primo, ¢ no es primo. Por lo tanto se refuerza
la propuesta de que se debe partir de algtn valor de ¢ que sea primo y de ahi, si ademds es primo de
Mersenne, se obtendra el valor correcto de p.

3.2. Limitaciones de computo

La capacidad numérica de la herramienta de cémputo es una fuerte limitante en este ejercicio y en
general para encontrar el siguiente M),. Por un lado siempre estd en juego la velocidad de calculo,
pero por otro lado, al tratar de manejar nimeros gigantescos, esta el problema de la representacién
numérica. En GNU-Octave el valor més grande de ntimeros primos que se manejé fue 23!, no por su
magnitud sino porque la longitud del vector de ntimeros excedié su capacidad. Al ejecutar la funcién
primes (2°61),la cual entregaria la lista de ntimeros primos hasta 25!, apareci6 un error por exceso
en el indice del arreglo. Mds atn, si se emplea la funcién isprime () de GNU-Octave, la cual realiza
la prueba de primalidad, devuelve falso para 25! —1, a pesar de que si es nimero primo. El problema
es la reprentacion ya que en algunos lenguajes de programacion al declarar la variable int, es decir,
variable entera, el nimero 2147483647 es el valor maximo positivo para un entero con signo de 32 bits.

En la siguiente seccién se presenta una propuesta para ampliar el rango de valores que se puedan
comprobar. Una opcién es cambiar el lenguaje de programacion, pero atin asi se llega a un limite, el
cual se pretende extender. En PARI/GP [20], sin modificar stack, con la misma funcién isprime (),
se alcanza a probar la primalidad de 2°7 — 1 sin problema.

4. Reduccion de la carga computacional

Enla seccién anterior se mencioné que las limitaciones en computo impiden aplicar satisfactoriamente
la operacién log, () cuando se manejan niimeros cada vez mas grandes. Cuando se agregé +1 al octavo
M), se logro obtener el resultado correcto, es decir, a pesar de estar muy cerca del nimero primo, si se
logré distinguir un exponente no entero, lo que permitié concluir que ese valor de ¢ no es un primo



8 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (https:/revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica). Vol 25, No 1. Agosto, 2024 — Febrero, 2025

de Mersenne. Pero para 25!, la diferencia entre el ntimero primo 2% — 1y otro que no es, tiene que
ser mayor para que el calculo de p tenga una diferencia observable. Si hacemos ¢ + A, se requiere un
valor A = 10* al menos, para detectar que log,(¢ + A) es no entero. La salida de GNU-Octave para
este caso fue:

>> g=2"61+1led

g = 2.305843009213704e+18
>> log2 (g+l)

ans = 61.00000000000001

Para valores més pequefios de A, la operacién log,() regresa 61.00000000000000 y probar si es frac-
cionario ya no funciona.

4.1. Cambio de escala en ¢

Se supone que no conocemos el valor de p y solo disponemos de g, un niimero que es, posiblemente,
primo de Mersenne pero que no fue obtenido de 27 — 1. Ya se mostré que log,(q + 1) = p es entero y
primo, siy solo si ¢ es un primo de Mersenne. Pero si ¢ es un ntimero gigante, calcular log, () podria dar
un error en la aproximacion si el valor resultante es casi entero, es decir, si sus cifras decimales estdn
mas alla de la resolucién de la mdquina. Aunque es poco probable que haya dos primos consecutivos
muy cercanos, a menos que sean primos gemelos, podria darse el caso de estar cerca de un primo de
Mersenne sin serlo. Por ejemplo, para ¢ = 2305843009213693967 el cual es el siguiente niimero primo
después de 201 —1, al calcular log, (¢+1) en Python, no se distingue el valor fraccionario de p para cada
caso, indicando que ¢ seria un primo de Mersenne con exponente entero p = 61. Este error aparece
por limitaciones en la representacién numérica de la maquina.

Para aligerar el célculo de log, (¢ + 1) se propone hacer un escalamiento, como sigue:
Se supone que q tiene la forma g = 2” — 1 y se desea encontrar p. Entonces se puede escribir ¢+ 1 = 2.
Haciendo 2P = 2V 27~ tenemos que

g+1  qg+1 _q
» N op-N
g — op—N
2N
Finalmente,
q+1
log (2N> +N=p (5)

donde ¢ es el niimero que se desea probar, N es un entero a ser seleccionado, tan grande como sea
posible, y p es el exponente si ¢ es un primo de Mersenne.

Para seleccionar el valor de IV se propone un sencillo algoritmo. Como se encontré que un valor
limite es 2%1, se hace un escalamiento de modo que el log,() se calcule para valores menores a ese
limite. La idea es reducir el valor del calculo del logaritmo a un valor manejable. De hecho, en Python
se puede verificar si log,() entrega un ntimero entero pero hasta cierto limite, dado que cuando el
namero es muy grande, las cifras decimales estardn maés alla del limite de resolucién de la méquina.
Los resultados parecen prometedores ya que en una fraccién de tiempo se pudo diferenciar si un valor
de ¢ es un primo de Mersenne atin cuando su diferencia sea pequefia.

La parte principal de algoritmo se muestra en el Cédigo 2.
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Cédigo 2: Codigo para el cambio de escala en ¢

""" FEn la siguiente linea defina el valor de g """
g=2**607-1+2
tinicio=time.time ()
N=1
while (Fraction(g+l,2%*N)>(2%x%59)):

N=N+1;
Fr=Decimal (g+1) /Decimal (2*N)
z=log (Fr) .n()/log(2) .n()
[F,E]=math.modf (z)
if F==0:

E=E+N

print (E, "Es exponente de Mersenne")
else

print ("No es Mersenne, no hay exponente entero")

tfin=time.time ()
Tminutos=(tfin-tinicio) /60
print ("tiempo requerido = ", Tminutos, "min")

Para mayor seguridad se podria agregar una prueba de primalidad al exponente p resultante, me-
diante la funcién isprime, la cual regresa False o True. Recuerde que el valor de p es de un orden
exponencial menor al valor de g, el cual se vuelve importante entre mayor sea uno y otro.

5. Resultados

Como prueba preliminar, después de los resultados mostrados hasta 231 se verificaron algunos nime-
ros primos tomados de [8] y de [21].

Algunos valores primos fueron:

= ¢ = 999999000001,
= ¢ = 67280421310721 y el nimero

A 20988936657440586486151264256610222593863921

"q

En los tres casos se obtuvo un exponente fraccionario.

El ntimero ¢ = 170141183460469231731687303715884105727 resulté ser primo de Mersenne con ex-
ponente p = 127. Debe recordarse que sin aplicar el escalamiento propuesto en la ecuaciéon (5), no
se podfan verificar exponentes fraccionarios para valores mayores a 25!, Para verificar los siguien-
tes niimeros primos, se emple¢ la funciéon nextprime de Python. Los resultados entregados en la
consola de salida se muestran para cada caso.

En el primer ensayo tenemos el ntimero primo consecutivo después de Mgy = 289 — 1:

nextprime de 2xx89-1

g = 618970019642690137449562141

No es Mersenne, no hay exponente entero
tiempo requerido = 0.0005016883214314778 min

Note que la exponenciacién en Python se denota por ** en lugar del simbolo A usado en GNU-Octave.
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Se continud la prueba con valores atin mayores.

nextprime de 2%%x4253-1

g = 19079700752443907380746804296952917366935699474994017739474
18826735289797870050537063680498355149002443034959549507097257
62186311224148828811920216904542206960744666169364221195289538
43684539025016866393283880519205513715439091266652753300730929
26875390922570433625178573666246999754023754629544902932592333
03137330643531556539739921926201438606439020075174723029056838
27250505157196759460835006340449597766065626902082396082556701
23441899089279566460119980579885486301076373809935198265823897
81888135705408653045219655801758081251164080554609057468028203
30871872465408105532321586018961139129603047110844314674567196
77663089258585472715073115637651710083182486471100976148903135
62856541784154881743146033909602737947385055355960331855614540
90008145637865906837031726769698000118775099549109035010841705
09179915621679722810701613059725180448720483313063837150948549
38415738549894606070722584737978176686422134354526989443028353
64403718737538539783825951183316641613432369566036767689772228
79187734209689823260890261500315154241654621113375274311548906
66327374921446276833564519776797633875503548665093914556482031
482248883127023777039667707976559857333357013727342079509906440
04557418306543203793508332362458193488240647835856929248810219
78332974949906122664421376034687815350489683

No es Mersenne, no hay exponente entero

tiempo requerido = 0.0007584651311238606 min

221701 223209

Para el nimero primo que sigue a — 1y el que sigue a — 1, ya no se muestran todos los
digitos de ¢ por razones de espacio; cada nlimero requiere mds y mas paginas.

nextprime de 2xx21701-1
g = 44867916611904333479495141036159177872720902372938861301036
480447512785609158053637162018395920183108689149613973035533621

65016946627545588756443451912692796006935518092719564502642940
92857410828353511900839

No es Mersenne, no hay exponente entero

tiempo requerido = 0.048605092366536456 min

Otro ejemplo es:

nextprime de 2xx23209-1
g = 402874115778988778181873329071591767722438506891622420041029
9635786945952408874008676398614614665371038332994135865923590755

76055050854511817293890036743355523779286607
No es Mersenne, no hay exponente entero
tiempo requerido = 0.058966668446858723 min

Se verificaron otros ntimeros primos, los cuales se puedan obtener de alguna plataforma en linea. Sin
embargo, se considera que no es necesario mostrar cada uno de ellos, ya que se trata de nmeros rela-
tivamente grandes. Para terminar con las pruebas, se tomaron algunos nimeros primos de Mersenne
conocidos y se les agreg6 +2, para que sigan siendo impares y s6lo para hacerlos diferentes. Se com-
probd que en todos esos casos se logré detectar un exponente no entero, indicando que el niimero
bajo prueba no es un primo de Mersenne.
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5.1. Acelerando el escalamiento

Cuando ¢ es relativamente grande, es decir, mayor 264 iniciar la busqueda de un valor adecuado de

N para el escalamiento con NV = 1 requiere mds tiempo. Lo recomendable es iniciar con un valor de
N mas adecuado.

Como se desea que
< 960 (6)

se puede estimar una valor inicial para N haciendo

N = {1% <q2§91>J (7)

donde | -] indica redondeo descendente, ya que N debe ser entero.

Para comprobar si el escalamiento realmente hace alguna diferencia se hicieron algunas pruebas con
los siguientes resultados. Cabe mencionar que se partié con fines de validacién de exponentes de
Mersenne conocidos los cuales fueron tomados de [22].

En los siguientes dos valores, sin usar escalamiento, erroneamente detecta un exponente entero:

g=2*%859433-1+2

Exponente p= 859433.0

tiempo requerido = 0.03804537057876587 min
q=2+%*976221-1+2

Exponente p= 976221.0

tiempo requerido = 0.049085573355356855 min

Al aplicar el escalamiento se encuentra corretamente que esos valores de ¢ ya no son primos de Mer-
senne:

g=2*%*859433-1+2

No es Mersenne, no hay exponente entero
tiempo requerido = 0.0765597383181254 min
g=2+xx976221-1+2

No es Mersenne, no hay exponente entero
tiempo requerido = 0.09804011980692545 min

Con el escalamiento, la operacién del log, () funciona para los siguientes exponentes de Mersenne y si
logra diferenciar que ¢ + 2 ya no es un primo de Mersenne. Para probarlo, a partir del M, nimero 38
al 51, y valiéndonos del conocimiento de p, se ajusté la N inicial, haciendo simplemente N = p — 60,
y después entrando al lazo while donde se incrementa N + 1 hasta alcanzar la condicién

obteniendo asi el resultado correcto, como se muestra en la Tabla 2.

Note que el exponente es del orden de los millones. Esto permite verificar que se cumple la Proposicién
1. El c6digo Python se ejecuté en una maquina con procesador AMD Ryzen 5. El tiempo de calculos
fue de 3.25 minutos, para el M, ntiimero 38, a 453.57 minutos (7.55 horas) para el M, namero 51, el
cual contiene més de 24 millones de digitos.
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Tabla 2: Resultados para algunos M,, conocidos. Elaboracién propia

Valor de q Mensaje de salida Tiempo [min|
2x%x6972593-1+2  No es Mersenne, no hay exponente entero  3.2544
2%x%x13466917-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  12.1777
2%%20996011-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  29.4058
2%x%24036583-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  38.4427
2%x%x25964951-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  44.8017
2%%30402457-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  61.4314
2%x%32582657-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  70.6398
2x%x37156667-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  91.7138
2x%x42643801-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  120.8438
2%x%43112609-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  123.4336
2xx57885161-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  222.7023
2%x%x64390439-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  275.4460
2%x%74207281-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  366.2517
2x%x77232917-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  397.0610
2%x%x82589933-1+2 No es Mersenne, no hay exponente entero  453.5733

5.2. Otra informacion sobre el exponente p

Se puede aprovechar el valor de la parte fraccionaria F', y de ahi observar qué tan cerca estd el niimero
primo g de un niimero M,,. Si la parte fraccionaria es cero, ya se defini6 que ese valor de p corresponde
al exponente de Mersenne, pero en caso contrario, se podria tomar el valor de F' alrededor de 0.5 como
el valor de ¢ més alejado de un M,, dado. Quiz4, a partir de la parte fraccionaria, se podria tener una
pista para buscar un nuevo ¢ que cumpla lo necesario para ser primo de Mersenne. En los resultados
que se muestran en la Tabla 3, con una simple modificaciéon al c6digo, se incluye la parte fraccionaria
de p. También se puede observar el pendltimo caso, donde F' = 0.5849625007211543 y efectivamente
la construccion de ese ndmero primo no tiene la forma de M,,. Por el contrario, el tltimo caso, con
F = 0.0, si corresponde a un exponente de Mersenne.

Tabla 3: Mostrando parte fraccionaria de p.

Valor de q Valor de F' Mensaje de salida Tiempo [min]

2xx1279-1+2 7.105427357601002e-15 No hay exponente entero ~ 9.20414924621582e-05

2%%976221-1+2 7.105427357601002e-15 No hay exponente entero  0.06424737373987834
2%x%x3021377-1+2  7.105427357601002e-15 No hay exponente entero  0.6101910710334778
3x2%%20928756-1 0.5849625007211543 No hay exponente entero ~ 29.14561235109965
2%x%x37156667-1 0.0 Exponente p = 37156667.0 91.73693739175796

Es evidente que no existen primos gemelos de Mersenne. Aunque algunos exponentes primos ge-
melos como (3,5), (5,7) y (17,19) generan primos de Mersenne, estos resultan de magnitudes muy
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diferentes.

6. Conclusiones

En este trabajo primero se hizo un breve repaso a las cadenas de Mersenne. El objetivo de ese repaso
fue mostrar que, en general, los nimeros de Mersenne, rdpidamente se vuelven intratables con las
herramientas de computo actuales.

Como parte central de este trabajo se logré verificar que dado un ntimero primo g que no es un primo
de Mersenne, se obtendra un valor no entero al calcular p = log, (¢ + 1). Es decir, se puede asegurar
que solo si ¢ es primo y, ademds, primo de Mersenne, se obtendra un exponente p entero. Finalmente,
se propuso un escalamiento al valor de g, y se logré ampliar el rango de valores al calcular log,() en
herramientas de uso general como GNU-Octave y Python. Puede apreciarse que se pudo manejar el
ndmero primo de Mersenne mas grande conocido a la fecha, el cual contiene mas de 24 millones de
digitos, sin necesidad de usar cémputo distribuido, como se requiere actualmente. Al hacerlo ligera-
mente diferente, se comprob6 que ese nimero ya no es Mersenne.

Queda abierta la posibilidad que este calculo simple pueda servir para acercarse desde otro enfoque
a los ntimeros primos de Mersenne.

Contribucién de las personas autoras: Este trabajo fue realizado tinicamente por el sefior Walter Mora

Flores, quien se encargé de todas las etapas del estudio y desarrollo del articulo.

Accesibilidad de datos: No aplica.
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