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Resumen: Los axiomas de Peano son un conjunto de proposiciones que permiten definir de manera
formal el conjunto de ndmeros naturales. En estos axiomas, Peano rescata la esencia de contar objetos
y lo materializa asumiendo la existencia de un conjunto, de una funcién en dicho conjunto (a la que
llama sucesor) y un axioma de induccién. En este trabajo se hace una representacion e interpretacién
geométrica de cada uno de estos axiomas que permiten comprender la independencia y necesidad
de cada uno de ellos, lo que facilita dar el rigor conceptual de los mismos haciendo uso del lenguaje
matemadtico. Por dltimo, usando la geometria euclidiana, se hace una construccién geométrica de un
sistema de nimeros naturales sobre una recta.

Palabras Clave: Numeros naturales, geometria, sucesor, Axiomas de Peano, Induccién.

Abstract: Peano’s axioms are a set of propositions that allow a formal definition of the set of natu-
ral numbers. In these axioms, Peano rescues the essence of counting objects and materializes it by
assuming the existence of a set, of a function in this set (which he calls successor) and an axiom of in-
duction. In this work a geometrical representation and interpretation of each of these axioms is made,
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which allows understanding the independence and necessity of each one of them, which facilitates
giving the conceptual rigor of them by making use of mathematical language. Finally, using Euclidean
geometry, a geometric construction of a system of natural numbers on a straight line is made.

Keywords: Natural numbers, Geometry, Successor, Peano’s axioms, Induction.

1. Introduccion

Los axiomas de Peano constituyen enunciados que establecen la esencia de los elementos en un con-
junto denominado Nimeros Naturales. A pesar de que la comprension de estos axiomas no demanda
un conocimiento profundo de estructuras matemdticas complejas, resulta relevante, especialmente
desde una perspectiva pedagdégica, considerar enfoques alternativos. La inclusién de recursos visua-
les como gréficos cobra relevancia al permitir la representacién visual de conceptos y relaciones ma-
tematicas, lo que enriquece significativamente la experiencia educativa.

Luna (2002) manifiesta que el concepto de ntimero natural ha sido motivo de fuertes controversias
filos6ficas; Frege y Russell propusieron una definicién para el nimero natural tres con la cual Henry
Poincaré no estuvo de acuerdo objetando que para escribirla es necesario saber de antemano lo que
significa tres. Russell, por su parte, replicé diciendo que no estaba interesado si las nociones légicas
son psicolégicamente anteriores a las nociones aritméticas, sino en un sentido estrictamente légico.
En el mismo orden de ideas, Luque (2002) comenta que para Russell la aritmética es reducible a la
l6gica y la teorfa de conjuntos, y que su definicién era buena en el lenguaje de la l6gica y la teoria de
conjuntos.

Como se ve, la naturaleza de los nimeros naturales, y en particular su relacion con los conjuntos, es
una cuestion que ha interesado tanto a las matemdticas como a la filosofia de las matemaéticas. De he-
cho, la conceptualizacién actual es relativamente reciente (data de finales del siglo XX y principios
del X X).

Seguin Luque (2002), en 1889 Giuseppe Peano, en un folleto de unas treinta paginas, intitulado “Aritmetices
principia, nova methodo exposita”, que se traduce por “Nuevo método de exposicién de los princi-
pios de la aritmética”, deshace la controversia estableciendo que desde un punto de vista 16gico no
interesa qué es un ntimero natural, sino la manera en como ellos se relacionan entre si; es decir, son

las reglas producto de sus interacciones las que determinan su naturaleza y no los objetos en si; y esto
condujo a Peano a establecer un sistema, conocido como el sistema de Peano, para el cual introduce

un conjunto N ( al que llama el conjunto de los Numeros Naturales, una relacién que llama “sucesor

de” (la cual fue suidea fundamental) y cinco axiomas que permiten definir las reglas que determinan
como interacttan los elementos del conjunto N.

Por otro lado, segtin Godino et al (2009) es importante distinguir entre el uso informal y el formal
de los ntimeros para quienes se dedican a su ensefianza. Dichos autores mencionan que los niimeros
son herramientas esenciales en nuestra vida cotidiana y profesional, por lo cual constituyen un tema
de estudio imprescindible en la escuela desde los primeros niveles y es fundamental que el maestro
comprenda la utilidad de los ntimeros, los sistemas de numeracién, los procedimientos de calculo,
asi como el origen y naturaleza de los ntimeros. En consecuencia, Godino et al (2009) indican que es
esencial (para cualquier estudiante o maestro) distinguir entre los usos practicos e “informales” de los
numeros (responder cuestiones tales como, ;cudntos elementos hay? o ;qué lugar ocupa un objeto?),
y los usos “formales” (;qué son los nimeros? y ;como se construyen los sistemas numéricos?); pero
para ello lo primero que debe preguntarse es ;qué son los niimeros naturales?, y como respuesta no
limitarse a recitar la sucesiéon 1, 2,3, - - - , sino ser capaces de discernir entre el concepto, los simbolos,
las palabras mediante los cuales se expresan; y por supuesto; ser capaces de dar una definicién de
la nocién de “ntimero natural”, la cual es relativa a los fundamentos de la matemdtica como cuerpo
organizado de conocimientos.
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Cabe resaltar que para Mejia (2003), Dutari (1980), Burger (1965), Olivares (2017), los niimeros na-
turales se pueden definir axiomdticamente a través de otro conjunto de axiomas que no sean los de
Peano, pero como éstos son los que més corresponden al concepto intuitivo de contar (que se quiere
formalizar), hacen que su estudio y comprension sea esencial para quienes se estdn formando en el
area de las matemaéticas o se dedican a su ensefianza; por tanto, encontrar estrategias didacticas que
faciliten su ensefianza y aprendizaje es realmente significativo.

Segun Godino et al (2009) el aprendizaje de los fundamentos gramaticales del lenguaje matematico,
en particular los axiomas de Peano son importantes en la ensefianza de la matematica, ya que por su
simplicidad y elegancia en la manera como presentan dichos axiomas, se convierten en estrategias
did4cticas para el aprendizaje de estos axiomas.

En este trabajo se hace una introduccién simple pero muy significativa de los axiomas de Peano, a
través de la representacion e interpretacion geométrica, ddndole significado a cada uno de estos axio-
mas y a una teoria que tiende a ser abstracta y dificil de comprender.

2. Axiomas de Peano: Interpretacion Geométrica

En el sistema de Peano son dados como objetos no definidos o términos primitivos, un conjunto N,
al que llamamos el conjunto de los Numeros Naturales, y cuyos elementos son llamados “Ntimeros
Naturales”, un elemento llamado “uno”, y una relacién “sucesor de”, los cuales, permiten definir
axiomaticamente las reglas que determinan estos axiomas. En ésta construcciéon no se dice qué son
los nimeros o como son los objetos que estdn en el conjunto de ntimeros naturales; a cambio, se dice
qué propiedades satisfacen esos objetos.

Axiomas de Peano. Existe un conjunto, que se denota por N y que se llamard el conjunto de los niimeros
naturales, que satisface las siquientes propiedades:

AP1. Existe un elemento al que se denotard por T, tal que T € N.

AP.2. Todo elemento n € N tiene un tinico sucesor en N, al que se denotard por s(n).

AP.3. T no es el sucesor de ningtin elemento de N.

AP4. Sihay dos elementos n y m con el mismo sucesor, entonces n y m son el mismo elemento.

APb. Si T pertenece a un subconjunto de elementos de N, y dado un elemento cualquiera, el sucesor también
pertenece al conjunto, entonces todos los elementos de N pertenecen a ese conjunto. Este 1iltimo axioma
se conoce como el principio de induccion matemitica.

En lo que sigue este modelo es llamado Sistema de Peano.

Teorema 1
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a. Si T pertenece a un subconjunto de elementos de N, y dado un elemento cualquiera, el
sucesor también pertenece al conjunto, entonces todos los elementos de N pertenecen a
ese conjunto.

b. Sea P una propiedad referente a los niimeros naturales tal que 7T’ la satisface, y cada vez
que un natural n satisface dicha propiedad, se verifica que s(n) también la satisface, en-

tonces la propiedad P es vélida para todos los ntimeros naturales.
—
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Demostracion. a. = b. Sea P una propiedad referente a los niimeros naturales tal que 7' la satisface, y
cada vez que un natural n satisface dicha propiedad, se verifica que s(n) también la satisface. Consi-
deremos X := {n € N:n satisface la propiedad P}.Por hipétesis T satisface la propiedad P; por
tanto, T' € X. Ahora, sin € X, entonces n también satisface dicha propiedad; por tanto, s(n) satisface
la propiedad P. Esto implica que s(n) € X. Asi, X = N. En consecuencia, la propiedad P es valida
para todos los ntiimeros naturales.

b. = a. Sea X C N, el cual satisface que:

1. TeX,y

2. sin € X, entonces s(n) € X.

Sea P la propiedad n € X.Por 1, es claro que T satisface la propiedad P. Note que 2 garantiza que cada
vez que n € N satisface la propiedad P se obtiene que s(n) satisface la propiedad P. En consecuencia,
la propiedad P es vélida para todos los ntimeros naturales; es decir, X = N.

O]

El teorema 1 demuestra que el quinto axioma de Peano es equivalente a la version clésica del principio
de induccién, lo que permite su aplicacién en cualquiera de sus versiones sin que se tenga que resaltar
cudl se esta utilizando.

En los axiomas de Peano se establece que todo ntimero natural tiene un sucesor, el cual es también un
namero natural. Esta idea se puede ilustrar mediante un gréfico o grafo, en el que cada niimero natu-
ral es representado por un punto, conocido como nodo, y su sucesor es representado por otro nodo,
los cuales estdn conectados mediante una flecha con origen el nodo anterior; es decir, sia, b € N tal
que s(a) = b, esto se representa con una flecha, la cual es llamada arista, que tiene origen en a y llega
a b; a a se llama nodo inicial y b nodo final (ver Figura 1).

Q
o

Figura 1: Representaciéon donde se indica que b es el sucesor de a. Ela-
boracién propia.

Ahora, se hara una interpretacién del significado de cada uno de los axiomas antes dados, con el
objetivo de determinar la forma que puede tener el grafo asociado a un sistema de ntimeros naturales;
para esto, en lo que sigue si a € N se denota por a’ al sucesor de a. Por tanto, por el axioma AP.2, si
a € N se tiene que a’ € N. Note que al aplicar el sucesor a un nimero natural se obtiene otro niimero
natural; de donde se observa que éste axioma permite construir un nuevo ntiimero natural a partir del
anterior.

Como el axioma AP.1 garantiza la existencia de un elemento en el conjunto N, denotado por 7, este
elemento se convertird en el generador de los niimeros naturales junto con la actuacién del sucesor
cuya existencia la garantiza el axioma AP.2.

Por lo antes expuesto el sucesor de T, se escribe 1", el sucesor del sucesor de 7" sera (1”), el cual se
denotard por T’ ). De modo que, el sucesor del sucesor del sucesor de T, serd (T, y serd denotado
por T®). En general, el sucesor de 7™ se denota por 7°(™). En la Figura 2 se representa lo antes
indicado.
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(s(s(m)))

T

T2

Figura 2: Representacion de una secuencia de sucesores de sucesores.
Elaboracién propia.

Debido a la interpretacion grafica proporcionada, resulta pertinente investigar la posibilidad de que
alguno de los siguientes escenarios pueda tener lugar:

Caso 1: En este caso T es sucesor del 77, 1o cual contradice el axioma AP.3. Por tanto, este caso no
puede ocurrir (ver Figura 3).

7@
7)

T7®)
T T®
72

Figura 3: Forma de grafico si T" es sucesor de algtin otro ntimero natural.
Elaboracién propia.

Caso 2: En este caso no puede ocurrir ya que el elemento 7% tiene dos sucesores distintos, es decir;
T(M y T®), 1o cual contradice al axioma AP.2 (ver Figura 4)

T

7

Figura 4: Forma del gréfico si algtin elemento tiene dos sucesores dis-
tintos. Elaboracién propia.
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Caso 3: En el diagrama de la Figura 5 se puede notar que s(7?) = T = 5(T(), lo cual implica,
por el axioma AP.4, que T = 7©) = 5(T®)). Por tanto; el diagrama queda como en la Figura 6.

)

T(6)

T 7@

T T®

Figura 5: Forma del gréfico si 7(®) es sucesor de algtin otro ntimero
natural. Elaboracién propia.

T 7

Figura 6: Como el caso anterior no puede ocurrir el gréfico debe tomar
esta forma; es decir, T sucesor de T®). Elaboracién propia.

Ahora, se tiene que s(7") = T(® = 5(T®)), de donde se deduce, por el axioma AP.4, que T' = T®).
Como T" = T®) = s(T™) el diagrama queda como en la Figura 7.

7@

T

Figura 7: Forma del gréfico cuando 7" = s(T™). Elaboracién propia.

Observe que haciendo un analisis analogo al caso anterior, se tiene que s(T) = T’ = s(T); luego,
por el axioma AP.4,T = TW ComoT =TW = S(T(3)), se concluye que 7" es sucesor de otro niimero
natural (ver Figura 8), lo cual contradice el axioma AP.3.

Cabe destacar que lo anterior no es una demostraciéon de que el axioma AP.4 soluciona todos los
problemas de este tipo. Sin embargo, para cualquier diagrama se puede seguir este método para llegar
a una contradiccién.

Pero entonces, ;como se puede asegurar que ésta manera de razonar permite llevar a una contradic-
cién cualquier diagrama que contenga un ciclo? Es decir, si dibujas un diagrama de cualquier tamafio
con un ciclo en algtn lugar, qué asegura que, haciendo el mismo razonamiento anterior, puedo llegar
a una contradiccion.
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T

Figura 8: Este grafico indica que el caso 3 no puede ocurrir ya que im-
plicaria que T es sucesor de otro ntimero natural. Elaboracion propia.

Es de resaltar que se entiende por “ciclo” a una secuencia de eventos, acciones o etapas que se repiten
en un patrén recurrente, regresando al punto de partida o a una etapa previamente experimentada.
Por tanto, en lo que sigue, decir que un diagrama presenta ciclos significa que existe un nodo que es
nodo final de al menos dos aristas distintas.

Caso 4: Se comienza considerando el caso en que el sucesor de 1" es sucesor de dos ntimeros naturales;
es decir, ;qué pasa si al sucesor de 7" llegan dos flechas?, ver Figura 9.

Ts(n)) ? T®

72

\J

T

Figura 9: Este grafico indica que si7” es sucesor de dos nimeros natura-
les, entonces T es sucesor de otro natural, lo cual es una contradiccién.
Elaboracién propia.

Razonando como en los casos anteriores, se tendria que s(7') = S(TS(")), luego; por el axioma AP.4,
se infiere que T" = 75" 1o cual contradice el axioma AP.3 Por tanto, este caso no puede ocurrir.

Caso 4.1: Ahora, se plantea la pregunta: ;qué pasa si a T(?llegan dos flechas o aristas? (ver Figura
10)

En este caso, se tiene que s(7") = T?) = s(T*™); por tanto, T’ = T5(™) = s(T(™), lo que implicaria que
se podria re-dibujar el diagrama anterior como en el Caso 4(ver Figura 11), con lo que nuevamente se
estaria llegando a una contradiccion con el axioma AP.3. Por tanto, este caso tampoco puede ocurrir.

Note que asi se podria continuar estudiando cada caso y siempre, mediante el mismo razonamiento,
llegar a una contradiccién con el axioma AP.3. Entonces se puede plantear la pregunta ;qué nos
asegura que no ocurran ciclos en el diagrama?, la respuesta a esto la da el axioma AP.5. En efecto, ya
se verific6 que el diagrama no puede presentar ciclos en el sucesor de 7" y en el sucesor del sucesor de
T, es decir; en T?). Se supone que se ha verificado hasta el elemento 7*) que si el diagrama presenta
un ciclo, entonces se llega a una contradiccién con el axioma AP.3. Ahora, considere la Figura 12,
donde se presenta un ciclo en el elemento T5*) = s(T(*)):
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() & ? T
T
72
T/

Figura 10: Este grafico indica que si T(?) es sucesor de dos niimeros
naturales, entonces 7" es sucesor de dos nimeros naturales, lo cual por
el caso anterior no puede ocurrir. Elaboracién propia

T ¢ ® 7O
T
72
\J
TI

Figura 11: Forma que toma figura 10 si 7(?) es sucesor de dos ntimeros
naturales. Note que 7" = s(T"™) si ocurre que T?) = s(T°(™). Lo que
implica que este caso no puede ocurrir. Elaboracién propia.

() & F (k)

T
Ts(k)
-
LT k)
T/

Figura 12: Forma del gréfico con un ciclo en el nimero entero 7).
Elaboracién propia.

Como s(T™*)) = TGK) = 5(T(M)), por el axioma AP.3, se tiene que T = T(M) = 5(T™), por
tanto; el diagrama queda con un ciclo en T*) ver Figura 13.

Luego, por la hipétesis, se tiene que esto lleva a una contradiccién con el axioma AP.3. Por tanto, por
el axioma AP.5, se infiere que ningtin diagrama puede tener ciclos.

De este modo, los ntiimeros naturales pueden interpretares como un diagrama o grafo formado por
conjuntos de puntos y aristas que contienen un nodo inicial que no es nodo final de ninguna arista,
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T § o Ts(s(K)
|

(k)

»
»
»
-

-
%)
TI

Figura 13: Forma que toma el gréfico en el caso que s(7F)) = T((*) =
s(T™); es decir, en el caso que T°(¥) sea sucesor de dos ntimeros natu-
rales. Elaboracién propia.

el cual es llamado origen, donde cada nodo distinto del origen es nodo final de una tinica arista en
el grafo, y al mismo tiempo cada nodo es nodo inicial de una tnica arista.

Todo lo antes expuesto motiva la siguiente:

Definicion 1
Diremos que un diagrama esta asociado a un sistema de Peano si:
D.1 el diagrama tiene un origen;

D.2 para cada nodo existe una tnica arista para la cual dicho nodo es un nodo inicial;

D.3 para cada nodo distinto del origen existe una tinica arista para la cual dicho nodo es un
nodo final.

Corolario 1 Si un diagrama estd en correspondencia con un sistema de Peano, entonces no posee
ciclos.

Demostracion. Si el diagrama posee algtn ciclo existe un nodo que es nodo final de al menos dos
aristas distintas. Por definicion, es claro que, este nodo no puede ser el origen. Ahora, si dicho nodo
es distinto del origen contradice D.3.

O

3. Construccion Geométrica

A partir del andlisis presentado en la seccién anterior, se puede concluir que el axioma AP.5, es
quien garantiza la infinitud de los nimeros naturales. Ademads, que ninguna representacién grafica o
geométrica de este conjunto puede tener ciclos o lazos; por tanto, cualquier representacion grafica de
éste conjunto puede, intuitivamente, extenderse y superponerse en una linea recta.
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Definicion 2

El primer elemento 7" de N se denotara por el simbolo 1, y se llamara uno, al sucesor del 1 se
denotard por el simbolo 2 y se llamard dos, al sucesor del 2 se denotara por el simbolo 3 y se
llamara tres, al sucesor del 3 se denotard por el simbolo 4 y se llamard cuatro, al sucesor del 4
se denotard por el simbolo 5 y se llamard cinco, al sucesor del 5 se denotara por el simbolo 6 y
se llamar4 seis, al sucesor del 6 se denotard por el simbolo 7 y se llamara siete, al sucesor del 7
se denotara por el simbolo 8 y se llamaréa ocho, y al sucesor del 8 se denotard por el simbolo 9y
se llamard nueve.

Por la definicién anterior se tiene que:

—_

v

V)
[\

V)
w

V)
(@)
NN AN NS N N N NI

(=2}

Vo)

J

V)

VA
A~ N N N /S /N /S

0
oo

Sibien es evidente que definir cada ntimero natural de manera individual se torna imposible, es esen-
cial reconocer que los ntiimeros definidos son fundamentales para la representacion de cada uno de
ellos.

Intuitivamente el axioma AP.5, implica que todo ntimero natural puede obtenerse a partir del 1, to-
mando su sucesor s(1), el sucesor de éste, s(s(1)) y asi en adelante. Observe que la expresién “asi
en adelante ” carece de sentido o de rigor matematico, pero naturalmente es una expresién que deja
implicito el uso o aplicabilidad del principio de induccién. Es importante resaltar que al utilizar esta
expresion, da la impresién de que el concepto en cuestion estd definido para todos los ntimeros na-
turales. Esta nocién se expresa también mediante giros lingtifsticos como “asi sucesivamente,” “asi
indefinidamente,” “ n veces,” “tantas veces como deseemos,” y similares, lo que implica un proceso
recursivo. Asimismo, nos da la sensaciéon de que esta lista podria continuar de manera ininterrum-
pida, y que no se requiere més especificaciones para tener una definicién completa de la coleccién.
En consecuencia, debido a su amplia aplicabilidad en la obtencién de resultados de gran relevancia,
es esencial subrayar que no es menos importante definir objetos de manera inductiva que demos-
trar proposiciones mediante el método de induccién. Este proceso es conocido como el “Principio
de Definicién por Recurrencia”(también denominado método de induccién o recurrencia, principio
de definicién recursiva, principio de definicién inductiva, principio de definicién por induccién). Es-
te principio nos habilita para definir conceptos tan esenciales como la adicién y el producto en los
ntmeros naturales. Es relevante destacar que el Principio de Definicién por Recurrencia fundamenta
de manera formal la impresién antes mencionada y establece que no se requiere nada adicional para
tener una definicién completa del concepto para todos los nimeros naturales. En consecuencia, por
el axioma AP.5y la definicién 2,

N ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,...,n,s(n), ...}

donde los puntos suspensivos indican que podemos continuar este proceso de manera recursiva to-
mando siempre el sucesor del nimero natural que acabamos de escribir.
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Observacion 1

(Representacion Geométrica de N)

Lo antes expuesto permite hacer una construccién geométrica del conjunto de los ntimeros na-
turales, ver Figura 14. Se toma una recta [ y un segmento OU paralelo a | que no esté contenido
en dicha recta. Escoja un punto A cualquiera en la recta [. Se traza por U una recta paralela a
la recta que pasa por O y A. Se denota por B el punto de corte de esta recta con la recta [. Se
asigna a los puntos A y B los niimeros naturales 1y 2, respectivamente. Se traza por U una recta
paralela a la recta que pasa por O y B. Se denota por C el punto de corte de esta recta con la
recta [, y se asigna a este punto el nimero natural 3. Ahora, se traza por U una recta paralela a
la recta que pasa por O y C'. Se denota por D el punto de corte de esta recta con la recta [, y se
asigna a este punto el niimero natural 4. Realizando de nuevo éste proceso, se puede trazar por
U una recta paralela a la recta que pasa por los puntos O y D. Se denota por E el punto de corte
de esta recta con la recta [, y se asigna a este punto el nimero natural 5. En general, se supone
que el ndmero natural n estd asignado al punto G en [. Se traza por U una recta paralela a la
recta que pasa por O y G. Se denota por H el punto de corte de esta recta con la recta [, y se
asigna a este punto el nimero natural s(n).

El axioma AP.5 asegura que se ha asociado a cada ntimero natural un punto de la recta /, resul-
tando la siguiente representacién geométrica de los ntiimeros naturales.

o U

A

1 2 3 4 5 6 cee n s(n)

Figura 14: Construccion geométrica de un sistema de nimeros naturales so-
bre una recta. Elaboracién propia

Note que por cada unidad de medida fijada se obtiene un sistema de Peano, ya que la ubicacién de los
puntos en la recta que identificamos con cada nimero natural depende de dicha unidad de medida.

4. Formalizacion de conceptos

Desde el punto de vista de la interpretacion, se ha realizado un anélisis representativo y significativo
de los axiomas de Peano, lo que ha permitido obtener una comprensién precisa de sus significados
fundamentales. Por tanto, en lo que sigue, se procederd a formalizar y dotar de rigor matematico a
todo lo que se ha expuesto anteriormente, con el fin de establecer una base sélida para el estudio y
desarrollo de la aritmética de ndmeros naturales dentro del marco axiomatico de Peano.

Para lograr este objetivo, es importante destacar que el axioma AP.2, garantiza que existe un funcién
s de N en N, llamada sucesor; la cual, por el axioma AP .4, es inyectiva. Ademas, por los axiomas AP.1
y AP.3, se obtiene que N — s(N) = {1}; mientras que el axioma AP.5 implica que todo ntimero natural
se puede obtener a partir del 1.

Como consecuencia de lo desarrollado previamente, los Axiomas de Peano, se pueden reescribir, ha-
ciendo uso de la notacién y lenguaje matematico adecuado, de la siguiente forma:
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Observacion 2

Existe un conjunto N, cuyos elementos son llamados nameros naturales, y una funcién s : N —
N, donde la imagen s(n) de cada ntimero natural » se llama el sucesor de n, tal que:

AP1.1 s es inyectiva, es decir: si m,n € N tal que s(n) = s(m), entonces n = m. En otras pala-
bras: dos niimeros naturales que tienen el mismo sucesor son iguales, o también se puede
interpretar como que ntimeros naturales distintos tienen sucesores distintos.

AP.2.1 N — s(N) consta de un tinico elemento, es decir; el 1 es el tinico nimero natural que no es
sucesor de ningtin otro niimero natural.

AP3.1 Si X C Nestalquel € X y, paratodon € X, se tiene que s(n) € X, entonces X = N.

Denotamos por (N, s, 1) el modelo de un sistema de Peano.

Por otro lado, el siguiente resultado es quien da rigor y formalidad matematica a las expresiones que
dejan implicitas el uso o aplicabilidad del principio de induccién.

Teorema 2
Dados un conjunto no vacio X, z un elemento fijo de X y una aplicaciéon

p: X =X,

se tiene que existe una tnica aplicacién
fN—=>X

que satisface:

1. f(1) = z (al 1 le corresponde z2)

2. f(s(n)) = ¢(f(n)) (el asociado de s(n) se calcula a partir del que le corresponde al ante-
rior, a través de ¢).

Este teorema se conoce como El Principio de Definicién por Recurrencia

La demostracién de este teorema la puede consultar en [5].

El siguiente resultado es una consecuencia del principio de definicién por recurrencia y es esencial
para poder definir la suma en los ntimeros naturales.

Teorema 3

Sean X un conjunto no vacio, y f : X — X una funcién. Entonces para cada n € N, existe una
Unica funcién f" : X — X tal que:

Fl. fl = f;

E2. f5(™) = fo fn,
|

Demostracion. SeaY := {g| g : X — X esuna funciéon}. Claramente f € Y.Sea ¢ : Y — Y definida
por ¢(g) = f o g. Por definicién de composicién de funciones es claro que ¢ estd bien definida. Por el
Teorema 2 existe una tinica funcién ~ : N — Y tal que:

a. h(1) = f;
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Denotando por f!' := h(1) y £ := h(s(n)) para cada n € N, se tiene que f', f*(") € Y para todo
n € N. Sea

A={neN: ™= fofm}

Por el Principio de Induccién, se concluye que A = N; en efecto, dado que,

PO =) =w(f)=fof=fof,
es claro que, 1 € A.

Ahora, sin € A, entonces 5" = f o f*. Como

F) = h(s(s(n) = p(h(s(n)) = () = fo £,
se tiene que s(n) € A.

Por dltimo, de b. y la unicidad de h, se deduce que las f" son las tinicas funciones en Y que satisfacen
F.2. O

Corolario 2 Para cada n € N, existe una tinica funcién s” : N — N, tal que:
S1. st=sy

S.2. s5(M) = 5057,

Demostracion. Aplicando el Teorema 3, a la funcién s se obtiene el resultado.

Lema1 s" esinyectiva para cada n € N. Ademas, s"(N) =N —{1,2,--- ,n}.

Demostracion. Sea A := {n € N : s" es inyectiva}. Como s = s!, y s es inyectiva, se tiene que
1 € A. Supongamos que n € A. Note que si p,q € N, satisfacen que s°™ (p) = 5% (g), entonces
s5(s"(q)) = s*™(q) = s*™(p) = s(s™(p)). Asi, s™(q) = s"(p), ya que s es inyectiva. Dado que n € A, se
obtiene que ¢ = p. Por tanto, s(n) € A. En consecuencia, por el principio de induccién, A = N.

Por otro lado, observe que para n = 1 se satisface la igualdad. Supongamos que la igualdad es cierta
para n; es decir, s”(N) = N —{1,2,--- ,n}. Como s es inyectiva se cumple que

s(sn(N)) = S(N) - 5({1727 T vn}) = (N - {1}) - {5(1)7 T 75(”)} =N-— {1727 T 7n73(n)}'

Corolario 3 Sim,n € N, con m # n, entonces m € s"(N) on € s™(N)

Demostracion. Supongamos que n ¢ s™(N). ComoN = {1,--- ,m} Us™(N), entoncesn € {1,--- ,m},
yaque n ¢ s"(N). Dado que n # m, es claro que m € s™(N). O
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Como para cada n € N, s" es tnica, entonces a cada m € N, le corresponde el tinico nimero natural
s"(m). Por tanto, + : N x N — N definida por +(m, n) := s"(m), estd bien definida, es decir, + es una
operacion interna sobre N. Por conveniencia, en lo que sigue se escribe m + n en lugar de +(m, n); es
decir, +(m,n) := m + n.
Definicion 3

La funcién + la llamaremos adicién, y a m + n lo leeremos m més n o la suma de m con n.

Corolario 4 La funcién sucesor satisface:
S1. s(m) =m + 1;

S2. s(m+n) =m+ s(n).

Demostracion. Claramente s(m) = s!(m) = m+ 1. Por otro lado, s(m +n) = s(s"(m)) = (sos™)(m) =
55 (m) = m + s(n).

Corolario 5 s(n) = s"(1) para todon € N.

Demostracion. Si n = 1, la igualdad es clara. Si igualdad es cierta para n; es decir, s"(1) = s(n),
entonces s°(" (1) = s(s™(1)) = s(s(n)).

Teorema 4
Sim,n,p € N, entonces:

S3. m+(n+1)=(m+n)+1;
S4. m+ (n+p) = (m+ n) + p; (Propiedad Asociativa de la suma.)
S5.m+1=1+m;

S6. m +n = n + m; (Propiedad Conmutativa de la suma.)

Demostracion. S3. Note que :

m+ (n+1)=m+ s(n) (por S1)
= s(m +n) (por S2)
=(m+mn)+1 (por SI)

S4.Sea A :={g e N: (Ym,n € N\(m+ (n+q) = (m+n)+q)}. Por S3,1 € A. Ahora,sip € A,
entonces para todo m,n € N, tenemos que:

m+(n+s(p)) =m+s(n+p)  (porS2)
— s(m+(n+p) (porS)
=s((m+n)+p) (yaquep€ A)
= (m+mn)+s(p) (porS2)
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Asi, s(p) € A. Por el Principio de Induccién, se tiene que A = N.

S5.5ea A := {¢g € N: g+ 1 =1+ ¢}. Como s es una funcién, entonces s(1) es tnico, por tanto,
14+1=s(1)=1+1.Asi, 1 € A Supongamos que m € A, es decir, m + 1 = 1 + m. Como

s(m)+1=(m+1)+1 (porSl)
=s(m+1) (por S1)
=s(1+m) (yaque m € A)
=1+ s(m) (por S2)

se tiene que s(m) € A. Luego, por el Principio de Induccién, concluimos que A = N.

S6.Sea A:={qe N: (Vm e N)(m+q=q+m)}. Por S5, es claro que 1 € A. Supongamos que n € A,
es decir, m + n = n + m, para todo m € N. Como, para cada m € N, se satisface que

m+s(n)=m+ (n+1) (porSl)
=(m+n)+1 (porS4)
=14+ (m+n) (yaquele A)
=14+ (n+m) (yaquen e A)
=(1+n)+m (porS4)
=(n+1)+m (yaquele A)
=s(n)+m (por S1)

se tiene que s(n) € A. Por tanto, por el Principio de Induccién, concluimos que A = N.

Definicion 4

Diremos que G := (V, A) es un grafo infinito orientado si |[V| = [Ny AC V x V

El siguiente resultado justifica la representaciéon sobre una linea recta del conjunto de los ntimeros
naturales.

Teorema 5

Un grafo infinito orientado G := (V, A) estd asociado a un sistema de Peano, si y solo si, existe
una dnica funcién f : N — V biyectiva tal que A = {(f(n), f(s(n)) : n € N}.
]

Demostracion. Supongamos que G = (V, A) es un grafo infinito orientado asociado a un sistema de
Peano. Por hipétesis para cada v € V existe una tnica arista en A tal que v es el nodo inicial de la
misma; por tanto, existe un tinico nodo w € V que es nodo final de dicha arista. En consecuencia,
¢ : V. — V definida por ¢(v) = w donde w es el nodo final de la tinica arista que existe que tiene a v
como nodo inicial es una funcién. Denotando por v; el nodo origen del grafo, el principio de definicién
por recurrencia implica que, existe una tnica funcién f : N — V satisfaciendo que f(1) = v y
f(s(n)) = ¢(f(n)). Tomando vy, := f(s(n)), para cada n € N, se tiene que f(n) = v,, para cada
n € N. Ahora, por el teorema 3, ¢*") (v;) = (6" (v1)); es decir, *( (v;) es el nodo final de la tnica
arista que tiene a ¢"(v;) como nodo inicial. En consecuencia,

V:{v17¢(vl)7¢2(vl)v”' 7¢n(vl))"'}' (1)
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Por tanto, siv € V 'y v # vy existe n € N tal que ¢"(vy) = v
Afirmacién 1: ¢"(v1) = f(s(n)) = vy, paratodon € N.

En efecto; como vy = vy = f(s(1)) = #(f(1)) = ¢(v1), es claro que la afirmacién es cierta paran = 1.

Ahora, si ¢"(v1) = [f(s(n)) = vy(), entonces ¢°™)(v1) = ¢(¢"(v1)) = ¢(f(s(n))) = f(s(s(n))) =

VUg(s(n))- Esto demuestra la afirmacion.

Luego, por (1) y la afirmacién 1, se deduce que
V={r(),f2),-- . f(n),--}.
Esto demuestra que f es sobreyectiva.

Afirmacién 2: ¢" es inyectiva para todo n € N.

Veamos que la afirmacion es cierta paran = 1. Si ¢(u) = ¢(w) y u # w, entonces (u, p(u)) y (v, p(u))
son aristas del grafo distintas con el mismo nodo final, lo cual contradice que G esta asociado a un
sistema de Peano. Suponga que ¢™ es inyectiva. Si ¢*("™) (u) = ¢*(™) (v), entonces ¢(¢"(u)) = ¢*™ (u) =
»*™ (v) = ¢(¢™(v)), como ¢ es inyectiva se tiene que ¢"(u) = ¢™(v); luego, por la hipétesis inductiva,
u=v.

Por otro lado, como ¢(V) es el conjunto de nodos que son nodo final de alguna arista, entonces ¢(V') =
V' —{v1}. En consecuencia, ¢"(V) =V — {vy,--- ,v,} paracadan € N.

Afirmacién 3: ¢ (vy) = ¢P(¢™(v1)) para todo m,p € N.

Primero veamos que la afirmacién es cierta para m = 1. Observe que la igualdad es valida si p =
1, ya que ¢'*!(v1) = ¢*V(v1) = ¢(4(v1)). Ahora, si 6'P(v1) = ¢P(¢(v1)), entonces ¢'T*F)(vy) =
9 U (01) = 6817 (1)) = 9(¢7(9(v1))) = 6P (g (v1)).

Sea p € N arbitrario y fijo. Si ¢"P(v1) = ¢P(¢™(v1)), entonces ¢*"™+P(v;) = ¢P(¢™(v1)) para todo
m,p € N.

Afirmacion 4: Si n # m, entonces ¢"(vy) # ¢ (v1).

Si m # n, por el corolario 3, se tiene que m € s"(N) on € s™(N). Sim € s"(N) existe p € N tal que
m = s"(p) = p + n; por tanto, s (v1) = sPT"(v1) = s"(sP(v1)). Note que si ¢"(v1) = ¢™(v1), por la
afirmacioén 2, se tiene que v; = ¢P(v1), lo cual contradice que v; es origen del grafo. En consecuencia,

" (v1) # @™ (v1).

De esto se deduce que f es inyectiva, ya que sin # m, por la afirmacién 4, se tiene que f(n) = ¢"(v1) #

" (v1) = f(m).
Asi, f es biyectiva.

Por construccion de f es claro que A = {(f(n), f(s(n))) : n € N}. El reciproco es inmediato.

Corolario 6 Sean f y ¢ las funciones definidas en el teorema 5. Si ¢(v) = w, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. w e f(N);
2. v e f(N);
3. ¢(w) € F(N).
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Demostracion. Siw € f(N), existe n € N tal que f(n) = w = ¢(v). Como w # vy, es claro que n # 1, lo
que implica que existe k € N tal que s(k) = n. Por tanto, ¢(v) = f(n) = f(s(k)) = ¢(f(k)), y por la
inyectividad de ¢ se tiene que f(k) = v. Lo que demuestra que 1 implica 2.

Por otro lado, si v € f(N), existe n € N tal que v = f(n). Como w = ¢(v) = ¢(f(n)) = f(s(n)), se
tiene que w € f(N). Asi, 2 implica 3.

Por dltimo, si ¢p(w) € f(N), existe n € N tal que f(n) = ¢(w). Como ¢(w) # vy, se tiene que n = s(k)
paraalgin k € N. Asi, p(w) = f(s(k)) = ¢(f(k)). En consecuencia, por la inyectividad de ¢, w = f(k).
Esto demuestra que 3 implica 1.

O
Corolario 7 Si A := {(n,s(n)) : n € N}, entonces el grafo orientado G := (N, A) es un grafo
asociado a un sistema de Peano.
Demostracion. Claramente f : N — N definida por f(n) = n satisface lo pedido.
0

Corolario 8 Para todo n € N, se tiene que s(n) # n.

Demostracion. Sipara algtin n € N, se tiene que s(n) = n, entonces el grafo asociado tiene un ciclo en
n, lo cual es una contradiccién.

O]

Observe que los resultados previos dejan implicitos un orden en cualquier sistema de Peano motivado
por el grafo orientado.

Definicion 5

Seann, m € N. Se dice que m es menor que n, y se escribe m < n,sin € s™(N); es decir, si existe
p € Ntal que n = m + p.

5. Conclusion

Los cinco axiomas son proposiciones que caracterizan esencialmente la llamada sucesion numérica
natural, o conjunto ordenado de los ntimeros naturales, y pueden tomarse como definicién implicita
de los mismos. El sistema (N, s, 1) es conocido como un modelo del sistema de axiomas de Peano.

Segtn Antezana (2019) la ensefianza de los axiomas de Peano indudablemente refuerzan la ensefianza
de estructuras del lenguaje matematico que son la columna vertebral del aprendizaje significativo en
matematicas.

El lenguaje matemaético, como cualquier otro lenguaje, tiene una estructura gramatical con su alfabeto
y reglas propias como cualquier otro idioma y por supuesto no es tarea ficil su aprendizaje. Entender
los axiomas de Peano supone tener un dominio bésico de dicho lenguaje y muchas veces se convierte
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en un obstaculo epistemolégico que dificulta la comprensién de los ntimeros naturales. En los axio-
mas de Peano aparecen objetos matemdticos como conjuntos y funciones que permiten entender el
concepto de sucesor y el axioma de induccién, por lo que para su aprendizaje, cualquier estrategia
alternativa que refuerce dicho conocimiento, es importante.

En este trabajo, se muestra una propuesta geométrica que ayuda a la comprension de dichos axiomas.
Se utiliza una estrategia visual por medio de un modelo grafico, que ayuda a comprender el modelo
axiomatico de Peano haciendo énfasis en el concepto de sucesor utilizando diagramas de flechas. Con
esta propuesta gréafica se busca que el estudiante tenga alternativas que le permitan entender mejor
el lenguaje matemético y en este caso concreto entender los axiomas de Peano.

Contribucién de las personas autoras: Conceptualizacion: J.R.G., D.A.M.P, P.L.P.D. Analisis Formal:
JR.G., D. AM.P,PLPD. Investigaciéon: ] R.G., D.A.M.P, PL.P.D. Metodologia: ].R.G., D.AM.P, PL.P.D.
Software: ] R.G.R. Supervisiéon: ].R.G., D.AM.P, PL.P.D. Validacién: ] R.G., D.AM.P, PL.P.D. Visuali-
zacion: J.R.G., D.AM.P, PL.P.D. Escritura - borrador original: ].R.G.R. Escritura - revisién y edicién:
J.R.G.,, D. AM.P, PL.PD.
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