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Resumen: En el lenguaje R se han desarrollado paquetes especificos que posibilitan el tratamiento
numérico de problemas de valor inicial para ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales. En
particular, el paquete deSolve permite, entre otros, la solucién numérica y gréfica de problemas de
valor inicial para ecuaciones diferenciales ordinarias y el paquete phaseR el andlisis cualitativo de
sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales ordinarias, en una y dos dimensiones. El propésito de
este articulo es el de ilustrar el uso del paquete deSolve con una modificaciéon de la ecuacién logistica
y el sistema de Chen y el paquete phaseR con un modelo que generaliza la ley de Hooke.

Palabras Clave: Problemas de valor inicial, deSolve, phaseR, solucién numérica, estabilidad, plano
fase.

Abstract: In the R language, specific packages have been developed that enable the numerical treat-
ment of initial value problems for equations and systems of differential equations. In particular, the
deSolve package allows, among others, the numerical and graphical solution of initial value problems
for ordinary differential equations and the phaseR package the qualitative analysis of Autonomous
Systems of ordinary differential equations, in a and two dimensions. The purpose of this article is
to illustrate the use of the deSolve package with a modification of the logistic equation and Chen’s
system and the phaseR package with a model that generalizes Hooke’s law.
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1. Introduccion

Gran variedad de problemas importantes y significativos de la biologifa, la quimica, la economia, la
fisica y la ingenieria, se pueden modelar, evaluar y resolver en términos de ecuaciones diferenciales.
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Por ejemplo, las ecuaciones diferenciales pueden utilizarse para tratar problemas sobre crecimiento
de poblaciones, desintegracién radioactiva, reacciones quimicas, transferencia de calor, propagacién
de ondas, problemas sobre oferta y demanda, meteorologia y otros (Zill, 2001).

Usualmente no es posible expresar la solucién de estos problemas, mediante una férmula explicita
o implicita, por lo que es necesario recurrir a métodos numéricos para hallar una aproximacién a
esta solucién. En el lenguaje R, de amplia difusion y utilizacién en la actualidad, se han desarrollado
herramientas que permiten resolver numéricamente, problemas de valor inicial para ecuaciones y
sistemas de ecuaciones diferenciales mediante procedimientos adecuados.

De acuerdo a Bologna, 2020, R ademads de un lenguaje de programacion, es un proyecto colaborativo,
libre, independiente y de c6digo abierto que evolucioné a partir del lenguaje S, fue creado en 1993 en
Nueva Zelanda por Ross Thaka y Robert Gentleman y estd conformado por un conjunto de programas
integrados para el manejo de datos, simulaciones, calculos y aunque usualmente es utilizado para el
andlisis estadistico sus potencialidades en la investigacién son muy amplias.

En R una de las posibilidades para tratar numéricamente ecuaciones diferenciales ordinarias es el
paquete deSolve y consecuentemente, uno de los propésitos de este documento es el de ilustrar el
uso de rutinas incorporadas en este paquete para resolver numéricamente una ecuacién diferencial
que modifica, la ecuacién logistica y el sistema de Chen.

El modelo de crecimiento logistico fue considerado por primera vez por Pierre Francois Verhulst en
1838 para simular el hecho de que una poblacién de pequefio tamafio puede tener tiene inicialmente
crecimiento exponencial que se va acercando de manera asintética a cierto valor, por encima del cual
el tamafio de la poblacién decrece hacia el mismo (Brauer et al., 2008). Estas suposiciones conducen
al siguiente problema de valor inicial

P P
Pl =
a < K>

P(t) = Py.

para el que, a > 0y K > 0 son pardmetros caracteristicos del modelo.

Cuando a las hipétesis anteriores se les incorpora el hecho de que si el tamafio de la poblacién es
pequerio la razén de crecimiento es negativa, se obtiene una modificacién del modelo logistico que
matematicamente se expresa como

dP P P
dt—aP<L‘1)(1‘K>

P(t) = P.

para el cual L es una nueva constante. En la subseccion 3.1 analizaremos este modelo utilizando el
paquete deSolve.

El sistema de Chen es sistema auténomo tridimensional de ecuaciones diferenciales ordinarias que
para ciertos valores de sus pardmetros exhibe una gran variedad de comportamiento dindmico que
incluye caos (Sooraksa y Chen, 2018). De manera explicita el sistema de Chen estd definido por las
siguientes ecuaciones

R

g = artay

d
d—gz:(c—a)x—i-cy—:cz
dz

prid bz
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donde a, by c son pardmetros del mismo.

En la subseccion 3.2 utilizamos deSolve para trazar algunas trayectorias de este sistema para el que,
siguiendo a Sooraksa y Chen, 2018, seleccionamos aquellos valores de sus pardmetros para los cuales
el sistema presenta un conjunto de estructura geométrica cadtica conocido como el atractor de Chen.

Complementariamente, R también posee el paquete phaseR, el cual se puede utilizar para identifi-
car y clasificar los puntos de equilibrio, representar el campo direccional, las isoclinas nulas asi como
trayectorias con diferentes condiciones iniciales, para ecuaciones diferenciales auténomas en una di-
mension y sistemas de ecuaciones diferenciales auténomos en dos dimensiones. De esta manera el
segundo objetivo de este documento es el de ilustrar el uso de este paquete con un modelo que per-
mite generalizar la ley de Hooke.

La ley de Hooke fue propuesta en el Siglo XVII por R. Hooke y expresa el hecho de que dentro de
ciertos limites, la fuerza requerida para estirar un objeto eldstico, es directamente proporcional a la
longitud del objeto (Cerén y Guerrero, 2008). Esta ley se modela a través de una ecuacién diferencial
lineal de segundo orden y en la subseccién 5.1 analizamos, utilizando phaseR, la ecuacién diferencial
ordinaria no lineal que resulta al afiadirle a la ecuacién que modela la ley de Hooke un término ctibico.
De manera explicita la ecuacion diferencial resultante es

d?x

m@+kx+aaf;3:0

para la cudl m, k y a son parametros.

En las secciones 2 y 4 se describen las principales caracteristicas de los paquetes deSolve y phaseR y
en las secciones 3 y 5 la forma de utilizarlos.

El cédigo de los archivos R considerados en este documento puede consultarse en el repositorio
GitHub en la direccién https://github.com/saulomosquera/samolo?sear.

2. El paquete deSolve

El paquete deSolve fue desarrollado, alrededor del afio 2010, por K. Soetaert, R. W. Setzer y T. Petzoldt
(K. Soetaert et al., 2010) y permite resolver problemas de valor inicial para:

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO).

» Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP).

Ecuaciones Diferenciales con Retardo (EDR).

Ecuaciones Diferenciales Algebraicas (EDA).

Este paquete contiene diferentes funciones que resuelven numéricamente problemas de valor inicial
para estos tipos de ecuaciones diferenciales, en particular, para ecuaciones diferenciales ordinarias la
funcién que provee una interfaz de cardcter mas general para la mayor parte de los métodos incorpo-
rados es la funcién ode(). El paquete deSolve posee 17 rutinas de integracién que se pueden llamar
a través de esta funcién o se pueden utilizar de forma independiente (W. Soetaert y Petzoldt, s.f.).

La sintaxis béasica de la funcién ode() es

ode (y, times, func, parms, method = c("nombre" ),...)
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y sus argumentos se describen en la tabla 1.

Tabla 1: Los argumentos de ode() y su descripcién. Elaboracién propia.

Argumento  Descripcion

y Define las condiciones iniciales.

times Corresponde al intervalo de tiempo durante el cual se
corre el proceso.

func Es la funcién R que calcula los valores de las deriva-
das del sistema de EDO en el instante t y esta funcién
devuelve los valores de la derivada de la funcién co-
mo una lista.

parms Define los parametros utilizados en el sistema de EDO
0 es NULL en el caso en que el sistema no los posea.

method Corresponde al nombre de la rutina de integracién a
utilizar.

Dos observaciones son necesarias:

» La funcién func debe definirse al menos con el formato

func = function(times, y, parms)

en el que times es el intervalo de integracion, y define las condiciones iniciales y parms es un
vector o una lista que contiene los pardmetros del sistema.

= La funcién ode() utiliza més argumentos de los descritos y los valores que estos toman por
defecto son suficientes para nuestros propésitos. Si Ud. desea analizarlos, una vez instalado el
paquete deSolve, puede escribir, desde la consola de Rstudio,

help (ode)

yoprimir control+ enter conlo cualse despliega una ventana en la que se puede consultar
una descripcién de cada uno de ellos.

Esta funcién utiliza por defecto un método de integracién denominado Isoda el cual proporciona re-
sultados apropiados para la mayoria de los casos ya que esta implementacién posee la propiedad de
intercambiar automdticamente entre problemas rigidos y no rigidos, es decir, el usuario no tiene ne-
cesidad de conocer, con anterioridad el tipo de problema que esté tratando si no que que el algoritmo
selecciona de manera automatica el método apropiado a aplicar.

La sintaxis basica de 1soda es semejante a la de ode, es decir

lsoda(y, times, func, parms,...)

y la interpretacién de sus opciones coincide con la de los argumentos de dicha funcion.


https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica

El paquete deSolve 5

Aunque para cumplir los propdsitos de este escrito es suficiente utilizar la funcién ode(), como ilus-
tracion de otro método de integracion incorporado en el paquete deSolve, en la subsecciéon 5.1, para
el caso del resorte suave, usaremos la funcién rk() que es una implementacién que puede utilizarse
para resolver problemas de valor inicial para sistemas de EDO de primer orden no rigidos. La funcién
rk es una funcién de alto nivel que proporciona interfaces a una coleccion de algoritmos explicitos de
un solo paso, de la familia Runge-Kutta con paso de tiempo fijo o variable. La sintaxis de esta funcién
es andloga a la de las funciones ode() y Isoda() y la interpretaciéon de sus argumentos es exacta-
mente la misma, aunque puede seleccionarse el método utilizar, dentro de la familia de algoritmos
Runge-Kutta implementados.

Caracteristicas adicionales de estas funciones pueden verse utilizando la ayuda del paquete deSolve
a través de Rstudio o en W. Soetaert y Petzoldt, s.f.

Una vez instalado R y Rstudio, debemos instalar el paquete deSolve, una manera de realizar esto es
escribir, en la interfaz de Rstudio:

install.packages ("deSolve")

y oprimir control+ enter.Despuésde unossegundos se muestra un mensaje analogo al siguien-
te

package ’"deSolve’ successfully unpacked and MD5 sums checked

que nos pone de manifiesto la instalacién exitosa del mismo. Una vez cargado el paquete se requiere
activar las librerfas internas del mismo, esto se consigue escribiendo en Rstudio

library (deSolve)

y oprimiemdo control+ enter.

De acuerdo con K. Soetaert et al., 2016 la definicién en R de un problema de valor inicial requiere de
dos etapas basicas que se pueden definir como:

La explicitacién del modelo, que, en general, incluye los siguientes pasos:

» La definicién de los pardmetros del modelo y sus correspondientes valores.
= La definicién de las variables de estado del modelo y de sus condiciones iniciales.
» La implementacién de las ecuaciones del modelo las cuales brindan la razén de cambio de las

variables de estado.

La carga del modelo que consta de:

= La inclusién de los tiempos en los que se desea conocer los estados del modelo.
= La integracion de las ecuaciones del modelo.

» La representacion tabular o grafica de los resultados del mismo.

El siguiente ejemplo muestra de manera concisa cémo aplicar este esquema para resolver en R el
siguiente problema.
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Ejemplo 1

Resolver en R el problema de valor inicial

e
— =zt
di

2(0) = 0.1

en el intervalo [0, 1], con paso 0.01, mostrar las primeras 4 iteraciones y construir la gréfica de
la solucién.

|

El c6digo R que resuelve este problema, con las condiciones establecidas, es el siguiente
# Figura 1
install.packages ("deSolve")
library (deSolve)
Ecul= function(t, x, parms) {

dx = x"2+x*t

list (dx)}
Cini= 0.1
tiempos =seqg(from = 0, to = 1, by = 0.01)
solu=ode( y= Cini, times = tiempos, func = Ecul, parms = NULL)
head(solu, n=4)
plot (solu, main = " ", 1lwd = 2, xlab="t", ylab="x(t)", col=c("magenta3"))

La tabla 2 muestra los resultados numéricos de las primeras 4 iteraciones.

Tabla 2: Primeras 4 iteraciones. Elaboracién propia.

Iter. ¢t x(t)

[1,] 0,00 0.1000000
[2,] 0,01 0.1001051
[3,] 0,02 0.1002205
[4,] 0,03 0.1003461

y la figura 1 muestra la gréfica de la solucién del problema de valor inicial considerado.

En las siguientes secciones se ilustran algunas de las potencialidades del paquete deSolve y la funcién
ode() para resolver numéricamente problemas de valor inicial para ecuaciones diferenciales ordina-
rias, asi como para sistemas de ecuaciones diferenciales.
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x(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t

Figura 1: Simulacién numérica del PVI ‘é—f = 22 + zt, 2(0) = 0.1. Elaboracién
propia.

3. Dos aplicaciones del paquete deSolve a problemas de la vida real

En los siguientes ejemplos se ilustra este proceso, el cual utiliza la funcién ode(), del paquete deSolve,
asi como algunas de sus caracteristicas y opciones.

3.1. Una modificacion de la ecuacion logistica

El modelo de crecimiento logistico fue publicado por primera vez por Pierre Frangois Verhulst en 1838
y lo utiliz6 para describir el crecimiento auto-limitado de una poblacién bioldgica. Las suposiciones
basicas de este modelo son (Blanchard et al., 1999):

= Sila poblacion es pequefia la tasa de crecimiento de la poblacién es proporcional a su tamario.

= Sila poblacién es demasiado grande para ser soportada por su entorno y recursos, el tamafio
de la poblacién disminuye.

Un modelo matemdtico que recoge estas observaciones estd definido por el siguiente problema de
valor inicial:

Enél, a > 0y K > 0 son pardmetros caracteristicos del modelo; el valor de a se conoce como la tasa
intrinseca de crecimiento, el valor K es la capacidad de carga del sistema y representa la poblacién
maxima con la que el medio se satura.
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Autores como Blanchard et al., 1999 afirman que existen poblaciones en las que si el niimero de in-
dividuos es elevado, la razén de cambio decrece y puede llegar a ser negativa y si el tamafio de la
poblacién es demasiado pequefio esta razén también decrece. Un modelo que incorpora estas obser-
vaciones es el siguiente:

dP P P
dt:“P(L”)(“K)

P(ty) = P.

en el cual L es una constante que se conoce como el factor de escasezy 0 < L < K.

De acuerdo con Blanchard et al., 1999, la ardilla negra es un pequefio mamifero nativo de las montafias
rocallosas cuya poblacién es muy territorial y satisface el modelo de crecimiento logistico modificado;
utilizaremos el paquete deSolve para analizar el comportamiento de las soluciones del modelo para
lo cual, debido a su territorialidad, consideramos una taza intrinseca de crecimiento moderada con
valor a = 1.5, L = 6 como valor del factor de escasez y K = 14 como la capacidad de carga del
sistema. Adicionalmente consideramos como tamafios iniciales de la poblacién, los valores P(0) = 3,
P(0)=5, P(0)=7, P(0)=9, P(0) =15y P(0) = 20 que nos permiten sugerir conclusiones acerca
del comportamiento de las soluciones del modelo.

3.1.1. Laimplementacion en R.

En esta seccion se desarrollan en R las etapas descritas en la seccion 2, para resolver numéricamente la
modificacién de la ecuacién logistica con las condiciones iniciales consideradas anteriormente para lo
cual utilizamos la funcién ode() del paquete deSolve, asi mismo inicialmente se cargan las librerfas
internas del paquete.

Una vez cargado el paquete deSolve, las siguientes lineas muestran cémo se cargan sus librerias y se
definen los pardmetros del modelo.

# Figura 2

# install.packages ("deSolve")

library (deSolve) # carga de las librerias

# La explicitacidén del modelo

# Vector que contiene los valores de los pardmetros

paramsl=c(a=1.5,L=6, K=14)
Aqui definimos las condiciones iniciales para el modelo, cada una de ellas como un vector.

# Condiciones iniciales

cinil=c (3)
cini2=c (5)
cini3=c (7)
cinid=c (9)
)

15
cinio6=c (20)

(
cinib5=c(
(
La ecuacién del modelo se incluye a través de una funcién con nombre Logis que calcula la razén de

cambio de la variable de estado P, la devuelve como una lista y usa como argumentos los tiempos de
corrida, la variable de estado y los pardmetros.
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# Ecuaciones
# P es la variable de estado
Logis= function(t, P, parms) {
Salidal=with(as.list (c (P, parms)), {
dP=axPx* (P/L-1) x (1L-P/K)
list (c(dP)) })
return (Salidal) }

El modelo se corre en el intervalo de tiempo [0, 2] con paso 0.1 y se resuelve utilizando la funcién
ode() que contiene la rutina Isoda como método de integracién predeterminado y que tiene como
argumentos bésicos las condiciones iniciales, el tiempo de corrida, la funcién Logis y los pardmetros.

# La carga del modelo

# Tiempos

tiemposl=seq(0,2,0.1)

# La integracidén utiliza la funcidn ode.

soll=ode (y=cinil, t=tiemposl, func=Logils, parms=paramsl
sol2=ode (y=cini2, t=tiemposl, func=Logis, parms=paramsl
sol3=ode (y=cini3, t=tiemposl, func=Logis, parms=paramsl

)
( )
( )
sol4=ode (y=cinid4, t=tiemposl, func=Logis, parms=paramsl)
sol5=ode (y=cini5, t=tiemposl, func=Logis, parms=paramsl)

( )

sol6=ode (y=cini6, t=tiemposl, func=Logis, parms=paramsl

La funcién ode() tiene como salida un objeto de la clase deSolve que es una matriz que contiene los
valores de la variable de estado en los tiempos proporcionados. Las primeras 10 iteraciones de este
proceso, para la solucién, soll, se obtienen con:

# La representacidn tabular
head(soll, n=10)

Lo que genera una lista con los valores de los tiempos y el correspondiente valor de la variable de
estado que se muestran en la tabla 3.

Las gréficas de las seis soluciones y algunos textos ilustrativos, se obtienen con el siguiente cédigo y
se muestran en la figura 2.

# La representacidn grafica
plot (soll,sol2,s0l13, sol4,solb5, sol6, lwd=2,

xlab="t", ylab="P(t)", col=c("red", "green", "blue", "deeppink3", "

brown4", "orange"),

main= "Crecimiento logistico modificado")
legend ("topright", legend=c ("P (0)=3", "P(0)=5", "P(0)=7","P(0)=9",
"P(0)=15","P (0)=20"),
col=c("red", "green","blue", "deeppink3", "brown4", "orange"),
lwd=c(2,2), bg="aliceblue")
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Tabla 3: Primeras 10 iteraciones. Elaboracién propia.

Iter. P(t)

[1,] 0,0 3.000000
[2] 01 2.840869
[3] 02 2679054
[4] 03 2515542
[5] 04 2351415
[6] 05 2.187841
[7,] 0,6 2026040
[8,] 07 1867238
[9,] 08 1712629
[10,] 09 1.563335

S - — P(0)=3
P(0)=5
— P(0)=7
— P(0)=9
— P(0)=15
o | P(0)=20
\
N
~
\\\
2 - L TTTIE
Lr) —
O —
[ [ [ [ [
0.0 0.5 1.0 15 2.0
t

Figura 2: Simulaciones numéricas del modelo logistico modificado. Elaboracién
propia.
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Esta grafica sugiere que si el tamafio de la poblacién inicial de ardillas negras es menor que la dada
por el factor de escasez la poblacién tiende a extinguirse, que si la poblacién de ardillas negras est4
entre el factor de escasez y la capacidad de soporte el tamafio de la poblacion crece acercandose a
la capacidad de carga y que si el tamafio de la poblacién es mayor que la capacidad de carga esta
disminuye acercdndose a este valor.

Modificamos el cédigo anterior para incluir las soluciones constantes, P = 0, P = 6y P = 14,
denominadas Puntos de equilibrio, asi como otras condiciones iniciales.

# figura 3
# install.packages ("deSolve")
library (deSolve)
# Solucidén de la ecuacidén logistica
tiempos2=seq(from = 0, to = 3, by = 0.01)
param2 = c(a=1.5, L=6, K=14)
logis = function(t,y,param) {
salida = with(as.list (c(y,param)), {
dP=a*P«* (P/L-1) x (1-P/K)
list (c(dP)) })
return (salida) }

oncecur=seq (0,20, 2)

listadatos=lapply (oncecur, function (i) {ode (y=c (P=1i), times=tiempos2, func=
logis,parms = param?2) })

curvas= rbind(listadatos[[1l]],listadatos([[2]],listadatos[[3]],
listadatos[[4]],1listadatos[[5]],listadatos([[6]],
listadatos[[7]],1listadatos[[8]],listadatos([[9]],
listadatos[[10]],listadatos[[11]])

curvas2=data.frame (curvas)
curvas2S$Sgroup=c (rep ("P (0)=0",301),rep("P (0)=2",301),

rep ("P (0)=4",301),rep ("P (0)=6",301),rep("P (0)=8",301),
rep ("P (0)=10",301), rep("P(0)=12",301), rep ("P (0)=14",301),
rep ("P (0)=16",301), rep ("P (0)=18",301), rep ("P (0)=20",301))

curvas?2

logis2=curvas2

# Modificar los datos

data_-label = logis2

data_labelS$label = NA

data_label$label [which (data_labelS$time == min (data_labelS$time))] <- data_
labelSgroup[which (data_labelS$time == min (data_label$time)) ]

install.packages ("ggplot2")
require (ggplot?2)

colcur = c("red","#999999", "#E69F00", "red",
"deeppink4", "green",
"#000000",
"red", "#0072B2","#009E73" , "#CCT79AT")
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install.packages ("ggrepel")
require (ggrepel)

# ggplot2 traza el grafico con etiquetas

ggplot (data_label, aes(time, P, group = forcats::fct_inorder (group))) +
geom_line (aes (colour= forcats::fct_inorder (group)),size=0.8) +
scale_colour_manual (values=cbp2) +
theme (panel.grid.major = element_blank(),

panel.grid.minor = element blank(),
panel.background = element blank(),
panel .border = element_rect (colour = "black", size=0.5,
fil1=NA)) +
geom_label repel (aes (label = label,color=group),
nudge.x = -0.15,
size=2,

label.size=NA,
fill="honeydew2",

na.rm = TRUE, segment.color=NA) +
theme (legend.position = "none") +
labs(x = "t", y="P(t)")

El proceso anterior genera la gréfica que se muestra en la figura 3. Observe que todas las soluciones
cercanas a la solucién P = 6 se “alejan” de ella y que, en general, las soluciones “tienden” hacia la
solucién de equilibrio P = 0 o P = 14, es decir, P = 6 es una fuente y P = 0, P = 14 son sumideros.

204

P(0)=16

154

P(0)=14 ——

b2 /

P(Y)

P(0)=8

P(0)=6

0 P(0)=0

Figura 3: Simulaciones numéricas del modelo logistico modificado. Elaboracién
propia.
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3.2. El sistema de Chen

El concepto de atractor extrafio surge a raiz de los trabajos de E. Lorenz, quien en 1963, escribi6é un
notable articulo en el cual en un intento, por estudiar la posibilidad de predecir el comportamiento
del flujo atmosférico a largo plazo, es decir, conocido el estado del flujo atmosférico en un instante
dado determinar su comportamiento en tiempos futuros distantes, simul6 experimentalmente el pro-
ceso convectivo atmosférico y observé que el flujo resultante podia ser muy irregular con trayectorias
no periddicas inestables. Matemédticamente este proceso puede ser descrito utilizando un modelo de
Rayleigh - Benard el cual es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que se deduce de las
ecuaciones de Navier - Stokes para el que no se conocen soluciones exactas a excepcion de las tri-
viales. Suponiendo una expansién de Fourier de cierto tipo Lorenz reduce el sistema de ecuaciones
en derivadas parciales a un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias que se conoce
como el sistema de Lorenz (Mosquera, 1992).

El Sistema de Lorenz posee dependencia sensitiva con respecto a las condiciones iniciales, conse-
cuentemente exhibe comportamiento caético y muestra lo que se conoce como un atractor extrafio
que corresponde, en su diagrama de fase, a una estructura geométrica con forma poco usual en la que
las las trayectorias del sistema nunca se cortan y son lineas de longitud infinita encerradas en un 4rea
finita, que describen 6rbitas no periédicas (Mosquera, 1992).

A partir del trabajo de Lorenz se han propuesto varios sistemas de ecuaciones diferenciales que con-
tienen atractores extrafios, entre ellos, el atractor de Rossller, el atractor de Chen, el atractor de Chua,
el atractor de Liu y otros. En esta seccién implementaremos en R el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias que produce el atractor de Chen.

El sistema de Chen (Sooraksa y Chen, 2018) fue propuesto en 1999 y puede considerarse como un
modelo de clima controlado bajo la perspectiva anticontrol. Desde el punto de vista matemaético, es el
dual del sistema de Lorenz a través de la inversién en el tiempo y corresponde a un sistema auténomo
de ecuaciones diferenciales ordinarias definido por

dr _ s

= artay

d
d—gz:(c—a)x—i-cy—xz
d

d—i:xy—bz

Las variables x y z representan, el promedio espacial de la velocidad hidrodindmica y la diferencia de
temperatura entre la corriente ascendente y la descendente y la variable y el gradiente de temperatura.
a, b y ¢ son pardmetros caracteristicos del sistema y dependiendo de sus valores se tienen diversas
situaciones; por ejemplo, de acuerdo a Sooraksa y Chen, 2018 con los valores de los pardmetros a =
35, b = 3y c = 28 y las condiciones iniciales z(0) = —3, y(0) = 2, 2(0) = 20 el sistema presenta
comportamiento impredecible y se obtiene un conjunto de estructura geométrica cadtica que se conoce
como el atractor de Chen.

3.2.1. Laimplementacion en R.

El sistema de Chen presenta una variada dindmica, sin embargo, presentamos el caso mds importante
de esta, su atractor extrano.

El siguiente c6digo implementa la descripcién realizada en la seccién 2, para resolver numéricamente
el Sistema de Chen, para lo cual nuevamente se utiliza la funcién ode() del paquete deSolve. Siguien-
do a Sooraksa y Chen, 2018 consideramos los valores de los parametros a = 35, b = 3y ¢ = 28 para
los cuales se produce el atractor de Chen.
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Conbase en lo expuesto en K. Soetaert et al., 2016 para construir un gréfico de los resultados numéricos
obtenidos es posible utilizar un método disefiado explicitamente para objetos de la clase deSolve, que
ordena las figuras en dos filas y dos columnas. En este caso en ellas se presentan las graficas de las
variables dependientes contra la independiente y puesto que queda un espacio en el margen inferior
derecho en él, se muestra el grafico del promedio espacial de la velocidad hidrodindmica contra la
diferencia de temperatura entre la corriente ascendente y la descendente, que en este caso corresponde
a la proyeccion del atractor de Chen en el plano xz.

# Figura 4
# E1 Sistema de Chen
# Las ecuaciones del modelo
Chen = function (t, y, parms) {
with(as.list (y), {

dX = —a * X+axY

dY = (c—a)*X+cxY — X*7Z

dz =XxY - bx*2Z

list (c(dX, dYy, dz)) })}
# Valores de los pardmetros y condiciones iniciales
param=c(a = 35, b = 3, c = 28)
Eini = ¢(X = -3, Y = 2, Z = 20)

# la integracidn se realiza por 100 veces cada 0.001 vez

library (deSolve)

tiempos = seq(from = 0, to = 100, by = 0.001)

salida = ode(y = Eini, times = tiempos, func = Chen,
parms = param)

# La grafica del modelo

plot (salida, xlab="tiempo", col= "blue", lwd = 1)

plot (salidal, "X"], salidal[,"2z2"], col= "red", type = "1", xlab = "X",
ylab = "Z", main = "Proyeccidn plano XZ")

La grafica resultante de este proceso se muestra en la figura 4.

Las siguientes lineas de R, generan una gréfica 3D que ilustra el denominado Atractor de Chen y que
se muestra en la figura 5.

# Figura 5
# grafica 3D
library (scatterplot3d)
scatterplot3d(salidal,-1], type = "1", 1lwd = 1, xlab = "X",
ylab = "Y", zlab = "Z", main = "El atractor de Chen",
col.main="red", color=("darkorchid"), box=FALSE, angle=45)

En esta seccion se ha presentado tinicamente una muestra del variado comportamiento que presenta
este sistema para diversos valores de sus parametros, en Sooraksa y Chen, 2018 puede encontrarse
una descripcién mds completa de este sistema.
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Figura 4: Simulaciones numéricas del sistema de Chen. Elaboracién propia.
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Figura 5: Una vista 3D del atractor de Chen. Elaboracién propia.
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4. El paquete phaseR

El paquete phaseR fue desarrollado, alrededor del afio 2012, por Michael ]. Grayling, Gerhard Burger,
Stephen P. Ellner y John M. Guckenheimer y es un paquete R para el anélisis cualitativo de sistemas
auténomos de ecuaciones diferenciales ordinarias en una y dos dimensiones, para lo cual utiliza el
método del plano fase. En la tabla 4 se muestra una descripcién de las funciones incorporadas en este
paquete (Grayling, 2022).

Tabla 4: Descripcion de las funciones del paquete phaseR. Elaboracién propia.

Funcion Descripcion

flowField Grafica el campo direccional de un sistema auténomo
de EDO en una o dos dimensiones.

nullclines Traza las isoclinas nulas de un sistema auténomo de
EDO en una o dos dimensiones.

numericalSolution  Resuelve numéricamente un sistema auténomo de
EDO bidimensional para graficar las variables depen-
dientes contra la variable independiente.

trajectory Resuelve numéricamente un sistema auténomo, uno o
dos dimensional, para una condicién inicial dada. Per-
mite construir la grafica de las variables dependientes
contra la independiente.

stability Realiza un andlisis de estabilidad para clasificar los
puntos de equilibrio.

drawManifolds Trazala grafica delas variedades estable e inestable de
un punto silla en un sistema auténomo bidimensional
de EDO.

findEquilibrium Identifica un punto de equilibrio de un sistema

auténomo de EDO que esté cercano a un punto de
partida especifico.

phasePlaneAnalysis Proporciona un método simple para realizar un anali-
sis del plano fase escribiendo tinicamente ndmeros en
la linea de comandos.

phasePortrait Traza el retrato fase de un sistema auténomo unidi-
mensional de EDO, para utilizarlo en la clasificacién
de los puntos equilibrio.

Su instalacion se realiza de la manera usual, internamente el paquete utiliza la funcién ode() y el
propdsito central de esta seccién es la de utilizar algunas de las funciones descritas en la tabla 4 para
ilustrar las potencialidades del paquete para tratar desde el punto de vista cualitativo, problemas de
valor inicial definidos para sistemas auténomos en R y en R2.

De acuerdo a Grayling, 2022 presentamos la sintaxis basica de cada una de las funciones del paquete
phaseR() que utilizaremos en este documento.
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Para la funcion flowField la sintaxis es:

flowField (func, xlim, ylim, parameters, points, system, add,...)

y una descripcién de sus argumentos se presenta en la tabla 5

Tabla 5: Los argumentos de flowField() y su descripcién. Elaboracién propia.

Argumento

Descripcion

func

x1lim

ylim

parameters

points

add

system

Es una funcién, definida en el formato de deSolve que calcula la
derivada de la EDO que se estd analizando.

Para una ecuacion diferencial en dimensién uno proporciona los
limites de la variable independiente en la que se trazan los seg-
mentos de recta que reflejan el gradiente. En el caso de un sistema
bidimensional establece los limites de la primera variable en la
que se deben trazar estos segmentos.

Para una ecuacién diferencial en dimensién uno proporciona los
limites de la variable dependiente en la que se trazan los segmen-
tos de recta que reflejan el gradiente. En el caso de un sistema
bidimensional establece los limites de la segunda variable en la
que se deben trazar estos segmentos.

Define los pardmetros utilizados en el sistema de EDO o es NULL
en el caso en que no los contenga.

Corresponde a un nimero que define la densidad de los segmen-
tos que se van a dibujar. Por defecto este namero es 11.

Es un valor 16gico. Si es TRUE el campo vectorial se agrega a un
grafico existente. En caso contrario se crea un nuevo gréfico. Por
defecto este valor es TRUE.

Corresponde a “one.dim” o “two.dim” en dependencia del tipo
de sistema que se estd analizando. Por defecto es “two.dim”.

Para la funcion nullclines la sintaxis es:

nullclines (func,

xlim, ylim, parameters, points, system, add,...)

17

en ella se observa que su sintaxis coincide con la de la funcién flowFields en consecuencia la interpre-
tacién de sus argumentos es exactamente la misma.

Para la funcion numericalSolution la sintaxis es:

numericalSolution (func, y0, tlim, type, parameters, col,...)

y la descripcion de sus argumentos se presenta en la tabla 6
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Tabla 6: Los argumentos de numericalSolution() y su descripcién. Elaboracién

propia.

Argumento Descripcion

func Es una funcién, definida en el formato de deSolve que calcula la deri-
vada de la EDO que se esta analizando.

y0 Es un vector numérico en dimensién dos que define la condicién inicial.

tlim Proporciona los limites de la variable independiente para los cuales se
traza la gréfica de la solucién.

parameters Define los parametros utilizados en el sistema de EDO o es NULL en el
caso en que no los contenga.

type Unicamente toma los valores “one” o “two”. Si se establece en ”one”,
las trayectorias se trazan en el mismo grafico. Si se establece en “two”,
se trazan en graficos separados. El valor por defecto es “one”.

col Establece los colores de las trayectorias de las variables dependientes.

El valor predeterminado es c(“red”, "blue”).

Para la funcion trajectory la sintaxis es:

trajectory (func, y0, t.lim, parameters, system, col,...)

y una descripcién de sus argumentos se presenta en la tabla 7.

Tabla 7: Los argumentos de trajectory() y su descripcién. Elaboracién propia.

Argumento

Descripcion

func

yO0

tlim

parameters

system

col

Es una funcién, definida en el formato de deSolve que calcula la deri-
vada de la EDO que se esta analizando.

Define las condiciones iniciales. Para una EDO en dimensién uno, es un
vector numérico que indica una ubicacién inicial de la variable depen-
diente o varias ubicaciones iniciales de la variable independiente. Para
un sistema en dimension dos, puede ser un vector numérico de longitud
dos, que refleja la ubicacién inicial de las dos variables dependientes o
puede ser una matriz numérica donde cada fila refleja una condicién
inicial. El valor predeterminado es NULL.

Proporciona el intervalo de valores de la variable independiente para
los cuales se construye la gréfica de la solucién. Es un vector numérico
de longitud dos.

Define los parametros utilizados en el sistema de EDO o0 es NULL en el
caso en que no los contenga.

Toma dos valores “one.dim” o “two.dim” en dependencia del tipo sis-
tema que se estd analizando. El valor por defecto es “two.dim”.

Es un vector de caracteres para dar color a las gréficas de las trayectorias
y la dimensién del vector debe coincidir con el nimero de condiciones
iniciales. El color por defecto es “black”.
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Para la funcion stability la sintaxis es:
stability (func, ystar, parameters, system, summary,...)

y una descripcién de sus argumentos se presenta en la tabla 8

Tabla 8: Los argumentos de stability () y su descripcién. Elaboracién propia.

Argumento Descripcion

func Es una funcién, definida en el formato de deSolve que calcula la
derivada de la EDO que se estd analizando.

ystar Corresponde al punto de equilibrio para el cual se desea analizar
su estabilidad.

parameters Define los parametros utilizados en el sistema de EDO o es NULL
en el caso en que no los contenga.

system Toma dos valores “one.dim” o “two.dim” en dependencia del tipo
sistema que se estd analizando. El valor por defecto es “two.dim”.

summary Es un valor l6gico. Si es TRUE se devuelve un resumen del andlisis
de la estabilidad del punto de equilibrio. Por defecto este valor es
TRUE.

Cada una de estas funciones posee argumentos adicionales que no son necesarios para nuestros ob-
jetivos sin embargo una descripcién de estos puede verse en Grayling, 2022.

El siguiente ejemplo muestra de manera sintética cémo utilizar algunas de estas funciones para reali-
zar un andlisis cualitativo del siguiente problema.

Utilizar R para generar el campo direccional, construir las isoclinas nulas, trayectorias con diver-
sas condiciones iniciales y un andlisis de estabilidad para los puntos de equilibrio de ecuacién
diferencial

dP P P
dt—aP<L‘1><1‘K>

P(0) = R,
|

Este es el modelo de la ecuacién logistica modificada considerada en la subseccién 3.1 por lo que como
valores de los pardmetros consideramos los seleccionados en aquella seccién. El cédigo R que genera
lo solicitado, es el siguiente

library (phaseR)

tiempos2=seq(from =
param2 = c(a=1.5, L=
logis.mod = function

0, to =5, by = 0.01)
6, K=14)
(t,P,param) {
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salida = with(as.list (c(P,param)), {
dP=axP* (P/L-1) x (L-P/K)
list(c(dP))})

return (salida) }

# E1 campo vectorial
logis.mod.flowField =
flowField(logis.mod, xlim = c(0, 5), ylim = c(-1, 20),
parameters = param2, points = 21,
system = "one.dim", add = FALSE, xlab = "t", ylab = "P(t)")
grid()

# Las isoclinas nulas
logis.mod.nullclines =
nullclines(logis.mod, xlim = c(0, 5), ylim = c (-1, 20),
parameters = param2, system = "one.dim")

# Trayectorias con diversas condiciones iniciales
logis.mod.trajectory =
trajectory(logis.mod, y0 = c(1.5, 2.5,7.5, 11.5,15, 18 ), tlim = c (0, 5)
4
parameters = param2, system = "one.dim", col = rep("red", 6))

# Estabilidad de los puntos de equilibrio
logis.mod.Establ=stability (logis.mod, ystar = c(0),parameters = param2,

system = "one.dim")

logis.mod.Estab2=stability (logis.mod, ystar = c(6),parameters = param2,
system = "one.dim")

logis.mod.Estab3=stability (logis.mod,ystar = c(14),parameters = param2,

system = "one.dim")

El cédigo anterior genera la gréfica de la figura 6 que muestra el campo direccional, las isoclinas nulas
y trayectorias para algunas condiciones iniciales.

En cuanto a estabilidad de los puntos de equilibrio los resultados son los siguientes

discriminant = -1.5, classification = Stable
discriminant = 0.85714, classification = Unstable
discriminant = -2, classification = Stable

y que por tanto clasifican a P = 6 como una el punto de equilibrio inestableya P = 0y P = 14 como
puntos de equilibrio asintéticamente estables.

5. Una aplicacion del paquete phaseR a un problema de la vida real

En los siguientes ejemplos se ilustra el uso de los paquetes, deSolve y phaseR los cuales utilizan
la funcién ode(), asi como algunas de las caracteristicas y opciones del mismo con una ecuacién
diferencial de segundo orden no lineal.
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Figura 6: Campo vectorial, isoclinas nulas, trayectorias de la ecuacién logistica
modificada. Elaboracién propia.

5.1. Un modelo que generaliza la ley de Hooke.

La Ley de Hooke fue formulada en 1768 por Robert Hooke y basicamente establece que:

“La fuerza que devuelve un resorte a su posicion de equilibrio es proporcional a la distancia que se desplaza de
esta posicion” (Cerén y Guerrero, 2008).

Cuando este enunciado se expresa matemdticamente produce una ecuacién diferencial lineal de se-
gundo orden que se estudia, usualmente, en un curso basico de ecuaciones diferenciales ordinarias.
En este aparte se analiza la ecuacién diferencial no lineal

d2z

mﬁ+kx+ax3:0

que describe el movimiento de un cuerpo de masa m que cuelga de un resorte y fue propuesta en
Cerén y Guerrero, 2008 como un modelo que generaliza la ley de Hooke. Fisicamente z representa
el desplazamiento de un cuerpo de masa m en el extremo del resorte no lineal sin friccién, £ es un
pardmetro positivo que se denomina elasticidad del resorte y cuya rigidez a # 0 varia con el desplaza-
miento. Si a > 0 la rigidez aumenta con el desplazamiento y se tiene un resorte duro, pero paraa < 0
la rigidez disminuye con el desplazamiento y se tiene un resorte suave (Cerén y Guerrero, 2008).

La utilizacion de los paquetes deSolve y PhaseR para analizar esta ecuacion diferencial requiere trans-
formarla en un sistema dos-dimensional de ecuaciones diferenciales; para lo cual utilizamos el cambio
de variable % = y con lo que se obtiene el sistema no lineal bidimensional
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dx
dt

dy k a s
dt m

en el cual, llamando ¢? = £ > 0y b = & # 0 se puede escribir como

dx
di

dy

o = —c?(z + 2b2®)

El resorte duro

Cero6n at el (2008) demuestran que, en el caso del resorte duro, el comportamiento de las trayectorias
es independiente del valor de b, por ello para considerar este caso, consideramos los valores ¢ = 1
y b = 2 e implementamos el siguiente cédigo, que utiliza la funcién ode y genera las graficas del
desplazamiento y la velocidad en ventanas diferentes.

# Figura 7
library (deSolve)
#Definimos las condiciones iniciales
Cini = c(X=1, Y=0)
# Definimos los tiempos en los cuales queremos construir la solucidn
tiempos = seq(from=0, to=8, by=0.01)
# Definimos los valores de los pardmetros del modelo
params = c(c=1, b=2)
# Definimos la funcidn que expresa nuestro sistema de ecuaciones
hookel= function (t,y,parms) {
Salida = with(as.list (c(y,parms)), {
dX =Y
dY = —c 2% (X+2+b*X"3)
list (c(dX,dY))
})
return (Salida)
}
# Se llama la funcidén ode para construir la solucidn
Salida= ode(y = Cini, times = tiempos, func = hookel, parms = params)
# Se construye la grdfica de la solucidn
plot (Salida, xlab="tiempo", col="red",type="1")

Este proceso que proporciona la imagen que se muestra en la figura 7.
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Figura 7: A la izquierda, Posicién y a la derecha, Velocidad. Elaboracién propia.

Este grafico no muestra toda la interaccién del sistema, consecuentemente construimos un grafico mas
acorde a nuestras necesidades para lo cual generamos, en primer lugar, el grafico del desplazamiento
del resorte y en la misma ventana el de su velocidad.

# Figura 8

par (mfrow=c(1,1))

# Posicion X contra t

plot (Salidal[,"time"],Salidal[, "X"],
ylim=c (-2, max(Salidal ,"X"]1, 3)),

type:" " ’

col="red",

lwd=2,

xlab="Tiempo",

ylab="",

main="Un modelo que generaliza la ley de Hooke")
grid()

# velocidad Y contra t
lines(Salidal[, "time"], Salidal,"Y"],

type="l " ,
col="blue",
1lwd=2)

legend ("topright",
legend=c ("Desplazamiento", "Velocidad"),
col=c("red", "blue"),
lwd=c(2,2),
bg="snowl")

Este proceso que genera la gréfica de la figura 8, la cual sugiere que las soluciones de la ecuacién
diferencial tienen carécter periédico cémo se verifica teéricamente en Cerén y Guerrero, 2008.
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Modelo de Hooke generalizado

™ —— Desplazamiento
—— Velocidad

N —_

o —_

‘I_ |

AN _

|
I I I I I I
0 2 4 6 8 10

Tiempo

Figura 8: Desplazamiento y velocidad contra tiempo. Elaboracién propia.

Una manera diferente de visualizar la dindmica de un sistema auténomo bidimensional, es utilizar el
grafico de las trayectorias en el plano fase, es decir, un grafico del desplazamiento contra la velocidad,
lo cual en R se puede obtener utilizando algunas de las funciones del paquete phaseR, ilustramos
este hecho a continuacioén, para lo cual en primera instancia instalamos el correspondiente paquete y
activamos sus librerias.

install.package{"phaseR"}
library (phaseR)

En el caso del resorte duro se demuestra en Cerén y Guerrero, 2008 que el sistema tiene un tinico punto
de equilibrio en el punto (0, 0) y que las trayectorias del sistema corresponden a 6rbitas cerradas para
todo b > 0, consecuente con este hecho para el andlisis de la ecuacién seguimos considerando como
valores de los pardmetrosc =1y b = 2.

El siguiente c6digo nos ilustra, de una manera diferente, el comportamiento del sistema en el plano
fase, para el cual graficamos trayectorias con diferentes condiciones iniciales, las isoclinas nulas y el
campo direccional.

# Figura 9
library (phaseR)
Hooke=function(t, y, param) {

# Variables
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x =y[1l]
y =yl[2]
# Parametros
c =param[1]
b =param[2]
# Ecuaciones diferenciales
dy =numeric(2)

dy[1l]l=y
dy[2]= —c "2 (x+2+b*x"3)
list (dy) }

# Campo vectorial
Hooke.flowField=
flowField (Hooke, xlim = c (-3, 5), ylim = c(-12, 12.5),
param = c(1, 2), points =21 , add = FALSE)
# Isoclinas nulas
Hooke.nullclines =
nullclines (Hooke, xl1im = c (-5, 5), ylim = c(-12, 12.5),
param = c (1, 2), points = 500)
Cini = matrix(c(1, 2, 1.5, 2, 2.5, 2, 3,5), ncol = 2, nrow = 4, byrow =
TRUE)
# Curvas solucidn
Hooke.trajectory =
trajectory (Hooke, y0 = Cini, tlim= c(0,10),
param = c(l, 2), col = rep("red", 4))

En este proceso produce la gréfica que ilustra la figura 9 que verifica que para esta condicién inicial y
estos valores de los pardmetros el sistema posee 6rbitas cerradas.

10

-10

—— xnullclines
y nuliclines

Figura 9: Campo direccional, isoclinas nulas y trayectorias, resorte duro. Elabo-
racion propia.
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El siguiente script utiliza la funcién numericalSolution para graficar en una misma ventana, el despla-
zamiento y la velocidad contra el tiempo. La gréfica resultante se muestra en la figura 10.

# Figura 10

Hooke.num.sol=

numericalSolution (Hooke, y0 = c (1, 2), tlim=c(0,10), type = "one",
parameters = c(1l, 2), col = c("red", "green"),
ylab = "X, Y", ylim = c (-3, 3))

legend ("topright", legend=c ("X", "Y"),col=c("red", "green"),
lwd=c(2,2), bg="aliceblue")

AN

Figura 10: Desplazamiento y Velocidad contra el tiempo, resorte duro. Elabora-
cion propia.

Para finalizar esta seccion utilizamos la funcioén stability, de este paquete, para determinar, la estabili-
dad del punto de equilibrio en el origen, lo que obtenemos con la siguiente linea.

Hooke.estabilidad.d=stability (Hooke,ystar=c(0,0),parameters=c(1,2))

R genera como respuesta la linea siguiente, que nos dice que el punto de equilibrio (0, 0) corresponde
a un centro como se verifica teéricamente en Cerén y Guerrero, 2008.

tr = 0, Delta = 1, discriminant = -4, classification = Centre
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El resorte suave.

En este caso el sistema posee tres puntos de equilibrio, (0,0), ( \/%21;’ 0) y (—\/%%, O> y puesto que en
Cer6n at el (2008) se demuestra que el sistema posee Orbitas cerradas en la regioén

1
D={(w.)/lal < =y € R
para el andlisis de la ecuaciéon consideramos como valores de los pardametros ¢ = 1y b = —2 e inicial-
mente una condicién inicial en el interior de esta region. En el primer script utilizamos, tnicamente
con fines ilustrativos, la funcién rk la cual usa directamente la rutina de integracién Runge-Kutta5
como un método de integracion por defecto y proporciona, en ventanas diferentes, las gréficas del
desplazamiento y la velocidad contra el tiempo.

# Figura 11

library (deSolve)

Hooke2 = function(t, x, parms) {
Salidal=with(as.list (c(parms, x)),{
dX =Y
dY = —c 2% (X+2+xb*xX"3)

list (c(dX, dY))
})
return (Salidal) }
tiempos2 = seq(0, 20, 0.01)

params = c(c = 1, b= -2)

Cini2 =c(X = 0.3, Y= 0.2)

# La funcidn rk usa oded5 como un método por defecto

Solucion= rk(y = Cini2, times = tiempos2, func = Hooke2, parms = params)

plot (Solucion, xlab="tiempo",col="red",type="1")

Este codigo produce la grafica que se ilustra en la figura 11. N6tese que hemos utilizado como con-

dicién inicial el punto (0.3,0.2) como valores de los pardmetros ¢ = 1y b = —2 y que esta grafica
sugiere la existencia en el sistema de trayectorias periddicas.
X Y
g ™
o o ]
~ -
O. ] ~
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(=)
o - |
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! l l l l | l l l l |
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
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Figura 11: Posicién y Velocidad, resorte suave, Cini=(0.3,0.2). Elaboracién pro-
pia.

Si conservamos los valores de los pardmetros, modificamos la condicién inicial a (0.7, 0.5), el tiempo
alintervalo [0, 1.2] y corremos nuevamente el c6digo anterior, obtenemos la gréfica que se ilustra en la
figura 12, la cual nos pone de manifiesto la posibilidad de la existencia de trayectorias no periddicas.
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Figura 12: Posicién y Velocidad, resorte suave, Cini=(0.7,0.5). Elaboracién pro-

pia.

Si en el caso del resorte suave, utilizamos las funciones trajectory, flowField y nullclines para generar
trayectorias con diversas condiciones iniciales, el campo vectorial y las isoclinas nulas, el cédigo que
genera la figura 13, es el siguiente.

# Figura 13
library (phaseR)
Hooke=function(t, y, parameters) {
#variables
x =y[1]
=yl[2]
parametros
=parameters[1]
=parameters[2]
definimos las

#H+= O Q #=K

ecuaciones diferenciales
dy =numeric(2)
dy[1l]l=y
dy[2]= —c "2 (x+2+b*x"3)
list (dy)}
Hooke.flowField=
flowField (Hooke, x1im = c (-2, 2), ylim = c (-2, 2),
parameters = c(l, -2), points = 21, add = FALSE)
Hooke.nullclines=
nullclines (Hooke, xlim = c (-2, 2), ylim = c(-2, 2),
parameters = c (1, —-2), points = 500)
Cini=matrix(c(0.1,0, 0.3,0, 0.2,0.12, 0.3, 0.2, -0.2, -0.3,0.2, 0.3,-1,1,
1,-1,-0.8,0.8,0.8,-0.8, -1,1.5,1,-1.5,-1.5,1.5,1.5,-1.5),
ncol = 2, nrow = 14, byrow = TRUE)
Hooke.trajectory =
trajectory (Hooke, y0 = Cini, tlim= c(0,10),
parameters = c(1l, —-2), col = rep("mediumvioletred", 6))
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Figura 13: Campo direccional, isoclinas nulas y trayectorias, resorte suave. Elabo-
racion propia.

El siguiente script, genera la gréfica de la figura 14, y codifica dos situaciones. En primer lugar, el
desplazamiento y la velocidad contra el tiempo, para la condicién inicial (0.3,0.2) la cual estd en una
region en la cual existen Orbitas periédicas y en segundo lugar, el desplazamiento y la velocidad
contra el tiempo, para la condicién inicial (0.7, 0.5) que estd en una region en la que no existen 6rbitas
periddicas. El script utiliza la funcién numericalSolution del paquete phaseR.

# figura 14
par (mfrow=c (1,2))
Hooke.num.sol=

numericalSolution (Hooke, y0 = ¢ (0.3, 0.2), tlim=c(0,15),type = "one",
parameters = c(l, -2), col = c("red", "green"),
ylab = "X, Y", xlab = "tiempo", ylim = c(-0.5, 0.5))
legend ("topright", legend=c ("X", "Y"),col=c("red", "green"),
lwd=c(2,2),

bg="aliceblue")

Hooke.num.sol=

numericalSolution (Hooke, y0O = c(0.7, 0.5), tlim=c(0,1.5),type = "one",
parameters = c(1l, -2), col = c("red", "green"),
ylab = "X, Y", xlab = "tiempo", ylim = c(0, 10))

legend ("topright", legend=c ("X", "Y"),col=c("red", "green"),
lwd=c (2,2),
bg="aliceblue")
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Figura 14: Desplazamiento y Velocidad contra el tiempo. Resorte suave: izquierda
Cini=(0.3,0.2), derecha Cini=(0.7, 0.5). Elaboracién propia.

Estas gréficas que nos ilustran, en el caso del resorte suave, la diversidad de comportamiento que
pueden tener las trayectorias del modelo que generaliza la ley de Hooke.

Cerramos esta seccion utilizando la funcion stability para determinar la estabilidad de los puntos de
equilibrio (0,0), (1,0) y (—1,0).

Hooke.Establ=stability (Hooke,ystar = c (0, 0),parameters = c(1l, -2))
Hooke.Estab2=stability (Hooke,ystar = c(1l, 0),parameters = c(1l, -2))
Hooke.Estab3=stability (Hooke,ystar = c(-1,0),parameters = c(1l, -2))

lineas de cédigo que dan como resultado

tr = 0, Delta = 1, discriminant = -4, classification = Centre
tr = 0, Delta = -11, discriminant = 44, classification = Saddle
tr = 0, Delta = -11, discriminant = 44, classification = Saddle

y que por tanto clasifican, el punto de equilibrio (0, 0) como un centro y los puntos de equilibrio (1,0)
y (—1,0) como puntos silla.

6. Conclusiones

En esta seccidn final se presentan algunos comentarios que complementan lo considerado en el desa-
rrollo de este documento.

= El propésito central de este escrito ha sido el de ilustrar la manera de utilizar los paquetes deSol-
ve y phaseR, para tratar, desde el punto de vista numérico, problemas de valor inicial para ecua-
ciones diferenciales ordinarias y a lo largo del mismo se ha hecho énfasis en ello, sin embargo,
no hemos comentado el uso de algunos detalles técnicos tales como: la ubicacién de textos, la
malla, el color y otros. Esperamos que un anadlisis de los correspondientes cédigos le proporcio-
ne una idea de cémo incluirlos, o en su defecto, en la bibliografia, por ejemplo, en Wei, 2006 se
puede encontrar una lista completa de los colores o en Chang, 2018 se ilustra la forma de utilizar
muchos comandos y funciones de R para el manejo de gréficos.

= Alrevisar la lista de paquetes que muestra, en Rstudio, la instalacién inicial de R, se observa que
los paquetes deSolve, phaseR, scatterplot3d y ggplot2 no estan incorporados, por ello, si usted
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desea experimentar con el c6digo de este documento, o su propio c6digo, para resolver proble-
mas de valor inicial, se sugiere en primera instancia instalarlos y activar sus correspondientes
librerias.

= Se debe ser cuidadoso al utilizar los c6digos R proporcionados en este documento pues, en ge-
neral, estos no son independientes unos de otros. Por ejemplo, si se corren el script que produce
las Figuras 10, no se produce el resultado esperado pues este es dependiente del script que ge-
nera la Figura 9. De la misma manera el c6digo de la figura 14 es dependiente del c6digo de la
tigura 13.

= Los paquetes de R, deSolve y phaseR, ademads de ser herramientas que se utilizan en el &mbito
cientifico con propésitos investigativos, también pueden ser utilizados como recurso didacti-
co, en el aula de clase, donde pueden ser empleados para ilustrar y afianzar los conocimien-
tos adquiridos por los estudiantes en cursos de ecuaciones diferenciales ordinarias o0 métodos
numeéricos.

= Finalmente nos permitimos insistir en el hecho de que el cédigo de los archivos R considera-
dos en este trabajo se encuentran en el repositorio GitHub en la direccién https://github.com/
saulomosquera/samolo?sear.
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