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Caracterizacion elemental con elipses tangentes a una recta y un circulo

de la envolvente convexa de un cierto par de circulos.

| Elementary characterization with ellipses tangent to a line and a circle of the convex hull of a certain pair of circles. |
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Resumen: En este trabajo se presenta una caracterizacién de la envolvente convexa de los circulos
(-1 +y?=1/4y (z +1)? + y? = 1/4 por medio de la unién de las elipses 2% + 5y* — dzy = 1/4,
2% +5y? +4xy = 1/4y la familia de las elipses centradas en el origen que, en cuatro puntos diferentes,
son tangentes a dichos circulos y a los bordes superior e inferior de la envolvente convexa, empleando
geometria analitica y derivacién implicita.
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Abstract: In this work is given a characterization of the convex hull of the circles (z — 1) + y* = 1/4
and (x +1)? + y? = 1/4 through the union of the ellipses 2% + 5y* — 4y = 1/4, 22 + 5y? + day = 1/4,
and the family of the ellipses centered at the origin that, at four different points, are tangent to these
circles and to the upper and lower edges of the convex hull, using analytic geometry and implicit
derivation.
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1. Introduccion

Nos parece interesante y curioso que proporcionar soluciones a problemas matematicos con herra-
mientas elementales, como son la geometria analitica y la derivacién implicita, permita visualizar
aspectos diferentes a los observados con matemadticas mds avanzadas. Por ejemplo, en [5], utilizando
herramientas de matematicas elementales tales como la desigualdad de Ptolomeo y el problema de
Heron, se logra hacer una contribucién en el calculo del rango numérico de ciertos operadores tridia-
gonales asociados a sucesiones biinfinitas pseudoergddicas. Posteriormente, este estudio derivé en
otros trabajos donde se aplicarian técnicas especializadas de la teoria de operadores [6,7, 8].

Dos conceptos necesarios en este trabajo son los siguientes. El primero, un subconjunto C' de R" es
convexo si el segmento de recta que une a cualquier par de puntos en C se encuentra completamente
contenido en C'. El segundo, la componente convexa de un subconjunto de R" es el conjunto convexo
mads pequefio que lo contiene, en ocasiones a la componente convexa se le llama envolvente convexa.
En lo sucesivo nos restringiremos al plano euclidiano.

Las componentes convexas tienen diversas aplicaciones. Por ejemplo, en estadistica multivariada es
de interés observar la envolvente convexa de los datos que se desean analizar [4], incluso algunos
lenguajes de programacién, como R, pueden determinarla con sélo proporcionar los datos de interés
[13]. En probabilidad aparecen, por ejemplo, en el teorema de Wendel (1962) donde se entrelazan la
probabilidad y la geometria, este resultado se ha usado en geometria computacional [1]. Precisamen-
te, uno de los principales problemas de la geometria computacional es la elaboracién de algoritmos
para encontrar envolventes convexas, algoritmos empleados en la creacién de ambientes virtuales
[3]. También se encuentran aplicaciones de las componentes convexas en problemas de optimizacién,
particularmente en la optimizacién convexa [2] y en geometria resulta de interés el andlisis de sus
propiedades geométricas y topoldgicas [11]. También se aplican en el estudio de la relacion de las
componentes convexas con el rango numérico de operadores acotados en espacios de Hilbert [6, 9] .

En este trabajo nos interesa la envolvente convexa I' de los circulos con centro en los puntos (1,0)
y (—1,0) y radio 1/2, esta es la region verde mostrada en la figura 1. Observe que el segmento que
une al punto (—1,1/2) con (1,1/2) y el que une al punto (—1, —1/2) con (1, —1/2) pertenecen a dicha

envolvente convexa.
1/2
\-J \1J |
172

Figura 1: Envolvente convexa I" de los dos circulos.

En los articulos [6, 9] se demuestra que I' es igual a la unién infinita de cierta familia de elipses,
digamos A. El objetivo en este articulo es demostrar con geometria analitica y derivacién implicita
que A es igual a la union de las elipses 2% + 5y — 4oy = 1/4, 22 + 5y* + 4zy = 1/4 y las elipses con
centro en el origen y tangentes en cuatro puntos diferentes a: i) el segmento que une el punto (—1,1/2)
con (1,1/2), ii) el segmento que une el punto (—1,—1/2) con (1, —1/2), iii) el circulo con radio 1/2y
centro en (1,0), iv) el circulo con radio 1/2 y centro en (—1, 0). Esto proporciona otra caracterizacién
deI'. Esta caracterizacion es una ligera variante de la presentada en [9]. Nos parece interesante que al
analizar el problema de la envolvente convexa I' con herramientas elementales se han proporcionado
algunos nuevos detalles, como son los contraejemplos que se muestran mds adelante. Uno pudiera
preguntarse si hay otros escenarios en donde la envolvente convexa de dos circulos es la unién de
alguna familia de elipses. La respuesta es afirmativa, esto es en vista del teorema 2.8 en [6] y el ejemplo
210 en [8].
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Este articulo estéd dividido en siete secciones. En la seccion 2 se presenta a la familia de elipses A que
motiva este trabajo. En la seccién 3 se encuentra la ecuaciéon general de las elipses con centro en el
origen. En la seccién 4 se determinan las ecuaciones de las rectas tangentes necesarias. En la seccién
5 se demuestra el resultado principal de este trabajo. En la seccién 6 se ilustran unos contraejemplos.
Y, en la seccion 7 se presentan las conclusiones.

2. La familia de elipses

Comencemos definiendo la familia de elipses que motivan este articulo, su definicién original estd en
[6, Definicién 3.1] y en [9, Definicién 1.1]

Definicion 1
Para § € [—m, 7], se denota por 7y a la elipse con focos en +v/1 + € y longitud de eje mayor
iguala 1+ |1 + €.

En la definicién anterior se estd empleando variable compleja, pero basta con conocer sus valores
equivalentes en coordenadas cartesianas. Para 6 € [—, 7], tenemos que
14 ¢ = (1 + cos(f), sen(h))
= (2cos?(0/2),2sen(6/2) cos(0/2))
= 2cos(6/2) (cos(6/2),sen(0/2))

Como =& < % < Z,y en consecuencia cos(6/2) > 0, queda bien definido |1 + €| = 2cos(6/2), asi
como los puntos /2 cos(6/2) (cos(6/4),sen(6/4)). Con esto, la definicién anterior es equivalente a la
siguiente definicion.

Definicion 2
Para 0 € [—m, 7], se denota por -y a la elipse con focos en +/2 cos(0/2) (cos(0/4),sen(0/4)) y
cuya longitud del eje mayor es 1 + 2 cos(6/2).

Observe que, por la ubicacién de los focos, las elipses tienen centro en el origen.

La ecuacién de estas elipses 7y se obtiene en [6, 9], esta es

1\ 2
22 +%(5 + 4 cos(f)) — dry sen(d) = (cos(@) + 2) . (1)
Note que, para que sea una elipse debe ocurrir que cos(f) # —1/2. Tenemos cos(f) = —1/2 cuando

0 = +27/3, dando las elipses degeneradas 22 + 2v/3xy + 3y* = 0, es decir las rectas y = +z//3.

3. Elipses con centro en el origen

Antes de continuar, es necesario tener la ecuacion general de las elipses con centro en el origen. Un
punto (z,y) pertenece a una elipse si la suma de las distancias del punto a cada uno de los focos
es igual a la longitud del eje mayor [10]. Al considerar elipses con centro en el origen, los focos son



4  Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https:/revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica). Vol 24, No 2. Marzo, 2024 — Agosto, 2024

diametralmente opuestos respecto al origen, por lo que son de la forma (r, s) y (—r, —s). Si la longitud
del eje mayor es 2a y (z,y) es un punto en la elipse, se tiene

V(=24 -2+ V(@+r)?+ (y+5)? =2

Esta ecuacion se puede simplificar pasando una de las raices al lado derecho y elevando al cuadrado,
simplificando resulta

ar/(x +7)2+ (y + 5)2 = a® + ar + ys.
Nuevamente, elevamos al cuadrado y simplificamos, resulta
3(a® — 1) 4+ y?(a® — s*) — 2zyrs + a*(r* + s — a®) = 0.

Con esto, las elipses centradas en el origen tienen la forma general Az? + Bxy + Cy? + F = 0, cuando
A # 0 se puede considerar como

2+ Bry+ Cy*> + F = 0. (2)

Observe que si F' = 0 se tiene una elipse degenerada. En este caso, la ecuacién (2) es equivalente a
(z + By)? + 142(4C — B%) = 0,s14C — B2 = 0sereduce alalineaz + £y = 0ysi4C — B2 > 0 se
reduce al origen (0, 0) [12].

4. Las rectas tangentes

En esta seccion se van a determinar las ecuaciones de las rectas tangentes necesarias en la demostra-
cién del resultado principal.

Primero, observe que la recta que pasa por los puntos (—1,1/2) y (1,1/2) es y = 1/2. Como la recta
tangente a una recta es la misma recta, la tangente en cualquier punto del segmento que une los puntos
(—1,1/2) y (1,1/2) es precisamente y = 1/2.

Ahora, se calcula la recta tangente de la ecuacion
2* + Bry + Cy* + Dz + F = 0. (3)
Derivando implicitamente se obtiene

dy ~ 2x+By+D

dr Bx +2Cy )

Si (a, b) satisface la ecuacion (3), al evaluar este punto en la ecuacién (4) se obtiene la pendiente de
la recta tangente de la grafica de la ecuacién (3) en dicho punto.

Para el circulo (z — 1)? + y? = 1/4, como es de la forma de la ecuacién (3), empleando la ecuacién
(4), la recta tangente en el punto (a, b) es

1—
y—b= ba(:z:—a).

Recordando que el punto (a, b) estd en el circulo, esta ecuacién se puede reescribir como

by:(l—a)x—i—(a—i). (5)
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Similarmente, la elipse 72 + Bxy + Cy? + F = 0 es de la forma de la ecuacién (3), empleando nueva-
mente la ecuacién (4), la recta tangente en el punto (a, b) es

_(§G+Cb)y:<a—|—§b>$+F. (6)

En particular, la ecuacién de la recta tangente de la elipse con ecuacién (1) que pasa por el punto (a, b)
es

2
(2asen(f) — b(5+ 4cos(f)))y = (a — 2bsen(h))z — (008(9) + ;) .

5. La misma familia de elipses

Antes de demostrar el resultado principal se definen los siguientes conjuntos.
Sea A la familia de las elipses vy para € [—7, ], de la definicién 2.

Sea B la unién de las elipses que tienen centro en el origen y que son tangentes en cuatro puntos
diferentes a: i) el segmento que une el punto (—1,1/2) con (1,1/2), ii) el segmento que une el punto
(—1,—-1/2) con (1, —1/2), iii) el circulo con radio 1/2 y centro en (1,0), iv) el circulo con radio 1/2 y
centro en (—1,0).

Sea € la unioén de las elipses con centro en el origen y que son tangentes en dos puntos diferentes a:
i) el segmento que une el punto (—1,1/2) con (1,1/2), sin considerar los puntos de los extremos, ii)
el circulo con radio 1/2 y centro en (1, 0), sin el punto (1, —1/2).

Un primer planteamiento del resultado principal es el siguiente.

Resultado

La familia A es igual a la uniéin de B y las elipses 22 + 5y? — dzy = 1/4y 22 + 5y* + 4oy = 1/4.

Sin embargo, dado que las elipses estdn centradas en el origen y por la simetria de los dos segmentos
y los dos circulos, basta con demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1

La familia A es igual a la unién de C y las elipses 2% + 5y — dzy = 1/4 y 2% + 5y? + 4oy = 1/4.
—

Algunas de las elipses en A se muestran en la figura 2. La elipse verde tiene ecuacion 22 + y? = 1/4,
que es un circulo, la azul tiene ecuacién 22 +9y? = 9/4, la ecuacién de la roja es 2? + 5y° —4zy = 1/4y
la café es 2% + 1.49y% + 1.92zy = 0.14, empleando § = +7,0 = 0,0 = 1y § = —2.64, respectivamente,
en la ecuacion (1).

Nl LN S

Figura 2: Ejemplos de elipses.
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En la demostracion del teorema empleamos los siguientes lemas.

Lema 1 Para 6§ € [—m, 7], la elipse con ecuacién (1) tiene centro en el origen y es tangente al
circulo (z — 1)2 4+ y?> = 1/4 en el punto (1 + cos(#)/2,sen(0)/2) y al segmento que une el punto
(—1,1/2) con (1,1/2) en el punto (sen(f), 1/2).

La demostracién se puede ver en [9], donde el resultado se demuestra, sin pérdida de generalidad,
paraf € [-7/2,7/2].

Note que demostrar que dos curvas son tangentes en un punto P(z1,y;) es equivalente a demostrar
que las rectas tangentes respectivas en el punto P(x1, y1) son la misma recta.

Lema 2 Siuna elipse pertenece a C, entonces la elipse tiene ecuacién (1) para algtn 6 € [, 7].

Demostracion. Recordemos que € es la unién de las elipses con centro en el origen y que son tangentes
en dos puntos diferentes a: i) el segmento que une al punto (—1,1/2) con (1,1/2), sin considerar los
puntos de los extremos, ii) el circulo con radio 1/2 y centro en (1, 0), sin el punto (1, —1/2). Por lo que
si una elipse esta en C, su ecuacién es de la forma de la ecuacién (2), y su recta tangente en el punto
P(z1,y1) tiene ecuacion de la forma de la ecuacion (6).

La recta que pasa por los puntos (—1,1/2) y (1,1/2) es y = 1/2. Ya que solo nos interesa la tangencia
de la elipse con el segmento que une el punto (—1,1/2) con (1, 1/2), sin incluir estos puntos, se puede
considerar que ocurre en puntos de la forma (sen(f),1/2), para § € [—m, 7] y 6 # £7/2. Note que
(sen(m/2),1/2) y (sen(—m/2),1/2) son los puntos extremos del segmento. Fijemos esta 6. Si la elipse
y ¥ = 1/2 son tangentes, el coeficiente de y de la tangente de la elipse (6) no puede ser cero. Asi, la
ecuacion de la tangente de la elipse queda como

sen(f) + 2 F

B sen(0) + %x Bsen(d) +§°

La tangente de la elipse y la recta y = 1/2 son iguales si

sen(f) + £ _0 B F 1
B sen(d) + § y Bsen(0) +§ 2

De la primera identidad tenemos B = —4sen(f) y de la segunda identidad F' = —(B/4)sen(f) —
(C/4) = sen?(9) — C/4. Sustituyendo en la ecuacién de la elipse, esta queda

x? — 4zysen(d) + Cy? + sen?() — C/4 = 0. (7)

Ahora, la ecuacién de una tangente del circulo (z — 1)? + y? = 1/4 que pasa por el punto P(z1,y;) es
como en la ecuacién (5). Primero consideremos el caso en que los coeficientes de y en ambas ecuacio-
nes de las rectas tangentes no son cero. Ya que la elipse y el circulo son tangentes en el punto P(x1, y1)
si sus rectas tangentes respectivas en este punto son iguales, al igualar estas rectas se tiene

1 —2y1sen(d)  1—x sen?(f) — % T — 3
2v1sen(f) — Cy1 y 2v1sen(f) — Cy;  y1

realizando los productos cruzados y simplificando, obtenemos

2y2 sen(f) — 223 sen(6) + 2191 (C' — 1) + 21 sen(f) — Cyp = 0

222 sen(f) — Cxyyy — %xl sen(6) — y1(sen?(9) — C) = 0.
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Después de simplificar la suma de estas ecuaciones, resulta

1
2y2 sen(6) — y1(z1 + sen?()) + 51 sen(f) = 0.

Es una ecuacién cuadratica en y, cuyo discriminante es

(z1 +sen?(0))* — 4(2sen(9)) (;xl sen(9)> = (z1 — sen?(0)).

El caso sen(f) = 0 se analiza mds adelante. Sisen(#) # 0, obtenemos que las soluciones de la cuadrati-
ca son

sen(f) oz
2 y 2= 2sen(6)

Y11 =

Estos puntos estan tanto en el circulo como en la elipse. Al sustituir y1; en el circulo, queda

(x—1)% + senz(ﬂ) _

)

=

1
de donde resulta z1; =1 + B cos(6). Ahora, sustituyendo z11 y y11 en la acuacion (7), se tiene

(1+ %(305(«9))2 —2(1+ %cos(@)) sen?(6) — %COSQ(O) + sen?(6) = 0.

Simplificando, da

cos?(0)(5 + 4 cos() — C) = 0.

Si C = 5+4 cos(h) se sustituye en la ecuacion (7), al simplificar se obtiene precisamente la ecuacién de
la elipse (1), como se queria. Si cos(f) = 0 se tiene § = £7/2, que no se consideran por corresponder
a los extremos del segmento.

Con la segunda raiz, al sustituir y;2 en la ecuacién (7) y simplificar, se llega a

(2% — sen?(0))(C — 4sen?(6)) =0

Si C = 4sen?(f) se sustituye en la ecuacién (7), se obtiene (z — 2y sen(6))? = 0, que no es una elipse,
por lo que C no puede tomar este valor. Con esto, debe ser 2, = sen?(f). Sustituyendo z12 y y12 en
la ecuacién del circulo se obtienen los puntos (1,1/2) y (1, —1/2), puntos descartados en las hipétesis
del lema, por lo que se descarta y2.

Falta analizar lo que ocurre cuando los coeficientes de y en las tangentes de la elipse y del circulo que
pasan por el punto P(x1,y;) son cero, esto ocurre cuando C'y; — 2z sen(d) = 0y y; = 0, respectiva-
mente. Ya que z; no puede ser también cero, necesariamente sen(f) = 0, por lo que # es 0, 7 0 —.
Con esto, en la ecuacién de la elipse (2), B = 0y F = —C/4 quedando la elipse 22 + Cy? = C /4. Dela
ecuacioén del circulo, y = 0 ocurre cuando « = 1/2 y ¢ = 3/2, sustituyendo en la ecuacién de la elipse
anterior, resultan los casos en que C = 1y C = 9, que corresponden al circulo 72 + y?> = 1/4y ala
elipse 72 + 9y? = 9/4, precisamente la ecuacién (1) cuando 6 es £ y cero, respectivamente. O

Ya que la ecuacion de vy es precisamente la ecuacion (1), la demostracién del teorema se sigue de los
dos lemas anteriores y del hecho de que las elipses 2% — 4zy + 5y% = 1/4 y 2% + 4zy + 5y% = 1/4,
coincidiendo con la ecuacién (1) cuando 0 es 7/2 y —7 /2, respectivamente. En consecuencia, se tiene
una nueva caracterizacion de la envolvente convexa I'.
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6. Contraejemplos

Es importante notar que los puntos de interseccién de las elipses con los segmentos y los circulos
son cuatro puntos diferentes, salvo en los extremos de los segmentos. Y en el caso de los extremos se
proporcionaron las dos elipses 2 +5y? —4zy = 1/4y 22+ 5y*+4xy = 1/4. Larazén de esto es que hay
una cantidad infinita de elipses que son tangentes a: i) larectay = 1/2 y el circulo (z +1)? + y* = 1/4
en el punto (—1,1/2), ii) larectay = —1/2 y el circulo (x — 1)? + y? = 1/4 en el punto (1, —1/2).

Para ver esto, considere las elipses con ecuacion (7) y § = —7/2, esta es
22 fdzy+CyP +1-C/4=0. (8)

Observe que s6lo puede ser una elipse si C' > 4 [10]. Al restar las ecuaciones (8) y (z —1)% +y* = 1/4,
se obtiene una ecuacién cuadratica en y cuyas soluciones son

1 _ 8x+(C-1)

De la primera identidad, la elipse y el circulo se cortan en el punto (1, —1/2). Las pendientes de las
rectas tangentes de la elipse (8) son de la forma

T+ 2y
my=——-,
! 2z + Cy
y las del circulo son
1—z
mo = .
Yy

Ambas pendientes son cero en el punto (1, —1/2), es decir, para cada C' > 4 la elipse y el circulo son
tangentes en este punto. Evaluando m; en el punto (—1,1/2) da cero, y asi, la elipse es tangente con
la recta y = 1/2 en este punto. Demostrando asi que, para cada C' > 4 la elipse con ecuacién (8) es
tangente a la recta y = 1/2 en el punto (—1,1/2) y al circulo (z — 1)2 +y? = 1/4 en el punto (1, —1/2).
Ejemplos de estas elipses son 2% + 5y? + 4y = 1/4,y

645 , 1645

2
4 — l——— =
x° 4+ dxy + 25y+ 195 0,

las elipses azul y roja de la figura 3, respectivamente. Note que, la primera elipse se encuentra dentro
de la envolvente convexa I', pero la segunda no. De hecho, se puede demostrar que las elises con
ecuacion (8) estdn dentro de la componente convexa cuando 4 < C' < 5.

Y

e SN\

“1/2

1/2

Figura 3: Contraejemplos.

Por simetria, algo similar ocurre con las elipses 2% — 42y + Cy? +1 — C/4 =0

Concluimos esta seccién con un resultado que nos parece interesante. En este se afirma que la cir-
cunferencia con centro en —(cos(¢),sen(¢)) y radio igual al eje mayor de vy, es decir 2 cos(6/2) + 1, es
tangente a la circunferencia con centro en (1, 0) y radio 1. Se deja al lector los detalles de la prueba.
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Sea § € [—m, 7). La circunferencia con centro en —(cos(6),sen(#)) y radio 2 cos(6/2) + 1 es tan-

gente a la circunferencia con centro en (1, 0) y radio 1.
—

7. Conclusiones

En el fondo, el problema planteado en este trabajo es geométrico, por lo que se presta a hacer simula-
ciones y experimentos con herramientas como Geogebra. Una de las intenciones de emplear geometria
analitica y derivacién implicita en las demostraciones de la caracterizacién de la envolvente convexa
I' y del contraejemplo, es hacer accesible el articulo a estudiantes de los primeros semestres de licen-
ciatura y, posiblemente, de nivel bachilleres. Otra es, tratar de descubrir aspectos que se escaparon al
analizar el problema con matematicas mds avanzadas de las empleadas aqui.

Se encontr6 una nueva caracterizacion de la familia de elipses 5 de la definicién 2. Lo cual da otra
Yo
perspectiva para entender esta familia de elipses y su envolvente convexa.

Es importante resaltar que en el resultado principal las elipses son tangentes en cuatro puntos dife-
rentes a los dos circulos y a los bordes superior e inferior de la componente convexa, y que con esto
faltan los extremos de los bordes donde las elipses respectivas solo son tangentes en dos puntos, por
lo que es necesario agregar las elipses 2% + 5y* — dzy = 1/4y 2% 4 5y* + 4wy = 1/4.

Por la simetria de la componente convexa se podria pensar que basta emplear elipses tangentes en dos
puntos diferentes al borde superior y a uno de los circulos, pero se encuentra que deben ser excluidos
los extremos de los bordes ya que por ellos pasa una cantidad infinita de elipses que cumplen con
estas tangencias. Estos detalles se encontraron al estudiar el problema con geometria analitica.

Este trabajo estd relacionado con temas de mateméticas avanzadas y, por ende, permite dar un vistazo
a resultados en los que el estado del arte es requerido.
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