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Resumo: No Brasil, de acordo com as pesquisas, sdo escassos os trabalhos sobre a sequéncia de Ja-
cobsthal, nos cursos de licenciatura, e isso motivou a realizacdo deste trabalho, dada a particularidade
intrigante de sua defini¢do. Diante disso, o objetivo deste trabalho é investigar uma proposta diddtica
que viabilize a compreensdo da sequéncia de Jacobsthal por meio de uma visualizacdo geométrica
com arrimo do software GeoGebra. Para sua estruturagdo, a metodologia utilizada foi a Engenharia
Didética, em suas duas primeiras fases — andlises preliminares e andlise a priori — com a perspectiva
da Teoria das Situagdes Didéticas, que é uma teoria de ensino. Como resultado, temos visualizagdo
bidimensional e tridimensional, a partir da construgdo de ladrilhos e prismas relacionando com os
numeros de Jacobsthal.

Palavras-chave: sequéncia de Jacobsthal, GeoGebra, Engenharia Didética, Teoria das Situagdes Didaticas.

Abstract: In Brazil, according to research, there are few works on the Jacobsthal sequence in un-
dergraduate courses, and this motivated this work, given the intriguing particularity of its definition.
Therefore, the objective of this work is to investigate a didactic proposal that enables the unders-
tanding of the Jacobsthal sequence through a geometric visualization supported by the GeoGebra
software. For its structuring, the methodology used was Didactic Engineering, in its first two phases
— preliminary analysis and a priori analysis — with the perspective of the Theory of Didactic Situa-
tions, which is a theory of teaching. As a result, we have two-dimensional and three-dimensional
visualization, from the construction of tiles and prisms relating to the Jacobsthal numbers.

Keywords: Jacobsthal sequence, GeoGebra, Didactic Engineering, Theory of Didactic Situations.
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1. Introducao

O uso da histéria para ensinar Matematica é um caminho que diversos professores de matematica
estdo-se esforcando para trilhar. A capacidade da histéria da Matematica, assunto ndo explorado
consideravelmente, precisa ser observada para que possa, de modo préatico, permitir auxiliar os pro-
cessos de construcdo de conhecimentos. Ensinar a Matemaética por meio da histéria pode auxiliar no
entendimento da elaboracdo dos conceitos matemadticos, fazendo uma ligagdo das descobertas com
os contetidos propostos.

Nesse momento, durante essa construcdo é importante que os estudantes desenvolvam o raciocinio
matemadtico para avangar nessa consolida¢do de conhecimentos, para que isso ocorra “é necessario
que o aluno tenha desenvolvido a habilidade de fazer dedugdes e construir elementos essencialmente
abstratos, utilizando-se de conhecimentos prévios de forma combinada” (Sousa, Azevedo e Alves,

2021, p. 361).

Perante o exposto, sdo consideradas as dificuldades na compreensdo da Matematica, no que diz res-
peito ao processo histérico e investigativo dos contetidos abordados nessa drea de conhecimento. Es-
ses fatores fortalecem a necessidade do estudo da Histéria da Matemdtica, que é explorada como
disciplina no curso de Licenciatura em Matematica, dando um amparo a compreensao da origem das
criagdes cientificas de varios assuntos da Matematica, de maneira l6gica e temporal.

Com base neste contexto, a histéria da sequéncia de Jacobsthal, uma sequéncia numérica recorrente
e linear, ¢ um assunto pouco explorado na Licenciatura em Matematica, tal como existem poucas
produgdes que discutem essa sequéncia no ensino da Matematica, como relatam os autores (Alves,
2017; Souza e Alves, 2018; Alves e Catarino, 2018).

Diante dessas pesquisas surge o interesse de estudar essa sequéncia, tendo como objetivo deste tra-
balho investigar uma proposta didatica que viabilize a compreensdo da sequéncia de Jacobsthal por
meio de uma visualizagdo geométrica com arrimo do software GeoGebra.

Pensando em atingir o objetivo deste trabalho, adotamos a Engenharia Didédtica como metodologia
de pesquisa, com a perspectiva da Teoria das Situagdes Diddticas, pois da interagdo com ambas se
constréi, de maneira organizada, um elo entre a teoria e a pratica em sala de aula.

Alves e Dias (2019) afirmam que a Engenharia Didatica ¢ um método que traz “a opgdo por uma pers-
pectiva sistematica de preparagdo, de concepgéo, de planejamento, de modelizagdo e, possivelmente,
a execugdo e/ou replicacdo de sequéncias estruturadas de ensino” (p.2). Fortalecendo o que se busca
neste estudo. No caso da Teoria das Situagdes Didaticas, ¢ uma teoria de ensino que pode ser defi-
nida a partir de situa¢des didaticas pensadas para serem aplicadas em uma conjectura escolar, com o
intuito de observar o comportamento do estudante. Segundo Almouloud (2007), essa situacdo tem
como objetivo identificar a correlacdo estabelecida entre o professor-saber- aluno. Essa teoria é com-
posta por quatro fases com propésito de investigar o processo de ensino e de aprendizagem, fazendo
assim um amparo para a metodologia escolhida para essa pesquisa.

Logo, para um suporte da situacdo didatica para uma possibilidade de visualizacdo da sequéncia de
Jacobsthal utilizamos o software GeoGebra, com uso de suas janelas bidimensional (2D) e tridimen-
sional (3D), explorando defini¢des matematicas e particularidades dessa sequéncia de forma visual.
Sousa, Azevedo e Alves (2021) afirmam que GeoGebra, enquanto recurso associa a prética do profes-
sor, contribui para a exibi¢do de contetidos de compreensdo complexa de maneira mais dindmica.

Nas se¢des seguintes apresentamos a Engenharia Didética deste trabalho, estruturada em suas duas
primeiras fases, que sdo: as andlises preliminares e a andlise a priori. Nas andlises preliminares busca-
se discutir o campo epistémico matematico da sequéncia de Jacobsthal, enquanto na andlise a priori
enfatizamos a construgdo da proposta didadtica com apoio da Teoria das Situac¢des Didéticas e o soft-
ware GeoGebra como recurso visual e manipulavel.
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2. Engenharia Didatica e Teoria das Situacoes Didaticas

Na década de 80, surgiu uma preocupagdo por parte dos professores de Matemdtica na criagdo de
centros universitdrios na Franga, com o intuito de melhorar a esquematizagdo do ensino, tendo como
resultado o surgimento da Engenharia Diddtica (Vieira e Alves, 2020). Visando as pesquisas de
situagdes didaticas em ensino, temos como definicdo da ED uma metodologia de pesquisa que con-
siste em um agrupamento de sequéncias, com o objetivo de desenvolver um plano de aprendizagem
voltado para estudantes (Laborde, 1997).

Segundo Artigue (1988), a Engenharia Diddtica possui uma semelhanga de trabalho comparada a
de um engenheiro, no qual para se desenvolver um projeto, deve-se ter o controle do conhecimento
cientifico, mas simultaneamente, tende a trabalhar com objetos que trazem preocupagdes maiores do
que a das ciéncias.

Dessa maneira, relata-se que as etapas previstas da Engenharia Did4tica sdo: (i) andlises preliminares;
(ii) concepgdo e andlise a priori; (iii) experimentacdo; (iv) andlise a posteriori e validagdo (Artigue,
1984; Laborde, 1997). Logo, essa pesquisa aplicamos as duas primeiras fases, com a perspectiva de
mostrar nas andlises preliminares o contexto histérico e a defini¢do essencial para os nimeros de
Jacobsthal. Bem como, na andlise a priori descrever o momento de elaboragdo e descrigdo da situagdo
didética, voltada para a construgdo geométrica dos ntiimeros que compdem a sequéncia de Jacobsthal.

Durante essas duas fases iniciais, percebemos a importancia das situa¢des de ensino, pois é permi-
tida a construg¢do do conhecimento dos estudantes, e também a modificagdo diante das observagoes
realizadas pelo professor, no momento da aplicagdo da atividade proposta.

Pensando na relevancia das situagdes de ensino, propomos uma metodologia de ensino, Engenha-
ria Diddtica, amparada pela teoria de ensino, Teoria das Situagdes Didaticas, na qual o estudante
apropria-se do conhecimento prévio existentes ou em andamento, estimulando o lado investigativo
do aluno durante a resolucdo da situagdo de ensino da Matemadtica. Brousseau (2000) afirma que
“este esquema tripolar é geralmente associado a uma concepgdo de ensino em que o professor orga-
niza o conhecimento a ser ensinado em uma série de mensagens a partir das quais o aluno leva o que
deve adquirir” (p.7).

Brousseau (1986) relata que, durante as situa¢des Teoria das Situag¢oes Didaticas, o professor esclarece
os elementos principais nas etapas de ensino que sdo: a¢do, formulagdo, validagdo e institucionalizagao.

Essa situagdo didatica proposta com as fases da Teoria das Situag¢des Didéticas, deve fazer com que o
conhecimento do estudante seja aflorado, de maneira que haja uma tinica intencao didatica esperada.
Eventualmente, os alunos encontram uma maneira mais f4cil de resolver o problema proposto, no qual
nesse momento a construcdo do saber ainda se encontra em andamento. E essencial que, durante esse
processo de ensino e de aprendizagem, ocorra uma interagdo entre os participantes, tanto com quem
aprende como com quem ensina, utilizando materiais didaticos apropriados.

Dessa maneira, esses materiais ajudaram na resolugao do problema proposto, levando em consideragao
as regras estabelecidas, com o objetivo de tragar um caminho correto para obten¢do dos resulta-
dos. Observamos que a relacdo entre a Engenharia Didética e a Teoria das Situag¢des Didéticas é
a complementagdo para um actiimulo, unido com a contesta¢do e determinagdo dos conhecimentos
tedricos, metodolégicos e didaticos, durante uma préatica organizada por uma transposi¢do ao que se
refere a um contetido matematico (Alves, 2017).

Por fim, com essa integracdo da Engenharia Did4tica e a Teoria das Situag¢des Didéticas, utilizamos o
GeoGebra como um recurso tecnoldgico para uma transposicao didéatica, para auxiliar a pesquisa em
andamento, com o intuito de promover uma situagdo didatica como alternativa para professores de
uma pratica em sala de aula sobre a sequéncia de Jacobsthal, através das demonstragdes geométricas
a partir de sua lei de recorréncia.
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Na secdo seguinte abordamos o referencial teérico necessario para uma anélise preliminar da sequéncia

de Jacobsthal, por meio de defini¢des da lei de recorréncia propostos para a concepgdo da situagdo
didatica.

3. Analises preliminares

Como forma de sistematizar as andlises preliminares, segundo a estimativa da Engenharia Didatica,
Artigue (1988) descreve as principais dimensdes que define o fendmeno a ser estudado e que se re-
lacione ao ensino, as quais sdo: epistemologia, didatica e a cognigdo. Segundo Pais (2015), cada uma
delas atua na constitui¢do do objeto matematico.

Dessa maneira, no que diz a respeito sobre a dimensdo epistemoldgica, tratamos a origem e as defini¢oes
matematicas relativos a sequéncia de Jacobsthal. Ja na perspectiva da didatica, analisamos uma abor-
dagem por meio de uma pesquisa bibliografica buscando esclarecer os elementos matemdticos refe-
rentes a essa sequéncia que foram apresentados em pesquisas tais como: Horadam (1996), Koken e
Bozkurt (2008) e algumas mais recentes como Souza e Alves (2018), Alves e Catarino (2018).

Neste estudo, permitimos encontrar caminhos para a realizacdo de uma transposi¢do diddtica, ou
seja, modificar um conhecimento cientifico em um assunto que possa ser ensinado em sala de aula.
Em relagdo a dimensdo cognitiva, propomos uma situagdo diddtica de modo que o estudante possa
identificar e manifestar a intui¢do, desenvolvendo o raciocinio 16gico-dedutivo mobilizando os conhe-
cimentos da sequéncia de Jacobsthal.

Ainda a respeito no que se trata da analise preliminar da Engenharia Didética, segundo Almouloud
e Silva (2012) essa fase destaca considerag¢des sobre o quadro tedrico diddtico geral. Bem como, uma
andlise epistemolédgica do ensino de um determinado tema, o ponto de vista dos estudantes e seus
obstdculos, além do estudo do campo de exigéncias em que se pretende realizar uma situagdo didatica.

Dessa forma, nessa andlise preliminar realizamos um levantamento bibliografico em relacdo a sequéncia
de Jacobsthal, mostrando as concep¢des matematicas dessas sequéncias, destacando os conceitos ma-
temdticos mais pertinentes e construindo um elo com elementos que proporcionem a exploragdo desse
assunto em uma situagdo de ensino voltada para a licenciatura em Matematica.

De acordo com as pesquisas, Siegmund-Schultze (2009) o alemdo Ernst Erich Jacobsthal (1882-1965)
“foi aluno de Ferdinand G. Frobenius, um especialista em Teoria dos ntimeros que tinha sido expulso
de Berlim e se tornou um refugiado a Noruega e Suécia em 1939 e 1943” (p. 327). Esse matematico
foi uns dos pioneiros a estudar e definir os nimeros de Fibonacci.

Segundo Falcén e Plaza (2007) a sequéncia de k-Fibonacci ja havia sido definida para todo ndamero
real positivo k, de acordo com a lei de recorréncia Fj, ,,+1 = k.Fj 5, + Frn—1, paran > 1. Sendo as
condigdes iniciais como: Fj, o = 0 e F, ; = 1. Se para valor de k = 1, obtém-se a sequéncia cldssica de
Fibonacci {F,,} = {0,1,1,2,3,5,8,-}. Da mesma forma, se o valor de k£ = 2, escrevemos a sequéncia
de Pell {P,} = {0,1,2,5,12,70,169- - - }.

A partir dessas informagoes, apresentamos trés definigdes importantes para a sequéncia de Jacobsthal
com a relagdo de recorréncia.
Definicao 1

Jp=Jn—1+2.Jp_9,paran>2,Jp=0e.J; = 1.
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Definicao 2
Jn = k- Jkn—1+2.Jp n—o, paran > 2.

Sendo as condigdes iniciais para defini¢do 3, J, o = 0 e J;; = 1, denominando a sequéncia de k-
Jacobsthal. E importante destacar, que se utilizar k = 1 e k = 2, obtém-se respectivamente a sequéncia
usual de Fibonacci e a sequéncia de Jacobsthal que estd representada por {J,,} = {0,1,1,3,5,11,--- }.

Definicao 3
In(x) = Jp—1(x) + x.J,—2(z) para valores iniciais Jo(z) = 0e Jy(z) = 1.

Na Definicdo 3, temos a sequéncia polinomial de Jacobsthal, segundo as defini¢des Koshy (2019) faz
uma associa¢do da sequéncia de Jacobsthal com um tabuleiro, de forma preliminar, a um ladrilho uni-
dimensional do tipo 1 x n, com as seguintes representa¢des: um quadrado 1 x 1 tem peso 1, retdingulo
1 x 2, denominado domind, tem peso x, como mostra a figura 1.

| 2 BYiS o)) Pl N == S

=S

=1 Si=1

=2 [J1] [x] Se=z+1

=3 ["]]"] S3 =2z +1
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. Cl i C ey < o] [ = [0
Ll > J D= P [ o [« ] [ x o] * ]

=

=

3

Ss=32"+4z+1

mn =

Figura 1: Representagdo de um tabuleiro 1 x n. Fonte: Adaptada pelos autores (2022).

Na figura 1, relacionamos os ladrilhos do tabuleiro com a sequéncia de Jacobsthal, sendo associado o
peso denominado S, , para cada tabuleiro. Segundo Koshy (2019) suponha que S,, denota a soma dos
pesos do tabuleiro de comprimento n. Agora estabelecemos que S,, = J,,11(z). Primeiro, observe que
So=1=Ji(x)e S = 1= Jy(z). Considere um ladrilho de comprimento arbitrdrio n, no qual n > 2.
Suponha que ele termine em um quadrado; a soma dos pesos de tais tabuleiros é .S,,_; - 1 = S,,_;.Por
outro lado, suponha que termine em um dominé; a soma dos pesos de tais tabuleiros é S, 2.z =
x.S,—2. Consequentemente, S,, = S,,—1 + z.5,—2, a recorréncia de Jacobsthal.

Em virtude das condicdes iniciais, isso implica que S, = J,+1(z), como desejado. Assim, temos
o seguinte resultado os ladrilhamentos descritos por pegas previamente definidas com os seguintes
pesos: S1 =1,S=x+1,53 =2x+1,5, = 2?2+ 3x+ 1,85 = 322 + 4z + 1,conforme a figura 1. Dessa
forma, apresentamos o Teorema 3.

Teorema 1

Suponha que o peso de um quadrado seja 1 e o de um dominé seja x. Entdo a soma dos pesos

dos tabuleiros de comprimento n é J,,11(z) , no qual n > 0.
I
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Prova. Segundo Koshy (2019). Como J,,+1(1) = Fy, 41, no qual F' corresponde aos ntimeros de Fibo-
nacci, existem exatamente F;,; ladrilhos de comprimento n, podemos mostrar que

et (1) = Tus1 () - Tt (&) + 2T () - Jo(2).

O]

Finalizando o Teorema 3, cabe mostrar uma forma de extensdo da Sequéncia de Jacobsthal, para o
caso particular da varidvel z = 1, podemos determinar, por intermédio das representa¢des dos ladri-
lhamentos contidos na figura 1, os termos correspondentes presentes na Sequéncia de Jacobsthal, que
conhecemos por 1, 1, 3, 5, 11, 21, 43, etc.

De modo geral, quando comparamos a Defini¢do 3, percebemos que os termos determinados na figura
1. correspondem os termos que podemos escrever, por intermédio da relagdo de recorréncia .J,,(z) =
JIn—1(x) + z.Jy—o(x) para valores iniciais Jo(x) =0 e Ji(z) = 1,paran > 2.

Agora, de forma preliminar, vamos considerar um tabuleiro unidimensional do tipo 2 x n, com as
seguintes pecgas: dominés horizontais 1 x 2, dominés verticais 2 x 1, ambos de peso 1, quadrados
verdes 2 x 2, com peso z, conforme a figura 2.

n=1 St =1

n =2 S2=3

n=3 S3=5

n=4 S5%=11

Figura 2: Representacdo de um tabuleiro 2 x n. Fonte: Adaptada pelos autores (2022)

Segundo Koshy (2019), consideramos o peso definido por S2 para cada tabuleiro, e S2 = 1. A par-
tir do exame de alguns casos particulares podemos depreender, por intermédio de um exercicio da
visualizagdo, que ocorrem apenas duas formas de ladrilhos, quando olhamos para o final. Ocorrem
ladrilhos que terminam com retangulos verticais e, neste caso, determinam sub-ladrilhos de compri-
mento n — 1. Por outro lado, podem ocorrer sub-ladrilhos de comprimento n — 2 que terminam em
quadrados verdes 2 x 2 ou dominés agrupados da forma de dois retangulos juntos 1 x 2, de acordo
com a figura 2.

Por exemplo, com base na figura 2, quando consideramos os ladrilhos do tabuleiro para n = 4,
podemos contar cinco ladrilhos com retangulos verticais, trés ladrilhos que terminam em quadrados
verdes, trés ladrilhos que terminam com retdngulos horizontais, ou seja, n = 4 = 5+ 2.3 = 11 = J,.
Com base nesse exame particular, vamos generalizar os respectivos argumentos de contagem dos
ladrilhos que preenchem um tabuleiro 2 x n, com o Teorema 3.

Teorema 2
Seja um tabuleiro 2 x n, e 0s dominds horizontais 1 x 2 e verticais 2 x 1, ambos com peso 1,

quadrados verdes 2x 2, com peso z. Entdo a soma dos pesos de comprimentos n, serd S2 = Jui1,

para n > 0 (Koshy,2019).
—
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Prova. Considere um tabuleiro 2 x n. Denominamos por S2 o nimero de formas diferentes de ladri-
lhos deste tabuleiro. De imediato, nos casos n = 0 e n = 1, definimos que Sg =1=, Sf =1=Js.
Nos casos seguintes, podemos examinar as relagdes numéricas exibidas na figura 2. Considerando
ladrilhos arbitrdrios quaisquer, que denotaremos por 7', vamos considerar os seguintes casos: (i)
quando termina com um dominé vertical; (ii) quando termina com um quadrado; (iii) quando ter-
mina com dois retangulos juntos na forma horizontal. Percebemos que, quando ndo ocorre o caso (i),
teremos apenas duas possibilidades que ocorrem.

Podem ocorrer sub-ladrilhos da forma de n — 2 para quadrados 2 x 2, ou sub-ladrilhos da forma de
n — 2 para dois retdngulos horizontais juntos 1 x 2. Dessa forma, desde que representagdes anteriores
sdo independentes, a contribuigdo total final de todos os casos, por um principio aditivo e contagem,
resulta na expressdo 2 x S2_,.

E, acrescentando-se os casos do item (i), para os casos de sub-ladrilhos da forma n — 1, para ladrilhos
verticais determinaremos que: 1 x S2_| + 2152 , = S2 | +2x52_,. Por fim, desde que S3 = 1 = Jj,
S% =1=Jy, S% =3=Js, SE = 5 = J4, a expressdo anterior corresponde ao caso e mesma regra de
recorréncia da sequéncia de Jacobsthal, determinamos que S2 = J,,.1, paran > 0. O

De acordo com a tese de Craveiro (2004), oferece algumas possibilidades para a representacdo de
ladrilhamentos como: 3 x 1,3 x 2,3 x 3, 3 x 4 e etc., utilizando quadrados de 1 x 1 e 2 x 2 para definir
o total de ntiimeros de ladrilhamentos possiveis para um tabuleiro 3 x n, conforme a figura 3.

Ix1 3 x2

3 x3

3 x4

Figura 3: Representacao de um tabuleiro 3 x n. Fonte: Adaptada pelos autores (2022)

De acordo com a figura 3, Koshy (2019) e Craveiro (2004), mostram o teorema 3 a seguir.

Teorema 3

Considerando um tabuleiro 3 x n , com apenas dois tipos de ladrilhos, um ladrilho 1 x 1 na
cor branca e um ladrilho 2 x 2 na cor vermelha. Entdo, J,, para o nimero de ladrilhamentos
possiveis para o tabuleiro é determinado por j, = Jn + 1) paran > 1.

I

Prova. De acordo com os argumentos empregados por Craveiro (2004), vamos considerar trés con-
juntos, a saber: (i) um conjunto de ladrilhamentos 3 x n (com ladrilhos dos dois tipos definidos 1 x 1
e 2 x 2) e que contém, pelo menos um ladrilhamento (& direita) 3 x 1 e com ladrilhos de cor branca
1x1; (ii) um conjunto de ladrilhamentos 3 x n (com ladrilhos dos dois tipos definidos 1 x 1 e 2 x 2) e
que contém, pelo menos um ladrilhamento (a direita) 3 x 2 com dois ladrilhos de cor branca e um de
cor vermelha sendo os ladrilhos brancos na parte superior ; (iii) um conjunto de ladrilhamentos 3 x 2
(com ladrilhos dos dois tipos definidos 1 x 1 e 2 x 2) e que contém, pelo menos um ladrilhamento (&
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direita) 3 x 2 com dois ladrilhos de cor branca e um de cor vermelha, sendo os ladrilhos brancos na
parte inferior.

Ap6s considerar as trés possibilidades particulares de ladrilhamentos, como indicados nos itens (i),
(ii) e (iii), Craveiro (2004) explica que j, o ntimero de ladrilhamentos com as pegas indicadas no
enunciado do teorema. Definiremos que jo = 1 = J;. No caso, seguinte, conforme figura 3, no caso
3 x 1, teremos apenas uma forma de ladrilhar, isto é, j; =1 = J».

No caso 3 x 1 temos jo = 3 = J3, de acordo com a figura 3. Mais uma vez, com base na mesma
ilustragdo, por uma contagem direta, teremos que js = 5 = Jj e, logo a seguir, constatamos que
Ja=11=Js.

Por fim, Craveiro (2004) emprega uma representagdo semelhante a de Koshy (2019), na medida em
que, a partir de uma prova visual, podemos afirmar que para o item (i) o namero j,—1 e, para os de-
mais casos, concluimos que (ii) e (iii) possuem a mesma quantidade de elementos, que denotaremos
por jn,—2. Como tratam-se de situa¢des independentes e, por um principio aditivo, somam-se todas
as situagdes que podem ser representadas por j, = jn—1 + 2.j,—2, cOm os termos iniciais jo = 1 = J;
e j1 = 1 = Ja. No entanto, Craveiro (2004) conclui a partir da observagdo que esta relacdo de re-
corréncia fornece os nameros de Jacobsthal, ou seja, j, = J, 1 paran > 1. O

Para melhor compreensao da situagdo didética sobre a sequéncia de Jacobsthal utilizamos neste tra-
balho o GeoGebra, que é um software gratuito disponivel em varios idiomas, com possibilidade de
diversas estratégias de ensino e de aprendizagem nos contetidos de matematica, com a finalidade
de mostrar a visualiza¢do bidimensional (2D) e tridimensional (3D) com rela¢do aos ntiimeros de Ja-
cobsthal.

Diante disso, desenvolvemos a construgdo da situagdo problema em duas etapas, que sdo: a criagdo
da sequéncia de Jacobsthal na forma geométrica por meio da criagdo de ladrilhos uma visualizagdo
2D e, a construgdo da mesma sequéncia em uma visualizagdo 3D, por meio de prismas. Através
da defini¢des e teoremas, elaboramos uma situagdo diddtica para a construgdo dessas visualiza¢oes
utilizando o software GeoGebra.

4. Concepcao e analise a priori

Na anélise a priori parte-se de uma situagdo diddtica, observamos os comportamentos e “tenta de-
monstrar como a andlise permite controlar seus significados e assegurar, particularmente, que se tais
comportamentos esperados ocorreram, é por consequéncia do desenvolvimento visado pela aprendi-
zagem” (Almouloud e Silva, 2012, p.27).

Na fase anterior, andlises prelimirares, foi apresentado um estudo sobre a sequéncia de Fibonacci para
a defini¢do da sequéncia de k-Jacobsthal. Dessa maneira, com base na lei de recorréncia apresentada,
desenvolvemos uma situagdo didética de ensino, amparada pela Teoria de Situagdes Didéticas e por
meio do software GeoGebra, permitindo a compreensdo visual das caracteristicas da sequéncia de
Jacobsthal, e que também pode servir para auxiliar em outras situa¢des-problema desenvolvidas sobre
essa sequéncia , a partir desses conhecimentos adquiridos.

Assim, tem-se como proposta para desenvolvimento a seguinte situagdo didatica: Com base nos
numeros de Jacobsthal representados por {.J,,} = {0,1,1,3,5,11, - - - } podemos representar essa sequéncia
de forma geométrica utilizando o software GeoGebra?

Para a organizagdo e a modelizacdo do desenvolvimento desta situagdo didatica, utilizamos uma
sequéncia de resolugdo com base nas dialéticas da Teoria das Situagdes Didaticas — acdo, formulagao,
validagdo e institucionalizagdo, conforme Brousseau (1996).
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Na fase de agdo, inicialmente, apresentamos aos estudantes a situagdo didatica proposta, junto a ele-
mentos para que ele entenda a lei de recorréncia de Fibonacci cldssica para a construcdo de uma nova
recorréncia para a sequéncia de Jacobsthal.

Como consequéncia, esperamos que os estudantes absorvam o problema proposto e as informagdes
previamente estabelecidas e as relacionem com a sequéncia, pensando como pode ser construida por
meio de quadrados e retdngulos, utilizando apenas os conhecimentos adquiridos durante a sua tra-
jetoria de estudos em etapas anteriores. Nesta dialética, é importante que o estudante conecte ideias
e relagdes entre os contetidos, pois isso ajudard nas possiveis formulagdes de respostas.

Na fase da formulacao, os estudantes realizam conjecturas e apresentam suas primeiras ideias encon-
tradas, a partir da situagdo didética proposta, expondo a partir do que foi visualizado no GeoGebra.

E importante que nesta fase sejam realizadas anotagdes por parte dos estudantes, ndo necessariamente
com um rigor matematico e com o auxilio do software, como forma de memorizar a regra da lei de
recorréncia da sequéncia de Jacobsthal, para compreensdo da construgdo de figuras geométricas.

Neste momento, ndo é importante que o estudante saiba manipular todos os comandos, pois nao é
o foco, mas sim que o mesmo entenda como ocorre a criagdo. Mostrando a elaboracdo de testes da
sequéncia de Jacobsthal com base na lei de recorréncia {1, 1, 3,5,11, 21,43, - - - }.

Para a construgdo, o estudante deve seguir os passos:

1. Na barra de ferramentas, clicar na opg¢ao “poligono regular”, para construir um quadrado.

2. Construir os demais quadrados utilizando o teorema 3 para a construgdo da figura 4, ou seja,
construir ladrilhos com uma estrutura 3 x 2.

Comecamos inserindo dois quadrados de comprimento lateral 1, logo o préximo quadrado criado
serd a soma das medidas dos lados dos quadrados anteriores, o terceiro elemento serd um quadrado
de lado 2, conforme a figura 4.

[x] AL Ol o) Llnl=] &)

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio
A=(0,0)
B=(1,0)
f=1 3
poll =1
j=1

pol2 =1
n=2

pol3=4

ladrilhos
(3x2)

-1 -

-2

-3

Figura 4: Os termos iniciais dos ladrilhos para a sequéncia de Jacobsthal Fonte: Ela-
borada pelos autores (2022)

Na figura 4 em uma visualiza¢do 2D, de modo inicial para pensamos em algumas possibilidades de
maneiras de ladrilhar um retangulo de 3 x n com quadrados de lados 1 x 1 e 2 x 2, levando em
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consideragdo que essa situagdo é denominada a,, = J,+1, sendo o primeiro termo representado por
um retangulo de combinagdo (3 x 2), o segundo e o terceiro termo representados por ladrilhos de
combinagédo (3 x 3).

Dando continuidade a construcdo temos os proximos termos da sequéncia de Jacobsthal de acordo
com o teorema 3, ja demonstrado anteriormente, conforme a figura 5.

A A B el o)l N [=) @)

» Janelade Aigebra X | » Janela de Visualizagdo
A=(0,0) 2 [
1

B=(1,0)
f=1 -
pol1 =1 3 x 2

j=|12 ; -4 -3 2 0 2 4 5
polz =

n=2
pol3=4
s=1
pold=1 Ey
K=(2,-1)
c=1
pol5=1
g,=1
polé =1
k, =1
pol7 =1
P, =1 ‘
pols =1 3 x3
t,=2 6
pold =4
V=(2 -4) ry
d, =2
pol10 =4
h,=1
pol11=1
,=1 -9

@

Figura 5: Ladrilhos 3 x n da sequéncia de Jacobsthal para uma visualizagdo 2D. Fonte:
Elaborado pelos autores (2022).

Dessa maneira, o quarto termo pode ser representado também por ladrilhos de combinagdo (3 x 3).
Assim os ntimeros da sequéncia de Jacobsthal sdo representados pelos quadrados de cor branca para
os quadrados (1 x 1), e de cor vermelha para os quadrados (2 x 2), conforme o teorema 3. Assim,
repetimos o processo para obter os proximos niimeros, para que os estudantes possam criar suas
hipéteses.

A partir dessas informagdes, pensamos em uma possibilidade para uma visualiza¢do 3D, por meio
de ladrilhos, um ntimero de maneiras de preencher os espagos com as medidas 2 x 2 x n com um
elemento de medidas 1 x 2 x 2. Conforme a figura 6.

Para construir a visualiza¢do 3D, o estudante deve seguir os seguintes passos:

1. Selecionar na barra de ferramenta a opgdo cubos e prismas.
Estes comandos constroem, um cubo a partir da medida de dois pontos, ou seja, delimitando a
aresta. Para utiliza-la, é preciso primeiro clicar sobre um ponto e levé-la até o outro ponto.

2. Para construgdo do prisma, o estudante deve criar uma base por meio da selecdo de quatro
pontos formando um quadrildtero e em seguida, subir no eixo y para determinar o ponto de
altura.

Ap06s executar estes procedimentos, esperamos que o estudante chegue a construcdo apresen-
tada na figura 7, que consiste na sequéncia de Jacobsthal em uma visualizagao 3D.
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NEEENENENEI AN E

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagao 3D

® B=(2,0,0)
= <[ Para (2 x 2 x n)]
D=(0,2,0)

% [ oA DX D B A D) £ N mec

Janela de.f\lgebra > | » Janela de Visualizagdo 3D

n
ohoOoRSEZN A

o0 0 O 00O OOPODO OCOOOODONOONOONOONOROONS -

Figura 7: Uma visualizagdo 3D da sequéncia de Jacobsthal Fonte: Elaborado pelos
autores (2022).

Observamos que a figura 7 traz uma de suas faces que corresponde a figura 5. A parte frontal, apre-
sentam os termos com a construgdo de ladrilhos na forma de quadrados (2 x 2) e retangulos (1 x 2)
conforme o teorema 3.

Para construir uma visualizac¢do 3D, é necessdria no minimo construcdo de cinco ladrilhos na forma
(2xn) para a sequéncia de Jacobsthal, denominando esse ladrilhamento como b,, = Jn+1). Portanto,
executamos este processo até perfazer outro lado da construgao 3D por meio das informacgdes contidas
no teorema 3.

Assim, fazendo a associagdo a,, = b, = Jn+ 1), ilustramos essa pequena cadeia de igualdades usando
uma prova bijetiva. Nesta fase, na situa¢do de validagdo, esperamos que os estudantes demonstrem
uma compreensdo da regra da lei de recorréncia e dos teoremas propostos como essa sequéncia pode
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ser construida por meio de figuras geométricas, por meio da visualizagdo dos ladrilhos para uma
visualizagdo 2D e, por meio de cubos e prismas para uma visualiza¢do 3D da sequéncia de Jacobsthal,
observando o comportamento padrao dessa sequéncia.

Na situagdo de Institucionalizag¢do, de acordo com Brousseau (1996) é nesse momento que o professor
se manifesta, com o intuito de produzir um percurso didatico que esclarece a construc¢do do conhe-
cimento do estudante, agregando algumas informacdes essenciais que ndo foram observadas pelo
aluno, e fazendo as intervencdes sobre possiveis argumentos sem relevancia para o aprendizado.

Entdo, o professor ressalta durante as suas consideragdes a,, = Jn+ 1) = by, eque também ¢, = J,, 41,
conforme a figura 8.

a, = ¢, = b,

Figura 8: Associagdo da visualizagdo 2D e 3D. Fonte: Elaborada pelos autores (2022)

Logo, temos que a, < ¢, < by, afirmando a condi¢do de existéncia para uma construgdo 3D por
meio de ladrilhamento para a sequéncia de Jacobsthal. O professor pode também preferir construir as
figuras e ressaltar que o uso do software é imprescindivel para a compreensdo desse estudo, enquanto
explica a metodologia que poderia ter seguido.

Dessa forma, os estudantes poderiam ter um resumo de todo processo percorrido, procurando outras
relagdes em torno do conhecimento, associadas a outras propriedades ou construgdes nido citadas
anteriormente, com base nas novas informacoes apresentadas pelo professor durante essa fase.

5. Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos uma proposta didética para subsidiar a discussdo da sequéncia da Ja-
cobsthal, estruturada nas duas primeiras fases da Engenharia Did4tica e norteada pelos pressupostos
da Teoria das Situag¢oes Didaticas, como possibilidade metodolégica a ser discutida/trabalhada nos
cursos de Licenciatura em Matematica.

Assim, nas andlises preliminares deste estudo foram apontados aspectos teéricos em torno da sequéncia
de Jacobsthal, dando énfase em defini¢des matematicas. Ja na andlise a priori, apresentamos a situagdo
didatica proposta que viabiliza a visualiza¢do pelas perspectivas 2D e 3D destas sequéncias com ar-
rimo do software GeoGebra, que contribuiu de forma significativa para o processo de ensino sobre
essa sequeéncia.
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Essa proposta para o professor trouxe uma contribui¢cdo em relagdo a fundamentagdo tedrica a par-
tir da definicdo dos ntiimeros de Fibonacci, pois percebemos que existe a possibilidade de se esten-
der suas propriedades para outras sequéncias numéricas, por meio das férmulas de recorréncia, da
representacgdo de seus termos, como foi o caso da sequéncia de Jacobsthal, discutida aqui, observando
também as dificuldades no ensino encontradas sobre o tema proposto. J4 no planejamento, pensamos
em situagdes que possam ocorrer quando criar ambiente para que ocorra a aprendizagem dos estu-
dantes.

Além disso, esta pesquisa trouxe um problema proposto com a utilizacdo do GeoGebra, ndo somente
como instrumento, mais sim como uma ferramenta essencial para a compreensao dos estudantes para
a construgdo do seu conhecimento, pois sem o auxilio dessa ferramenta a visualizagdo geométrica ndo
seria vidvel.

Dessa maneira, os alunos podem obter possibilidades de agir, formular e validar suas hipéteses, que
poderdo ser criadas a partir da situacao didética, trilhando um caminho matemaético com autonomia
e liberdade para criacdo de suas conjecturas, ou seja, utilizando meios préprios para encontrar sua
solucdo para esse problema com a utilizagdo da ferramenta para a superagdo dos possiveis obstdculos,
como a construcao geométrica em uma visualizagdo tridimensional, que podem ocorrer durante esse
percurso.

A sequéncia de Jacobsthal tem defini¢Ges intrigantes e que, por diversas vezes, ndo sdo devidamente
exploradas por autores de livros da Histéria da Matematica e tampouco discutidas na graduagao
com os estudantes em formagdo inicial. Desse modo, apesar de ndo receber a devida atengdo por
autores, a sequéncia de Jacobsthal pode ser considerada um tema propicio para o desenvolvimento
do ensino de sequéncias lineares recorrentes, bem como a convergéncia entre termos consecutivos de
tais sequéncias.

Contudo, este estudo trouxe um diferencial ao docente de Matemética, que é uma abordagem no
campo da Matemdtica aliada ao uso da tecnologia. O GeoGebra possibilita a construgédo e visualizagdo
dessa sequéncia a partir de visualiza¢des bidimensionais e tridimensionais, sendo um recurso com
grande potencial para explorar e discutir as caracteristicas e relagdes entre essas sequéncias tanto por
uma perspectiva algébrica quanto geométrica.

Por fim, como dificuldades enfrentadas neste estudo temos a escassez de referéncias que discutam
o assunto e de figuras para representacdo dessa sequéncia, tanto dentro da Histéria da Matematica
quanto com relacdo a abordagem da sequéncia de Jacobsthal com uso da tecnologia. Desta forma, es-
peramos em uma perspectiva futura desenvolver esse trabalho no curso de mestrado, apresentando
aos estudantes o processo histérico, matematico e epistemolégico das sequéncias recorrentes e linea-
res, verificando a construcdo de seus conceitos.
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