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Resumen: El objetivo del presente trabajo es realizar una exposicién detallada de la resolucién por
radicales de las ecuaciones de grado tres y cuatro en una variable, utilizando diversos métodos. En el
caso de la ecuacion de tercer grado, se describen los métodos de Niccolo Fontana (Tartaglia) y Girola-
mo Cardano, quienes fueron los que dieron la solucién de dicha ecuacién, con coeficientes positivos.
También se analiza la ecuacion general de tercer grado es decir, con coeficientes reales y se detalla el
método para hallar todas las soluciones reales y complejas. Se describe ademads el método de Frangois
Viéte, para un caso particular de la ecuaciéon de grado tres. Para la ecuacién de cuarto grado con co-
eficientes reales, se describe el métodos de Ludovico Ferrari y el método de René Descartes. Ademés,
se ilustran los métodos con ejemplos detallados.

Palabras Clave: ecuacion de grado tres, ecuacion de grado cuatro, Tartaglia, Cardano, Ferrari, Des-
cartes.

Abstract: The aim of the present work is to make a detailed exposition of the solution by radicals of
equations of degree three and four in one variable, using different methods. In the case of the third
degree equation, the methods of Niccolo Fontana (Tartaglia) and Girolamo Cardano are described,
who were the ones who gave the solution of this equation, with positive coefficients. The general
equation of third degree equation, i.e. with real coefficients, is also given and the method for finding
all the real and complex solutions is detailed. The method of Frangois Viete, for a particular case of
the equation of degree three, is also described. For the fourth degree equation with real coefficients,
the method of Ludovico Ferrari and the method of René Descartes are described. In addition, the
methods are illustrated with detailed examples.

Keywords: third degree equation, fourth degree equation, Tartaglia, Cardano, Ferrari, Descartes.

1. Introduccion

La resolucién de ecuaciones en una variable de primer y segundo grado data desde civilizacionas
antiguas tales como Babilonia, Egipto, Grecia, entre otras. Los matemaéticos pertenecientes a estas
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civilizaciones trabajaron problemas de algebra, en particular la soluciéon de ecuaciones, solamente en
casos concretos aplicados a resolver problemas de la vida cotidiana. Segin Burton, D. (2011), no fue
hasta el Siglo XVI que las ecuaciones comienzan a tratarse de manera abstracta. Se le atribuye al gran
matemadtico francés Frangois Viete (1540-1603), conocido como Vieta, el introducir las consonantes para
representar cantidades y vocales conocidas para las incégnitas. Este paso marcé un cambio decisivo,
no s6lo en la conveniencia de la notacién, sino también en la abstraccién del pensamiento matematico.
Al pasar de ejemplos especificos como 322 + 5z + 10 = 0, a la ecuacién general az? + bz + ¢ = 0, toda
una clase de ecuaciones podria considerarse de una vez, de modo que una solucién a la ecuacién
abstracta resolveria todos las ecuaciones especificas.

La ecuacién de grado 2 fue tratada en la Grecia antigua por Diofanto de Alejandria alrededor de los
siglos II y III (Burton, D. 2011) y mds recientemente por varios matematicos, como por ejemplo los
matemadticos indios Brahmagupta (ca. 598) Sridhara (ca. 900), Mahavira (ca. 850), Bhaskara II (ca.
1114) (Ruiz, A. 2003) el matemdtico drabe Al-Khwarizmi (780-850) y el ya mencionado mateméti-
co frances Francgois Viete (Burton, D. 2011). Con este, termina de resolverse la ecuacién de segundo
grado, con coeficientes positivos.

2. Laecuacion de grado 3

De acuerdo con Burton, D. (2011), el problema de resolver la ecuaciéon de grado 3, en una variable se
remonta a la antigiiedad, especificamente al problema de la duplicacién del cubo, también llamado
problema de Delian. Dado un cubo cuyo lado tiene longitud a, este problema consiste en encontrar dos
medias proporcionales entre a y 2q; es decir, hallar z, y tales que

lo cual requiere la solucién de la ecuacién ctbica
z® = 2d°.
Otro ejemplo se puede hallar en la obra Aritmética de Diophanto de Alejandria (ca 250), en la cual se

encuentra el siguiente problema:

“Encuentra un triangulo rectdngulo tal que el area afiadida a la hipotenusa da un cuadrado,
mientras que el perimetro es un cubo”.

Este problema lleva a la ecuacién

2+ 1 = 42 + 4.

En el siglo XIII, Juan de Palermo, le propuso como desafio a Leonardo de Pisa (siglo XII), mejor
conocido como Fibonacci, el problema de resolver la ecuacién

2% + 222 + 10z = 20.

Fibonacci demostré por métodos geométricos que esta ecuacion no tiene soluciones racionales y dio
una aproximacién numérica para una de las raices.

Durante varios cientos de afios, los matematicos buscaron una “férmula ctibica” que pudiera ser usa-
da para resolver la ecuacion ctibica de la misma manera que la férmula cuadratica se utiliz6 para las
ecuaciones cuadréticas. El mérito de haber descubierto finalmente tal férmula pertenece a las ma-
temadticas desarrolladas en la escuela de Bolonia, Italia, durante el siglo XVI.
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2.1 Método de Tartaglia para la solucién de ® 4+ px = g, conp > 0,q > 0 3

La solucién de las ecuaciones de tercer grado en una variable se debe a cinco matematicos italianos
del siglo XVI: Scipione del Ferro, Niccolo Tartaglia, Gerolamo Cardano, Ludovico Ferrari y Rafael
Bombelli. También a ellos se debe la solucién de la ecuacién x4 + bz% + ¢ = 0. Esto condujo a una com-
prensiéon mds amplia de las ecuaciones de tercer y cuarto grado, lo cual supuso un paso fundamental
en la teoria de ecuaciones.

A principios del siglo XVI, Scipione del Ferro (ca. 1465-1526), profesor de Matemaéticas de la Univer-
sidad de Bolonia, encontré una férmula para resolver la ecuaciéon

3 +pr=gq, conp>0, qg>0.

Sin embargo, no hizo ptublico su descubrimiento. Pero por fortuna, poco antes de su muerte le confié
la solucién de dicha ecuacién a su discipulo Antonio Maria del Fiore.

En 1535, Niccolo Fontana (1500-1557), mejor conocido como Tartaglia, anuncié que habia descubierto
la manera de resolver ecuaciones de la forma

B ipr=q, 2 +px? =g,

conp > 0y g > 0. Fiore, creyendo que Tartaglia no decia la verdad, lo desafié a una concurso ptublico
de resolucién de problemas, en el que cada uno propondria al otro, 30 problemas que debian resolver
al cabo de 50 dias. El vencedor seria el que lograra resolver la mayor cantidad de problemas. Los
problemas que Fiore propuso a tartaglia eran casos particulares de la ecuacién 23 + pr = ¢, por lo
que este conocia la forma de resolverlos. Por su parte, Tartaglia propuso a Fiore, 30 problemas que
conducian a casos particulares de la ecuaciéon 23 + pz? = ¢, de los cuales Fiore no pudo resolver
ninguno.

2.1. Método de Tartaglia para la solucion de =3 + pr = qg,conp >0,q > 0

Considérese la ecuacion
23+ pr=q. (1)
donde p > 0, ¢ > 0. N6tese que para cualesquiera dos ntimeros (reales) u, v se cumple la identidad
(u —v)3 + 3uv(u —v) = u® —v3.
El método de Tartaglia consiste en hacer las sustituciones
Ti=1u—v, p = 3uv, q:=u®— v (2)

Como p = 3uv, entonces p* = 27u3v?, por lo que
3
3,3_ P
==, 3
u’v o (3)
Por otro lado, elevando al cuadrado ambos lados de la tercera expresion en (2) se tiene

ub — 20303 + 08 = q2.

Sumando 4u3v? a ambos lados de la ecuacién anterior se obtiene
4t + ¢ = ub + 203 4 F,

lo cual es equivalente a

(u3 + 1)3)2 = ¢ + 4303,
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usando la igualdad (3) se obtiene

3
3 3n2_ o, 4p
(v’ +0°)" =¢ + 57
por lo que
4p?
u” +v q+27.

De lo anterior se tiene que

4p3

3 3 _ 2
u” + v q+27

Notese que se escribe el lado izquierdo de la expresién anterior sin valor absoluto, puesto que Tartaglia
desarroll6 su método antes de la aceptacion de los ntimeros negativos y por lo tanto, antes de la
definicién formal de valor absoluto.

Ahora bien, sumando estas dos ecuaciones se tiene la ecuacién

3

2
3_4 N
=gty T

Similarmente

2 3

3_ 4 R

V=TtV T
por lo tanto

2 3

_ e o P

=NtV T

2 3
_ o4 .
”_\/ > TV Tar

Ahora, como = = u — v, entonces
. 2 3 . 2 3
slg | | P s a ., [ p
Sy I L SIS R B Y S 4
=NtV Ty \/ 2 TV Ty )

2.2. Método de Cardano para la solucion de x® 4+ ax? + bx +c = 0,cona > 0,b > 0,
c > 0.

Girolamo Cardano (1501-1576) fue profesor de matematicas en las universidades de Mildn, Pavia y
Bolonia. Cuando se enteré del concurso matemético entre Fiore y Tartaglia, Cardano le rog6 a Tartaglia
que le compartiera el método de solucién de la ecuacion ctibica que éste habia descubierto, con el fin de
incluirlo en su libro Practica Arithmeticae (1539) y comprometiéndose a respetar la autoria de Tartaglia.
Tartaglia se neg6 puesto que él mismo planeaba publicar su propio texto sobre dlgebra. Después de
mucha insistencia por parte de Cardano, Tartaglia revel6 su método de solucién, pero haciendo jurar
a Cardano que no lo publicaria (Burton, D. 2011).
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2.2 Método de Cardano para la solucion de =3 + ax? + bz 4+ c = 0,cona > 0,b > 0, ¢ > 0. 5

Sin embargo, en 1542, al estudiar los documentos de Scipione del Ferro, Cardano se enter6 de que este
habia sido el primero en obtener la solucién de la ecuacién ctbica. Por lo tanto, Cardano consider6
que podia publicar el método de solucion de Tartaglia sin incumplir la promesa hecha y procedi6 a
publicarlo en su Ars Magna de 1545 (Soto y Mosquera 2018).

En el texto, Cardano reconoci6 la autorfa de Tartaglia, y afirmaba que este le habia confiado el méto-
do para resolver la ecuacién ctibica, sin embargo también afirmaba que él mismo habia llegado a la
solucioén por sus propios métodos. Por su parte, Tartaglia acusé a Cardano de mentir y de esta forma
inici6 una enemistad que perduré durante afios. Ya en el siglo XVI, los nlimeros negativos se conocian
en Europa, en parte gracias a la influencia de las matematicas arabes. No obstante, estos nimeros no
eran aceptados como tales, y el mismo Cardano los llamé ntmeros “ficticios”. Cardano fue uno de los
primeros en reconocer que una ecuacion ctbica podia tener soluciones negativas y uno de los prime-
ros también en darse cuenta de que una ecuacién cibica podia tener tres soluciones distintas (Burton,
D. 2011).

Dada la ecuacion
23 4 ax? +ba+c=0, (5)

donde a, b, ¢ > 0, el método de Cardano consiste hacer el cambio de variable

a
$:y—§

esto con el fin de reducir la ecuacién anterior a una que no contenga exponentes cuadrados. Ahora,
sustituyendo en la ecuacién (5) se tiene

=8) a5 ehlo-g) emn

Desarrollando los paréntesis se obtiene

0 (5) () () o (7 () o) e

esta ecuacion es equivalente a

2 (13

3
3_ .2 ya 2 2 9 @ ba
Y Yy a4+ 3 27+ay 3ya+9—|—y 3—|—c

Sumando términos semejantes se obtiene

2
3 ya 2 4 ba
Y 3 +27a+y 3+c

la ecuacién anterior es equivalente a

2 2 1
y3+<b—a>y+<a3—ab+c>20 (6)

Ahora se hace

2 2 1
p::b—%, q::—<27a3—3ab+c>

entonces la ecuacion (6) se reescribe como
v +py=q. (7)

Se puede observar que esta tiene la misma forma que la ecuacion que resolvi6 Tartaglia.
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Entonces, siguiendo el método de Tartaglia visto anteriomente, se llega a la solucién de la ecuacién

(7)
_a e ol e ¢ PP
v=\2 "tV Ty ¢ 2 TV Tar

Y como = = y — 3, entonces, solucién de la ecuacién ctbica (7) es

2 3 2 3
3/ q q p 3/ 4 q b a
e — —_— _— — —_= —_— _ = = 8
=Vt VY Ty \/2+\/4+27 3 ®)

Esta solucion, se conoce como la solucién de Cardano para la ecuacion (7) o simplemente como la formula
de Cardano.

3. Solucion general de la ecuacion cubica =2 4+ ax?> +bx +c =0

Segtin Burton, D. (2011), debido a la poca o nula aceptacién de los ntimeros negativos en el siglo XVI,
Cardano se vio obligado a tratar una lista de 13 distintos tipos de ecuaciones de grado tres, de manera
que cada ecuacién tuviera solamente coeficientes positivos. Esto sin duda dificult6 la generalidad
de las soluciones de Cardano, puesto que para cada ecuaciéon Cardano propuso un procedimiento
distinto. Por ejemplo, al resolver la ecuacién

B =pr+q, p>0,q>0.
Cardano utiliz6 el argumento correspondiente a la férmula
(u+v)* =u® + v+ 3uv(u + v),

con lo cual se llega a la solucién

q
Vo ow F VT 9)

Se puede observar que cuando

2 3
T _P

4 27
la férmula (9) lleva inevitablemente a raices cuadradas de nameros negativos, lo cual fue una dificul-

tad que Cardano no pudo resolver.

Uno de los primeros en aceptar la existencia de los nimeros imaginarios y aplicarlos a la resolucién de
ecuaciones, fue el matematico italiano Rafael Bombelli (1526-1572). En su libro Algebra (1572), sucesor
del Ars Magna de Cardano, Bombelli aplicé dichos nimeros a la férmula de Cardano, incluso en el
caso irreducible (todas las raices son reales) de la ecuacién ctbica. Especificamente, Bombelli aplicé
el método de Tartaglia-Cardano al estudio la ecuacién.

23 = 15z + 4, (10)

obteniendo la solucién

= 1\/24 /=121 + /2 — V=121 (11)
v V

Esta expresion parece ser, a primera vista, imaginaria debido a la presencia de v/—121, sin embargo,
Bombelli sabia que la ecuacién (10) tenia las siguientes soluciones reales

4, —2+ 3, —2 - /3.
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Solucién general de la ecuacién clbica 3 + ax? + bz +c =0 7

Bombelli demostré que la solucién (11), aparentemente imaginaria, es un ntimero real. Para ello,
supuso que las raices ctibicas de (11) tenian la siguiente forma

v/2+ V=121 = a+ bv/—1,
/2 — /—121 = a — bv/—1

o equivalentemente

2+ v/—121 = (a + by/—1)

2~ /T3 = (a— by/"T)? (12)
donde a > 0, b > 0 son constantes que hay que determinar.
Ahora bien, la ecuacién
V24 vV—121 = a + by/—1
implica
24 V=121 = (a4 bV/—1)°
= a® + 302/~ 1 + 3ab? (v=1)" + b (V1)
= a® + 3a’byv/—1 — 3ab® — b3v/—1
=a’® — 3ab® + (30— b%) V-1
= a(a® - 30 +b (3a2 - b2) V-1
De lo anterior se tiene
24 11vV/~1 = a(a® — 3b?) + b (3a® — b*) V-1,
igualando “coeficientes” se obtiene
2 =a(a® - 3b?) (13)
11 = b (3a® — b?) (14)

Suponiendo que las soluciones son enteras, los factores a la derecha de la ecuacién (13) sélo pueden
tomar los valores 1 o 2, en particular se tiene que a« = 1 0 a = 2. Asimismo, de la ecuacién (14) se
tiene b = 1 0 b = 11. Pero solamente la eleccién a = 2y b = 1 satisfacen (13) y (14) simultdneamente.
Entonces, sustituyendo a = 2y b = 1 en (12) se tiene

2++v/—121 = (24 vV-1)3
2—v/—121 = (2 - V-1)?

Bombelli concluyé que una solucién de la ecuacion ctibica #® = 15z + 4 es

:;::{’/2+\/W+ i/z—m
:§/(2+ﬁ)3+§/(2—ﬁ)3

=Q2+V-1)+(2-V-1)
4

Al probar que las raices de 2> = 15z +4 son reales, Bombelli demostr6 el hecho extraordinario de que
los ntimeros reales podrian ser obtenidos a partir de nimeros imaginarios.
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3.1. Analisis de las soluciones de Tartaglia-Cardano.

Como se vi6 en las secciones anteriores, haciendo un cambio de variable adecuado la ecuacién de
grado tres (5) se reduce a una ecuacién de la forma

v+ py =,
la cual es la ecuacién que resolvié Tartaglia. Sin embargo, en este caso p y ¢ pueden tomar valores

negativos; es decir, p, ¢ € R. Siguiendo ideas andlogas a las expuestas por Uspensky J. (1995), en esta
seccion se analizan la soluciones de la ecuacién (5) dada por

a:3+ax2+ba:+c:O, (15)
con a, b, c € R. Se puede observar que la solucién de la ecuacién (15) (dada en (8))

2 3 2 3
_ 4 T Y T
=\t VY Ty \/2+ T

)

w| e

3

2
. . q
t | drad —+ =
contiene l1a ralz cuadrada 4 + o7
e
4 27"

, por lo que dicha solucién depende del signo de la expresién

Se procede entonces a analizar lo que sucede con las soluciones cuando esta expresién cambia de
signo.

Caso 1
2 3
q P
—+=2>0
4 * 27T —
Se denota
2 3 2 3
q g P q q | p
A== — — B:=—= — —.
2+ 4+27’ 2+ 4+27
Con esta notacién se tienen las siguientes expresiones para u y v:
u= VA, v=VB.

Esto significa que u y v son raices ctibicas de A y B respectivamente. A continuacion se analizara el
comportamiento de las soluciones, de acuerdo con el signo de A. El andlisis de acuerdo con el signo
de B es equivalente.

Primero se hallan las tres raices ctibicas de A, denotadas por w1, u2, u3, y luego se escogen las raices
de B, denotadas v, v2, v3, de modo que se cumplan las igualdades wjv; = ugvy = uzvs = g como en

(2). Esto significa que la escogencia de las raices de B depende de las raices de A.
Si A > 0, el &ngulo 6 entre A y el eje real es 0. Recuérdese que las raices ctibicas de A estdn dadas por
2(k—1 2(k -1
wy = YA (COS <9+(3)W> 4+ isen <9+<’§>”>> 7

con k = 1,2, 3. Explicitamente, las tres raices ctibicas de A son las siguientes

ulz\:g/z7

=V o (3) isn () = v (522,
uz = \3/Z<cos (A‘;> + isen (?)) = VA <—; —z\f’) :
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3.1 Andlisis de las soluciones de Tartaglia-Cardano. 9
Ahora, se escogen las tres raices ctibicas vy, v2 y vz de B, de manera que se satisfagan las ecuaciones
- o _ b
U1V] = UQV2 = U3V3 = g en (2)

Estas raices ctibicas son

v = VB,
3 1 V3
wm 9w ()
3 1 V3
1)3:\/E<—2+22>.

. . . D
Observe que se cumplen las ecuaciones u v = usve = uzvs = 3 en (2), pues

uiv = \3/2\3/7: p

ga
. 1 V3 s 1 V3 _ D
Ug2V2 = \/Z <_2 +Z2> \/E (—2 —22> = §’
3 1 \/g 3 1 \/§ _bp
uszvsg = \/Z <—2 —Z2> \/E <—2 +Z2> = g
Por lo tanto, las tres soluciones de la ecuacién (15) estdn dadas por
@
O
—VA- VB¢
3
a
$2=U2—’Ug—§
1 V3 1 V3) a
:3A L '7—33 A A
ytig | VB 5 i) 3
VA VB
_ VA VBya VB By ¢
2 2 2 2 3
_1 3 3 \/g 3 3 a
—5(—\/Z+ x/E) +27(x/2+ \/E) -3
e @
3= U3~ U3~ g
3 1 V3 3 IVE] a
= A(‘z‘H)‘@(‘z“z 3
(VA + VB) - i (VA + VB) - ¢
2 2 3

Observacion 1

De acuerdo con lo anterior, si B > 0 las soluciones de la ecuacién z3 4 pz = g, con p, g € R, s6lo
difieren en el término —%.
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Explicitamente, las soluciones de la ecuacion anterior estdn dadas por

= VA - VB
- 1(-vA + ¥B) - f(vmﬁ), 16)
(VA + VB) + 2 (VA + VB).

Ahora se analiza el caso A < 0.

Si A < 0 el dngulo entre A y el eje real es m. Entonces, en este caso, las tres raices ctibicas de A estdn
dadas por

Uy = W(cos(B) +zsen(g>) = —ﬁ(;—kz?) = W(—; —zf) )
uy = /| A (cos () + isen (1)) = VA,
Uz = W(cos (5;) + isen (?)) = —ﬂ(; —Z?) =VA (—; +z\é§> .

Ahora, se escogen tres raices ctbicas vy, v2 y v3 de B, que satisfagan la ecuacion ujvq = ugvy = usvs =

Den (2). De manera analoga al caso A > 0, estas raices ctibicas son

3

ng\g/E,
5 1 V3
V3 = \/§<—2—22>

. ; 7
2 2 2 2 3
UQ'UQZ\B/Z\:ngg,
3 1 \/g 3 1 \/g D
U3v3—\/z< 2+Z2>\/E< 5 27 —g
Por lo tanto, las tres soluciones de la ecuacién (15) estdn dadas por
o — vy &
r1 = Uy U1 3
3 1 V3 3 IRVE] a
=VA|—=z—-i— | -VB|—=+i— | —=
( 2 ZQ) f( 57" ) 73
(VA + VB) - 2 (VA + VB) - ¢
2 2 3’
o — vy — &
o = U V2 3
S
37
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3.1 Andlisis de las soluciones de Tartaglia-Cardano.

$3=U3—v3—%7
V3Y) s 3\ a
(4ot ()
:%(—\?’/ZJF \S/E) +z‘\f(x3/ﬁ+ 5’/§> -~ %

Observacion 2

De manera anéloga al caso anterior, la ecuacién
3 _
x° +pr =q,

conp,q € Ry A <0, tiene las siguiente soluciones
3 /.
( VA + VB) - 2 (VA + VB).

— VB, (17)
( VA + VB) + 2 (VA + VB).

M\H

S

l\D\'—‘

2 3 2 3

Si q+p—<0, entonces—q——p—>0

4 27 4 27

Entonces

A=

_l’_

Il
e o
_l’_
|
/?
[
|
M"ﬁ
w
N———

NI N
+
-~
|
|
|
S
|
[N}
|

Similarmente
q .

B=—= i _Z
5 +1

En el siguiente teorema se muestra que en este caso, la ecuacién (7) tiene tres raices reales distintas.
Para simplificar la lectura, se escribe en el enunciado la ecuacién (1)
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Teorema 1
qz 3
Si—+ o7 < 0 entonces la ecuacién (1)
v’ +py=q,
donde p, g € R, tiene tres soluciones reales distintas.
—
Demostracion. Se tiene que
L q = P q ] ¢ p?
A.—2+z 1 o7 B .= 2—1—1 1 o
Se procede a denotar por v/A := a + ib una de las raices ctibicas de A, con a, b, € R. Entonces
A= (a+ib)>.
por lo que
A=(a+ibP = (a+ib)’ = (a—ib)
Por otro lado
P 3
19 /¢ P _ g
2 4 27
se puede entonces, concluir que una de las raices ctbicas de —B es
Y—B=VA=a—ib
De las férmula de Tartaglia (4) y las férmulas (16) se obtiene que
_ Y- VB
=VA+V-B
=a+bi+ (a— bi)
= 2a.
Y como 2a € R, se concluye que y; € R.
Similarmente
v =+ (~VA+VB) + 2 (VA VB)
2
1 .
-y ) 3 (v o)
1 . . 3 . .
= 5( (a+ bi) — (a—bz))—i-\zf(a—i—bz— (a —bi))
1
=3 (—2a)) + i (2bi)
= —a— /3.
Y dado que a, b € R, se sigue que y2 € R.
Finalmente
1 3 3 Z\[
ygz—(—\/Z+\/§) <f+\f)
2
1
() (i
1
= 5 (~(a+ib) — (a—ib)) - “f a+ib— (a—ib))
= —a+ V/3b.
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3.1 Andlisis de las soluciones de Tartaglia-Cardano. 13

Como a,b € R, se obtiene que y3 € R. O

Observacion 3
Para la demostracién anterior, se utilizaron las férmulas (16). El resultado es equivalente si se
utilizan las férmulas (17).

Resolver la ecuaciéon

|

Solucién. En este caso la ecuacion no tiene término de grado 2, es decir, estd escrita en la forma
Y3+ py=gqconp=—3 y ¢ = 1. N6tese ademds que

2 3 12 _2)\3
. o T 30 3
4 21 4 27 4

Entonces
2 3
q @ p V3
Azf — —_— = — —_—
5 TV T3 Ty
2 3
q @ p 1 V3
B:—f —_— _— = —— _
5TV T3 5 7175

2 2 2 2
1 V3
=L (-VA+ VB)+ 3 (VA + VB)
2 2
1 s 1 V3 /1 V3) i3 ([s/1 V3 3 1 /3
2(\/2“2+ SR e \/2+2+\/_2+2 ’

Observacion 4

De acuerdo con el teorema (1), las tres raices que acabamos de calcular son reales. Sin embar-
go, debido a la presencia de raices ctibicas de niimeros imaginarios, no es posible encontrar
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explicitamente el valor real de estas raices (Uspensky J. 1995). Es decir, no se puede calcular
explicitamente los valores de a y b del teorema (1).

Por ejemplo, de manera andloga a la prueba del teorema (1), supéngase que
VA=a+ bt,
y tratese de hallar explicitamente y;. Primero, nétese lo siguiente:

Como VA = a + bi entonces

1 . ,
2+i\f = A= (a+bi)’=a®—3ab® + (3a* — b%)i,

igualando las partes real e imaginaria se tienen las ecuaciones

1
a® — 3ab® = > (19)

b(3a® — b*) = \f (20)

Despejando b* de la ecuacién (19) se tiene

—1+ 243
p2 = ﬁ' (21)
6a

Sustituyendo esta expresién en la segunda ecuacién (20) se obtiene

_ 3v/3a
C 16a3+ 1’

y por lo tanto

27a2
e — 22
(16a3 + 1)2 (22)

Ahora, igualando las expresiones de b* de (21) y (22)

—1+ 2a® 2702

6a (1603 +1)2’
(1663 + 1)%(—1 + 2a%) = (27a%)(6a).

Desarrollando el lado izquierdo y sumando términos semejantes, se tiene
512a” — 192a° — 192a® — 1 = 0.

Esta expresion se puede reescribir como
(2a)°? — 3(2a)® — 24(2a)® — 1 =0,

y esta, a su vez, se puede reescribir de la siguiente manera

((2@)3>3 —3 ((2@)3)2 —24(2a® —1=0.
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Haciendo el cambio de variable w = (2a)? se obtiene
w? + w? — 24w +1=0.
Haciendo el cambio de variable w = z + 1 se obtiene
2 —272-27=0.
Haciendo el cambio de variable z = 3t se obtiene
t*—3t—1=0.
Observe que esta es la misma ecuaciéon que se quiere resolver, por lo que no se ha avanzado en la
busqueda de los valores de a y b.

No obstante, hay una manera de hallar las soluciones de la ecuacién anterior, expresadas como nime-
ros que no involucran ndmeros imaginarios, la cual se da en el siguiente teorema.

Teorema 2
¢  p
Si x + o7 < 0, entonces las soluciones de la ecuacion (1)
v +py =4

con p,q € R, estdn dadas por

—p (04—277)
Yg = 2 cos ,

3 3
B _—pcos 0+ 4r
Ys = 3 3 .

donde 0 es el dngulo entre A y el eje real.

Demostracion. Sea 0 el &ngulo entre A y el eje real. Primero se calcula el médulo de A.

2
2 2 3 3
A2 (1 ¢ Py __r
= (2) +< 4 27 27’
y de manera anédloga
-
27

De lo anterior se tiene que
3 3 0 . 9
VA= 3/|A] | cos 3 + isen 3
e 9) L isen (2
= 3 <cos (3) + 2sen <3)>
y de manera andloga
VB = ”—?p <cos (g) — isen <§)> .

Descripcion de algunos métodos de solucién de ecuaciones algebraicas de tercer y cuarto grado en una variable: una resefia histérica.
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De acuerdo con el teorema (1) la solucién y; de la ecuacién (1) estd dada por,

y1 = 2a = /| A] cos <§> = U_gpcos<g>.

Similarmente, la solucién y» de (1) estd dada por

Yo = —a — bV/3
Fee() ()5

2 (2) ()3

N 3 3

|—p 0+ 2m
= 24/ — cos .
3 3

Finalmente, la solucién y3 de (1) estd dada por

Y3 = —a+bV3

Fenld) 1 )

2 3
Corolario 1 Si qz + ]2% < 0, entonces las soluciones de la ecuacion (5)

23+ ax? +bx+c=0,

con a,b, c € R, estdn dadas por

9. | P 0 a
T = —cos|s|—=
! 3 3) 3

wle wle

3
—p (9 + 47r)
cos —
3

donde 0 es el dngulo entre A y el eje real.

Demostracion. Ya se vio que haciendo el cambio de variable = = y — 5, la ecuacién (5) dada por

23 +ax? +br+c=0,

cona, b, c € R, se transforma en la ecuacién (1) dada por

¥ +py=q,

Descripcion de algunos métodos de solucién de ecuaciones algebraicas de tercer y cuarto grado en una variable: una resefia histérica.
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3.1 Andlisis de las soluciones de Tartaglia-Cardano. 17

con p, g € R. Por el teorema (2), las soluciones de la ecuacién anterior se obtienen mediante las férmu-

las
— 0
Yy =2 ?pcos <3> ,
o, | P 0+ 2m
= —— cos
Y2 3 3 )
o | P 0+ 4w
= — cos .
Y3 3 3
Y como x; = y; — %, para: = 1,2, 3, se tiene
—p 0 a
Ty =24/—cos| = | — =
3 3 3
9,/ P 0+ 27 a
To = —— cos - =
2 3 3 3
—p 0+ 4w a
xr3 = 24/ — cos - =
3 3 3
O
Considérese nuevamente la ecuacion del ejemplo (1)
23 —3z=1. (23)
Determine sus soluciones.
—

Solucién. En este casoa = 0, p = —3y ¢ = 1. Entonces
1 12 (=3)3
R (N ) S )
2 4 27 2 2
El 4ngulo entre Ay el eje real es
T
0:=—.
3

Entonces, las soluciones de la ecuacién (23) estdn dadas por
a
=2/ = _
m=2 3 < ) 3
o (5)
9

nonyfF () - 5
)

wlx
+

= 2cos

w

= 2cos

(
(771'

9

N————
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—p 0+ 4w a
r3 = 24/ — cos - =
3 3 3

2
447
=9 B
cos( 3 )
137
=2 — .
cos( 9 )

3.2. Método de Viéta para la soluciéon de =2 4+ px = q,conp > 0,q > 0

En esta seccion se describe el siguiente método de Vieta (1540-1603), para resolver ecuaciones ctibicas
de la forma

B +pr=q, p>0,g>0 (24)

Este método parte de hacer el cambio de variable

3
P p B
<3y y) +p<3y y) -4

desarrollando el lado izquierdo y agrupando términos semejantes se llega a la ecuacién
W -~y =q
multiplicando por y? se obtiene,
3
6 3_ b
— =0,
Yy taqy o7

la cual es una ecuacién cuadrética en la variable 73.

Se utilizarad el método de Vieta para resolver la ecuacion

x3 4 81z = 702. (25)

Solucion. Obsérvese que en este caso p = 81 y ¢ = 702. Se hace el cambio de variable

Sustituyendo en (25) se obtiene la ecuacién

813

6 3

+ 702y° — =0
Y Y 27

o equivalentemente
817

3\2 3
70243 — °— = 0.
(y°)" + 702y >
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Notese que esta es una ecuacién cuadrética en y®. Por lo que

,  —T02+£+/T022—4.273  —702+ 756
vy = 2 - 2

Es necesario analizar dos casos:

—702

Sigy? = w = 27, entonces y = 3.
_702 —

Siy? = M = —729, entonces y = —9.

Regresando a la variable x se obtiene que

a) siy = 3 entonces

27 27 3
xr= — — = -_— =
Yy Y73
b) siy = —9 entonces
27 27
Y -9
Noétese que en este caso, solamente se pudo encontrar una solucién de la ecuacién (25). O

4. La ecuacion de grado cuatro.

De acuerdo con Burton, D. (2011) una vez que fue resuelta la ecuacién de tercer grado, los matemati-
cos, como era de esperar, se dedicaron a resolver la ecuacién de grado cuatro

2 4+ ax® + ba® + cr +d = 0.
En 1540 le fue propuesto a Cardano el problema de dividir el nimero 10 en tres partes proporciona-
6 3
les tales que el producto de la primera y segunda parte es 6. Si los niimeros se llaman —, z y % el
T
problema conduce a la ecuacién

zt + 622 + 36 = 60z.

Cardano fracas6 en el intento, pero su discipulo Ludovico Ferrari (1522-1565) tuvo éxito al intentar
resolver el problema. Cardano incluy6 el método de Ferrari en el Ars Magna, con el debido crédito
dado a Ferrari.

4.1. La solucion de la ecuacion de grado cuatro de Ferrari.

A continuacion se describe el método de Ferrari para resolver la ecuaciéon de cuarto grado. Considérese
la ecuacién

et ar? + b’ +cx+d=0, (26)
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a
con a,b,c,d € R. La idea de Ferrari consiste en hacer el cambio de variable z = y — — y convertir
la ecuacién (26) en una ecuacion en la que no aparece el término de grado 3. Para ello se sustituye
a
z=y— en la ecuacion (26)

=) oo o) o= e

Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién anterior, se obtiene

yr 4y sy +t=0, (27)
donde r, s,t € R. La ecuacién anterior es equivalente a

vt +ry? = —sy —t. (28)
Sumando 72 + ry? a ambos lados de la ecuacién anterior se obtiene

V2 42 =1 ry? — sy —t,
es decir

W +r)2=r?+ry? — sy —t. (29)

Se introduce una nueva incégnita z, con el fin de convertir el lado izquierdo de (29) en el cuadrado
perfecto

(* +7+2)%
Para ello se suma 2(y? + 1)z + 2% a ambos lados de (29)
P4 4+20°+ )+ 22 =2 Fry? — sy —t + 2% + 1)z + 22,
equivalentemente
(WP Hr+2)?2=0+22)y% —sy+ (r2 —t+2rz+2°). (30)

El problema se reduce a encontrar un valor de z para el cual, el lado derecho de la ecuacién (30) sea
un cuadrado perfecto. Pero esto sucede si la ecuacién cuadrética en la variable y

(r+22)y% —sy+ (r2 —t +2rz + 2%) =0,
tiene una tinica solucién.

En otras palabras, el lado derecho de (30) es un cuadrado perfecto si el discriminante de la ecuacién
anterior, es cero. Es decir, si

s —4(r4+22)(r2 —t+2rz+ 2% =0.
Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacion anterior se tiene

82% 4 20r22 + (1612 — 8t)z + (47> — 4rt — s%) = 0. (31)
Obsérvese que esta es una ecuacién ctbica en la variable z, que tiene al menos una solucién real. La
ecuacion (31) se llama ecuacion ctibica resolvente de la ecuacién (26).

Una vez que se tiene una solucion z, de la ecuacién (31), se sustituye en la ecuacién (30) y se tiene una
ecuacién cuadratica en la variable y? (recuérdese que 7, s, ¢ son constantes conocidas), lo cual da las
cuatro soluciones de la ecuacién (27) y por lo tanto, se obtienen las cuatro soluciones de la ecuacién
(26).
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Ejemplo 4

Considérese la ecuacion
zt +4r—1=0. (32)

Determine sus soluciones.
I

Solucién. Nétese que, de acuerdo con la notacién en la ecuacién (26) se tienea = 0,b = 0, ¢ = 4,
d=—1.

Con el fin de aplicar el procedimiento anterior, se escribe la ecuacién (32) como

2+ 022 +42—1=0.

Entonces, r = 0, s = 4,t = —1. Obsérvese que esta ecuacion no tiene término de grado 3, por lo que
a
no es necesario hacer la sustitucién z = y — 1
Se procede a escribir la ecuacién (32) como
ot = —dx 4 1. (33)

Noétese que el sumar rz? + r? a ambos lados en este caso no se afecta la ecuacién, pues r = 0.
Ahora se introduce la incégnita z y se suma 2222 + 2% a ambos lados de (33)
et 4202+ 22 =222+ 22 —dx + 1,
Esta ecuacion es equivalente a
(22 +2)? = (22)2% — 4z + (2 +1). (34)
El lado derecho de (34) es un cuadrado perfecto si la ecuacion
(22)2? —dz+ (2> +1) =0
tiene solucién tnica. Es decir, si
(—4)* —4(22)(z* + 1) = 0.
Desarrollando el lado izquierdo se obtiene la ecuacion ciibica resolvente
2P +z-2=0.
Notese que z = 1 es una solucién de esta ecuacion. Sustituyendo en (34) se obtiene
(22 +1)% = 222 — da + 2.
Obsérvese que la ecuacion anterior es una ecuacion cuadrética en la variable 2. Esta es equivalente a
(22 +1)> =2(2® — 2z +1)
o bien
(2 +1)2=2(z—-1)%
De la ecuacién anterior surgen las ecuaciones cuadréticas

22 +1=v2(z 1), 2?4+ 1=—V2(z—1).

Descripcion de algunos métodos de solucién de ecuaciones algebraicas de tercer y cuarto grado en una variable: una resefia histérica.
Barrantes, H.



22 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https:/revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica). Vol 23, No 2. Marzo, 2023 — Agosto, 2023
Caso: 1

Se analiza la ecuacion
224+ 1=v2(z—1), (35)
es decir

2 —V2z+V2+1=0.

Usando la férmula general para ecuaciones cuadréticas, se sigue que las soluciones de la ecua-
cién (35) estdn dadas por

_\/ii 2 —4(vV2+1)

2

:@i \/2(1—22(ﬂ+1))
£i£ —1-2V2
1 .
717 1+2v234.

Notese que las dos soluciones anteriores son complejas (con parte imaginaria no nula).

Caso: 2

Ahora se analiza la ecuacion
2 +1=—-V2x-1). (36)
Reordenando términos se tiene la ecuacién cuadrética

£U2+\/§ZL'+1—\/§:O.

En este caso las soluciones de (36) estan dadas por

VaE 240 -va)

xr= —

2
B \f \/2(1—2(1 —2))
- 2

‘[ V2 2v2 — 1

=
2

1
:—Ti \[\/2\@—1

Obsérvese que en este caso, las dos soluciones son reales. De lo anterior se concluye que las
soluciones de la ecuacién (32) son las siguientes:

1 1/
r1 = E E 1—|—2\/§Z
1 1/
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r3 = —

12\/2\@—1,
\V/2v2—1.

Sl
i
S

1
G = —=—— —

V2

Sl

En este ejemplo se utilizard el método de Ferrari para mostrar que la ecuaciéon
4 — 4.3 2
x4+ 9 =4x" + 6z° + 12z, (37)

tiene las cuatro soluciones 3 + v/6, 3 — v/6, —1 4+ v/2i, —1 — \/2i.

Solucion. La ecuacién (37) es equivalente a
xt — 423 — 627 — 1224+ 9 = 0. (38)
Obsérvese que en este caso a = —4, b = —6, c = —12,d = 9. Se hace el cambio de variable

¢ 4
xr = —_— = _—— =
Y 1 Y 1 Y )
sustituyendo en la ecuacién (38) se obtiene la ecuacién
yt —12y% — 32y — 12 = 0. (39)

Noétese que esta es una ecuacién de grado cuatro que no tiene términos de grado tres. Esta ecuaciéon
se reescribe en la forma de la ecuacion (28) obteniéndose

yt —12¢% = 32y + 12. (40)

Entonces, de acuerdo con la ecuacién (28), en este caso r = —12, s = —32,¢t = —12. Se suma
r? + ry? = 144 — 12y? a ambos lados de (40)

yt — 247 + 144 = 32y + 12 4 144 — 129°.
Ahora se escribe el lado izquierdo de la ecuacién anterior como un cuadrado

(y? —12)% = —12y% + 32y + 156. (41)
Se introduce una nueva variable z y se suma 2(y? — 12)z + 22 a ambos lados de (41) y se obtiene

(y? —12)% + 2(y* — 12)z + 2% = —12y% + 32y + 156 + +2(y* — 12)2 + 22,
o equivalentemente

(y? =12+ 2)% = (=12 + 22)y° + 32y + 156 + 2% — 242 + 156, (42)

puesto que el lado izquierdo de la ecuacién (42) es un cuadrado perfecto, el lado derecho también lo
es y esto se cumple si y solo si la ecuacién cuadratica en la variable y

(=12 4 22)y* 4 32y + 156 + 2% — 242 + 156 = 0,
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tiene tnica solucién. Esto se cumple si y s6lo si el discriminante es cero, es decir
322 — 4(—12 + 22)(2* — 242 + 156) = 0.
Desarrollando la ecuacién anterior se obtiene la ecuacién ctibica resolvente

23 — 3022 + 300z — 1064 = 0. (43)
Haciendo ahora el cambio de variable z = w — _730 = w + 10 y sustituyendo en (43) se obtiene

w? — 64 = 0.

Obsérvese que w = 4 es una solucién de la ecuacién anterior, por lo que z = 14 es una solucién de la
ecuacion (43).

Sustituyendo z = 14 en la ecuacién (42) se obtiene la ecuacién en la variable y?
(y* +2)* = 16(y + 1),
de esta ecuacion surgen dos casos:

Caso: 1
Si y?+2=4(y+1) entonces

4++v24

Caso: 2
Si y?2+2=—4(y+1), entonces

—44+ /=8
y:f:—Qii\fQ.

De lo anterior se tiene que las soluciones de la ecuacién (39) son
p=2+V6,  p=2-V6  p=-2+iV2, p=-2-iV2
Finalmente, como = = y + 1 las soluciones de la ecuacién (37) son

y1=3+V6, yp=3-V6, ys=-1+V2i, y=-1-V2i.

4.2. Meétodo de Descartes

En el tercer tomo de su libro Géomeétrie de 1637, el matematico frances René Descartes (1596-1650)
publicé su método para resolver ecuaciones de grado cuatro (Burton, D. 2011). A continuacién, se
describira dicho método.

Considérese la ecuacion
et +ar® + b’ +cx+d=0,

a
cona, b, c,d € R. Se sabe que haciendo el cambio de variable z := y — 1 se obtiene una ecuacién de la

forma

y4+sy2+ty+r:0. (44)

Descripcion de algunos métodos de solucién de ecuaciones algebraicas de tercer y cuarto grado en una variable: una resefia histérica.
Barrantes, H.


https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica

4.2 Método de Descartes 25

Elmétodo de Descartes, consiste en suponer que el lado izquierdo de la ecuacién (44) se puede escribir
como el producto de dos factores de grado 2, de la siguiente forma

(W° +ky +m)(y* — ky +n) =y* +sy” +ty +r. (45)
Desarrollando el lado izquierdo se obtiene

vt 4+ (n— B2+ m)y? + (kn — km)y + mn = y* + sy? +ty +r.
Igualando coeficientes se obtienen las ecuaciones

n—k*4+m=s,
kn—km =t, (46)
mn =r.
Si k # 0, de las dos primeras ecuaciones de (46) se tiene
n+m=s+ k%
t (47)

n—m=-.

k

Sumando las ecuaciones en (47) se obtiene

Restando la segunda ecuacion de (47) a la primera, se sigue que

1
m:2<s—|—k2—]i>.

Ahora sustituimos las expresiones de m y n en la ecuaciéon mn = r de (46),

t t
<S+k2+k> <s+k2—k) = 4r,

desarrollando el lado izquierdo y agrupando términos semejantes, se obtiene la ecuacién ctbica en
la variable k>

ES 4 2sk* + (s —4r)k? —t* = 0.

Supéngase que ky # 0 es una solucién de la ecuacion anterior. Sustituyendo kg en las expresiones de
my n se sigue que

1 t
n:2<s+k8+ko).

1 t

Sustituyendo estas expresiones en el lado izquierdo de la ecuacién (45) e igualando a cero, se obtienen
las siguientes ecuaciones cuadréticas en la variable y

1 t
y2+k0y+<s+k§—) = 0,

2 ko
> gyt (stk-L)= 0
Yy 0Y B 0 ko = U

A partir de esta ecuaciones se hallan los valores de y y por lo tanto los valores de x.
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Ejemplo 6

Considérese la ecuacion
4 2 _
y =17y — 20y — 6 = 0. (48)

Encuentre las soluciones de esta ecuacion, siguiendo el método descrito anteriormente.
—

Solucién. Supéngase que el lado izquierdo de la ecuacion (48) se puede escribir como el producto de
dos factores de grado 2

(2 +ky+m)(y? —ky+n) =yt + sy +ty +r.

Notese que la ecuacién (48) no tiene términos de grado 3, por lo que, en este caso s = —17,t = —20,
r = —6. Entonces la ecuacion (48) se convierte en:
(v2 + ky +m)(y? — ky +n) = y* — 179> + —20y — 6. (49)

Desarrollando el lado izquierdo se tiene
vt 4 (n— K2+ m)y? + (kn — km)y + mn = y* — 17y* + —20y — 6.
Igualando coeficientes se sigue que

n—k*+m=—117,
kn — km = —20, (50)
mn = —0.

Supéngase que k # 0. Entonces, de las dos primeras ecuaciones de (50) se tiene

n4+m=—17+ k%
—20 D
P

Sumando las ecuaciones en (51) se obtiene

1 t 1 -2
n:<s+k2+>:<—17+k2+0>.

n—m=

2 k 2 k

Restando la segunda ecuacion de (51) a la primera, se obtiene

me L (oew D)2 L (e )

Ahora sustituimos estas expresiones de m y n en la ecuacién mn = —6 de (50)

1 ,  —20 > —20\
4( 17+ k k)( 17+ k +k>_ 6.

Desarrollando el lado izquierdo y agrupando términos semejantes se obtiene la ecuaciéon
k6 — 34k* + 313k — 400 = 0.

Obsérvese que k = 4 es una solucién de esta ecuacién. Entonces

1 —20
n 2< 74+ 4% + 1 > 3,

1 —20
= (—174+42- —) =2
m 2( + 1 )
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Sustituyendo estas expresiones en el lado izquierdo de la ecuacién (49) e igualando la expresion
resultante a cero, se obtiene

(y* + 4y — 3)(y*> — 4y +2) = 0.
De esta ecuacion se tienen las ecuaciones cuadréticas

Y2 +4y+2=0,

52
Y2 — 4y — 3 =0. (52)

Usando la férmula general para ecuaciones cuadraticas se sigue que las soluciones de la ecuacion (48)
son las siguientes

247, 2—VT, 242, —2-42

5. Conclusion

Se analiz6 el método introducido por Tartaglia para resolver ecuaciones de la forma
3 —
T° +pr =q,

con p,q > 0.Y se realiz6 una resefia histérica de los sucesos alrededor de la resolucién de esta ecua-
cién, en los que se vieron envueltos Antonio Maria del Fiore y Niccolo Fontana (Tartaglia).

Se abord6 también el método de Cardano para la resolucién de la ecuacién
3 2 —
z’+azx”+br+c=0,

cona > 0,b > 0,c > 0. Este método se basa en hacer un cambio de variable y llevar la ecuacién anterior
a una ecuacion que no tiene términos de segundo grado, para la cual ya se conocia la solucién, gracias
a Tartaglia. Un aspecto de suma importancia en el método de Cardano, es que este puede arrojar
soluciones con nimeros imaginarios, las cuales fueron abordadas por Rafael Bombelli.

También se estudi6 la ecuacién anterior de forma general, es decir cuando los coeficientes a, b, ¢ son

2 p3

T
¢ P
que dichas soluciones pueden ser reales o complejas. Se observé que en el caso en que 7 77~ 0,
2,3
g P

las soluciones pueden ser reales o complejas, mientras que en el caso i o7 < 0 todas las soluciones

son reales. En ambos casos, se dan explicitamente todas las soluciones, utilizando para ello la férmula
de las raices n-ésimas, usada en variable compleja.

nameros reales. Las soluciones del método de Cardano dependen de la expresiéon , por lo

Después de que Tartaglia y Cardano presentaran sus métodos de solucién de la ecuacién ctbica, otros
matemadticos contribuyeron con sus propios métodos originales. Entre ellos podemos citar a Leonard
Euler, Omar Khayyam, Francois Vieta, Thomas Harriot, Walther Von Tschirnhaus, Etienne Bezout,
Joseph-Louis Lagrange, René Descartes. En este trabajo se describié el método de Vieta.

Se estudi6 también el método de Ferrari para la resolucién de la ecuaciéon de grado cuatro

2 +ard + bl +ex+d=0

Dicho método se basa en hacer un cambio de variable y llevar la ecuacién anterior a una ecuacién que
no tiene términos de tercer grado. También se analiz6 el método de Descartes para la resolucién de
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la ecuacion de cuarto grado. Este método se basa en suponer que el lado izquierdo es producto de
dos ecuaciones de segundo grado, cuyos coeficientes son incégnitas que hay que encontrar. En ambos
casos, se dan explicitamente todas las soluciones.

Es importante resaltar la importancia de entender el contexto socio-histérico en que se desarroll6 la
teoria moderna de ecuaciones algebraicas. En el siglo XVI, en el cual se resolvieron las ecuaciones
de grado tres y cuatro, no eran aceptados ni los nimeros negativos ni los nimeros complejos, por lo
que la aceptacién de soluciones en las que aparecian estos ntiimeros, significé un problema para los
matemadticos de la época. Similarmente, tampoco se conocia el Teorema fundamental del dlgebra, que
seria demostrado por Gauss a principios del siglo XIX, por lo que no se sabia cudntas soluciones tenia
una ecuacién dada.

Ademads de dar un punto de vista hist6rico sobre la resolucién de ecuaciones, los métodos aqui expues-
tos, permiten obtener todas las soluciones de las ecuaciones de grado tres y cuatro con coeficientes
reales, lo cual no sucede con los métodos usuales como la divisién sintética, la divisién de polino-
mios, o el teorema del factor. Esto aporta una vision mds general y profunda sobre la resolucién de
ecuaciones de tercer y cuarto grado, lo cual es parte fundamental del conocimiento que docentes y
estudiantes de matematica y educacion matematica deben poseer.
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