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Resumen. En muchas ocasiones, durante el desarrollo de un curso, es realmente dificil (por la pre-
mura de abarcar los contenidos) dar ejemplos concretos y aplicaciones de la teoria que se ha desarro-
llado. Este material ofrece una presentaciéon de algunas aplicaciones o visualizaciones que se pueden
desarrollar con los contenidos vistos en curso de algebra lineal basica, pasando por operaciones ma-
triciales, transformaciones y vectores propios. Para el desarrollo de estos temas se utilizara el lenguaje
de programacién python. Por lo cual se recomienda un conocimiento bésico en programacién o en
python.

Palabras clave: Algebra lineal, aplicaciones, transformaciones en imdgenes, descomposicién en valo-
res singulares.

Abstract. Many times during the development of a course it is really difficult (due to the rush to co-
ver the contents) to give specific examples and applications of the theory that has been developed.
This material offers a presentation of some applications or visualizations that can be developed with
the contents in the basic course of linear algebra, going through matrix operations, transformations
and eigenvalues and eigenvectors. The python programming language will be used to develop these
topics. Therefore, basic knowledge in programming or python is recommended.

KeyWords: Linear algebra, applications, transformations in images, singular values decomposition.

1.1 Introduccion

Es claro que los cursos de matemaética a nivel universitario se vuelven muy tedricos y usualmente es-
tan alejados de aplicaciones concretas. Un curso de dlgebra lineal basica (donde se estudia: matrices
y sistemas de ecuaciones lineales, espacios vectoriales, transformaciones lineales y valores y vectores
propios) no se escapa de esto tltimo, y a pesar de tener aplicaciones intrinsecas tedrias, es natural que
el estudiante se pregunte por la utilidad préctica.

Este articulo pretende dar ejemplos concretos donde el algebra lineal es el eje primordial y su desa-
rrollo es pragmatico y simple. En esta primera parte hemos seleccionado dos ejemplos que son muy
visuales, es decir, el lector ademds de darse cuenta de la aplicaciéon como tal, también va a poder vi-
sualizarla. La primera de dichas aplicaciones esta relacionada con transformaciones afines: rotacién,
traslacion, multiplicacion por escalar, entre otras. Estas transformaciones se van a aplicar a dos tipos
de objetos. El primero serd una imagen vectorial, es decir, una imagen digital conformada por segmen-
tos, poligonos, arcos y otras. El segundo objeto es una imagen digital basada en pixeles. El tratamiento
de ambas tienen ciertas disimilitudes que son interesantes de tratar [1, 4, 3].
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La segunda aplicacion esta relacionada con una descomposicién de matrices y con valores y vectores
propios. Especificamente, vamos a tratar la factorizacién matricial SVD (descomposiciéon en valores
singulares [2, 5, 6, 7]), la cual tiene muchas aplicaciones tales como: el calculo de pseudoinversas,
ajuste de minimo cuadrados, y aproximacién de matrices, entre otras [2, 7]. En especial, vamos a uti-
lizar esta descomposicién para la compresién de imédgenes. Ya que, como veremos una imagen es una
matriz donde cada posicién contiene el “color” del pixel en dicha posicién. En el caso, de que el ran-
go de la matriz es significativamente pequefio que sus dimensiones el método nos ayudara a poder
generar una imagen similar (matriz aproximada) pero con la caracteristica que se necesita menos in-
formacioén que la original.

Toda esta manipulaciéon vamos a tratarla con el lenguaje de programacién python. Ademas del pro-

posito de exponer nuestros ejemplos, usar este lenguaje ayudard también a una introducir o mejorar
las habilidades y competencias con dicho lenguaje de programacion.

1.2 Visualizacion de operaciones matriciales

Recordemos que una transformacion lineal T del espacio vectorial V al espacio vectorial W es una
regla que asigna a cada vector v € V un tnico vector T(v) en W, tal que

» T(u+v)=T(u)+ T(v), paratodou,ve V.

» T(c-u)=c-T(u), paratodoueV,ceR.

En esta seccién queremos visualizar cémo un espacio se transforma al aplicar una transformacién
lineal. De hecho, vamos a trabajar con transformaciones T : R™ — R", especificamente cuando
n=m=2.

Ahora, utilizando la propiedades de las matrices no es dificil mostrar que para una matriz A de tama-
fio m X n la aplicaciéon T(X) = AX con X € R™ es una transformacién lineal. Existen un conjunto de
transformaciones lineales que son parte de este tipo de transformaciones, llamadas transformaciones
afines. Estas transformaciones preservan puntos, rectas, rectas paralelas, entre otras. Todo esto puede
ser visualizado al transformar (rotar, trasladar, escalar, etc.) objetos en 2D o 3D.

Algunas de estas transformaciones en 2D no corresponden a una multiplicacién directa de matrices
2% 2, sino que debemos introducir una nueva representacion para poder utilizar matrices 3 X 3, a esto
se le llama coordenadas homogéneas. Por ejemplo, un punto (x,y) € R? puede ser identificado con el
punto (x,y,1) € R?, asf el punto (x,y, 1) es la coordenada homogénea de (x,y). En general, para un
vector v € R™ la forma homogénea de v es ¥ = (v, 1) € R™*L.

Algunas de estas transformaciones afines en IR® se presentan en el cuadro 1.2, donde el efecto de la
transformacién en un punto X = (x,y,z)" es determinado al multiplicar la matriz A por X, dando un
nuevo punto que vamos a representar por X' = (x,y’,z/)".

Transformacion Matriz A X' =AX
1 00 x/ X
Identidad 010 Yy |I=]vy
0 01 z/ z
1 0 0 x X
Reflexién respecto al eje x 0 -1 0 v =] v
0 0 1 z/ z
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-1 0 0 X’ -X
Reflexion respecto a eje y 0 10 Yy |=| vy
0 01 z z
cos(0) sin(0) 0O X/ x cos(0) + ysin(0)
Rotacién en angulo 0 —sin(0) cos(0) 0 Yy | =] —xsin(0) +ycos(0)
0 0 1 4 z
kx 0 O x X - Ky
Cambio de escala 0 ky O Y = vy ky
0 0 1 z' z
1 0 ty x X+ ty
Traslacién 0 1 ty Yy = y+ty
00 1 z z
1 h O x’ x+y-h
Deformacioén (vertical/horizontal) v 1 0 Yy |=] x-v+y
0 01 z z
Tabla 1.2: Transformaciones
En cada transformacién, dada en la cuadro 1.2, se puede observar que
la variable z no es modificada. Por ejemplo, la rotacién que se presenta (3,5)
es una rotacién alrededor del eje z. Ahora, vamos a aprovechar que un ©9
punto en R? se puede representar en python como una tripleta (x,y, b) (1,4) (3,4)
donde x,y representan las coordenadas del punto y b es un indice o
bandera de cada punto. Como para efectos de este ejemplo no vamos a (1,3) (2,3)
necesitar dicho indice vamos a considerarlo convenientemente como 1,
. (1,2) (2,2)
es decir, cada punto (x,y) en el plano lo vamos a representar en python
con (x,y,1) (lo tomamos como su coordenada homogénea). (1,1) 3.1)
Vamos a dibujar una figura simple la cual puede ser facilmente repre- 0 50

sentada con una matriz y con la cual vamos a poder visualizar el efecto
de cada transformacion.

Figura 1.1: Letra E

En la Figura 1.1 vemos dibujado la letra E. Podemos representar esta figura matricialmente al guardar
coordenadas estratégicas, en este caso los puntos esquinas tal y como se ponen en evidencia en la

Figura 1.1. La matriz que representa esta letra es E € R!?*® definida por

001
301
311
111
1 21
2 21
E_231
1 31
1 41
3 41
351
051

Cada fila de la matriz anterior representa una coordenada homogenea de un punto en R?, asi que si en
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ese orden unimos cada punto por medio de un segmento de recta vamos a obtener el dibujo deseado.
Por ejemplo, si queremos reflejar la Figura 1.1 con respecto al eje y debemos realizar la multiplicacién
de la matriz E y la matriz de reflexién correspondiente, es decir,

rm

o O

o = o

_ O O

1l
W W R P DNNRFERFERWWO
G kW WODNDNRFERE =R OO
S V(G S i

o O

O = O

—_ O O

1l

|

N
G kW WDNDNRERE =R OO
(U S S U

=]
a1
o
a1

De lo anterior obtenemos la letra E de la Figura 1.1 reflejada con respeto al eje x (vea la Figura 1.2).

(_31 5)

(0,5)

(=3,4) —1,4)

(=2,3) —1,3)

(=2,2) -1,2)

(-3,1) —1,1)

(=3,0) (0,0)

Figura 1.2: reflexién de la Letra E

Para realizar todo esto en python vamos a trabajar con el paquete NumPy, el cual es una biblioteca que
proporciona una gran cantidad de operaciones sobre arreglos multidimensionales. Ademds, también
vamos a trabajar con la biblioteca matplotlib la cual nos ayudara a la hora de graficar datos en listas.
Para llamar a estas bibliotecas debemos escribir

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

Para poder definir la matriz que contiene las coordenadas de la figura que queremos dibujar utiliza-
mos el siguiente cédigo (una vez importadas las las bibliotecas)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

E = np.array([(0,0,1),(3,0,1),(3,1,1),(1,1,1),(1,2,1),(2,2,1),
(2,3,1,(1,3,1),(1,4,1),(3,4,1),(3,5,1>,(0,5,101)

El resto del cédigo (con comentarios en verde) corresponde a la definicion de las matrices que deter-
minan la transformacién, el uso de dichas transformaciones y la grafica correspondiente.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

E = np.array([(0,0,1),(3,0,1),(3,1,1),(1,1,1), (1,2,1),(2,2,1),
(2,3,1,(1,3,1,(1,4,1),(3,4,1),(3,5,1>,(0,5,101)

# Matriz Identidad
Ic = np.eye(3)

#Matriz de Reflexidén con respecto al eje x
Refx=np.array([[1., ®, 0],[0, —1., O],[06., 0., 1.]11)

#Matriz de Reflexidn con respecto al eje y
Refy=np.array([[—1., 0, 0],[060, 1., 0],[60., 0., 1.]11)

# Matriz de Rotacién

theta= np.pi/3 #Angulo de rotacién deseado,en este caso usamos pi/3.
R=np.array([[np.cos(theta), np.sin(theta), 0.],

[-np.sin(theta), np.cos(theta), 0.],

[60., 0., 1.1

# Matriz de cambio de escala
s=2 #Escalar
S=np.array([[s, 0, 0.], [0., s, 0.],[0., 0., 1.11)

# Matriz de deformacioén horizontal/vertical
h=—1,v= 2
D=np.array([[1l., h, 0.],[v, 1., 0.]1,[0., 0., 1.11)

# Matriz de traslaciodn

tx=—3

ty=—5

T=np.array([[1l., O, tx], [0, 1., ty]l, [0., 0., 1.11)

#transformacién y plot

ax = plt.gca() #gca= get current axes, obtiene los ejes actuales
Ex = [] #Lista de primeras componentes
Ey = [] #Lista de segundas componentes

for row in E:

output_rown = (R.dot(row)) #Multiplicacién de la matriz por el punto respectivo
X, y= output_rown #Coordenadas ya transformadas

Ex.append(x) #Se guardan las coordenadas

Ey.append(y)

plt.plot(E[:,0], E[:,1], color="blue") #Se grafica E sin transformar
plt.plot(Ex, Ey, color="Red") #Se grafica E transformada

ax.set_xticks(np.arange(—6, 8, 2)) # Fija el rango del eje x
ax.set_yticks(np.arange(—6, 8, 2)) # Fija el rango del eje y
plt.gca().set_aspect(’equal’, adjustable="box’) #Establece misma escala
plt.grid() #Habilita la cuadricula
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En la Figura 1.3 se presenta algunas transformaciones ya ejecutadas (para la rotacién se ha usado

0=Fy0=3F).
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(d) Escalakx =ky =2 (e) Deformacion h =-1,v=0 (f) Traslacién tx =3,ty =0

Figura 1.3: Transformaciones afines

1.3 Transformaciones en imagenes

Con la informacion que tenemos podemos realizar transformaciones directamente a imagenes digita-
les. Recordemos que todo esto esté ya estudiado y que lo que pretendemos es dar ejemplos de aplica-
ciones del dlgebra lineal. Es claro que el lector a partir de esto podrd investigar las formas més 6ptimas
tanto a nivel teérico como a nivel de programacién de como realizar los ejemplos que aqui se brindan.

Es probable que el lector esté familiarizado con la palabra pixel (picture element), la cual definimos
como el elemento grafico mas pequefio de una imagen, que puede tomar solo un color a la vez.

500
1000

1500

o 500 1000 1500 2000 2500 3000 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 1.4: Formato RGB

o 500 1000 1500 2000 =09 3000

En otras palabras, el pixel es un cuadro pequefio que contiene un color y que forma parte de una ima-
gen. Al namero de pixeles de una imagen se le llama resolucion (el tamario fisico depende de la reso-
lucién que se tome). Ahora, una imagen a color puede ser interpretada como como una matriz 3D de
tamafo px X py X 3, cada entrada se puede referenciar por medio de (i,j, k) donde i € {0,1,2,--- ,px},
j€{0,1,2,---,py} y k € {0,1,2}. Cada matriz va a representar un color en el modelo de color RGB,
esto es un acrénimo de Red, Green, Blue (existen otros tipos de modelos de color tales como: CMYK,
HSL y HSV). La intensidad de cada color va de 0 a 255 (ver Figura 1.4 ).

La imagen a color es una combinacién de las tres matrices, por ejemplo, la imagen dada en la Figura
1.5 de tamafio pyx X py = 2448 X 3264 pixels es la combinacién de las imdgenes en la Figura 1.4.
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Figura 1.5: Imagen de tamario 2448 x 3264

Vamos a utilizar de nuevo las bibliotecas numpy y matplotlib. En python podemos cargar una ima-
gen en la matriz “img” con el comando “img=plt.imread(path)”, donde “path” es la ubicacién de la
imagen. Ahora, para acceder a la informacién de la intensidad de los colores escribiendo “img[i,j]”,
por ejemplo, para i = j = 1 obtenemos “array([108, 147, 214], dtype=uint8)”. Esto quiere decir que
la intesidad del rojo (R) es 108, la de verde (G) es 147 y la de azul (B) 214. En el caso que se quiere
acceder a un color en particular, digamos verde, basta escribir “img][i,j,1]”.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
path= "tu_directorio//imagen.jpg"
img = plt.imread(path)

a, 1, r =img.shape

# Matriz Identidad
Ic = np.eye(3)

#Matriz de Reflexidén con respecto al eje x
Refy=np.array([[1l., ®, O0],[0, —1., O],[0., 0., 1.]11)

#Matriz de Reflexidén con respecto al eje y
Refx=np.array([[—1., 0, 0],[060, 1., 0],[60., 0., 1.]11)

# Matriz de Rotacién

theta=3%np.pi/4 #Angulo de rotacion

R=np.array([[np.cos(theta), np.sin(theta), 0.],[—np.sin(theta), np.cos(theta), 0.],[0.,
0., 1.1

# Matriz de cambio de escala
s=2 #Escalar
S=np.array([[s, 0, 0.], [0., s, 0.],[0., 0., 1.]11)

# Matriz de deformacion vertical/horizontal
=—1,v= 2
D=np.array([[1., h, 0.],[v, 1., 0.]1,[0., 0., 1.11)

# Matriz de traslaciodn

tx=a/2

ty=—1/2

T=np.array([[1., O, tx], [0, 1., ty]l, [0., 0., 1.]1]1)

La estrategia a seguir para la transformacién de una imagen es la siguiente:

1. Vamos a crear una nueva imagen en negro img N.
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2. Luego iteramos sobre cada pixel de la imagen original img.
3. Trasformamos las coordenadas de (i,j) y obtenemos las nuevas coordenadas (i’,’).
4. Si (i/,j") no son coordenadas enteras tomamos la parte entera y obtenemos ([i]], [ ]]).

5. Colocamos lo informacién en (i, j) de la imagen original en la coordenada ([[i]], [j])), i.e.,
img N([i]l, [1) = img(, j)-

Ahora, recuerde que las entradas de una imagen estdn conformadas por ntimeros enteros. Sin em-
bargo, algunas de las transformaciones pueden generar indices no enteros. Si tomamos la decisién
de redondear o utilizar la funcién parte entera traerd problemas pues puede generar pixeles sin in-
formaicién nueva y por lo tanto quedaran en negro (color asignado por defecto a la imagen nueva).
Existen también otras situaciones que podrian generar este mismo problema atn cuando las coor-
denadas transformadas sean enteras. Por ejemplo, si hace un cambio de escala al doble. Es claro que
todas los indices generados son enteros, sin embargo, solo se colocard informacién en las coordenadas
de la forma (21, 2j) y las coordenadas de la forma (21 + 1, 2j + 1) quedaran con la infomarcién antigua.
Observe que este tipo de problema se presenta en la Figura 1.6.

1000 154 2000 1000 1500 2000 500

(a) Rotacién 6 = & (b) Escala kx = ky =2

Figura 1.6: Transformaciones a la imagen

El c6digo para realizar esta transformacion es el siguiente (adicional al previo):

img_N = np.empty((a,l, 3), dtype=np.uint8) #Crea una nueva imagen del mismo tamafio que la

original, en negro.

for i in range(0,img.shape[0]): # filas

for j in range(®,img.shape[1]):# columnas

pixel_data = img[i, j, :] # Obtiene la informacién de color en el pixel (i,j)

input_coords = np.array([i, j, 1]) # Establece las coordenadas (i, ]j)

i_out, j_out,_ = S.dot(np.array((input_coords))) # Transforma las coordenadas

i_o=np.int(i_out) # Parte entera (o redondeo)

j_o=np.int(j_out) # Parte entera (o redondeo)

if a>i_o >0 and 1>j_o>0: # En este caso nos interesa los pixeles que quedan dentro del
tamafio original

img_N[i_o, j_o, :] = pixel_data # Se coloca el color en la imagen nueva

Este tipo de problemas se puede solucionar facilmente cambiando un par de lineas del c6digo anterior.
En el cédigo anterior, la transformacion se realiza de la imagen original a la imagen nueva (negro),
basta cambiar el paradigma y pensar hacia la otra “direcciéon”. Es decir,

1. Iteramos sobre cada pixel de la imagen nueva img N.
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2. Trasformamos las coordenadas de (i, j) y obtenemos las coordenadas (i’,j’).
3. Si(,j’) no son coordenadas enteras tomamos la parte entera y obtenemos ([i]], [i]]).

4. Colocamos la informacién en ([[i], [j]] de la imagen original en la coordenada (i, j), i.e.,
img N(i,j) = img([1], [51)-

El tnico detalle se presenta es que la trasformacién obtenida va a ser la transformacién inversa. Por
ejemplo, la rotacién es en contra de la manecillas del reloj. El1 c6digo es el siguiente y los resultados
se pueden ver en la Figura 1.7.

img_N = np.empty((a,l, 3), dtype=np.uint8) #Crea una nueva imagen del mismo tamafio que la

original, en negro.

for i in range(®,img_N.shape[0]):

for j in range(0®,img_N.shape[1]):

input_coords = np.array([i, j, 11)

i_out, j_out,_ = S.dot(np.array((input_coords)))
i_o=np.int(i_out)

j_o=np.int(j_out)

if a>i_o >0 and 1>j_0>0:

pixel_data = img[i_o, j_o, :]

img_N[i, j, :] = pixel_data

1000 1500 2000 5 0 o 00 1000 1500 500

(a) Rotacién 6 = & (b) Escala kyx =ky =2

Figura 1.7: Transformaciones a la imagen sin problemas

1.4 Compresion de imagenes

Otro ejemplo interesante que aplica el dlgebra lineal es el de compresion de datos. El objetivo de la
compresioén es disminuir la redundancia de datos para poder almacenar o transmitir dichos datos
de manera eficiente. En esta seccién vamos a considerar una imagen y vamos a utilizar la descom-
posicién en valores singulares (SVD, del inglés singular values decomposition) para su compresion.
De hecho, la descomposiciéon SVD tiene un sinniimero de aplicaciones tales como: resolucién de sis-
temas lineales, aproximacién de rango bajo, procesamiento de sefiales, compresion de informacion,
entre otros.

La descomposicion SVD consiste en factorizar una matriz real (o compleja). Consideremos una matriz
M de tamafio m X n la descomposicién SVD encuentra tres matrices: U de tamafio m X m unitaria
(UUT = 1,,), £ de tamafio m x n diagonal y V de tamafio n X n unitaria (VTV = I,) tales que

_ T
men = umxmzmxnvnxn-
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Las matrices M y X tiene el mismo rango (dimensién del espacio columna). Ahora si suponemos que
M = UZVT, entonces note que

MMT = uzvHuzvhHT’
=uzvhHvizuh (1.1)
=uzz'u’,
donde la matriz ZXT es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son los elementos £
elevados al cuadrado. Asi que, para hallar U y £ basta trabajar con la matriz MM la cual es simétrica.

Entonces, para determinar las matrices U, £, V seguimos los siguientes pasos (para mas detalles ver
[2,7]):

1. Se calcula MM la cual es una matriz simétrica.

2. Seresuelve el problema de valores propios (MMT)u = Au. Dado que lamatriz MM es simétrica
y por lo tanto definida positiva (siempre tiene solucién). Sea el espectro o = {A1,A2, -+ , A} C
R* U {0} ordenado de manera decreciente. Por lo tanto podemos definir

0-1'.:\/7\_1'.1 VlE{l,Z,,m}

3. Formamos la matriz X. Para esto definimos r = min{m, n} y definimos

DTXT OT‘XTL—T

Om-rxr Om-rxn-r

Y =
donde
D = Diag[o1,02,--+,0¢],

es decir, una matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son los indicados. Y el resto de
matrices O son matrices nulas del tamafio indicado.

4. Para formar U utilizamos los correspondientes vectores propios u; y los colocamos como co-
lumnas, es decir U = (ujuy - - - um).

5. Para hallar V, usamos la relaciéon M = UZVT & MV = UZ. Es decir debemos resolver el sistema
(para mas detalles ver [2, 7])
MV = Uux.

Utilicemos los pasos anteriores en el siguiente ejemplo.

Considere la matriz

1 1
M=|2 -2 |,
1 1

de donde se tiene que
1 1 2 0 2
MMT:Z—Z(}EZ}):OSO
1 1 2 0 2

Ahora, vamos a resolver el problema de valores y vectores propios MMTu = Au, de donde

Ejemplos bdsicos de dlgebra lineal con python. Jimenéz, B., Oviedo, K.
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obtenemos A1 = 8, A, = 4,A3 = 0, con vectores asociados

0 1 -1
11,101,]0
0 1 1
Al normalizar obtenemos,
w1 e tfo)uwetfo
= U2 = —= S U3 = — =
0 V2 1 V2| 1

As{ tenemos que

o L _—L1
V2 V2
u=|1 1 0 0
o L L1
V2 V2

y ademads o1 = V8, 05 = 2 de donde se tiene que

V8 0

Luego, para obtener V basta resolver el sistema MV = UL, es decir

2

0_
1 1 \2
2 2 |v=| V8 0 ,
1 1 .

il

de la cual obtenemos

b
Sl
Sl =%

Ahora, observe que podemos escribir la matriz £ como
S =S 454+, :Zzi,

donde X; = Diag[0,---,04,---,0] paratodo i€ {1,2,---,r}. Luego, sabemos que

N
M=uzv' = ZuiciviT = ulcrlvlT + uzcrzva +--- 4 urcrvI.

i=1

Los valores de o; mas pequefios estdn relacionados con la parte de la matriz de menos interés y por
lo cual aportaran poca informacién a la matriz. Entonces, podemos aproximar la matriz M con una
matriz de menor rango, digamos de rango p < r. Para esto basta definir

)
M, = Zuicivz = u161v1T + uzczva +---+ upcpvg.
i=1
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De hecho la matriz M, va a ser la mejor la aproximacién de M en la norma 2 (Euclideana)® de las
matrices de rango menor a p. Es decir

inf IM=All2 = [IM =Myl = op41.
{Amxnrang(A)<p}
Esto es la clave para poder realizar la compresion, por ejemplo, si consideramos los primeros p < v

valores propios tendremos
_q] Rl
Myp = UimxpZpxp Vpxn-

De donde podremos obtener una aproximacién de M utilizando menos informacién. Solo se necesi-
tarfa almacenar (m-p)+p+ (n-p)v =p-(m+n+ 1) datos en lugar de m x n.

Usando python para hallar la descomposiciéon SVD

Vamos a aprovecharnos de que en python podemos obtener la descomposiciéon SVD simplemente
llamando la funcién svd (), la cual toma la matriz M y nos devolverd la matriz U, un vector cuyos
elementos son los elementos de la diagonal de £ y la matriz V. Por ejemplo, si tomamos los datos de
la matriz del ejemplo anterior es decir

el c6digo en python es

import numpy as np

M=np.array([[1,1],[—2,2],[1,1]]) #Se define la matriz

U, Sigma, VT = svd(M) # Llamamos a la funcién que hace la descomposicioén

# imprimimos las matrices para verificar con los datos obtenidos en el ejemplo anterior
print (U)

print(Sigma)

print (VT)

Las matrices dadas por python son:

[[ 1.11022302e—16 —7.07106781e—01 —7.07106781e—01]
[ 1.00000000e+00 2.22044605e—16 5.37546367e—17]
[ 1.11022302e—16 —7.07106781e—01 7.07106781e—01]]

[2.82842712 2. ]

[[—0.70710678 0.70710678]
[—0.70710678 —0.70710678]1].

Ahora veamos esto aplicado a una imagen. Como la imagen estd en formato RGB, sabemos que esta-
mos trabajando con tres matrices, a las cuales vamos a tener que factorizar separadamente, es decir,
aplicar la descomposiciéon SVD a cada una de ellas. El c6digo que hace la descomposicién y devuelve
la imagen aproximada es el siguiente.

1Definimos la norma 2 de una matriz A mxn COMo

[Allz = max [[Ax]l2.
lIxll2=1
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import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from PIL import Image

pathl="C://Users//Byron//Desktop//CS1.jpg"# Direcci\’on de la imagen

img = Image.open(pathl)#Abrimos la imagen y la guardamos en img
\obtenemos los tres canales RGB

imgmatrizR = np.array(list(img.getdata(band=0)), float)
imgmatrizG = np.array(list(img.getdata(band=1)), float)
imgmatrizB = np.array(list(img.getdata(band=2)), float)

#Damos forma de matriz al arreglo

(img.size[1], img.size[0])

imgmatrizR.shape

imgmatrizG.shape = (img.size[l], img.size[0])

imgmatrizB.shape = (img.size[1l], img.size[0])

#Aplicamos a cada matriz la descomposicién SVD

UR, sigmaR, VR = np.linalg.svd(imgmatrizR)
UG, sigmaG, VG = np.linalg.svd(imgmatrizG)
UB, sigmaB, VB = np.linalg.svd(imgmatrizB)

p=500 # n\’umero de valores propios que vamos tomar, en este caso 500

#Se reconstruye las matrices con la informaci\’on comprimida

imgreconstruida = np.matrix(U[:, :60]) * np.diag(sigma[:60]) * np.matrix(V[:60, :])
imgreconstruidaR = np.matrix(UR[:, :p]) * np.diag(sigmaR[:k]) * np.matrix(VR[:p, :]1)

imgreconstruidaG = np.matrix(UG[:, :p]) * np.diag(sigmaG[:k]) * np.matrix(VG[:p, :]1)
imgreconstruidaB = np.matrix(UB[:, :p]) * np.diag(sigmaB[:k]) * np.matrix(VB[:p, :]1)

rgbArray[..., 0] = imgreconstruidaR
rgbArray[..., 1] = imgreconstruidaG
rgbArray[..., 2] = imgreconstruidaB

plt.imshow(rgbArray);

Las figuras en 1.8 representan algunas de las imagenes reconstruidas a partir de la descomposicién
SVD. Definimos p como el nimero de valores propios que vamos tomar y hemos corrido el progra-
ma con p = 1,10,50,300,600,1000. Esto nos genera seis imdgenes que aproximan la original con la
ventaja de poder reconstruirla con matrices de menor tamafio, atin para la matriz diagonal X basta
solo guardar los datos de la diagonal. De este modo, para la imagen de tamarfio 2448 x 3264 (7990272
datos) tenemos que
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P MatrizU | MatrizZ | Matriz VT | Total de datos | Porcentaje |

1 2448 x 1 1 1 x 3264 5713 0,07
10 2448 x 10 10 10 x 3264 57130 0,71
50 2448 x 50 50 50 x 3264 285650 3,57
300 | 2448 x 300 | 300 300 x 3264 | 1713900 21,45
600 | 2448 x600 | 600 600 x 3264 | 3427800 42,90
1000 | 2448 x 1000 | 1000 1000 x 3264 | 5713000 71,50

(d) p =300

(e) p =600 (f) p =1000 (g) Original

Figura 1.8: Imagenes reconstruidas con diferentes valores k

1.5 Conclusion

Sin duda alguna, el dlgebra lineal ha dado grandes contribuciones al desarrollo de la matemaética y
de sus aplicaciones. Los ejemplos que hemos dado en este articulo estdin muy lejos de ser los tinicos,
pues existen una enorme cantidad de aplicaciones que podrian mencionarse.

Sabemos que en muchas ocasiones existe una una sensacién por parte del estudiantado de que si
lo que estd aprendiendo (la teoria) tiene alguna aplicacién practica o si simplemente se convertird
en conocimiento que no utilizardn en su vida profesional. Y uno de los objetivos principales de este
articulo es romper con este paradigma.

Los ejemplos que se han seleccionado para presentar en este articulo se han elegido debido a que son
muy visuales y de uso diario, sobre todo en esta era tecnolégica. Hemos visto que usando matrices
y transformaciones lineales logramos entender coémo podemos visualizar transformaciones afines y
sus aplicaciones directas en el procesamiento digital de imagenes. Ademas, la descomposiciéon SVD
nos permite la compresion de imagenes digitales, lo cual es 1til para lograr ahorrar memoria de al-
macenamiento o para que dichas imagenes puedan ser transmitidas de una forma mas eficiente.
Esperamos que con este articulo el lector pueda visualizar algunas aplicaciones del dlgebra lineal. Pero
alin mds, esperamos que propicie la motivacién del estudio en esta drea y la utilizacién de lenguajes
de programacion tales como python y, que en lugar de la adquisicién de un conocimiento vano en el
curso de 4lgebra lineal este se pueda convertir en una herramienta poderosa.
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