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Prologo

OLCOMA es la Comisién de Olimpiadas Costarricenses de Matematicas. Esta comision estd conformada
por académicos en el area de Matematica de la Universidad Nacional (UNA), del Instituto Tecnolégico de
Costa Rica (TEC), de la Universidad de Costa Rica (UCR), de la Universidad Estatal a Distancia (UNED),
por un representante del Ministerio de Educacién Publica (MEP) y un representante del Ministerio de
Ciencia, Tecnologia y Telecomunicaciones (MICITT).

Dentro de la estructura de las Olimpiadas Costarricenses de Matematicas, se tienen tres niveles de com-
petencia. En Nivel I participan estudiantes de sétimo afio (también pueden optar por participar en este
nivel los estudiantes de primaria que cursan sexto grado). En Nivel II participan estudiantes de octavo
y noveno afos. En Nivel III participan estudiantes de décimo, undécimo y duodécimo afios.

Durante el afio se tienen tres etapas. En la I Eliminatoria los estudiantes resuelven un examen de se-
leccién tnica con 25 items. En la II Eliminatoria, los que clasificaron realizan un examen que posee 12
preguntas de seleccién tinica y tres problemas de desarrollo. En la Etapa Final, los estudiantes clasifica-
dos realizan dos pruebas en dias consecutivos, cada prueba contiene tres problemas de desarrollo. Los
temas principales que se evaltian en cada una de las pruebas son Geometria, Razonamiento Légico, Pro-
babilidad, Teoria de Numeros, Algebra, Trigonometria y Funciones.

El objetivo de este libro es que los futuros participantes en Olimpiadas Costarricenses de Matematicas
posean material de consulta; de esta manera, los problemas que en este libro se enuncian representan un
reto para quienes gustan resolver ejercicios matematicos. Cada uno de los problemas tiene la solucién
respectiva, asi que una vez que intenten resolver cada problema pueden comparar el procedimiento rea-
lizado con la solucién propuesta. Se han incorporado todos los problemas de las tres eliminatorias de
los tres niveles (incluyendo la totalidad de los problemas propuestos para conformar los exdmenes de la
Etapa Final).

Cartago, febrero de 2020 CHRISTIAN PAEZ PAEZ
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| Eliminatoria

1.1 Nivel |

1.1.1 Razonamiento Légico y Probabilidad

Para las pasadas fiestas de Palmares se estima que asistieron cuatro mujeres adultas por cada tres
hombres adultos, tres nifias por cada cuatro nifios y un nifio por cada tres hombres adultos. La
razon de mujeres adultas a nifias que asistieron a dichas fiestas es

(@) 1:4
(b) 2:3
() 4:3
(d) 16:3

Solucion:
Sean M = cantidad de mujeres adultas, H = cantidad de hombres adultos, N, = cantidad de nifias

y N, = cantidad de nifios.

Las razon ropuestas en el ejercicio sonM—Lé &_é %—1

> TArones prob ] H 3N, 47H

Lo que sionifica que: 2. Ne 3 1 _1 Ny 1 M H _l_ M _16
Oquesignificaque: - T =137 1

4 4
H 4"H'N, 31 3 N, 3
ujeres adultas a nifias que asistieron a las fiestas.

=

Es decir, la opcion (d) 16 : 3 es la razén de
—
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Una bolsa de papel contiene 22 bolas iguales, excepto que dos de ellas son rojas, tres azu-
les, diez blancas, cuatro verdes y tres negras. Las bolas son extraidas de la bolsa al azar y sin
devolverlas. La cantidad minima de bolas que deben extraerse para obtener dos del mismo color es

(a) 4
(b) 5
(c) 6
(d) 9

Solucién:
No importa tanto el ntimero de bolas de cada color, sino que haya al menos dos.
Como son cinco colores diferentes, se necesitan sacar al menos seis (principio del palomar) para

asegurar que al menos dos bolas son del mismo color. Opcién (c) es la correcta.
—

@ 1.1.1 En el siguiente tablero 4 x 4 se escribi6 en cada casilla una operacién, de manera que
en cada fila y en cada columna los resultados contienen cada ntimero del 1 al 4. Sin embargo,
se borraron algunas casillas; la operacién que podria estar en la esquina inferior derecha es

(@) 9-8

(b) 63 Tx1 1x3
2%x26-3 6-5

(c) 1x4 4-1/1+3(8—-7

d) 2+1 9_72-1 ?

@ 1.1.2 El collar que se muestra en la figura adjunta contiene perlas oscuras y perlas claras.
Carlos toma una perla tras otra del collar, siempre de alguno de los dos extremos. Si se detiene
tan pronto toma la quinta perla oscura, el mayor ntimero de perlas claras que pudo tomar Car-
los es

(@) 4
(b) 5
© 6 a O 000 | 00 | | 0 0 00 .

d) 7
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Se escriben los ntiimeros enteros positivos desde el uno hasta el 2018, consecutivamente, sin espa-
cios intermedios, formando una larga secuencia de digitos:

12345678910111213...201620172018
La cantidad de digitos que se escriben antes de que se escriban tres 8 seguidos es
(a) 164
(b) 165
(c) 166
(d) 167

Solucién:

La primera vez que aparecen tres 8 seguidos, ocurre al escribir 88 y 89. Se debe contar entonces la
cantidad total de digitos al escribir los niimeros del 1 al 88, justo antes de ...87888990... Del 1 al
9 hay 9 digitos. Del 10 al 88 hay 79 - 2 = 158 digitos. En total hay 167 digitos, por lo que (d) es la

opcion correcta.
—

@ 1.1.3 La diferencia entre 120% de 30 y 130 % de 20 es
(@) 0
(b) 5
(c) 8
(d) 10

@ 1.1.4 Una caja contiene tinicamente monedas y anillos; ambos objetos estan hechos de oro o
de plata. Se sabe, ademas, que 20 % de estos objetos en la caja son anillos y 40 % de las monedas
son de plata. Si en la caja hay exactamente 156 monedas de oro, entonces la cantidad de anillos
en la caja es

(a) 65
(b) 82
(c) 104
(d) 169
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Ejemplo 1.4

Considere un cubo como el que se muestra en la figura adjunta. La cantidad de tridngulos tales
que sus tres vértices son los vértices del cubo es

(a) 12

(b) 24

(c) 56

(d) 60

Solucién:

Si se escoge un vértice cualquiera entonces se puede formar un tridngulo con cualquier otro par de
vértices del cubo; de los restantes 7 vértices hay 7 formas de escogerlo, y de los 6 que quedan, hay
6 formas, sin embargo, hay que dividir entre dos, pues cada par que se escoge se cont6 dos veces.

7.6
Por lo anterior, existen - = 21 formas.

Por otro lado, el vértice inicial se puede escoger de 8 formas, pero, al igual que antes, cada triplete

1
de vértices se cuenta 3 veces; entonces, la cantidad total de tridngulos es =56, (c) es la opcién

correcta.
[

Una cantidad par de personas decide bailar entre si en una circunferencia. Cada persona baila con
quien que se encuentra diametralmente opuesta a ella.

Si las personas estdn numeradas con 1, 2, 3, ... de manera consecutiva, y si se sabe que la persona
que tiene el nimero 24 baila con la que tiene el nimero 73, entonces la cantidad de personas que
se encuentran bailando es

(@) 9
(b) 98
(c) 100
(d) 102

Solucién:
Si 2n es la cantidad total de personas, entonces la persona 1 baila con la 7 4 1. Como la persona 24
baila con la 73, entonces se tiene que 1 + 1 4 23 = 73; asi, n = 49 y la cantidad total de personas es

98, siendo (b) la opcién correcta.
—
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@ 1.1.5 En una caja hay seis bolas blancas, 16 bolas rojas y el resto son bolas azules. Todas las
bolas son del mismo peso, contextura y tamafio. Si la probabilidad de extraer, al azar, una bola
blanca de la caja es 0,15, entonces la probabilidad de extraer una bola azul es

(a) 0,40
(b) 0,45
(c) 0,50
d) 0,75

1.1.2 Teoria de NuUmeros

Ejemplo 1.6

La suma de los digitos del mayor divisor del nimero n = 1223334444, distinto de 7, es
(a) 32
(b) 33
(c) 34
(d) 35

Solucién:
Como el namero es par, se tiene que n = 2k, con k = n + 2 divisor de n. Como se pide el mayor
divisor distinto del nimero original, este es precisamente k = n + 2 = 611667222, cuyas cifras

suman 33 y (b) seria la respuesta correcta.
—

@ 1.1.6 Hoy es sdbado y Ricardo inicia la lectura de un libro de 200 paginas. Ricardo solo
puede leer seis paginas cada dia, excepto los sdbados que puede leer 25 péginas. La cantidad
minima de dias que le tomard a Ricardo leer el libro completamente es

(a) 22
(b) 23
(c) 24
(d) 25
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Ejemplo 1.7

Cuando el entero positivo x se divide por 5, el residuo es 2. El residuo cuando 3x se divide por 5
es

(@) 1
(b) 2
(c) 3
d) 5

Solucioén:
Por el algoritmo de la divisién se tiene que x = 5c + 2, donde c es el cociente; ahora bien, si se
multiplica por tres, se obtiene 3x = 3(5¢+2) = 15¢ + 6 = 15c + 5+ 1 =5(3c + 1) + 1; haciendo

k = 3c + 1 se tiene que 3x = 5k + 1. Por lo tanto el residuo es 1 y (a) es la opcién correcta.
—

@ 1.1.7 Si seis trabajadores construyen un muro en 10 dias, con una jornada de ocho horas
diarias, entonces la cantidad de trabajadores que se necesita para construir un muro igual al
anterior pero en cinco dias con jornadas de cuatro horas diarias, corresponde a

(@) 6
(b) 12
(c) 24
(d) 32

4 2
@ 1.1.8 Si se sabe que ; =z y que g =z se puede asegurar que el valor numérico de % es

216
125

144
125

© 1

(d) 9

(a)

(b)
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Ejemplo 1.8

Si al dividir 2018 por un nimero desconocido se obtiene 143 de residuo, entonces es verdadero
que el producto del cociente por el divisor es

(a) par

(b) primo

(c) multiplo de 3
(d) multiplo de 11

Solucién:
Sea p el divisor y g el cociente. Por el algoritmo de la divisién se tiene:

2018=p-q+143=2018 - 143 =p-q=1875=p-q
Asi, el producto del cociente por el divisor es mdltiplo de 3, por lo que (c) es la opcién correcta.

@ 1.1.9 En una finca se tienen tres cerdos, seis gallinas y cierto ntimero de vacas. Si se contaron
44 patas entre todos los animales, el nimero de vacas de la finca es

(a) 6

(b) 5

() 4

(d) 3
@ 1.1.10 Carlos y Maria empiezan a correr alrededor de una pista de entrenamiento al mismo
tiempo y cada uno de ellos corre con una rapidez constante: Carlos corre siete vueltas en 15
minutos, mientras que Maria cinco vueltas en 12 minutos. Cuando ambos llegaron juntos a la
meta por primera vez, Carlos observé que habia pasado una cantidad entera de minutos. El

total de vueltas que dio Carlos en la pista de entrenamiento cuando llegaron a la meta juntos
por primera vez es

(a) 25
(b) 28
(c) 30
(d) 60


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

1.1. NIVEL | (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

1.1.3 Geometria

Ejemplo 1.9

En la figura adjunta, C es el punto de interseccion de AE y BD, AB = BC y CE = CD. Si
mZCED = 55°, entonces m/ABC es

(a) 40°
B
(b) 55°
(c) 70° A S E
(d) 800 \/D
Solucioén:

Como ADCE es isosceles, entonces ZCED = /CDE.

Luego, mZDCE = 180° — 55° — 55° = 70° y, por ser opuesto por el vértice al d&ngulo anterior,
m/BCA =70°.

Como AABC es isosceles, m/BCA =m/BAC = 70°.

Por lo tanto, mZABC = 180° — 70° — 70° = 40° y (a) es la opcién correcta.

@ 1.1.11 Considere el AABC is6sceles y acutdngulo, tal que AC = BC. Si A — M — C, con
AM = AB,y mZACB = 40°, entonces m/MBC es

() 15°
(b) 40°
(c) 55°
(d) 70°

@ 1.1.12 Considere el tridngulo is6sceles AABC, con AB = AC. Si M es un punto sobre BC,
tal que AM_LBC, entonces mZMAB + m/ZBCA es

(a) 120°
(b) 90°
(c) 60°
(d) 45°
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Ejemplo 1.10

En la figura adjunta, el AABC es equilatero, D estd en &, AB || CE y DB divide al ZCBA en dos
angulos de igual medida. Con certeza, mZBDE es

B A

(a) 4-m£LABD
(b) 5-m£LABD
(c) m£BCA+mZLACD
(d) m£BCA+mZCBD

C D E
Solucion:

Como el tridgngulo ABC es equilatero, cada uno de sus angulos internos mide 60°. BD biseca al
/CBAyBA || CD, asi que m£ABD = 30° = m/BDC.
Luego, mZBDE =150° =5-30° =5 - mZABD, que corresponde con la opcién (b).

@ 1.1.13 En la figura adjunta, el AABC es equildtero y su area es 18 mz.ﬁdeﬁés,lo_spuntos
Gy F,Ey ], asi como D y H dividen, respectivamente, a los segmentos BC, AB y AC en tres
segmentos de igual medida. El 4rea, en m?, de la region sombreada es

(@) 6
(b) 9
(c) 12

d) 16
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En la figura adjunta, AC y BD son didmetros del circulo de 4rea p; ademds, JABCD es un cuadra-
do de drea gq. Si ambas &reas estdn dadas en metros cuadrados, el drea de la regién sombreada, en
metros cuadrados, es

|

b) £+

@ £+7

Solucion:

Note que p es mayor que q. Ademads, p + g, por ejemplo, seria sumar las areas de las dos figuras

(como si estuvieran separadas).

(ABCD)

Si O es el punto de interseccion de los didmetros, entonces (COD) = y el drea del sector

circular restante es la cuarta parte del area del circulo.
Por lo tanto, el drea de la regiéon sombreada es P 1_ q

que es la opcién (d).

@ 1.1.14 Considere un punto M en el interior del AABC y sea N un punto talque B— N —C
y A — M — N. Con certeza se puede asegurar que

(a) AB+ BC > AM + MC
(b) AB+BC < AM + MC
(c) 2MB + MC + MN < 2BN + NC
(d) NC + BN > MC + MB + 2MN
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1.2 Nivel ll

1.2.1 Razonamiento Légico y Probabilidad

Se escriben los nimeros enteros positivos desde el uno hasta el 2018, uno a continuacién del otro,
sin espacios intermedios, formando una larga secuencia de digitos:

12345678910111213...201620172018

La cantidad méxima de digitos que se escriben antes de que se escriban tres 9 seguidos es
(a) 2586
(b) 2589
(c) 2597
(d) 2694

Solucién:

La primera vez que aparecen tres 9 seguidos, ocurre al escribir 899 y 900. Del 1 al 9 hay 9 ntiimeros
de 1 digito. Del 10 al 99 hay 90 ntiimeros de 2 digitos. Del 100 al 899 hay 800 nameros de 3 digitos.
De esta manera, 9 + 90 - 2 4- 800 - 3 = 2589 es la cantidad de digitos escritos justo antes de que se

presenten tres 9 seguidos y (b) es la respuesta correcta.
—

@ 1.2.1 Gerardo y Mariam juegan con tres dados, el primer dado tiene tres caras rojas y tres
negras, el segundo dado tiene cuatro caras rojas y dos negras, y el tercer dado tiene todas las
caras rojas. El juego consiste en tirar dos de los tres dados, si las dos caras son del mismo color
gana Gerardo, si las caras son de distinto color gana Mariam. Si Mariam selecciona el primer
dado, entonces el dado que debe seleccionar Gerardo para tener mayor probabilidad de ganar
es

(a) El dado 2
(b) El dado 3
(c) Indistinto, con ambos dados se tiene la misma probabilidad

(d) Imposible de determinar
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@ 1.2.2 Sila hija de Tiffany es la mama de mi hija, entonces yo soy
(a) Tiffany
(b) La hija de Tiffany
(c) Lanieta de Tiffany
(d) La mama de Tiffany

@ 1.2.3 En un pequefio pueblo solamente hay cuatro edificios.

Norte
Estos edificios pueden tener 1, 2 o 3 pisos. 1 2
Cada edificio tiene un estilo de fachada di-
ferente: ladrillos horizontales, ladrillos dia-
gonales, cuadriculado o punteado. 3 4
Sur

Si una persona observa el pueblo desde el Norte se tiene una vista como la que se indica en
la primera figura (la de la izquierda), mientras que si observa desde el Sur se tiene la segunda
tigura (la de la derecha).

Se puede asegurar, con certeza, que una proposicion falsa es

(a) El edificio 2 tiene 1 piso con fachada de puntos.
(b) El edificio 3 tiene 2 pisos con fachada cuadriculada.
(c) El edificio 4 tiene 2 pisos con fachada de ladrillos diagonales.

(d) Eledificio 1 tiene 3 pisos con fachada de ladrillos diagonales.
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Erick acude a la casa de Rolando con la intencién de comprar tres videojuegos. Al llegar, Rolando
le ofrece cinco juegos de accion, cuatro de aventuras y tres de deportes; como Erick no puede
decidirse, le pide a Rolando que escoja tres al azar. La probabilidad de que Erick adquiera uno de
cada categoria es

3
11
3
44
3
55

@ 1

Solucion:
Sea A: un juego de cada categoria. La probabilidad de A estd dada por

3 4 5
P(A) = <1) | <<112)>. (1>
3
con ()« () ===+ ()= =

12) _ ;—220 se tiene que (a) es la opcion correcta, ya que:
3) T @2-3)yr-3 d P /yaque

(a)

(b)

(©)

345 60 3

)= 220 220 11

@ 1.2.4 Inicialmente, en una pizarra estd escrito el nidmero 2018. Una persona realiza el si-
guiente procedimiento: toma el ntimero escrito en la pizarra, lo multiplica por 2 y le suma 1,
luego reemplaza el niimero escrito en la pizarra por el resultado obtenido. Si este procedimien-
to se realiza 2018 veces, entonces el digito de las unidades del Gltimo ntimero obtenido es

(@1
(b) 3
(OR
(d) 7
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Ejemplo 1.14

Carlos y Fabricio llevan entre los dos, 60000 colones al parque de diversiones. Incluyendo las
entradas, Carlos gasta un total de 12000 colones y Fabricio un total de 10000 colones. Al finalizar
el dia, Carlos tiene el doble de dinero que tenia Fabricio al inicio del dia. Al finalizar el dia, la
cantidad de dinero, en colones, que tiene Fabricio es

(a) 6000
(b) 8000
(c) 10000
(d) 12000

Solucion:

Si Carlos inicialmente tenia x (en miles de colones), y Fabricio y (en miles de colones), entonces
x +y = 60.

Ademds, x — 12 = 2y. Solucionando las ecuaciones, x = 44, y = 16. Por lo tanto, Fabricio queda con

6000 colones y (a) es la opcién correcta.
—

@ 1.2.5 En una cuadricula 3 x 3 se colocan nueve nimeros enteros consecutivos, ordenados
de menor a mayor y siguiendo la distribucién que se muestra en la figura adjunta. Si se sabe
que la suma de los elementos colocados en dicha cuadricula es 2277, entonces la suma de los
elementos de la tercera fila es

(@) 750

1 2 3
(b) 764

5 4 8
(c) 766

6 7 9

(d) 769
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@ 1.2.6 Unratén es perseguido por un gato. El ratén le aventaja por 98 de sus pasos al gato. Si
por cada cinco pasos del raton, el gato da tres pasos y, ademads, cuatro pasos del gato equivalen
a nueve pasos del ratén, entonces el namero de pasos que debe dar el gato para alcanzar al
raton es

(@) 153
(b) 162
(c) 168
(d) 171

1.2.2 Teoria de Numeros

Se toman los digitos 1,2, 3,4, 5, 6,7, 8 y 9, y se forman tres ntimeros de tres digitos cada uno, sin
repetir ningtin digito. Si se suman los tres ntimeros, entonces el mayor resultado que se puede
obtener es

(a) 1962
(b) 2457
(c) 2556
(d) 2628

Solucién:

El mayor resultado posible se obtiene cuando los tres digitos mayores (7, 8 y 9) estdn al inicio de
los tres niimeros, los siguientes tres digitos (4, 5 y 6) en posicion intermedia, y los tres menores en
la posicién de las unidades. Asi, si los tres nimeros son 963, 852 y 741, la suma es 2556 siendo (c)
la opcién correcta. Note que hay otras opciones para los nimeros; por ejemplo, los niimeros 951,

843 y 762 dan esa misma suma.
—

@ 1.2.7 Sea N = 123456789101112131415161718. El residuo de la divisién de N por 45 es
(@) 0
(b) 8
(c) 9
(d) 18
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Ejemplo 1.16

La cantidad de ntimeros de tres cifras que son cuadrados perfectos y multiplos de 6 es
(@) 3
(b) 4
(c) 6
(d) 7

Solucién:
Los cuadrados perfectos de 3 cifras corresponden a los cuadrados de 10 hasta 31.
Para que sean multiplos de 6, sus bases deben serlo. Los tinicos que cumplen esto son 12, 18, 24 y

30, por lo que solamente hay 4 nimeros que satisfacen lo pedido y (b) es la opcién correcta.
—

@ 1.2.8 Elntmero de parejas de ntimeros naturales para las cuales el minimo comun miltiplo
es igual a 2018 corresponde a

(@) 3

(b) 4

(©) 5

(d) 6
@ 1.2.9 German y Leonardo van a correr dando vueltas a una pista ovalada con 400 metros
de longitud. Ellos comienzan al mismo tiempo, pero Leonardo se adelanta, pues él corre 25%

maés rdpido que German. La cantidad de vueltas que habra dado Leonardo cuando alcance por
primera vez a German es

(a) 3
(b) 4
(© 5
(d) 6
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@ 1.2.10 Juan Pablo escribe la siguiente sucesién de nimeros:

999998, 9999998, 99999998, , 999--.98
—

2018 veces

Luego suma todos los nimeros en la sucesion y a este nimero le llama S; es decir:

S5 =999998 + 9999998 + 99999998 + - - - + 999 --98
——
2018 veces

La suma de los digitos de S es
(a) 2014
(b) 2018
(c) 2025
(d) 2054

1.2.3 Geometria

Ejemplo 1.17

= | == D
Considere el AABC recto en B, y sea D un punto, tal que A — D — Cy BD 1 AC. Si Z—D =, la
razon entre las areas de los tridngulos AABC y AADB es

@ »
®)
©

(d)

Solucion:

BD es la altura de A ABC (sobre la hipotenusa) y del AADB (sobre el cateto AD); asi, se tiene que
(d) es la respuesta correcta, ya que:

SERSERE

(ABC) 3AC-BD AC AD+CD _  CD 3 10

(ADB) ~ 1AD-BD AD ~ AD TADT 777
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Ejemplo 1.18

De acuerdo con la informacién de la figura adjunta, el drea de la region que estd dentro de la
circunferencia pero fuera del poligono es

(a) 9t —12
(b) 9t —13
(c) 9t —12,5
(d) 9t — 13,5
Solucion:
Considerando la division del poligono que se muestra en la figura, se tiene:
23
- 222 -
N
As="-"=4,5
3 . 2 , Y
Ag= —— —
4 222 015
As =" 2=
5 > 2
Ag=1
Ap=13
Por lo que el area pedida es 97t — 13.

@ 1.2.11 Considere el tridngulo rectdngulo AABC, recto en B. Sea M un punto sobre BC,
B — M — C, con AM bisectriz de Z/BAC. Si m/ZAMC = 115°, entonces la medida de ZMCA es

(a) 25°
(b) 40°
(c) 65°
(d) 115°
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Ejemplo 1.19

En la figura adjunta, AABC es equildtero, C — E — D, C% I AB, BE es mediatriz de AC y Fesel
punto de interseccién de AC con BE.
Si el 4rea de ACFE = 2+/3 cm?, entonces el perimetro, en cm, de AABC es

B A

() 12
(b) 24

(©) 2v3
(d) 6v3

Solucion:
Como el tridngulo ABC es equilatero, BF es, ademds de una de sus mediatrices, una mediana, una
bisectriz y una altura, por lo que los triangulos AABF y ACBF son congruentes.

C I8 D

Como AB || CE, por dngulos entre paralelas se tiene que ZACE =~ /CABy ZABE = /CEB.

Ademas, por ser opuestos por el vértice, ZAFB = /CFE y se cumple que AF = CF, pues BE es
mediatriz de AC. De esta manera, AABF =2 ACEF.

Luego, (CFE) = 2v/3 = (ABF). De esta manera, (ABC) =2 - (ABF) = 4+/3.

BA)?
Asi, (i\@ =43 = (BA)?> =16 = BA = 4 y el perimetro de AABC =4-3 =12 cm.

@1.2.12 Considere la figura adjunta. Si E es el punto medio de AD, m/BAD =m/CDA =90°,
AD = AB = xy AEDC es is6sceles, entonces el area de AEBC es

(@) —-

(b) e C

(© —-

(d)
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Ejemplo 1.20

— = o T AB
Considere los puntos A, B, Py Q tales que AB || PQ, AP 1 BA. Si ademés se cumple que PQ = 3
y que AP = AB, entonces la razon entre las dreas de los tridngulos AABP y ABPQ es
1
(a) 3
(b) 1
3
(© >
(d) 3
Solucién:
De acuerdo con la informacién dada, se tiene la siguiente figura:
A
m| - g
X x x?
(ABP) 2~ o _ X
Entonces, (BPQ) =B =3
2 6
P73 Q
—

@ 1.2.13 En la figura adjunta se presentan tres tridngulos rectangulos is6sceles, donde la hi-
potenusa del mediano mide la mitad de la hipotenusa del grande, y la del pequefio la mitad de
la del mediano. Si un cateto del tridngulo grande mide 1 cm, entonces la longitud de la linea
punteada es
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1.2.4 Algebra

Sean a, b y ¢ ntimeros enteros positivos, tales que a?b = 28, b>c = 147 y c*a = 18. El valor de abc es
(a) 14
(b) 21
(c) 28
(d) 42

Solucién:
Observe que a?bb?cc?a = a®b3c® =28 -147 -18=2%2.7.72.3.32.2=23.73.3% comoa, b y ¢ son
positivos, entonces debe cumplirse que abc =2 -7 -3 = 42.

—
@ 1.2.14 El resultado de la operacién % es

(@ 0,1

(b) 1

(c) 10

(d) 100

@1.2.15 Christian, Alexander y Leonel tienen entre los tres 435 monedas de 100 colones. Chris-
tian gasta la mitad de sus monedas, Alexander gasta la tercera parte de sus monedas y Leonel
la cuarta parte de sus monedas. Ahora los tres tienen la misma cantidad de monedas. Entonces,
la cantidad de monedas que tenia inicialmente Alexander es

(a) 120
(b) 135
(c) 180
(d) 220
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Nivel IlI

Razonamiento Légico y Probabilidad

Un docente de Mateméticas que vive en San José debe trasladarse hacia Golfito a impartir un
curso de légica mientras que otro profesor de Golfito viaja a San José a recibir una capacitacion el
mismo dia. Parten a la misma hora hacia el lugar de destino y viajan a una velocidad constante.
Si ambos se cruzan en el camino exactamente a la 1 pm, el primero llega a su destino a las 3 pm
mientras que el segundo llega a las 9 pm, la hora a la que salieron es

(@) 6am
(b) 7am
(c) 8am
(d) 9 am

Solucién:
Si partieron a x horas y se encuentran a la 1pm en un determinado punto entonces la primer
persona duré 13 — x en recorrer dicha distancia mientras que el segundo lo hizo en 8 horas.

La otra parte del trayecto el primero lo hace en 2 horas mientras que el segundo lo hace en 13 — x.

13 — 2
Asi, 3 3 X T resolviendo la ecuacién se obtiene que x = 9. Por lo tanto, la hora de salida
fue a las 9 am.

@ 1.3.1 Enlacima de la Torre Karim hay una habitacion especial en la que el tiempo transcurre
de tal forma que si una persona estd en su interior durante un afio, en el exterior habré pasado
solamente un dia. Olcoman tenia mucho suefio, pero no queria perder tiempo para estudiar
para el examen de Olimpiadas, entonces entr6 en la habitacion y durmié ocho horas. El tiempo
aproximado que transcurri6 afuera es

(a) 0,5 horas
(b) 0,5 minutos
(¢) 1,3 minutos

(d) 1,3 segundos
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A Alberto, con un motor viejo, le toma seis horas llenar una piscina de agua. A Bryan, con un
motor mdas grande, le toma cuatro horas llenar la misma piscina. A Carlos, con un motor maés
moderno, le toma el mismo tiempo que le tomaria a Alberto y a Bryan si lo hacen juntos. Siempre
que se llena la piscina se hace a un ritmo constante. La fracciéon de la piscina que podrian llenar
los tres trabajando juntos en una hora es

(a)
(b)

(©

I NG =W WIN

(d)

Solucién:
12
Alberto llena en x horas g partes de la piscina, y Bryan 2 partes, entonces % + 2 =l=x= 58
el tiempo en que llenarfan entre los 2 la piscina. Y eso es lo que le tomaria en horas a Carlos llenar
la piscina.
5x

20 5
Entre los tres, en x horas llenarian g + 2 + 1 partes de la piscina. En una hora seria 1§ partes

del volumen de la piscina.
—

@ 1.3.2 Sien una tanda de penales 32 % fueron atajados por el portero, 30 % fueron lanzados
fuera de la porteria o impactados en el marco (sin ser anotacién), y el resto fueron anotados, la
minima cantidad de penales que pudieron haber sido lanzados es

(@) 25
(b) 50
(c) 62
(d) 100
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1.3.2 Teoria de Numeros

Ejemplo 1.24

La suma de los digitos del nimero entero positivo n que cumple que n 41y % + 34 son cubos
perfectos es

(@ 17
() 18
(c) 19
(d) 20
Solucién:
Sin+1=x%y 2% +34=1°entonces 271 = 8y> — x° = (2y — x) (4y* + 2yx + x?).
Como 271 es primo, se tiene que 2y — x = 1, de donde (x +1)* + (x + 1) x +x2 =271 = x2 4 x —

90=0= (x+10)(x —9) =0, por lo que x =9.
Asi, n = 728 y la suma de sus digitos es 17.

La cantidad de ntiimeros de cuatro cifras que son cuadrados perfectos y multiplos de cinco o seis
es

() 20
(b) 22
(c) 24
(d) 26

Solucién:

Los cuadrados perfectos de cuatro cifras corresponden a los cuadrados desde 322 hasta 992, puesto
que 312 =961 y 100? = 10000.

Para que sean mdultiplos de 6, sus bases deben serlo y se tiene un total de 11 multiplos de 6 desde
36 hasta 96.

Por otra parte, se tienen 13 multiplos de 5 desde 35 hasta 95 y esto daria un total de 24 ntimeros,
pero se deben restar los que son multipos de ambos, que son tinicamente 2 (multiplos de 30).

Por lo tanto hay 22 ndmeros que cumplen lo pedido.
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Ejemplo 1.26

La cantidad de nimeros positivos con todos sus digitos pares distintos que pueden formarse, de
tal manera que sean divisibles por 3,5y 7 es

(@) 0
() 1
(c) 2
d) 3

Solucioén:
Los digitos del numero deben ser tomados del conjunto {0,2,4,6,8}.

Para que el nimero sea divisible por 5, debe terminar en 0. Para que sea divisible por 3, sus
digitos deben sumar un nimero multiplo de 3. Si se toman dos digitos el tinico posible es 60
pero no es multiplo de 7. Con tres digitos se tiene 0 +2+4 =6y 0 +4 + 8 = 12, de donde se tie-
nen 420 y 840 multiplos de 7. Si se toman todos los digitos 0 + 2 + 4 + 6 + 8 = 20 no es mdltiplo de 3.

Si se toman cuatro digitos los tinicos cuya suma es mdltiplo de 3 son 0 +2+4+6 =12y
0 + 4 + 6 + 8 = 18. Para saber si un nimero terminado en 0 es divisible por 7, basta con revisar
si el namero sin su ultimo digito 0 lo es. Del conjunto {2,4,6} todos los nameros que se pueden
formar son 246, 264, 426, 462, 624, 642, de los cuales solamente 462 es divisible por 7. Del conjunto
{4,6,8} todos los nameros que se pueden formar son 468, 486, 648, 684, 846, 864 de los cuales
ninguno es divisible por 7.

Por lo tanto, los tinicos que cumplen lo pedido son 420, 840 y 4620.
—

@ 1.3.3 Juan tiene un tablero de 4 x 4 y desea marcar ocho de las 16 casillas, de tal manera que
cada fila y cada columna contengan exactamente dos casillas marcadas. La cantidad de mane-
ras en que Juan puede hacerlo es

(a) 128
(b) 90
(c) 45
d) 32


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

1.3. NIVEL Ill (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

Ejemplo 1.27

Se enumeran en una lista los ntimeros del 1 al 488. La diferencia entre la cantidad de veces que
aparece el nimero 4 y la cantidad de veces que aparece el nimero 9 corresponde a

() 89
(b) 90
() 99
(d) 100

Solucién:

Escribimos los ntimeros como {001,002,003,...,488}.

El namero de 4’s que aparecen como primer digito es 89. El nimero de 4’s que aparecen como
segundo digito es 50. El niimero de 4’s que aparecen como tercer digito es 49. En total, aparecen
188 4’s.

El ntimero de 9’s que aparecen como primer digito es 0. El nimero de 9’s que aparecen como
segundo digito es 40. El nimero de 9’s que aparecen como tercer digito es 48. En total, aparecen 88
9’s.

La diferencia es 100.

@ 1.3.4 La cantidad de maneras en las que un cartero puede entregar siete cartas distintas a
siete personas, de manera que exactamente tres de ellas reciban una carta incorrecta es

(a) 84
(b) 70
(c) 49
(d) 35

. . 1280
@ 1.3.5 Siny m sonnumeros naturales tales que 1) = n", entonces el valor de m es
(@1
(b) 2
() 4

(d) 5
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Ejemplo 1.28

Alicia escribe una ecuacién en la pizarra, diciendo que tiene soluciones en los niimeros enteros
positivos: m (mk —m-k+m?>+ 1) = 2018. Con certeza se cumple que

(@) k=2
(b) k=10
() m=3
(d) m=10

Solucién:

Como 2018 = 2 x 1009, donde ambos niimeros son primos, las tnicas formas de descomponer 2018
son 2018 =1-2018 =2 - 1009 y se deduce que m € {1,2,1009,2018}. En los ultimos dos casos no
habria solucién entera. Sim =1se tiene mf —m -k+m?+1=1F—1-k+124+1=3 — k =2018, de
donde k = —2015. Si m =2, entonces m* —m -k +m? +1=2F — 2.k +22 41 =25 — 2k + 5 =1009;

es decir, 2¥ — 2k = 1004, de donde k = 10.
—

1.3.3 Geometria y Trigonometria

Ejemplo 1.29

En la figura adjunta, el AABC es equildtero, D estd en CE que es paralela al AB, y BE divide al
ZCBA en dos angulos de igual medida. Si H es el punto donde se cortan AC y BE, HD = 3\2@ es
la medida de una altura del ACHE y DC = ;, entonces el drea del AABC es

B A

(a) 3V3
(b) 5V3
(c) 6v/3
(d) 9v3 b 5

Solucién:
En el ACDH vy usando el teorema de Pitdgoras se tiene que CH?> = CD? + DH? = CH =

2 2
\/<3> + (3,\26) = 3. Como AABC es equildtero y BE biseca al ZCBA, BH es altura de di-

2

cho tridngulo y mediatriz. Luego AH = CH = 3, por lo que cada uno de los lados del AABC mide
6-3v3

6. El drea de este tridngulo es > = 9/3.
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Ejemplo 1.30

En la figura adjunta, las diagonales del cuadrado JABCD se intersecan en el punto O. Si el drea
del circulo de radio OD es 187t cm?2, entonces el area de la region sombreada, en cm?, es
9 B

(a) 9+7

A

®)§+9n

9 9m
©g+35

@)Z+9n

Solucion:

El area de la region sombreada es la cuarta parte del drea del circulo sumada con la cuarta parte
del 4rea del cuadrado.

Sea r = OD es el radio del circulo, como el drea del circulo es 187 se tiene que =18 =r=

/18 = 31/2. De esta manera, BD = 2r = 6+/2, por lo que CD = 6 y el 4rea del cuadrado es 36. El

18 36 9
area de la regiéon sombreada es Tn + i 77.[ +9.

@ 1.3.6 En la figura adjunta, M y N son los puntos medios de los lados correspondientes del

tridngulo que se muestra. Si 3, 3 y 6 corresponden, respectivamente, al drea de cada tridngulo,
el drea del cuadrildtero donde se encuentra x es

(a) 4 A

b) 5 y N
© 6

) 7 6
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En un tridngulo rectdngulo la medida de un cateto es dos tercios de la medida del otro cateto. El
seno del 4ngulo agudo de mayor medida es

V13
13
3v/3
13
313
13

w>“§3

Solucion:

(a)
(b)

(©)

. . . 2x .
Considere la figura adjunta. Como x > — entonces se tiene que a < B, por lo que para poder
calcular el seno se debe obtener el valor de y en términos de x, ast:

2 2 2
A > [2x 2  _ 4x” 2 »  I3x
\ y—<3>+x:>y—9+x:>y—9

1 2

y 9
X
Por lo tanto, al aplicar la férmula del seno, se obtiene:
| N enp_ % _ VD3
3 VB B

@ 1.3.7 Enla figura adjunta el LJACDE es un trapecio tal que ED =15, AC =24 y la altura del
trapecio es 12. Si B es el punto medio AC, el &rea del JOBCD es

(a) 78 E D
(b) 112
(c) 122
(d) 234
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En la figura adjunta LJABDE es un trapecio rectingulo con &ngulos rectos en B y D. Si

BC DE 4 ~
ﬁ_R_g,ACED:éBCAyBD—6,AEes

20

(@) 3
25

4

27
4

@ %

Solucion:

Como mZCED + mZDCE = 90°, entonces mZBCA + m/ZDCE =90° y asi m£ZACE = 90°.
Por otro lado, como m/ZBCA + mZCAB =90° y mZBCA +

m/ZDCE = 90°, entonces mZCAB = m/DCE y de esta for-
ma AABC ~ ACDE (a-a).

De la semenjaza anterior y de los datos en el enunciado se
. BC DE 4 DE .
tleneE—C—D—g—ﬁyaaBC—CD—&

De la igualdad anterior y utilizando una de las hipdtesis
suministradas, se tiene que Bc _4 = ?_ AB, por lo que

> Weap T3 7 g - A pored
1

AC? = <Z> + 3% y de ahi AC = Z5

(b)

(©

DE .
Ahora como b3 entonces DE =4y asi CE=5

1
Finalmente aplicando Pitdgoras en el AACE tenemos que AE? = <5) + 5% y de ahi AE = —

25

4 4

@ 1.3.8 Considere el AABC, con D en BC, y sea AD bisectriz del /BAC. La perpendicular a
BC por D cortaa ACen E.Si AE =ED = E?)—C y AD = +/3, entonces el drea del AABC es

(a) 2v2

(b) 2v3

() 3v2

(d) 3v3
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1.3.4 Algebra

Si se suman los digitos de un nimero entero positivo n de siete digitos el resultado es seis. El
producto de los digitos de 7 es

(@) 0
(b) 5
(c) 6
(d) 12

Solucién:
Si d; es el i-ésimo digito, entonces es un entero no negativo menor o igual a 9.
Dado que dq + dy +dsz 4 d4 + ds + de + d7 = 6, entonces al menos uno de esos digitos es 0 y, por lo

tanto, el producto seria 0.
—

Ejemplo 1.34

Considere la ecuacién cuadratica x2 +2x —n =0, con 1 < n < 100. La cantidad de enteros # en la
cual la ecuacién dada posee dos soluciones racionales distintas es

(@ 0
b) 7
(©) 8
(d) 9

Solucién:
A= (2)2 —4-1-—n =4n + 4, luego las soluciones de la ecuacién estan dadas por:

x:L V24n+4:_1:|:,/n+1

Como las soluciones son racionales, entonces v/n + 1 debe ser una raiz exacta; es decir n + 1 debe
ser un numero cuadrado perfecto. Por lo tanto, n = {3,8,15,24,35,48,63,80,99} y la opcién correcta
es la (d).

—
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x—y=>b

@1.3.9 Sisesabe que ay bson constantes reales, el sistema de ecuaciones lineales { ax 4y =0

posee una tnica solucién si

(@a#1ybeR
b)a#lyb=0
(c)a#—-1ybeR
(d)a=—-1yb#0

b b
Sean a y b dos niimeros reales positivos. Si g + - =4, entonces el valor de i

a—>

es
(a) 2

(b) 4

© V2

d V3

Solucién:
Observe que

a b a? + b?

424

b+a < ab
& a2+ b2 =4ab

=4

Sumando 2ab se obtiene que (a + b)2 = 6ab, y restando 2ab se obtiene que (a — b)2 = 2ab, Luego

(a+b)* _6ab _
(a—b)2 2ab

Por lo tanto, Z i_ Z = /3.
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Ejemplo 1.36

Considere la funcién f : N — R, definida por

fn)=| ]

donde | x| representa la parte entera de x; por ejemplo, [0.5| =0, [1.4] =1, Lﬂj =1y |n] =3
Elresultado de f (1) + f(2) +--- + f(675) es

(a) 456300
(b) 456301
(c) 456302
(d) 456303

Solucién:
Observe que 4039 = 2 - 2018 + 3, luego

4039nJ L 3n J L 3n J
fn) Lzms "t o8] ~ " (2018
3n

. 3n J
. = . _— = < < _— ey
Por otro lado, se tiene que 3 - 672 = 2016. Por lo que LZOlBJ Oparal <n <672,y {2018 1
para 673 < n < 675.

Ast, f(1) 4+ f(2) + -+ f(675) =2(1+2+4--- +675) + 141+ 1= 675676 + 3 = 456303.
|

@ 1.3.10 Sia y b son nimeros reales positivos que cumplen x*y* =a y x°y® = b, entonces x
es

2
@
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Il Eliminatoria

2.1 Nivel |

2.1.1 Razonamiento Légico y Probabilidad

Considere la figura adjunta, en la que cada uno de sus lados mide dos unidades. Si se escogen
siete puntos cualesquiera en el interior de la figura, se cumple con certeza que dos de los puntos
dados estdn a una distancia

(a) menor de dos unidades
(b) mayor de dos unidades pero menor de tres unidades
(c) mayor de tres unidades pero menor de cuatro unidades

(d) mayor de cuatro unidades

Solucioén:

Divida la regién en seis tridngulos equildteros, como se muestra en la siguiente figura:
Si se escogen siete puntos en la regién, se puede asignar

cada uno de ellos a un tridngulo que lo contenga. Si el pun-
to pertenece a varios tridngulos, asignelo arbitrariamente

a uno de ellos. Entonces los siete puntos estdn asignados 1 g
a seis regiones triangulares, de modo que por el principio
de las casillas por lo menos dos puntos pertencen a uno de 6

los tridngulos. Entre estos dos puntos no puede haber una
distancia mayor a dos unidades.
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@2.1.1 Seelige un entero n al azar, tal que 1000 <n < 9999. La probabilidad de que el producto
de las cifras de n sea multiplo de 3 corresponde a

118
125

107
125

18
125

7
125

Ana, Beatriz y Carlos van al mismo colegio, el cual tiene 793 estudiantes distribuidos en la totalidad
de aulas de la institucién. En el colegio se sabe que por cada 23 personas que se retinen en los
recreos, hay dos de la misma aula.

Ana afirma que hay por lo menos un aula en la que hay al menos 19 estudiantes del mismo género,
Carlos dice que hay a lo sumo 19 y Beatriz dice que hay al menos 20. Se puede asegurar que

(a)

(b)

(©)

(d)

(@) Ana tiene razén
(b) Beatriz tiene razén
(c) Carlos tiene razén

(d) Ninguno tiene razén

Solucién:

Como en cada grupo de 23 personas siempre hay 2 de la misma seccién, eso significa que no puede
haber mads de 22 secciones.

Ahora, como 793 = 36 - 22 4 1, se tiene que al menos una seccién tendré 37 estudiantes o mds (no
puede suceder que las 22 secciones tengan menos de 37).

Como 37 =18 - 2 + 1 significa que al menos hay 19 personas del mismo género y en, por lo menos,
una misma seccion.

Por lo tanto, Ana tiene razon.
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2.1.2 Teoria de Numeros

Sia, by cson digitos, la cantidad total de ntimeros multiplos de seis de la forma 4a5bc corresponde
a

(a) 161
(b) 163
() 165
(d) 167

Solucioén:

Note que c tiene que ser un nimero par, que 4 +5 =9, y que del 0 al 9 hay 4 ntimeros de la forma
3k, 3 de la forma 3k + 1 y otros 3 de la forma 3k + 2.

Sices0o06,entonces a + b =3k porloquehay 2- (4-4+2-3-3) = 68 opciones.

Sices2u8, entoncesa+b=3k+1porloquehay2-(3-3+2-3-4) =66 opciones.

Sic es 4, entonces a + b =3k + 2 porlo quehay 1-(3-3+2-3-4) =33 opciones.

En total, 68 4 66 + 33 = 167 nameros multiplos de seis de la forma indicada.

Problema de desarrollo
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron parte
de esta prueba.

@ 2.1.2 Verodnica, Ana y Gabriela situadas en una ronda se divierten con el siguiente juego:
una de ellas elige un ntimero y lo dice en voz alta; la que esta a su izquierda divide el nimero
dicho entre su mayor divisor primo y dice el resultado en voz alta; la que esta a su izquierda
divide este tltimo ntimero entre su mayor divisor primo y dice el resultado en voz alta, y asi
sucesivamente. Ganard aquella que deba decir en voz alta el niimero 1, momento en que el
juego termina.

Ana eligié un niamero mayor que 50 y menor que 100 y gané.

Veronica eligi6 el nimero consecutivo posterior del que escogié Ana, y jVerénica también gand!
Determine todos los nimeros que pudo haber elegido Ana.
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Ejemplo 2.4

La cantidad de ntimeros primos de tres cifras que existen, tales que al suprimirle la cifra de las
centenas el niamero resultante es un cuadrado perfecto de dos cifras corresponde a

@) 5
(b) 6
(c) 7
(d) 8

Solucién:
Para ser cuadrado perfecto el nimero deberd terminar en 16, 25, 36, 49, 64 y 81, pero solamente
podran ser primos los terminados en 49 y 81. Asf, se tendra una lista de 18 niimeros.

(149181 |
249 | 281
349 | 381
449 | 481
549 | 581
649 | 681
749 | 781
849 | 881
949 | 981

Aplicando las reglas de divisibilidad se obtiene que solamente los nimeros 149, 181, 281, 349, 449
y 881 son primos.

La suma de todos los enteros positivos menores que 100 y que tienen exactamente tres divisores
positivos diferentes corresponde a

() 87
(b) 88

() 176
(d) 177

Solucioén:
Si un ntmero tiene solo tres divisores, entonces debe ser el cuadrado de un ntimero primo; asi, se

tiene que: S =4+9 +25+49 =87.
—
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Problema de desarrollo
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron parte de
esta prueba.

Ejemplo 2.6

Determine todos los ntiimeros naturales N de dos digitos, tales que N equivale a siete veces la
suma de sus digitos.

Solucién:

Sean a y b los digitos y N el ntimero, tal que N = ab.
Utilizando notacién desarrollada se tiene que N = 10a + b.

10a+b=7(a+Db)
10a+b=7a+7b
3a=6b
a=2b

Lo cual significa que a es un ntimero par. Asf:
Sia=2=b=1sia=4=b=2;sia=6=b=3;ysia=8=0b=4.
Entonces, los nimeros que cumplen dicha caracteristica son 21, 42, 63 y 84.

@ 2.1.3 Un faro emite tres colores distintos:

e Rojo cada 16 segundos
e Verde cada 45 segundos

e Blanco cada 2 minutos y 20 segundos

Los tres colores son emitidos simultdneamente a media noche. La frecuencia con que son emi-
tidos simultdneamente los colores rojo y blanco corresponde a

(a) 720 segundos
(b) 21 minutos
(c) 9 minutos y 20 segundos

(d) 1horay 24 minutos
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2.1.3 Geometria

Ejemplo 2.7

En la figura adjunta, las distancias horizontales y verticales entre puntos consecutivos son iguales
a 1 cm. El 4rea, en cm?, del tridngulo ABC corresponde a

(@) 3
(b) 4

(¢) 15
(d) 4,5

Solucién:
(AEC) = (ABC)+ (CBF)+ (ABD) + (BDEF)
45 = (ABC)+1+1+1

15 = (ABC)

@ 2.1.4 Un rectangulo mide 192 x 84. Se corta el cuadrado de mayor tamafio que se pueda
del rectangulo con un solo corte. Si ambas piezas resultantes son cuadrados, el proceso termi-
na, sino se repite el proceso recortando el rectingulo no cuadrado. La cantidad de piezas que
resultan al final del proceso corresponde a

(@) 6
(b) 7
(c) 8
(d) 9
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@ 2.1.5 En la figura adjunta, se ha creado un cuadrado 5 x 5 conformado por cuadritos de
dimensiones 1 x 1. La cantidad de cuadrados conformados por cuadritos 1 X 1 que contienen
al cuadrado negro del centro corresponde a

(a) 16
(b) 17

(c) 18 .

d) 19

@ 2.1.6 Considere el rectdngulo ABCD. Sean los puntos E sobre AB, y F sobre AD, tales
que A—E—-By A—F — D, respectivamente. Si Z/BEC = /FEC y ZEFC = ZDFC, entonces
mZBCE + mZDCF corresponde a

(a) 30°
(b) 45°
(c) 60°
(d) 75°

@ 2.1.7 Considere el AABC en el que M es el punto medio de BC, D es un punto en AC, tal
que BD L AC,y DM = MC.Sim/ZBAC =45° y mZACB = 30°, entonces mZAMB corresponde
a

(a) 15°
(b) 30°
(c) 45°
(d) 60°

Problema de desarrollo
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron parte
de esta prueba.

@2.1.8 Lasdiagonales del cuadrilatero ABCD se intersecan en Py se tiene que AP =5, BP =6,
CP=10,DP =8y AB=7.
Encuentre la razoén entre el drea del cuadrilatero ABCD y el drea del tridngulo ABP.
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2.2 Nivel ll

2.2.1 Razonamiento Logico y Probabilidad

Ejemplo 2.8

Se escriben en una pizarra los niimeros 2-1 371 4-1 ... 2017-1 20181. A continuacién, se esco-
gen dos de esos niimeros, llamémoslos a y b, se borran esos dos ntimeros seleccionados y se agrega
en la lista restante de la pizarra el resultado de la operacién (a —1) (b — 1) + 1. Si se continda con
este proceso hasta que se obtenga un tinico niimero, entonces ese niimero resultante corresponde
a

20182 — 1
2018

2019
2018
2017
2018

L
2018

(a)
(b)
(©

(d)

Solucién:
Como al escoger a y b se escribe (2 —1)(b — 1) + 1 y si en una operacién posterior se elige este
ntimero con algtn otro nimero c, se deberd escribir el ntimero

(a=1D)-1D)+1) -1 (c—1)+1=@—-1)(b—-1)(c—1)+1

Por lo tanto, al final el niimero que queda sera el producto de los ntimeros que estdn en la pizarra
(que son 2017 ntiimeros) disminuido en 1, mas una unidad; es decir:

)G C) ()
DR E)- )

4
_ 20171 2 3 2017
=1 2 3 4 2018 1

_ 120w
T 2018 ' 2018
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@ 2.2.1 Hay 10 tarjetas numeradas del 1 al 10. En la figura adjunta se muestran cinco de las
tarjetas. Las restantes se quieren emparejar con las que se muestran en dicha figura, de manera
que las sumas de las parejas sean 9, 10, 11, 12 y 13 (sin repetir). La cantidad de maneras de
realizar las parejas corresponde a

(a) 0
(b) 1
(c) 2
(d) 3

Ejemplo 2.9

Luz y Maria compiten en resolver problemas. A cada una se le entrega la misma lista de 100 pro-
blemas. La primera en resolver cualquiera de los problemas recibe cuatro puntos, mientras que la
segunda en resolverlo recibe un punto. Si se resolvieron exactamente 60 problemas y juntas obtu-
vieron 296 puntos en total, entonces la cantidad de problemas resueltos tanto por Luz como por
Maria corresponde a

2113 |]5

(a) 53
(b) 54
(c) 55
(d) 56

Solucién:

Sean a el nimero de problemas resueltos por ambas y b el nimero de problemas que solo resolvié
una de las dos.

Luego, a + b = 60 y por los puntos se tiene que 5a + 4b = 296, ya que a cada problema en comtn
se asignaban 4 puntos a la primera en resolverlo y 1 punto a la segunda; es decir, 5 puntos en total.
Por otra parte, cada problema que solo una de ellas resolvi6 recibia 4 puntos.

De lo anterior, 2 = 56 y b = 4, por lo que en comuin resolvieron 56 problemas.
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2.2.2 Teoria de Numeros

Ejemplo 2.10

Considere la secuencia definida como a1 =3y 4,41 = a, (1 +a,), para todo entero n > 1. Las
altimas dos cifras de a1 corresponden a

(a) 12
(b) 56
(c) 58
(d) 92

Solucién:
Cona; =3y a,y1 =a,(1+a,), se tienen los primeros términos:

m = 3

a = 3-4=12

az; = 12-13=156

a; = 156-157 = 24492 = []92

as = 2449224493 =[]92-[]93=[]56
ag = []56-[]57=1]92

Como 2018 es par, entonces a8 termina en 92.
—

@ 2.2.2 Se tienen tres niimeros enteros consecutivos a, b y ¢, tales que a < b < c y dos de ellos
son impares. Dado R = b? — ¢? + 42, considere las siguientes afirmaciones:

I) Sib es divisible por 3, R es divisible por 12.
IT) Si b es divisible por 4, R es divisible por 32.
De las afirmaciones anteriores, son siempre verdaderas
(a) Solamente la I
(b) Solamente la II
(c) Ambas

(d) Ninguna
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@ 2.2.3 La cantidad de parejas de ntimeros enteros (a,b) que existen, tales que 2a + b es una
solucién de la ecuacién x% + ax + b =0, siendo x la variable, corresponde a

(a) 6
(b) 8
(c) 12
(d) 16

Problema de desarrollo
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron parte de
esta prueba.

Se tiene un cubo de tamafio 10 x 10 x 10 donde cada cara estd partida en 10 x 10 cuadrados
de mismo tamafio (cada uno de tamarfio 1 x 1). Su superficie es cubierta por 300 tiras de ta-
mafio 2 x 1, sin que ninguno de los cuadrados 1 x 1 sea cubierto por dos o maés tiras. Se dice
que una tira estd doblada si no estd en solo una cara. Pruebe que el nimero de tiras dobladas es par.

Solucién:

Pinte cada casilla de blanco y negro alternadamente, y de tal forma que las casillas negras y blancas
de los bordes sean del mismo color que las casillas de la otra cara con la que comparten lado; asf,
si una tira estd doblada, estd sobre dos casillas del mismo color, de lo contrario, no estd doblada.
Sean x la cantidad de tiras que cubren dos casillas negras, y la cantidad de tiras que cubren dos
casillas blancas, y z la cantidad de tiras que cubren una casilla blanca y una negra. Asi, la cantidad
de tiras dobladas es x + y.

Como hay 300 casillas blancas y 300 casillas negras, se tiene que 2x + z = 300 y 2y + z = 300,
restando ambas ecuaciones se tiene que x —y = 0 = x + y = 2y, por lo que la cantidad de tiras

dobladas es par.
—
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2.2.3 Geometria

En la figura adjunta, el JABCD es un recténgulo, E es un punto sobre CD, tal que CE = 2DE. Si el
area del ABCE es 10 cm?, entonces el area, en cm?, del JABCD corresponde a

B C
(a) 25
(b) 30
(C) 35 E
(d) 40
A D
Solucioén:
base x altura CE - BC

Recuerde que el drea de un tridngulo es Area = > = 10.

Ahora, considere el tridngulo ABED. Si consideramos como base ED, entonces la altura es CB, de

. Luego, se tiene que

la condicién, CE =2DE — DE = %, se obtiene que el drea del ABED es
DE-BC CE/2-BC _1 CE-BC_}
2 - 2 2 2 2

Finalmente, observe que ABCD = ABAD, luego,

-10=5

(ABCD) = (BCD) + (BAD) = 15+ 15 = 30
||

@ 2.2.4 Sea el AABC tal que AB = AC, y sean D y E puntos en BC y AC, respectivamente,
tales que AD = AE. Sim/BAD = 30°, entonces mZEDC corresponde a

(a) 10°
(b) 15°
(c) 20°
(d) 25°
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En la figura adjunta se presentan tres tridngulos rectdngulos isésceles, donde la hipotenusa del
tridangulo mediano mide la mitad de la medida de la hipotenusa del grande, y la del pequefio la
mitad de la medida de la hipotenusa del mediano. Si un cateto del tridngulo pequefio mide 1 cm,
entonces la longitud, en centimetros, de la linea punteada corresponde a

(@) V29422

(b) V25+2v2 .
© V29++v2 A

d) V2542

Solucion:

Por semejanza de tridngulos, la relacién entre las
hipotenusas se mantiene entre los catetos, por lo
que el cateto del tridngulo mediano mide 2 y el
del tridngulo grande mide 4.

El AABC es rectdngulo is6sceles cuya hipotenu-
sa mide 2 cm, por lo que AB = /2; luego DF =
442y BF =1+ /2, por lo que DE =4 — I

(1+v2) =3-v2 —

Aplicando el Teorema de Pitdgoras en ADEF se tiene que

EF:\/<3—\@>2+ (4+\f2)2:\/29+2f2

Problema de desarrollo
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron parte de
esta prueba.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.2. NIVEL Il (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 47

Ejemplo 2.14

Considere la figura adjunta, en la que el 4rea del AABC = 25+/3 cm?.

Si se tiene que DF || AB,B—O —F, A—O—C, D — 4 4
— AB
C — F, BF es didametro del circulo, OA = CO = - 0
y BF biseca al ZABC, determine el 4rea de la regién
sombreada.
D C F
Solucién:

De acuerdo con la informacién, ZABF = /BFCy Z/BAC = ZFCA por ser angulos correspondientes
entre paralelas, y OA = CO; asi, AABO = ACFO, por lo que FO = BO = r es la medida del radio
del circuloy CF = AB.
Como ZABF = /CBF y ZCFB = ZABF, se tiene que ZCBF = ZCFB, por lo que el ABFC es
isésceles con CF = CB = AB.
Con AB = CB y dado que AB = AC, se tiene que el AABC es equilétero.

AC?%V/3

Dado que (ABC) = =25v3 = AC?>=4-25= AC = 10 = AB. Utilizando el Teorema de

Pitdgoras en el AOAB, se tiene que AB?> = OA? 4+ OB? = 10> = 52 + 12 = r?> = 75. El 4rea del circulo
es 7t - 12 =757t
Por lo tanto, el 4rea de la regién sombreada en gris es 7571 — 25+/3 cm?.
—

@ 2.2.5 En un circulo de centro A y radio 6, se dibujan cuatro circulos de centros E, C, Fy H,
respectivamente, que son tangentes entre si y tangentes al circulo de centro A, tal y como se
muestra en la figura adjunta. Si los puntos H, K, A, | y F son colineales, entonces la medida de
JK corresponde a

(a) 2

(b) 3 / \V4
(©) 4 \ AN

) 6
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2.2.4 Algebra

Problema de desarrollo
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron parte de
esta prueba.

Sean a,b,c € R. Considere los polinomios

p(x)=x>+ax’>+x+10

g(x) =x* +7x3 4+ bx® +9x + ¢

Se sabe que p (x) tiene tres raices reales distintas y que cada una de las raices de p (x) es también
raiz de g (x). Determine los posibles valores de a, b y c.

Solucién:
Sea r la otra raiz de g (x). Entonces se cumple que

q(x) = (x=r)p(x)

x-p(x)—r-p(x)

= x*+ax® 4+ x*> +10x — rx® + rax® + rx + 107
At @—r)+ (1 —ra)x*+ (10 —r)x — 10r

Igualando las dos expresiones para g (x) se obtiene:

1=1
a—r=7
1—ra="»
10—r=9
—10r=c

Asi, 10 — r =9 = r = 1. Sustituyendo en la ecuacién del término constante se obtiene que ¢ = —10.

Luego,a —r=7=a—1=7 = a=8. Finalmente, b = —7.
—


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.2. NIVEL Il (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 49

—x>+y=-1
X2 —ay=uw
y « es un parametro. Para que el sistema posea solucion tinica, debe cumplirse que

@ 2.2.6 Considere el sistema de ecuaciones { , donde x y y son las incégnitas

(@ aeR

(b) e R— {1}
(c) a € [1,400]
(d) & €]—00,1]

Ejemplo 2.16

Considere la ecuacién mx? + (2m —3)x +m — 2 = 0, con m constante real. Si la ecuacién posee
solucién tnica, entonces la solucién corresponde a

(@) =3
®
©
@ 3
Solucioén:
A=(2m—37%—4-m-(m—2)

=4m® —12m +9 — 4m?* + 8m
=—4m—+9

9 9 3 1
Luego, A=0=m = 1 ; asi, la ecuacién es de la forma sz + Ex + 1= 0y la solucién corresponde
-1

ax—= 3
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2.3 Nivel lll

2.3.1 Razonamiento Logico y Probabilidad

Ejemplo 2.17

Se lanza una moneda legal al aire en 10 oportunidades. La probabilidad de que caigan exactamente
tres escudos es

15
128
15
64

© 3

(a)

(b)

1
) 75
Solucién:
Considere C por corona y E por escudo.
El resultado de los diez lanzamientos pueden expresarse por una sucesion de longitud 10 formada
por las caras de la moneda C y E, entonces el nimero total de posibilidades es 21° = 1024.
Los casos favorables es cuando se lanza la moneda 10 veces y salen exactamente 3 veces escudos,

1 10!
entonces el total de casos favorables es 30 = 3'707' = 120.
Por lo tanto, la probabilidad de que al lanzar una moneda al aire 120 veces salgan exactamente 3
dos es 120 _ 15
et 1024~ 128°

@ 2.3.1 Una familia quiere ponerle a su hijo un nombre de tres letras, con las 27 letras que
componen el alfabeto, las cuales quieren que estén en el orden usual y estas se pueden repetir;
por ejemplo, si fueran las letras A, A y B, el tinico nombre posible seria AAB. La cantidad de
nombres con estas caracteristicas corresponde a

(a) 2925
(b) 3276
(c) 3303
(d) 3654
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Ejemplo 2.18

Se construye una secuencia 4, de ntimeros como sigue:

e Se empieza con a; = 123.
e a; se forma escribiendo 123 entre todos los digitos de a;, por lo que a, =11232 123 3.

e Para a3 se inserta como antes 123 entre todos los digitos de a;; ast:

a3 =112311232123312321231123212331233

e Se continda de la misma forma en cada paso siguiente para obtener cada término a, que se
desee.

La cantidad de digitos que tendrd a;13 corresponde a
(a) 22018 4 1
(b) 221 41
(c) 2405 4 1

(d) 24037 +1

Solucioén:
Sea b, el nimero de digitos que tiene el niimero a,. Se observa que
bhy=3=2'+1
by=3-243=9=23+1
b3=3-8+9=33=2"+1
by=3-32+433=129=27+1
b,=3- (bn,1 = 1) +b,_1= 22n—1 +1
Por lo tanto, byg1g = 2493 + 1 es la cantidad de digitos que tendra aoos.
—

@ 2.3.2 Rolando tiene en su alcancia un total de 2018 monedas de todas las denominaciones
(500, 100, 50, 25, 10 y 5 colones, respectivamente). La cantidad de monedas de una denomina-
cién menor es mayor que la cantidad de monedas de una denominacién mayor, en todos los
casos. La cantidad maxima de dinero, en colones, que puede tener Rolando corresponde a

(a) 230350
(b) 230300
(c) 203050
(d) 230350
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2.3.2 Teoria de Numeros

Ejemplo 2.19

Sia, by c son nimeros enteros positivos, tales que ab — 1 es par, entonces con certeza 7/*¢a +
2
(b—3)ces

(a) par

(b) impar

(c) par tnicamente si c es impar
(d) impar tinicamente si ¢ es par

Solucién:

Como (ab — 1) es par entonces ab es impar y esto significa que a y b son impares; como 7 es impar,
la potencia 7°*¢ es impar y, finalmente, 7°*°a es impar.

Por otro lado, como b es impar entonces b — 3 es par y la potencia (b — 3)* es par; luego, (b — 3)*c
es par (independiente de c).

Por lo tanto, la suma de un ntimero impar y un par da como resultado un ntimero impar.
—

@ 2.3.3 Sea N el menor entero positivo con exactamente 11 divisores primos positivos. Al
dividir N entre 11 el residuo corresponde a

(a) 0
(b) 1
(c) 3
(d) 5

@ 2.3.4 Considere el conjunto F = {1,2,3,...,50} y sea S subconjunto de F, que contiene la
mayor cantidad de elementos posibles entre los cuales no existen dos elementos cuya suma sea
divisible por 7. La cantidad de elementos de S corresponde a

(a) 14
(b) 22
(c) 23
(d) 25
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Ejemplo 2.20

Considere las igualdades r — g = 2p y rq + p?> = 676, donde p, g y r son primos. El producto de p,
gy r corresponde a

(a) 2018
(b) 2015
(c) 2001
(d) 1998

Solucién:
Se considera x =r — p = g + p. Entonces,

P =(r—p)@+p)=rg+(r—qp—p*=rq+2p° - p* =rq+p* =676
Se obtiene x = 26. Y p es un primo tal que 26 — p y 26 + p son primos.
Se prueba con los posibles primos p menores que 26 y se ve que eso solo se cumple para p = 3.
Asi, p=3,9=23yr=29entonces p - q-r = 2001.
—

Problema de desarrollo
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron parte
de esta prueba.

@ 2.3.5 El profesor Rolando sofi¢ anoche que un antepasado suyo lo visit6 y le dijo: “ si tomo
el afio en que yo naci, escrito como un niimero de cuatro digitos, invierto las cifras y al nimero
mayor le resto el nimero menor se obtiene 2018”. Cuando despert6 pensé que lo que le dijo
su antepasado era imposible. Indique, justificando su respuesta, si el profesor Rolando tiene
razon.
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Se calcula el producto de los digitos de todos los ntimeros de cuatro digitos. La suma de todos los
productos obtenidos corresponde a

(a) 3%
(b) 4%
(c) 45°
(d) 45*

Solucién:

Todos los ntimeros que tienen un 0 en su representacion, tienen por producto de sus digitos 0, y
por lo tanto, no aportan a la suma.

Consideremos los nameros con digitos x,y,z,w # 0, entonces los productos son xyzw.

Notese que si x,y y z son fijos, y w varia del 1 al 9, entonces estos ntimeros contribuyen a la suma

xyz(14+2+3+4+5+6+7+8+9) =4bxyz
Entre todos los que tienen x y y fijos, aportan a la suma
45xy(1+2+3+4+5+6+7+8+9) =45y

Siguiendo la misma légica, se concluye que la suma es 45*.

Problema de desarrollo
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron parte
de esta prueba.

@ 2.3.6 Determine el nimero natural N méas grande, en el que todos sus digitos son distintos,
tal que N es multiplo de 8, 11 y 15 de manera simultdnea.
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2.3.3 Geometria y Trigonometria

Sean LJABCD un cuadrado y M el punto de interseccién de sus diagonales. Si la bisectriz del
/BAC interseca a BD en E ya BC en F, entonces la razén CF : ME corresponde a

(a) 2
(b)
(©

NIW N W

(d)

Solucioén:
Considere un cuadrado de lado 1, entonces

A
AC=BD =32y AM=BM = ——. Sean CF = i
V2
xy ME =y. E
Considere G en la bisectriz del /BAC, de mane- F
ra que ACFG sea isosceles con CF = CG, como
se muestra en la figura. A =
Se tiene que AABF ~ AACG (por criterio A-
A), por lo que
AB BF BF 1 1-x
= D C

AC CC CE v x YTorwnm

1
a2’ 2

BE
De manera anéloga, en AABM se tiene que — = —— = = = y=—""_
5 ) 1AM ~ ME y AR,
CE _x_ 2442
Porloque — = - = =—>Y= =2,
9 ME vy V2
242v2

Problema de desarrollo

El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron parte de
esta prueba.
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Considere la figura siguiente en la que A — E — B, C — D — By P es el punto de interseccién de CE
y AD.

C
D
A E B
"D~ 1Y Eg T 2 et pE
Solucion:

CR _CD 3 RD CD 3
SeaRunpuntotalqueC—R—PyDR||AB,as1ﬁ—ﬁ—Tﬁ—@—ZyaSL

CR=3RE=3(RP+PE),RD = ZEB, ademas CP = CR + RP = 4RP + 3PE.

RP RD RP - AE 3 .
ComoARDPNAEAP,ﬁ—E = RD = PE peroAE—EEByaa
RP 3 3 3 RP 1
= —_— . — — = — O :7PE
RD PE 2EB :>4EB 2EB PE:>RP 5
1 Cp
..CP—4-§PE+3PE—5PE jﬁ_S

@ 2.3.7 Dos circunferencias son tangentes exteriormente en el punto C, jﬁ es una tangente
comun que no contiene a C, con A y B puntos de tangencia. Si se tiene que AC =8y BC =6,
entonces la medida de uno de los radios de las circunferencias corresponde a

(a)
(b)

(©)

a1 O

(d)

a5 RBlw ®I0 oo
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2.3.4 Algebra

Ejemplo 2.24

La cantidad de pares (x,y) de enteros que cumplen x <y y que satisfacen que su producto sea
igual a 5 veces su suma corresponde a

(a) 4
() 5
(c) 6
(d) 7
Solucién:
Sy
y—5
Los posibles valores para el denominador son —5,—1,1 0 5, pues en el resto de los casos, no queda
un namero entero.

Se tiene que xy = 5 (x + y) = 5x + 5y de donde y = XS%S, o de manera similar x =

Para que el denominador sea —5 entonces x = y = 0; para que el denomidor sea —1, se tendria
y =4y x = —20; para que el denominador sea 1, se tendria x = 6 y y = 30, y para que el
denominador sea 5 se tendria x =y = 10.

Asi que en total son cuatro posibilidades.
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Etapa Final

3.1 Nivell

3.1.1 Razonamiento Légico y Probabilidad

En el periodo de vacaciones de medio afio, 6 compafieros se pusieron de acuerdo para verse en
casa de alguno de ellos y jugar video juegos. Sin embargo, cada vez que se reunian exactamente
un compafiero no podia asistir. Si se sabe que el que mas veces asistio fue 10 veces y el que menos
asisti6 fue 7 veces, determine la cantidad de veces que fueron el resto de compafieros.

Solucién:

Falta por asignar las veces que fueron los otros 4 comparfieros. Las posibilidades son:

a Los 4 asistieron 8 veces.

b 3 asistieron 8 veces y uno 9 veces.

¢ 2 asistieron 8 veces y 2 asistieron 9 veces.
d 1 asisti6 8 veces y los otros tres 9 veces.

e Los 4 asistieron 9 veces.

Si se contabilizan las veces que asistieron entre todos segun las posibilidades descritas anterior-
mente, se tiene que:

Si se da opcidn a, entonces asistieron 49 veces; si se da opcién b, entonces asistieron 50 veces; si se
da opcién ¢, entonces asistieron 51 veces; si se da opcién d, entonces asistieron 52 veces; y si se da
opcion e, entonces asistieron 53 veces.

Por otra parte, se sabe que siempre falté exactamente uno de los 6 compafieros, por lo tanto siem-
pre asistieron 5 de ellos, es decir, el total de asistencia debe ser multiplo de 5, lo cual nos deja

tinicamente una posibilidad. Asi, 3 asistieron 8 veces y uno de ellos 9 veces.
—
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En un tablero 7 x 7 se colocan ocho fichas. ;Pueden elegirse siempre dos de ellas que no estén en la
misma fila ni en la misma columna ni en la misma diagonal? Justifique complemente su andlisis.
Solucién:

La respuesta es si. Para demostrarlo, se va a asociar un nimero entre 1 y 7 a cada casilla del tablero
como muestra la siguiente tabla:

1234567
6 712 3 45
4567123
2 3 45671
712 3 456
56 71 2 3 4
3456712

Se puede observar que cada namero aparece una vez en cada fila y en cada columna y no aparece
mas de una vez en la misma diagonal (los ntimeros van como a salto de caballo).

Por otro lado, el principio del palomar nos asegura que si colocamos ocho fichas siempre habra
dos que compartan el mismo ntiimero y, por tanto, estas no se hallaran en la misma columna, fila o

diagonal.
—

Indique la forma y el color que tiene un objeto si se saben las siguientes afirmaciones:
» Si es azul, entonces es redondo.
= Sies cuadrado, entonces es rojo.
» Es azul o amarillo.
» Sies amarillo, entonces es cuadrado.
s Es cuadrado o redondo.

Solucién:

Hay tres colores y dos formas por lo que se tienen 6 posibilidades azul y cuadrado, azul y redondo,
amarillo y cuadrado, amarillo y redondo, rojo y cuadrado, rojo y redondo.

Por la segunda afirmacién un objeto cuadrado no puede ser amarillo ni azul, por lo que descarta-
mos azul y cuadrado,amarillo y cuadrado.

Por la afirmacién 3 el objeto no es rojo, por lo que descarta rojo y cuadrado, rojo y redondo.

Por la afirmacién 4 no puede ser amarillo y redondo.

Por lo tanto, el objeto solo puede ser azul y redondo.
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Problema 4 (dia 2)
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia
2.

@ 3.1.1 Un juego para dos personas consiste en lo siguiente: un jugador selecciona cuatro de
seis colores disponibles, sin repetir, y los coloca en cierto orden, el segundo jugador debe tra-
tar de adivinar los colores y el orden seleccionados para lo cual tiene cuatro intentos. En cada
intento, el primer jugador le dice cudntos colores escogié correctamente y cudntos estan colo-
cados en el orden correcto. Los seis colores disponibles son amarillo, azul, café, morado, rojo y
verde.

Sara escogi6 los cuatro colores y su amiga Emma trata de adivinarlos. En su primer intento,
Emma escogi6 rojo, amarillo, verde, azul, en ese orden respectivamente; Sara le indic6 que tres
de esos colores son correctos (estdn entre los inicialmente escogidos por Sara) pero solamente
uno estd en la posicién corecta.

En el segundo intento Emma colocd, en el orden 1, 2, 3, 4, los colores rojo, café, amarillo y ver-
de; Sara le indicé que ahora solamente tenia dos colores correctos, uno de ellos en la posiciéon
correcta.

Entonces Emma escogi6 los colores rojo, morado, azul y amarillo (en el orden 1, 2, 3, 4 respec-
tivamente) y Sara le dijo que ahora tenia los cuatro colores correctos pero ninguno en posicién
correcta.

Determine el orden correcto de los colores escogidos inicialmente por Sara.

@ 3.1.2 Un juego consiste de una cadricula de tamafio 5 X 5 y una ficha, que se coloca en la
casilla ubicada en la esquina inferior izquierda. Dos jugadores, por turnos, mueven la ficha un
unico espacio (horizontal, vertical o diagonal) avanzando hacia la casilla ubicada en la esquina
superior derecha, gana el jugador que logre llevar la ficha a dicha casilla. Xiomara y Yuri que-
rian jugar una partida, pero cuando Xiomara iba a empezar, Yuri le dijo que era injusto, porque
quien empezaba tenia una estrategia ganadora, que mejor cambiaran el tamafio de la cuadricu-
la.

Indique si Yuri tiene razén en que existe una estrategia ganadora para el primer jugador para
la cuadricula de tamafio 5 x 5, en caso de existir, explique cudl es dicha estrategia; ademas, de-
termine todos los valores de m y n para los cuales exista una estrategia ganadora para el primer
jugador en un un tablero de m filas y n columnas.

Nota: Se entiende por estrategia ganadora un método de juego que le garantiza la victoria al que
lo aplica sin importar lo que haga su oponente.

Problema 1 (dia 1)
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia
1.
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@ 3.1.3 La orientadora y el profesor guia de un colegio del Gran Area Metropolitana, investi-
gan cudl estudiante “hacke6” la cuenta de Instagram de Olcoman.
Tienen cinco estudiantes sospechosos a quienes llaman y toman la declaracién:

Federico: Fue Alexander.
Leonel: Yo no fui.
Randall: No fue Federico.
Alexander: Fue Erick.
Erick: Alexander miente.

Se sabe que solamente un estudiante miente. ;Es posible determinar al culpable? En caso afir-
mativo indiquelo.

@ 3.1.4 Se disponen 2018 presos en fila india y a cada uno se le coloca un sombrero blanco o
negro, de forma que cada uno ve el color de los sombreros de los presos que estan delante de él
en la fila (pero no el propio ni de quienes se encuentran detras de él en la fila). Se les pregunta
a todos los presos por el color de su sombrero, por orden desde el tltimo de la fila hasta el
primero. El que acierta logra su libertar y el que no queda en la carcel.

Mediante una estrategia adecuada pactada previamente por los presos, jcudl es el maximo
numero de presos que podemos garantizar que se salvan?

Teoria de Numeros

@ 3.1.5 Considere el nimero entero b = 222...222 conformado por n digitos y considere el
ndamero entero a = 111...111 conformado por 2n digitos. Demuestre que el nimero enteroa — b
es un cuadrado perfecto.

@ 3.1.6 Considere las condiciones siguientes para algtin ntiimero #n:
(i) n estd conformado exactamente por cuatro cifras.
(ii) Las cifras de n son impares.
(iif) Al dividir n entre 5, el cociente es también un ntimero entero con todas sus cifras impares.
Determine la cantidad de ntimeros enteros n que existen.

@ 3.1.7 Determinar todos los ntimeros enteros n de cinco cifras, tales que el cuadrado de n sea
un ntimero que termine en las mismas cinco cifras de n colocadas en el mismo orden.

Problema 6 (dia 2)
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia 2.
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Ejemplo 3.4

Determine todos los niimeros enteros de tres digitos con exactamente 16 divisores positivos.

Solucion:

Sea n el numero buscado. Debe cumplirse: n = pi' - p32 - ... - p;” donde pq,p2,- -+, p, son primos
distintos y a1,ap,- -, &, son enteros positivos. El nimero de divisores positivos de n es d(n) =
(a1 +1)(ag+1)---(ay +1).

Desde que 2! > 1000, debemos buscar ntimeros que sean producto de al menos dos primos
distintos. Tenemos los siguientes dos casos:

Caso I: n = py' - p32.

Para este caso, d(n) =16 siy solosi a1 +1 =2y ay + 1 = 8. Los ntimeros n que satisfacen 100 <
n <1000 son: 27 -3 =384,27 -5 =640y 27 - 7 = 896

Como también, d(n) = 16 si y solo si a1 +1 =4y ay + 1 = 4. Los nimeros n que satisfacen
100 < 7 < 1000 son: 23 - 3% = 216

Caso I: n = py" - py? - p5° - py*-

Entonces, d(n) = 16 si y solo si a1 = ap = a3 = g = 1. Los nameros de tres digitos que son producto
de cuatro primos distintos son: 2-3-5-7=210,2-3-5-11=2330,2-3-5-13=390,2-3-5-17 =
510,2-3-5-19=570,2-3-5-23=690,2-3-5-29=870,2-3-5-31=930,2-5-7-11=770y
2.5-7-13 =910

De los casos I y II, todos los niimeros enteros de tres dititos con exactamente 16 divisores positivos

son: 210, 216, 330, 384, 390, 510, 570, 640, 690,770, 870, 896, 910 y 930.
—

Problema 3 (dia 1)
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia
1.

@ 3.1.8 Diana escribi6 en la pizarra todos los ntiimeros de cinco cifras que son cuadrados per-
fectos y Carlos escribi6 debajo de cada uno de estos nimeros la suma de sus cifras. ;Cuél es el
mayor nimero que escribi6 Carlos?
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3.1.3 Geometria

Considere la figura adjunta enla que A—D —Cy D — E — B. Si m/BAC = 42°, mZBDC = 56°,
DC = DE y AB = AC, determine m/BCE.

Solucion:

Se tiene que el ZBDC mide 56°, entonces mZADB = 180° — m/BDC = 124°.

Luego, el ZBAC mide 42° entonces mZABD = 180° — m/BAC — m/ADB = 14°.

Como DE = DC entonces mZDCE = m/ZDEC, asi que, 2m/ZDCE + 56° = 180° = m/DCE =
m/DEC = 62°.

Por otro lado, AB = AC entonces mZABC = m/ACB, asi que, 2m/ACB = 180° — m/BAC =
mZACB = 69°. Observe que mZACB = m/DCB = 69°

Pero m/DCB =m/DCE + m/BCE = m/BCE = m/ZDCB — m/DCE = 69° — 62° =7°

@ 3.1.9 En la figura adjunta, los cuatro circulos de menor radio tienen didmetro igual a 4 cm.
y cada uno es tangente a sus dos vecinos y al circulo mayor radio que los encierra. Determine
el drea de la region acotada por los cuatro circulos internos.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.1. NIVEL | (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

Problema 2 (dia 1)
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia 1.

Ejemplo 3.6

Considere el AABC recto en B. Sea P un punto, tal que ZACP es recto y BP interseca a AC en Q.
Si M es el punto medio de BQ y BC = CP, determine m/AMB.

Solucién:
Con ayuda de la figura de la izquierda, se tiene que

mZACP = 90° por ser recto.

Como BC = CP entonces ABCP es isbsceles y, asi,
m/PBC = m/BPC = x.

Como ZABC es recto, entonces m/ABQ es 90° — x.
AQCP es recto en C, entonces se tiene que

mZPQC =90° — x y, asi, mZAQM = 90° — x (opuestos
por el vértice).

Entonces A AQB es is6sceles, por loque AM L BQ'y, por

lo tanto, mZAMB = 90°.
—

@ 3.1.10 Considere el AAE. Sea P un punto de AC, tal que BP biseca al ZABC; en forma
similar, sea Q un punto de AB, tal que QC biseca al ZBCA.

Si AK es la altura del AAQC y AH es la altura del A APB. Determine si las rectas % y KH se
intersecan o son paralelas. Justifique.

Problema 5 (dia 2)
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia
2.

@ 3.1.11 Sea el AABC, D el punto medio de BC, E el punto medio de AD, F el punto medio
de BE y G el punto medio de FC. Si el drea del AABC = 16 m?, determine el drea del AEFG.
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Nivel lI

Razonamiento Légico y Probabilidad

Ejemplo 3.7

En un poligono de 2n lados, se colorean los vértices alternadamente con dos colores, negro y
blanco. Determine la cantidad de diagonales que tienen extremos de colores diferentes.

Solucioén:

Primero, observe que como hay 2n lados, entonces también hay 2n vértices.

Como los colores son alternados, entonces deben existir n vértices negros y n vértices blancos.
Por otro lado, observe que si un vértice es blanco, entonces sus vecinos son negros; es decir, estos
segmentos tienen extremos de diferente color, pero son lados del poligono. Luego, de cada vértice
se puede trazar n — 2 diagonales a un vértice de distinto color. Ademas, existen 21 posibles vértices,
lo que da como resultado 2n - (n — 2) diagonales.

Finalmente, cada diagonal se estd contando dos veces; es decir, la cantidad total es

2n - (n—2)

> =n(n—2)

@ 3.2.1 En la figura adjunta se muestra un plano en el que aparecen las calles que delimitan
12 manzanas cuadradas en un barrio de la ciudad.

En el plano, el Norte corresponde a la parte superior y el Este a la derecha. Jennifer se encuentra
en el punto A y debe llegar al punto B, mientras que Steven que se encuentra en el punto B debe
llegar al punto A.

Tanto Jennifer como Steven han planificado su ruta para recorrer la longitud minima necesaria
para llegar a su destino.

Asumiendo que parten simultdneamente y que ambos caminan a la misma velocidad constante,
determine la probabilidad de que se crucen durante su recorrido.

B

N @
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Problema 1 (dia 1)
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia
1.

@ 3.2.2 Considere la sucesion infinita de niimeros:
1,2,4,5,7,9, 10, 12, 14, 16, 17, 19, 21, 23, 25, ...

La sucesién se construy6 colocando el primer impar (1), luego los dos pares siguientes (2, 4),
luego los tres impares que siguen al Gltimo ndmero par colocado (5, 7, 9), luego los cuatro
pares que siguen al altimo nimero impar colocado (10, 12, 14, 16), luego los cinco impares que
siguen al altimo ndamero par colocado (17, 19, 21, 23, 25) y asi sucesivamente.

Determine cudl es el niimero par mds cercano a 1998 que aparece en la sucesion y que posicién
ocupa ese nimero en la misma.

Problema 5 (dia 2)
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia 2.

Ejemplo 3.8

En cada una de las seis caras de un cubo se escribe un entero positivo que es una potencia de
dos. A cada vértice se le asigna el producto de los ntimeros en las tres caras adyacentes al mismo.
Cuando se suman todos los ntimeros asignados a cada uno de los vértices, se obtiene 30. Encuentre
todas las posibles distribuciones de ntiimeros asignados a las caras del cubo.

Solucion:

Note que si (a1,a2), (b1,b2) y (c1,¢2) son respectivamente los nimeros asignados a caras opuestas,
entonces, los vértices reciben los valores a1byc1, a1bica, a1bacy, a1baco, asbicy, azbica, asbacy y asbacy,
respectivamente. Es f4cil verificar que

abici + a1bicy + a1bacy + arbaco + axbicy + axbicy + axbacy + azbaco = (a1 + a2) (by + ba2) (c1 + ¢2)

Como (a1 +a2) (b1 + b2)(c1 + c2) =30, sin pérdida de generalidad, a1 +a2 =2,b1 + by =3y c1 + 2 =
5.
Como todos son potencias de dos, podemos entonces concluir que a; =a, =by =c1 =1, =2y
Cy) = 4.
Todos los demés arreglos se obtienen como permutaciones de estas.
—

@ 3.2.3 En un pais hay 17 ciudades. El gobierno va a construir n autopistas de modo que
cada autopista conecta dos ciudades del pais. Determine el valor minimo de #n, de modo que,
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independientemente de como se construyan las autopistas, se puede viajar entre cualesquiera
dos ciudades (posiblemente pasando por otras ciudades).

@ 3.2.4 En una mesa circular estdn sentadas cinco mujeres de tal forma que cada una tiene a
dos amigas vecinas y a dos amigas en frente; de ese mismo modo estdn sentados Carlos y otros
cuatro amigos en otra mesa circular.

Se observa que las 10 personas tinicamente usan dos redes sociales INS y FAC para comuni-
carse entre si, pero para cada amigo o amiga en particular utilizan tinicamente una de las dos;
ademds, tres personas cualesquiera no usan la misma red social para comunicarse entre ellos.
Si Carlos le comunica por FAC a su vecino Juan: “Las cinco mujeres cuando se comunican con
una vecina lo hacen por FAC, mientras que cuando lo hacen con una amiga del frente lo hace
por INS” a lo cual Juan le responde “los hombres hacemos lo mismo”. Determine si Carlos y
Juan dicen la verdad.

Teoria de NUmeros

Problema 3 (dia 1)
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia 1.

Ejemplo 3.9

Sea n > 2 un ntimero entero positivo, tal que para k =1,2,...,n — 1, el nimero 4k%* +n es primo.
Demuestre que 7 + 1 es una potencia de 2.

Solucion:
Notese que como 7 + 4 es un numero primo mayor que 2, entonces n necesariamente es impar.
Asuma que 7 + 1 no es una potencia de 2, y considere p un primo impar que lo divide. Note que

1 _
p< nt < n. Considere k = P

, entonces

2 +n=(p—-1) 2 4+n=p(p—2)+ (a+1)

Por lo tanto, p|4k® + 1, y por ende, 4k? + 1 no es primo, lo que contradice la hipétesis. Por lo tanto,

n + 1 es una potencia de 2.
I

@ 3.2.5 Para n un entero positivo, se define u, como el minimo entero positivo tal que n!u,
es un cuadrado perfecto. Demuestre que hay infinitos valores de n para los cuales 1, < 1,41, e
infinitos valores de n donde 1, > 1, 1.
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@ 3.2.6 Sea n un nimero entero y sean x =n + 1, y = 2n + 1, z = 3n + 1. Demuestre que si y
y z son cuadrados perfectos, entonces x es a la vez la suma de los cuadrados de dos ntimeros
consecutivos y la suma del cuadrado de un namero ¢t més el doble del cuadrado de t 4 1.

Geometria

@ 3.2.7 Sea el LJABCD un rectdngulo, tal que 3AD = 2CD. Sea E tal que A — E — B, EB =
BC y F punto medio de EC. Determine qué razén del recténgulo ABCD representa el area
sombreada.

Problema 4 (dia 2)
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia
2.

@3.2.8 Considere el JABCD de la figura adjunta. Sea E un punto talque A — E — B, mZBEC =
30°, m£ABC =m/ACB =80°y AB= BD = AD. Demuestre que EC = CD.

A
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Problema 2 (dia 1)
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia 1.

Ejemplo 3.10

Considere el AABC en el que AB =7 cm. Si M es un punto en BC, tal que BM =5 cm, MC =6 cm.
y AM = 3 cm, determine la medida de AC.

Solucion:

Se sabe que AAMB es obtuso pues 72 > 32 + 52. Si P es el pie de la perpendicular desde A sobre
BC, entonces P estd entre M y C.

Sean x, y, h como en la figura. Aplicando el teorema de Pitdgoras en los tridngulos AAPBy AAPM

(x+5)2+h2:72yh2:32_x2

Sustituyendo la segunda ecuacién en la primera

3
(X+5)2+32—x2:72:>x:§
2
hey 2 (2) =Y
2 2
3 9
Como MC = 6 cm, entonces PC:6-§:§cm.

Ahora en el AAPC

Por lo tanto, y = v/27 cm.
—

@3.29 Considere el AABC, tal que m/CAB =45°y m/CBA =30°.Sean D en ABy E en AC,
tales que mZADE = 60° y DE divide al AABC en dos regiones con dreas iguales.
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AB\*
D t — | =12
emuestre que ( 1 D)
@ 3.2.10 Si LJABCD es un trapecio de base mayor CD en el que O es el punto de interseccién

de E§ y lﬁ, el punto E es el simétrico del punto B con respecto al punto O, el punto F es el
simétrico del punto B con respecto al punto medio de CD, el punto G es el simétrico del punto
A con respecto al punto medio de CE, y el punto H es el simétrico del punto A con respecto al
punto O. SimZADC = 60° y mZBCD = 45°, determine el valor de mZCGF + mZCEA.

3.2.4 Algebra

Considere el polinomio p (x) dado por p (x) = x? + ax + b. Determine todos los resultados enteros
a+b,tales que p(a+0b) =0.

Solucién:
Como a + b es raiz del polinomio p (x), se tiene que:

p(a+b)=0 = (@+b)’+a@+b)+b=0
= a*+2ab+b*+a*+ab+b=0
= P +Bat+1)b+2a*=0

Asi, b debe ser raiz del polinomio g (x) = x? + (3a + 1) x + 2a%. Como b debe ser entero y q(x)
posee raiz entera si su discriminante A es cuadrado perfecto, se tiene:

A = (Ba+1)>—4-24
= 9a*+6a+1—8a°>=0a’+6a+1
= (®+6a+9)—8=(a+3)>—8

Si ¢ es entero, se busca a de manera que (2 +3)> — 8 = ¢ = (a + 3)> — ¢ = 8. Los tinicos cuadrados
perfectos cuya diferencia es 8 son 9y 1, por lo que:

(a+3)*=9 = a+3=13
= a=43-3
= a=—-6Va=0

17+1
Cona:—6:>b2—17b—|—72:0:>b:T:>b:9\/b:8.

Cona=0=b0+b=b(b+1)=0=b=-1Vb=0.
Por lo tanto, los posibles valores a + b son: 0, 3, 2, 0 —1.
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Problema 6 (dia 2)
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia 2.

Considere el polinomio p (x) dado por p(x) = 2x* + (1 — 2a) x 4+ a*> — 3. Halle todos los valores
reales positivos de la constante 4, y los respectivos valores para los ceros x; y x, de p (x), tales que
2x1 =2xy — 1.

Solucién:
Dado que p(x) =2x2 + (1 — 2a) x + a®> — 3, se tiene que:

1-2 2 _
p<x>:0:>2x2+(1—2a)x+a2—3:0:>x2+( 2”>x+a23:0
inom; a* -3 1-2a 2a-1
Como x7 y x2 son ceros del polinomio, x1 - x, = 5 y X 4% = — =
1
Luego, dado que 2x; =2x2 = 1= x1 = x; — 5. Ademds:
x+x——1_2”‘ I x+x_2a—1:>x_1+x_2a—1
1 2 — ) 1 2 = 5 ) > 5 = >
= 2x _2u_1+1—a:>x a
2= 5= 2= 5
De forma andloga,
. x_a2—3 N x—l x—u2_3
a 1\ a a*-3 d>—a ,
- (2_2>'2 2 = 5 1 —3

= a*—a=2"—-6=a"+a—6=(a+3)(a—2)=0

De las soluciones a = —3 y a = 2, la primera se descarta (pues a debe ser positivo). Asi, con a = 2
setienex; =1y x; = >

X+y+z=6

2.11 i 5
@3 Si x, y, z son nameros reales, tales que { Xy +yztzx=5

Determine el valor méximo de S = (x — ).

71
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Nivel IlI

Razonamiento Légico y Probabilidad

@ 3.3.1 Arnulfo y Berenice juegan el siguiente juego: Inicia uno de los dos escribiendo un
namero del 1 al 30; el otro escoge un ntiimero del 1 al 30 y se lo suma al ntmero inicial; el
primer jugador escoge un niimero del 1 al 30 y se lo suma al resultado anterior; contintian de la
misma manera hasta que alguno logre sumar 2018. Cuando Arnulfo iba a iniciar, Berenice le dijo
que era injusto, porque quien empezaba tenia una estrategia ganadora, que mejor cambiaran
los nameros. Entonces se hicieron la siguiente pregunta:

Sumando nimeros escogidos desde 1 hasta a, hasta llegar al nimero b, ;qué condiciones deben
cumplir a y b para que el primer jugador no tenga estrategia ganadora?

Indique si Arnulfo y Berenice tienen razén y responda la pregunta hecha por ellos.

Problema 1 (dia 1)
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia 1.

Se tienen 10 puntos en una circunferencia y se trazan todos los segmentos posibles en los
cuales dos de estos puntos son los extremos. Determine la probabilidad de que al seleccionar
dos segmentos de manera aleatoria, estos se corten en algtin punto (podria ser en la circunferencia).

Solucion:

Note que hay <120) = 45 segmentos, por lo que se pueden escoger dos de ellos de <425> =990

formas.

Si se cortan dentro de la circunferencia es lo mismo que escoger cuatro puntos de los diez y entre
ellos habria una tinica opcién para que los segmentos formados por ellos se corten en el interior.
Si se cortan en la circunferencia uno de estos puntos debe ser extremo de ambos segmentos, y es-
cogiendo tres de estos puntos habria 3 posibilidades para formar los segmentos que se intersequen
en uno de sus vértices.

Asi, la cantidad total sera <140> +3 <10

3 ) =570 formas.

19

Por lo tanto, la probabilidad seré 990 — 33"
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@ 3.3.2 Jordan se encuentra en el centro de un circulo cuyo radio mide 100 metros y puede
moverse un metro a la vez; sin embargo, hay un gigante que en cada paso lo puede obligar a
moverse en la direccion opuesta a la que él escogié (no significa devolverse al lugar de partida,
sino avanzar pero en la direccién opuesta a la escogida). Determine el ntimero minimo de pasos
que debe dar Jordan para salir del circulo.

Ejemplo 3.14

En un tablero 30 x 30 se enumeran tanto las filas del 1 al 30 como las columnas; ademads, a cada
casilla se le asigna el ntimero ij, donde la casilla esta en la fila i y en la columna j.

Se escogen n columnas y m filas, donde 1 < n y m < 30, y se pintan de azul las casillas que estan
simultdineamente en alguna de las filas y en alguna de las columnas seleccionadas. Se pintan de
rojo las demas.

(a) Demuestre que la suma de los ntimeros en las casillas azules no puede ser primo.

(b) ¢Puede ser primo el resultado de la suma de los ntiimeros en las casillas rojas?
Solucioén:

(a) Asuma que se tomaron las filas ay, ...,a,, y las columnas by, ...,b,. Por ende, los niimeros en
las casillas azules corresponden a todas las combinaciones a;bjcon1 <i<my1<j<n.Es
sencillo corroborar que la suma de estas seria

S=(a1+ - +an)(br+---+by).

Como S es el producto de dos enteros, cada uno de ellos la suma de enteros positivos, S no
puede ser primo.

(b) Sipuede ser. Por ejemplo, si se escogen las filas 2, ..., 30 y las columnas 2, ..., 30, entonces
las casillas rojas corresponden a la primera columna, y a la primera fila.

Por lo tanto, susuma T serfa T =2(1+---+30) — 1 =929, que en efecto es un nimero primo.
I

@ 3.3.3 La compafiia Matini sacé un album especial con las banderas de los 12 paises que
compiten en la Copa CONCACAM de Matemética. Cada sobre de postales tiene dos banderas
escogidas aleatoriamente. Determine el minimo ntimero de sobres que se necesitan abrir para
que la probabilidad de tener una bandera repetida sea 50 %.
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3.3.2 Teoria de Numeros

Demuestre que existen solamente dos conjuntos de enteros positivos consecutivos que cumplen
que la suma de sus elementos es igual a 100.
Solucién:
Seann+1,n+2,---,n -+ rlos r nimeros consecutivos.
1
Asi,100=(n+1)+n+2)+ -+ (n+r) :rn+r(r;_) =200=r(2n+r+1)
Luego, r es divisor de 200y como 1 <r <2n+r+1=1r> <r(2n+r+1) =r < /200
Ahora, r =2,4,5,8 0 10.
Sir=2,4 010, entonces n no es entero y los tinicos valores para r son 5y 8.
Sir =15, entonces n = 17 y el conjunto es {18,19,20,21,22} y si r = 8 entonces n = 8 y el conjunto

es {9,10,---,16} que son los tnicos conjuntos.
——

@ 3.3.4 Determine todas las ternas (a,b,c) de enteros no negativos que satisfagan:
(c—1)(ab—b—a)=a+b—-2

@3.3.5 Sean ay b enteros positivos tales que 2% + a = 3b? + b. Pruebe que a — b es un cuadra-
do.

@3.3.6 Sea p un ntimero primo tal que p = 101 410972 + ... + 10+ 1.
Demuestre que d es primo.

Problema 5 (dia 2)
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia 2.

@ 3.3.7 Sean a y b nimeros pares, tales que M = (a + b)* — ab es multiplo de 5. Considere las
afirmaciones siguientes:

I) Los digitos de las unidades de a® y b son diferentes.
IT) M es divisible por 100.

Indique cuéles de las afirmaciones anteriores, con certeza, son verdaderas.
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Geometria y Trigonometria

@ 3.3.8 Sea O el centro de la circunferencia circunscrita al AABC, y sea P un punto cualquiera
sobre BC (P # By P # C).

Suponga que la circunferencia circunscrita al ABPO cortaal ABen R(R# Ay R # B) y quela
circunferencia circunscrita al ACOP corta al CA en el punto Q (Q # Cy Q # A).

1) Demuestre que APQR ~ AABC y que O es ortocentro de APQR.

2) Demuestre que las circunferencias circunscritas a los tridngulos ABPO, ACOP y APQR
son todas de igual radio.

@ 3.3.9 Considere el gBC, con AD bisectriz del /BAC, D sobre BC. o
Sea E un punto sobre BC, tal que BD = EC. Por E se traza la recta [ paralela a AD y considere

un punto P sobre | y dentro del AABC. Sea G el punto donde BP corta al lado AC y sea F el
punto donde CP corta al lado AB. Demuestre que BF = CG.

Problema 3 (dia 1)
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia
1.

@ 3.3.10 En la figura adjunta, el punto C es el centro de la circunferencia, AB es tangente a la
circunferencia, P — C — P’y AC L PP'. Si AT =2 cm. y AB = 4 cm, determine BQ.

A
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Problema 6 (dia 2)

El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia
2.

@ 3.3.11 Las cuatro caras de una piramide triangular recta son tridngulos equildteros cuya
arista mide 3 dm. Suponga que la pirdmide es hueca, que descansa sobre una de sus caras en
una superficie horizontal (ver figura adjunta) y que en su interior hay 2 dm? de agua. Determine
la altura que alcanza el liquido en el interior de la pirdmide.

@ 3.3.12 En la figura adjunta, los semicirculos con centros A y B tienen radios 4 y 2, res-
pectivamente. Ademés, son tangentes interiormente al circulo de didmetro PQ. También, los
semicirculos con centros A y B son tangentes externamente entre ellos. El circulo con centro C.
es tangente internamente al semicirculo con didmetro PQ y tangente externamente a los otros
dos semicirculos. Determine el valor del radio del circulo con centro C.
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3.3.4 Algebray Funciones

Ejemplo 3.16

2x2 +98
Six € R — {7}, determine el menor valor de la expresién Lz
(x+7)
Solucién:
Completando cuadrados
2 +98  2(x* +14x —14x+49)  2(x+7)>  28x 28«
(x+7)2 (x +7)2 C (x+7)2 0 (x+7)2 7 (x+7)2

Por otro lado, como 0 < (x — 7)? se tiene que 0 < x> — 14x + 49, es decir

28x < x? 4+ 14x +49 = (x +7)?

Por lo tanto 28—x <1
(x+7)2
2x% +98 28x
A //—:2——>2—1:1
72 (x+7)72 =
I
Ejemplo 3.17
Determine la suma de las raices reales de la ecuacién x> — 8x + 20 = 3v/x2 —8x 430
Solucién:
Sea u = x2 — 8x + 20. Entonces
u=3/u+10 = u?>=9(u+10)

= u2—-9u—-90=0

= u=-6 o u=15
Como u debe ser mayor o igual que cero entonces se descarta u = —6. Para u = 15 se tiene que

2 —8x+20=15 = x*—8x+5=0

= x=4—-V11 o 4+11

Es decir, las raices reales de la ecuacién son x1 =4 — V11 y xo =4+ V11, luego, x1 + x, =4 —
v114+4+ 11 =8.
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Problema 4 (dia 2)
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia 2.

Ejemplo 3.18

Determine si existe una funcion f : IN* — IN* que cumpla que para todo n € IN¥,
10/ < 10n +1 < 10/(W*!

Justifique su respuesta.
Nota: N* denota el conjunto de enteros positivos.

Solucién:
Asuma que 7 tiene k digitos, entonces n = did>...dy, y por ende 10n + 1 tiene k + 1 digitos, 101 +
1=dd,...d;1; es decir:

10 <107 +1 < 10"

Basta con considerar f(n) como el numero de digitos del ntimero n (puede responderse también

que es la parte entera del logaritmo en base 10 de n).
—

@ 3.3.13 Considere f (1n,m) el nimero de secuencias finitas de 1’s y 0’s tal que cada secuencia
empieza en 0, tiene exactamente n 0’s y m 1’s, y no hay tres 0’s o tres 1’s consecutivos.
Demuestre que si m,n > 1, entonces

finm=fmn—-1m—-1)+f(n—1m—-2)+f(n—-2,m—1)+f(n—2,m—2)

Ejemplo 3.19

Considere una funcién f : R — R que cumple las siguientes dos propiedades: f es periddica
de periodo 5 (es decir, para todo x € R, f(x +5) = f(x)), y al restringir f al intervalo [—2,3], f
coincide con x2. Determine el valor de f (2018)

Solucién:
Por la segunda propiedad, se tiene que para todo x € [—2,3[, f(x) = x?, en particular f(—2) = 4
Por la primera propiedad, f(—2) = f(3) = f(3 + 5k), por lo que

£(2018) = (3 +2015) = f(3+5-403) = f(3) =4
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Problema 2 (dia 1)
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba del dia 1.

Ejemplo 3.20

Sean 4, b, ¢ y d nimeros reales. Las seis sumas de dos ntiimeros distintos de los cuatro anteriores
dan como resultado 117, 510, 411, 252, x y y, sin orden en particular.
Determine el méximo valor posible de x + y.

Solucioén:

Observe que las sumas (a +b) + (c+d), (a+c) + (b+4d), (a+d) + (b + c) tienen todas el mismo
valor. Esto significa que es posible agrupar los seis valores 117, 510, 411, 252, x y y en pares, de
modo que las sumas sean todas iguales.

No es posible agrupar en pares los nimeros 117, 510, 411, 252, de modo que se cumpla lo ante-
rior. Esto significa que x y y no forman uno de estos pares, entonces existen dos de los nimeros
conocidos que forman un par, y los otros dos forman pares con x y y respectivamente.

Sea S el resultado de la suma comun, entonces al sumar las seis cantidades el resultado debe ser
igual a 3S. Este total es 117 + 510 + 411 + 252 + x +y = 1290 + x +y = 3S.

Luego, x +y = 35S — 1290, y entonces maximizar x + y es equivalente a maximizar S. Como S es
igual a la suma de dos de los valores 117, 510, 411, 252, entonces lo mds grande que puede ser S
es 510 + 411 = 921, en cuyo caso x +y = 35 — 1290 = 3 - 921 — 1290 = 1473. Una solucién posible,
suponiendo que a < b < ¢ < d, se puede obtener al plantear el sistema

a+b=117
a+c=252
b+ c=411
a—+d=>510

cuya soluciéon esa = —21, b =138, c =273 y d = 531.
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Solucion de los ejercicios

Soluciones del Capitulo 1

1.1.1®  Resolviendo las operaciones que quedan, se obtienen los resultados que se muestran en la
figura adjunta.

El Ginico namero faltante de la segunda columna es 2 y, por lo tanto, el

1 3 altimo ndmero en la primera fila es 4.

4|3 1 Ademads, el tinico nimero faltante en la tercera fila es también 2, por
3 1 lo que esto colocaria en la dltima columna los niimeros 2y 4 (y el 1 ya
201 presente).

Por lo tanto, el tnico ntimero faltante en la dltima columna es 3, y la tinica opcién que corresponde a
dicho resultado es 2 + 1 en la opcién (d).

112 @ Toma seis perlas del lado izquierdo (lleva dos oscuras y cuatro claras) y seis perlas del
lado derecho (tres oscuras y tres claras), para un total de siete perlas claras; opcién (d) es la correcta.

120 - 30
100 36

1.1.3"M®  Setiene que 120% de 30 es

Admas, 130% de 20 es 130-20 _, .

Luego, 36 — 26 = 10 es la diferencia y (d) es la opcién correcta.

114 4®  Como 20% de los objetos son anillos, 80 % son monedas, de las cuales 40 % son de plata y,
por lo tanto, 60 % de las monedas son de oro.

Es decir, que 60 % de 80 % (que corresponde a 0,60 - 80 % = 48 %) de los objetos son monedas de oro.
Entonces, 48 % del total es igual 156, lo que implica que en total hay 325 objetos.

Finalmente, 20% - 325 = 65 es la cantidad de anillos en la caja, por lo que (a) es la opcién correcta.

15 3 6
1.1.5 h@ Como p(BlClTlCﬂ) = 0,15 = m = % = 45,

Ademas, como hay 6 blancas y 16 rojas, entonces hay 18 azules.

significa que hay 40 bolas en total.
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18 .
Por lo tanto, P (Azul) = i 0,45 y (b) es la opcioén correcta.

1.1.6 ™®  Elsabado lee 25 paginas, los siguientes 6 dias lee 36 paginas; es decir, cada 7 dias lee 61
péginas. Luego, en 21 dias lee 183 péginas, el dia 22 que serd sabado puede leer hasta 25 paginas mas,
pero solo le restan 17 pdginas del libro. La opcién (a) es la correcta.

1.1.7™®  Lacantidad total de horas trabajadas es 6 - 10 - 8 = 480. En el segundo caso debe ocuparse la
misma cantidad de horas, pues es el mismo muro. Si a es la cantidad de trabajadores, entoncesa -5 -4 =
480; es decir, a = 24 y (c) es la opcién correcta.

y_+4 Z_9,
1.1.8@®  Dado que , = 5 entonces T luego

opcién (c).

1.1.9M®  Note que seis gallinas tienen en total 12 patas, y tres cerdos también tienen 12 patas, para
un total de 24 patas.

Eso quiere decir que hay 20 patas entre todas las vacas, cada una tiene cuatro patas, por lo que hay cinco
vacas y (b) es la respuesta correcta.

1.1.10 ™®  Se procede a calcular el m.c.m. (15,12) = 60. Entonces Carlos y Maria llegaron juntos por
primera vez a la meta después de 60 minutos. Carlos en 60 minutos recorre 28 vueltas de la pista, por lo
que (b) es la respuesta correcta.

1111 ™® Como AABC isésceles y acutdngulo y mZACB = 40°, entonces mZABC = m/BAC =70°.
Por otro lado, se tiene que A — M — C con AM = AB, entonces el AABM es is6sceles.

Se sabe que mZBAM = 70°, entonces mZAMB =m/ABM = 55°. Como mZABC =m/ABM+m/ZMBC,
70° = 55° + mZMBC y se concluye que mZMBC = 15° y (a) la opcién correcta.

1.1.12M®  Dado que AABC es isésceles, se cumple que mZABC = m/BCA. Luego, como AM 1 BC,
entonces los tridngulos AAMB y AAMC son tridngulos rectangulos.
Asi,mZMAB +mZABC =90° y se cumple que mZMAB +m/ZBCA = 90°, siendo (b) la opcién correcta.

1.1.13 ™M@  Se obtiene el area de los triangulos no sombreados. Cada triangulo no sombreado tiene

como base la tercera parte de la base del AABC y como altura la tercera parte de la altura del AABC,

1 1
por lo que el 4rea de cada uno de estos tridngulos corresponde a ) del drea del AABC = 5 18 =2 m?.

Como son tres tridngulos sin sombrear, el drea de esa regién no sombreada es 6 m?.
Por lo tanto, el 4rea de la regién sombreada es 18 — 6 = 12 m? que corresponde con la opcién (c).

1114 ™ ® Al aplicar la desigualdad triangular a los tridngulos AABN y AMNC se obtienen las
siguientes desigualdades, respectivamente, AB +~ BN > AN y MN + NC > MC.

A sumar los respectivos lados de las desigualdades se obtiene AB + BN + MN + NC > AN + MC, pero
BC=BN + NCy AN = AM + MN, entonces AB + BC > AM + MC que corresponde con la opcién (a).

4_1
6 2

N —

1 2
1.21"®  Conel dado dos, la probabilidad de que ambas caras sean iguales es 3% +
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Con el dado tres, la probabilidad de que ambas caras sean iguales es % 1= %

Por lo tanto, la opcién (c) es la correcta, ya que con ambos dados se tiene la misma probabilidad.
1.22€M®&  Como yo soy la mama de mi hija, entonces yo soy la hija de Tiffany, opcién (b).

1.2.3 @ Desde la vista Sur se observan, de frente, los edificios 3 y 4, el 3 a la izquierda y el 4 a la
derecha. Se puede ver que el edificio 3 tiene dos pisos con fachada cuadriculada y detrds de él se observa
un piso mas del edificio 1, el cual debe tener 3 pisos con fachada de ladrillos horizontales.

Desde la vista Norte se observan, de frente, los edificios 1y 2, el 1 a la derecha y el 2 a la izquierda. El
edificio 1 tiene tres pisos con fachada de ladrillos horizontales, como es el mds alto no se observa nada
del edificio 3 que estd detras de él. En cambio, el edificio 2 solo tiene un piso con fachada de puntos, y se
observa detras de él el otro piso del edificio 4 de 2 pisos con fachada de ladrillos diagonales.

Entonces la opcion falsa es la (d), pues la fachada de ese edificio es de ladrillos horizontales.

1.24 @ Como se pregunta por el digito de la unidades, tnicamente interesa el tltimo digito en
dicho procedimiento. Por lo tanto.
®) 8:2+1— xxx7
®) 7-2+4+1— xxx5
) 5:241— xxx1
) 1-24+1— xxx3
) 3:-2+1— xxx7

Como se puede apreciar, la secuencia se repite cada 4, y como 2018 = 4 - 504 + 2, quiere decir el el dltimo
namero escrito termina en 5 y (c) es la opcién correcta.

1.2.5 @ Si a es un entero, la colocacién de los nimeros en la cuadricula queda como se muestra en
la figura adjunta.

a a+l a+2

Luego, 9a + 36 = 2277 = a = 249 y la su-
ma de los elementos de la tercera fila es
a+5+a+6+a+ 8 =254 4 255 + 257 = 766. a+d a+3 a+7
Asi, (c) es la opcién correcta.

a+b a+6 a+8

1.2.6 @ Si m es la cantidad de pasos que da el raton y n la cantidad de pasos que da el gato,
y si r representa la distancia de un paso del ratén y g la distancia de un paso del gato, se quiere que
98r + mr =ng.

Ademas, de la informacién 3m = 5n y 9r = 44, sustituyendo y resolviendo la ecuacién se tiene que
n =168, y (c) es la opcién correcta.

1.2.74®&  Observe que N es divisible por 9, porque la suma de los digitos de N es


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 83
(1+2+3+44+5+6+7+8+9)+(1+2+3+44+5+6+7+8)+9 = 4543649

= 90

que es divisible por 9. Por otro lado, observe que N — 2 - 9 es divisible por 5 y por 9. Entonces, N — 18 es
divisible por 45; asi, el residuo de la divisién de N por 45 es 18 y (d) la opcién correcta.

1.28 ™M@  Note que la descomposicion de 2018 en ntimeros primos es 2018 = 2 - 1009. Asi, las parejas
buscadas son 2 y 1009, 2 'y 2018, 1009 y 2018, 1 y 2018, y finalmente 2018 y 2018. En total, cinco parejas y
(c) es la opcion correcta.

1.294M®&  Como Leonardo es 25% mas rapido, significa que cuando German da una vuelta, entonces
Leonardo ya corrié 400 - 0,25 = 100 metros mds. Luego, cuando German dé cuatro vueltas, entonces
Leonardo habré corrido 4 - 400 - 0,25 = 400 metros maés; es decir, una vuelta mas (en ese momento lo
alcanzaréd por primera vez). Por lo que son cinco las vueltas que ha dado Leonardo al alcanzar a German,
y (c) la opcién correcta.

1.2.10 ™®  Observe que los numeros se pueden escribir como

1000000 —2, 10000000—-2, 100000000—-2, ... , 1000---0-—2
——
2019 veces

La sucesién tiene 2018 — 4 = 2014 nameros. Al hacer la suma, cada 1 ocupa una posicién diferente, y el
altimo 1 a la derecha estd en la posicion de las unidades de millén, la resta al final es (2018 — 4) - 2 =4028;
es decir,

S=111111---11000000 — 4028 = 111111 - - - 110995972
S— N—
2014 veces 2013 veces

de donde la suma de los digitos D esta dada por D =2013 +3-9 45+ 7 + 2 = 2054, y (d) la opcién
correcta

1211 ™®  Considere la siguiente figura.

B
m/ZBMA = 180° — 115° = 65°. ‘
Como el AABC es recto en B, entonces M
m/BAM = 25°, G\
AM es bisectriz del ZBAC.
A

Por lo tanto, mnZMAC = 25° y mZMCA = 40°.

1.2.12M®  Consideremos la siguiente figura
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B F
Sea AD = AB = x. Como E es el punto medio de AD
entonces AE = ED = % Luego,
~x 2 x 2
(ABE) 5 1 (BFC) 5 7 (EDC)
rx
2°2_*
2 8
Por otra parte, (ABFD) = x?
x2 22 x%2 32
Asi, (E =x2 - - = T
si, (EBC) = x 1 138 3 )
A E

1.2.13™@®  Por semajanza de tridngulos, la relacion entre las hipotenusas se mantiene entre los cate-

tos, por lo que el cateto del tridngulo mediano mide 5 y el del tridngulo pequefio T

. - 1 3 1 5
Entonces la figura siguiente, AB =1 — 1= 1 AC=1+ 1-1
B
>~
~
~
~
~
~
~
~
~
AT T T T T T RS
4 /34
Aplicando el Teorema de Pitdgoras se tiene que BC = % = T?’
124 @
2018

2018 x 2,018 _ 2018 7557

20,18 x 201,8 ~ 2018 2018
100 ~ 10
20187

_ 1000
20182

100 x 10
=1
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1.2.15 @ Sean x,y,z las cantidades de monedas que tienen inicialmente Christian, Alexander y
Leonel respectivamente. Es claro que

x+y+z=435

De acuerdo con la informacién, después de haber gastado cierta cantidad de monedas cada uno se tiene
que

1 _2 3

2" T3V T "

despejando y y z en términos de x y sustituyendo en la primera ecuacion se tiene que

3 2
x+1x—|—§x—435,

y resolviendo se obtiene que x = 180, y entonces y = 135.

1 dia 24 horas _ 1440 minutos  x minutos

1.3.1 @ = = =
319 1afio 365 dias 8760 horas 8 horas

_ (1440 minutos) (8 horas) _ 96 minutos
N 8760 horas 73

96 + 73 = 1,3 minutos

1.32"M®  Los penales que fueron anotados son 38 %.

. . 32 8 30 3 38 19
Si x es la cantidad de penales lanzados, entonces 100° = 25% 100° = 10° Y 100 = 50% deben ser
enteros, de donde el minimo valor de x es 50.

1.33"M®  Numeremos las filas y las columnas de 1 a 4 y sea Cjj la casilla que se encuentra en la fila i
y en la columna j.

4!
IRT

Para seleccionar las dos casillas de la primera fila debe escoger 2 de 4, es decir ( ;L >

maneras.
Supongamos que se escogen Cq1 y Ci2 (los otros casos son similares). Si en la fila 2 se marcan Cp; y Cop,
obligatoriamente se debe completar el marcado con Cs3, Cz4, C43 'y Cyo.

Si, por otra parte, en la fila 2 se marcan Cp3 y Co4, en la fila 3 se puede marcar cualquier par de casillas
(hay 6 posibilidades) y quedan determinadas las dos casillas de la fila 4.

Si en la fila 2 se escogen Cy; y Cp3, hay que marcar necesariamente Czy y Cy4 en la cuarta columna, y se
puede completar de dos maneras: con Czp y Cy3 0 con Czz y Cyp.

El mismo razonamiento se aplica si en la fila 2 se escogen las casillas Co1 y Co4, C22 ¥ C23 0 C2p y Coy.

En definitiva resultan 6 (1 + 6 4+ 2 - 4) = 6 - 15 = 90 maneras.

1.34"M®  Primero la cantidad de formas de escoger a las 4 personas a las que le lleg6 bien la carta es

7 7!
de 7 escoger 4, es decir < 4> = = 35.

4!.3!
A las restantes 3 hay 2 formas de entregarles las cartas de manera que ninguna haya recibido la carta
correcta. Por tanto hay en total 70 posibles formas.
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135 M@ Debe cumplirse que 1280 = m (n + 1)n". Ademés 1280 =28 -5 =224 .5 = (22)4 5=
4*. (4+1). Lo que significaquen =4y m =1.

1.3.6 M@  Notese que AN = NC, y como los tridngulos AANB y ANCB tienen la misma altura y la
misma base, entonces tienen la misma &rea, por lo que x 43 = 6 + 3; es decir, x = 6.

13.7M®  (ACDE) = (24 +15) -12 =234, (OBCD) = 234 — ((DEA) + (AOB))

AEOD ~ ABOA(A — A) dado que ZEOD = ZAOB por ser dngulos opuestos por el vértice; ZEDA =
ZDAC por ser angulos alternos internos entre paralelas.

Sea h la altura del AEDO trazada desde el vértice O, se sigue que la medida de la altura del AAOB,
trazada desde el vértice O es 12 — h y de la semejanza se concluye que:

15 h 20 16

- - ThEm B2oh=gm
15-12 12.16

(DEA)ZST:%; AAOB = — S =32

. (OBCD) =234 — (90 + 32) =234 — 122 =112

1.3.84M®  Sea AE=xymsZDAC = u; asi, EC =3x y mZACB = 90° — 2a, por lo que mZABC = 90°
4
y AABC ~ AEDC con razén de semejanza 3

22 4
Por Pitdgoras DC = 2+/2x, por semejanza BD = \3[3( y AB = 3%
2v/6 3v2
Por Pitdgoras AD = \?)[x, de donde x = { Asi, AB=+/2 y BC = 4. Por lo tanto, (ABC) = 2v/2.
1.3.9M® Al sumar miembro a miembro las dos ecuaciones, se tiene (1+a)x =b = x = 1 _l;a
b
siempre que a # —1 independientemente del valor de b. En ese caso, habra solucién tinica x = Tra
_ —ab
YT ita

1.3.10 M®  Despejando la y en la primera ecuacion tenemos y = {/ %. Sustituyendola en la segunda,

5, 4£ 6—b:> 57%6— b :>\/>—L:> —biz
V) T TR T T e T e

Soluciones del Capitulo 2

211"@&  Vamos a calcular la probabilidad de que el producto de las cifras no sea mualtiplo de 3, es
decir, de que ninguna de las cifras sea multiplo de 3.
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La probabilidad de que la cifra de los millares no sea multiplo de 3 es igual a g ya que hay seis elecciones

{1,2,4,5,7,8} que no son multiplos de 3 de nueve candidatos posibles.

No obstante, para las cifras de las centenas, decenas y unidades la probabilidad se reduce a 1% ya que
también cabe la posibilidad de que tomen el valor 0.

Como la elecciéon de los distintos digitos es independiente, la probabilidad de que el producto de las

. e : s 6 6 6 6 18
cifras no sea multiplo de 3 es igual al producto de las probabilidades: 910 10 10— 125"

18 107
La probabilidad de que dicho producto si sea multiplo de 3 es la complementaria 1 — 105 = 15 duees
el namero buscado.
21.240@® Para que Ana gane tendrd que mencionar un ntimero que tenga 3 factores primos o 6

factores primos.

Asf, los nimeros que cumplen dicha caracteristica son:

52=2-2-13, 63=3-3-7, 64=2-2-2-2-2-2, 66=2-3-11, 68=2-2-17, 70=
75=3-5-5, 76=2-2-19, 78=2-3-13, 92=2-2-23, 96=2-2-2-2-2-3, 98=
99=3-3-11

Como Veronica elige el siguiente nimero consecutivo y gana, entonces Ana tuvo que elegir 63, 75 0 98.

2134M®@  El color rojo se emite cada 16 segundos.
El color verde se emite cada 45 seguntos.
El color blanco se emite cada 2 minutos y 20 segundos; es decir, cada 140 segundos.

Calculamos el m.c.m de 16 y 140.

16 140
70
35
35
35

—_ == N R
—= N O NDNDNDN

Los colores rojo y blanco coiniciden cada 560 segundos; es decir, cada 9 minutos y 20 segundos.

214 @ Noétese que lo mas que puede medir el cuadrado en cuestion (de hecho, exactamente lo
tnico que puede medir) es la longitud menor del rectdngulo restante. Entonces, si se quita un cuadrado
(1) de 84 x 84, la pieza restante mide 108 x 84. De aqui se quita un cuadrado (2) de 84 x 84, y queda un
rectangulo de 84 x 24. Se quita un cuadrado (3) de 24 x 24, quedando 60 x 24, se quita un cuadrado (4)
de 24 x 24, quedando 36 x 24, se quita un cuadrado (5) de 24 x 24, quedando 12 x 24, de donde se sacan
dos cuadrados de 12 x 12.
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84 84 12 12

6 7|1
5 24
84 1 2 4
24
3 24

21.5"™®  Contando por cada tamario se tiene que

Existe un cuadrado de tamafio 1 x 1.

Existen 4 cuadrados de tamafio 2 x 2.

Existen 9 cuadrados de tamario 3 x 3.

Existen 4 cuadrados de tamario 4 x 4.

Existe un cuadrado de tamano 5 x 5.

Por lo tanto, el totales1+4+9+4+1=19.

21.6 ™M@  Considere la siguiente figura.
mZBEC +m/CEF +m/FEA =180°y mZDFC + mZCFE + m/ZEFA = 180°

Luego, como /BEC = /FECy ZEFC= /DFC,
entonces 2m/CEF + m/ZAEF = 180° 'y
2m/EFC + m/EFA = 180°

A E B
Ahora,
r 2m/CEF +m/AEF+2m/EFC+m/EFA =360°
2m/CEF +2m/EFC = 270°
D C m/CEF +m/EFC = 135°

Asi, m/ECF = 45°. Finalmente, m/BCE + m/DCF =90° — m/ECF = 45°

21.7™M@& El ADCM esisosceles, ya que DM = MC, por lo que mZCDM = 30°; ademés, DB 1. AC =
m/BDM = 60°.
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Dado que el AMDB también es isésceles pues

DM = MB, se tiene que mZMBD = 60°; asi,

el ADMB es equilatero. Dado que el tridngulo
rectingulo AADB posee un dngulo agudo de

medida 45°, el otro angulo agudo también mi-

de 45° y AD = DB; de esta manera, AD = BD =

DM = MB.

En el tridngulo isésceles AADM, AD = DM

y mZADM = 90° + 60° = 150°, por lo que los

otros dos angulos de este tridngulo miden lo C
mismo, cada uno mide 15°.

Por ultimo, en el ADMB (equilétero) se tiene que mZAMB = 60° — mZDMA = 60° — 15° = 45°.

M B

21.84M@  Observe que AABP y ABPC tienen la misma altura, asi que la razén entre sus dreas es
igual a la razén de sus bases.

((‘;55; _ 1% - % —s (BPC) =2(ABP)

De igual manera

Entonces

((2‘1133 _ g _ Z — (APD) = % (ABP)
y
Asi,
(ABCD) = (ABP)+ (BPC) + (APD) + (DPC)
= (ABP)+2(ABP)+ %(ABP) + g (ABP)
— 7(ABP)
(4BCD) _
(ABP)

2214M®&  Como las tarjetas 2 y 9 ya estdn ocupadas, la suma que cada una forme con su pareja no
puede ser 11.
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Lo mismo ocurre con la 3 y la 8, por lo que con- 2 3 5 8 9
cluimos que la tarjeta que se empareja con la 5

leiiiir?‘ces la suma 9 solo se puede lograr empa 7 10 6 4 1
3 9 13 11 12 10
rejando 7 con2 0 1 con 8. [°] [15] [12] [10]

En el primer caso, 10 debe aparearse con 3, 4
con 8 y 1 con 9. En el segundo caso, 10 debe
emparejarse con 2, 7 con 3 y 4 con 9. Por lo que 2 3 5 8 9

solo hay dos opciones posibles para emparejar 10 7 6 1 4
1 j .
as tarjetas [12] 10 11 [9] [13]

2224M@&  Ambas son verdaderas.

Considerandoa =b —1y ¢ =b + 1, tenemos que R =b2 — (b +1)> + (b — 1)> = b (b — 4). Como dos de
los tres niimeros deben ser impares, es claro que b es par.

La primara opcién dice que b es divisible por 3, pero ademas es par, por consiguiente es multiplo de 6 es
decir b = 6k, con k entero.

Por tanto, R = b (b — 4) = 6k (6k —4) = 12k (3k — 2) y la opcién I es verdadera.

Por otro lado, la opcién II dice que b es divisible por 4; es decir, es de la forma b = 4k, por consiguiente
R=0b(b—4)=4k(4k — 4) =16k (k—1).

Pero como k (k — 1) es par entonces k (k — 1) = 2s, con s entero, por tanto R = 32s, lo que implica que la
opcién Il es verdadera.

223"M®  Evaluando 2a + b en la ecuacion: (22 + b)> +a(2a +b) +b=0= b2+ (5a + 1) b+ 6a> = 0.
Viendo esta como una ecuacién cuadrética en b, se tiene que su discriminante A estd dado por A =
(5a+1) —4-6a2=a>+10a+1= (a+5)*> — 24 = k%, donde k € N.

Asi, (a+5—k)(a+5+k)=24,comoa+5—kya+5+ktienen la misma paridad, entonces las opciones
que tenemos es que estas sean igualesa 2y 12, -2y —12,4y 6, —4 y —6, de donde dan 4 valores para
a que son 0,2, —10 y —12, y al cambiarlos en la ecuaciéon en términos de b dan cada ecuacién 2 valores
enteros diferentes de b, de donde hay 8 pares distintos que cumplen lo requerido.

224"M® Seanx=m/DAC,a=m/ABC=m/ACB(AABCiséscelescon AB= AC),b=m/ADE =
m/AED (AADE is6sceles con AD = AE).

Por suma de medidas de dngulos internos en el AABC se tiene que 2a + x + 30° = 180°

Por suma de medidas de dngulos internos en el AADE se tiene que 2b 4 x = 180°

Entonces igualando tenemos:

20+x+30°=2b+x=30°=2b—-2a=15°=b—a

Por teorema de la medida del angulo externo en el ADEC, tenemos:

b=a+m/EDC=b—a=m/EDC = 15° =m/ZEDC

225@ Sea r al radio del circulo de centro F.
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Sea x la longitud de JA.

Como el circulo mayor tiene radio 6, el circulo de centro E
tiene radio 3 y, ademads, x = 6 — 2r, como se muestra en la
figura.

Aplicando el Teorema de Pitagoras al AEAF, se tiene:

(r+3)2:32—|—(6—r)2

r=2
Porlotantox =6 —2r =2y JKes 4.

226 @ Al sumar miembro a miembro las dos ecuaciones, se obtiene (1 —a)y =a —1=y =
a—1 . . P .

1 a= —1, siempre que a # 1 (con « = 1 el sistema posee infinito niimero de soluciones).

Ahora, con y = —1, al sustituir en la primera ecuacién después de despejar x, se obtiene x> =y + 1 =

¥?=-1+1=0=x=0.
Por lo tanto, si & # 1, el sistema posee la tnica solucién (0, —1).

231¢® Note que si ya se tienen las tres letras escogidas solo existe una opcién posible para
ordenarlas. Como las letras pueden repetirse o no, se tienen tres casos para escogerlas: que sean todas
distintas, que sean todas iguales, que hayan dos iguales y una distinta.

I Caso: Si son todas distintas, basta tomar 3 de 27.

. (27 27! 27-26-25-24! 27-26-25
Esdec1r,(3>—3!.24!— T = G =9.13.25=2925.
IT Caso: Todas las letras repetidas son (217) =27

III Caso: Dos repetidas y una diferente basta escoger 2 letras de las 27 y luego multiplicar por dos, pues

27
una vez seleccionadas, cualquiera de las dos puede repetirse, es decir 2 < ) )= 702

27 27 27
Por lo tanto la cantidad de nombres con estas caracteristicas es < 3 ) + 2< ) ) + < 1 > = 3654.

2320M4@ Sean a,b,c,d,ey f, respectivamente, las cantidades de monedas de 500, 100, 50, 25, 10 y 5.
Senecesitaquea<b<c<d<e<fyquea+b+c+d+e+ f=2018.

Para obtener la mayor cantidad de dinero posible, deberia haber la mayor cantidad posible de monedas
de 500. La mejor forma de distribuir es que cada denominacién menor tenga apenas una moneda maés
que las de la denominacién inmediatamente mayor; es decir, lo ideal seria que

b=a+1,c=a+2,d=a+3,e=a+4, f=a+5

Peroa+ (a+1)+(a+2)+(a+3)+ (a+4)+ (a+5)=6a+15=2018 = a = 333.83; es decir, a ¢ N
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Tomando a = 334 se sobrepasa de 2018 monedas y tomando a = 333 se obtiene 2013 monedas, es decir,
quedan 5 monedas por distribuir.

La siguiente denominacién mayor (100) deberia tener entonces una moneda mads, lo que obliga a sumar
una a cada una de las denominaciones menores (50, 25, 10 y 5).

Asi, a =333,b =335,c =336,d =337,e =338y f = 339.

La cantidad de dinero total es

333 - 500 + 335 - 100 + 336 - 50 + 337 - 25 + 338 - 10 + 339 - 5 = 230300

233"™® N debe ser el producto de los primeros 11 primos.
Asi N=2-3-5-7-11-13-17-19-23-29-31, que es divisible por 11, por lo que el residuo de N dividido
entre 11 es 0.

234€M4@® Sea F ={1,2,3,...,50}, se procede a dividir F en 7 subconjuntos Fy, F;, F», F3, Fs, F5, Fs tales
que todos los elementos de F; tengan el mismo residuo i cuando son dividos por 7:
Fy={7,14,21,28,35,42,49}

F, ={1,8,15,22,29,36,43,50}

F = {2,9,16,23,30,37,44}

F3 ={3,10,17,24,31,38,45}

F, = {4,11,18,25,32,39,46}

Fs = {5,12,19,26,33,40,47}

Fs ={6,13,20,27,34,41,48}

Se puede observar que S puede contener a lo mas un miembro de Fy, y si S contiene algtin miembro
de cualquiera de los otros subconjuntos, entonces este puede contener a todos los miembros de ese
subconjunto. También, S no puede contener miembros de F; y Fs al mismo tiempo , 0 F, y F5, 0 F3
y Fs. Como F; contiene 8 elementos y cada uno de los otros subconjuntos contienen 7 elementos, el
subconjunto S mas grande puede ser construido seleccionando un elemento de F, todos los elementos
de F;, todos los elementos de F, o Fs, todos los elementos que pueden ser de F; o F,. Por lo tanto, el
subconjunto S més grande contiene 1 + 8 + 7 4 7 = 23 elementos.

23.5"™®  Siabed corresponde con el afio de nacimiento de su antepasado, se debe cumplir que

abcd — dcba = 2018

1000a 4 1000 + 10c + d — 1000d — 100c — 10b — a = 2018
999a + 90b — 90c — 999d = 2018

999 (a —d) +90 (b —c) =2018

9(111(a—d) +10(b—c¢)) =2018

Ll

4

Pero lo anterior no es posible ya que 2018 no es multiplo de 9.
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Se tienen dos casos iniciales para el afio de nacimiento del antepasado: 1abc o Oabc.

I Caso: Afio de nacimiento labc.

labc — cbal = 2018 es imposible, porque para que se cumpla el valor en el digito de las unidades, nece-
sariamente ¢ = 9, pero entonces 1ab9 — 9bal < 0 # 2018.

Sicbal > labe, cbal — 1abc = 2018.

Para que se cumpla el valor en el digito de las unidades, necesariamente ¢ = 3, teniendo entonces

M C D U

3 b
-1 a
2 0

=S

1
3
8

Continuando con el proceso de la resta se tiene

M C D U
3 b (a—1) 11
-1 a b 3
2 0 1 8

Sia—1%#0, en la casilla de las decenas se tiene a — 1 — b =1, de donde a = b + 2; mientras que en la
casilla de las centenas b — a = 0, de donde a = b, lo cual es imposible.

Sia—1=0entonces b =9, pero 3911 — 1193 = 2718 # 2018.

II Caso: Afio de nacimiento Oabc.

Oabc — cba0 = 2018 es imposible, porque para que se cumpla el valor en el digito de las unidades, nece-
sariamente ¢ = 8, pero entonces 0ab8 — 8ba0 < 0 # 2018.

Para que cba0 — Oabc = 2018, se debe tener c = 2, teniendo entonces

M C D U

2 b
- 0 a
2 0

=S

0
2
8

Continuando con el proceso de la resta se tiene

M C D U
2 b (a—1) 10
- 0 a b 2
2 0 1 8

Sia—1#0, en la casilla de las decenas se tiene a — 1 — b =1, de donde a = b + 2; mientras que en la
casilla de las centenas b — a = 0, de donde a = b, lo cual es imposible.

Sia —1=0entonces b =9, pero 2910 — 0192 = 2718 # 2018.

Por lo tanto, el profesor Rolando tiene razén.

23.6 V@ Noétese que el niimero no podria tener més de diez digitos, y en dicho caso, se usarian
todos los digitos, y al ser la suma de los enteros entre 0 y 9 igual a 45, divisible por 3. Al ser el ntimero
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divisible entre 5 (al serlo por 15), entonces el altimo digito es 0 0 5. Como se trata de un ntimero par
(al ser divisible por 8), se tiene que el dltimo digito es 0. Ademads, entre mas cerca de 9876543210 se
encuentre el ntimero, mejor. Sin embargo, dicho nimero no es divisible entre 8.

Asumamos que solo dos digitos cambian de lugar, entonces el ntiimero tendria que ser 9876543120. Sin
embargo, este niimero no es divisible entre 11, puestoque 9 —8+7 -6 +5—-4+3—-1+2—-0=7 que
no es divisible entre 11. De ser los tltimos tres digitos los que se cambian, entonces el niimero tendra
que ser 9876541320 para que sea multiplo de 8 y el 3 cambie de lugar. Pero nuevamente, 9 —8 +7 — 6 +
5—-4+4+1—-3+2~-0=3, que no es divisible entre 11.

Consideremos por lo tanto que el nimero que estamos buscando es de la forma 98765abcd0, donde
{a,b,c,d} = {1,2,3,4}. Notese que d es par, por lo que d =2 o d = 4. Si d = 2, entonces tendriamos
que 9—-8+7—-6+5—a+b—c+2=9+b— (a+c) es divisible entre 11. Sin embargo, dado que
{a,b,c} = {1,3,4}, entonces 9 + b — (a + c) tomaria los valores de 9, 7 o 3, ninguno de los cuales es
divisible entre 11. Si d = 4, entonces c es par, y el tnico par posible es 2, por lo que tenemos el nimero
98765ab240, y por lo tanto9 —8+7—6+5—a+b—2+4=9+b—a. Dado que {a,b} = {1,3},sib =3
y a =1 tendrfamos que 9 + b —a = 11, y por lo tanto, 9876513240 es divisible entre 11. Ademds, como
termina en 240, es divisible entre 8 y, finalmente, como termina en 0 y la suma de sus digitos es divisible
entre 3, entonces también es divisible entre 15.

23.7"@  Sean 71 y 7y las dos circunferencias tangentes en C donde O y P son los centros y a y b los
radios. Sea D la interseccién de la tangente comtin 4B conla tangente comun por C.

Como AO || BP, se tiene que mZAOC + mZCPB = 180°, luego &« + B = 90° y entonces el AABC es
un tridngulo rectdngulo con angulo recto en C, por Teoremas de Pitdgoras se obtiene que AB =10y
AD =DC=DB=5.

Como DC L OP, tambien se tiene que mZDAC = m/DCA = By mZ/DCB = m/DBC = a, por lo que

ANADC ~ ACPB se tiene Z = g =b= %

Soluciones del Capitulo 3

311 8@ En el primer intento de Emma habia un color en posicién correcta, de los datos del tercer
intento se deduce que el rojo no estd en la posicion 1.
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Observando el intento dos, se tiene que:

a) Hay un color colocado en posicién correcta.
b) El rojo no estd en posicién correcta.
c) El café y el verde no son colores correctos.

d) Por lo tanto, el amarillo es el que estd en posicion correcta (Amarillo va en posicién 3)
Con esta nueva conclusion se analiza nuevamente el primer intento. Se tiene que:

a) El rojo estd en posicién incorrecta.
b) El verde no es color correcto.
¢) El amarillo no va en la posicién 2 (pues va en posicién 3)

d) Hay un color en posicién correcta.

Por lo tanto, el azul esta en posicién correcta. (Azul va en posicion 4)

Finalmente, como sabemos que el rojo no va en posicioén 1, debe ir en posicién 2 (ya la posicién 3 y 4
estdn ocupadas) y el morado en posicién 1.

Entonces el orden de los colores es Morado, Rojo, Amarillo, Azul.

31.2"™®  LLamemos csilla ganadora (G) a aquella en la que si un jugador lleva la ficha ahi se asegura
ganar la partida y casilla perdedora (P) a aquella en la que si un jugador lleva su ficha ahi, con seguridad
perdera. Las primeras casillas que podemos clasificar en ganadoras o perdedoras son las siguientes:

G
P

Ahora, una casilla en la que el siguiente jugador deba mover su ficha a una casilla perdedora es una
casilla ganadora y una en la cual el siguiente jugador pueda llegar a una casilla ganadora es perdedora.
Se tiene entonces la siguiente clasificacion

g
ol el Bl e
FlIOl=O
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Se contintia llenando la cuadricula, clasificando las casillas con G o P, y se obiene

G G G

iae Bl Bavil vl Biav il Mo

iavll Bavil Bl Biavll Mo

P P P
G G G
P P P
G G G

Como inicialmente la ficha ya estd colocada en una casilla ganadora, el primer jugador debe moverla a
una casilla perdedora. A partir de ahi el segundo jugador tiene la estrategia ganadora, moviendo la ficha
siempre a una casilla ganadora de las ya sefialadas en la cuadricula anterior. Por lo tanto se concluye que
Yuri no tiene razon.

De acuerdo a lo anterior, el primer jugador no tendrd una estrategia ganadora si la casilla inferior iz-
quierda (donde esta inicialmente la ficha) es una casilla ganadora; pues este jugador se ve obligado en
su primera jugada a moverla a una casilla perdedora, mientras que si tendra estrategia ganadora si la
ficha se encuentra en unas casilla perdedora.

Se puede observar que la casilla inicial (inferior izquierda) serd perdedora si el namero de filas de la
cuadricula es par (sin importar el ntimero de columnas) o si el nimero de filas es impar y el ntimero
de columnas es par. Es decir, el primer jugador tendrd una estrategia ganadora para las cuadriculas de
tamafio m X n tales que m sea par (sin importar 1), o m sea impar y n sea par.

3.1.3 @

» Si Federico es el culpable, entonces Federico miente, Leonel dice la verdad, Randall miente, Ale-
xander miente y Erick dice la verdad.

= Si Leonel es el culpable, entonces Federico miente, Leonel miente, Randall dice la verdad, Alexan-
der miente y Erick dice la verdad.

= Si Randall es el culpable, entonces Federico miente, Leonel dice la verdad, Randall dice la verdad,
Alexander miente y Erick dice la verdad.

= Si Alexander es el culpable, entonces Federico dice la verdad, Leonel dice la verdad, Randall dice
la verdad, Alexander miente y Erick dice la verdad.

= Si Erick es el culpable, entonces Federico miente, Leonel dice la verdad, Randall dice la verdad,
Alexander dice la verdad y Erick miente.

Como solo una persona miente, entonces el culpable es Alexander.

314 v® No existe estrategia que permita salvar a todos los presos ya que el dltimo de la fila no
tiene informacién sobre su propio sombrero, es decir, no hay manera de garantizar que el daltimo acierte
el color de su sombrero.

No obstante, se pueden salvar los otros 2017, acordando previamente una forma de proceder que expli-
camos a continuacion:
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Al color negro le asignan el ntiimero 1 y al blanco el —1. El altimo de la fila multiplica todos los signos
de que se le asigné a los sombreros que ve por delante de él, indicando el signo resultante, note que
si hay cantidad impar de sombreros blancos el signo serd negativo, si hay cantidad par de sombreros
blancos el resultado serd positivo. Ante esto, el tltimo de la fila (empezando por el 2018) dice el color
correspondiente a su sombrero (puede acertar si tiene suerte pero no se garantiza que acierte).

Sin embargo el que estd delante de él puede darse cuenta si acerté o no, siendo que podria ver los
sombreros de los demds delante de éI (los 2016 sombreros que puede ver), con lo que sabe el color de su
sombrero. Andlogamente, los siguientes presos realizan el mismo proceso, con lo que averiguan el suyo
propio. De esta forma, se garantiza que todos se salvan todos (salvo posiblemente el dltimo de la fila).
Nota: el mismo razonamiento vale par una fila de N presos y se garantiza que se salvan N — 1.

3.1.5 @ Tome en cuenta, que a = 111...111 es equivalente a 111...11110000...0000+111...1111.
—_—

2n digitos n digitos n digitos n digitos

Entonces, tendriamos la siguiente equivalencia:

a—b= 111..111 — 222..222
—_——
2n digitos n digitos
= 111...1110000...0000 + 111...111 — 222...222
— e ——— —
n digitos n digitos n digitos n digitos

=111...1110000...0000 + 111..111 — 2(111...111)
— o — —

n digitos n digitos n digitos n digitos
=111..111 -10" — 111..111 =111..111 (10" — 1) = 111...111 (999...999)
N—— SN—— SN—— — ——

n digitos n digitos n digitos n digitos n digitos
=111..111 - 9 (111..111) =9 (111...111)> =3% (111...111)> = (3 - 111...111)?
SN—— N—— N—— SN—— SN———

n digitos n digitos n digitos n digitos n digitos

Por lo tanto, a — b es un cuadrado perfecto.

3.1.6 ™M@  Supongamos que 1 = (abed)jg=a-10>+b-10> +c-100 +d.

Como d es impar pero a la vez n debe ser divisible entre 5, se puede concluir que d = 5. Asi que n =
(ﬂbCS)lo.

Partimos entonces del hecho de que a,b,c € {1,3,5,7,9}

Al “colocar” la division (abc5)19 + 5, se tiene lo siguiente:

abcb | 5

Al dividir el digito a entre 5 en el primer paso de la division, es claro que tiene que a > 5, pues en caso
contrario el primer digito del cociente seria cero, y por lo tanto, el cociente ya no tendria cuatro digitos.
Porlo tanto a # 1y a # 3. Entonces forzosamente a € {5,7,9} y el primer digito del cociente de la divisién
es 1. Supongamos que r; es el primer residuo que se obtiene al efectuar a + 5. Una exploracién de los
tres posibles valores de a, permite deducir que r1 € {0,2,4}. Entonces en ese paso, se “baja” el siguiente
digito (b) y la division se ve asi:

abcb5 ]| 5
rlb 1
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Ahora corresponderia dividir el nimero de dos cifras r1b entre 5. Al explorar las combinaciones de los
posibles valores de r; y los posibles valores de b, se descartan las combinaciones 01,03,21,23,41,43
porque al dividir entre 5 el siguiente digito del cociente seria par, lo cual contradice el enuciado. Asi que
se puede concluir que b € {5,7,9}.

Supongamos que g es el siguiente digito impar del cociente que se obtiente al dividir 71b <+ 5 y que el
residuo, es rp. Por un razonamiento andlogo al del paso anterior, se puede deducir que g € {1,5,9} y que
ry € {0,2,4}. La division en este punto, se veria asi:

abcb5 ]| 5
r b 1g

rp C

Por el mismo razonamiento del paso anterior, al analizar las combinaciones de los posibles valores de
12 y los posibles valores de ¢, se descartan las combinaciones 01,03,21,23,41,43 porque al dividir entre 5
el siguiente digito del cociente seria par, lo cual contradice el enuciado. Asi que se puede concluir que
ce{5,7,9}.

Ahora bien, como los ntimeros buscados tendran como tultima cifra 5, pero sus tres primeras cifras pue-
den ser 5,7 0 9, entonces la cantidad de ntimeros enteros que cumplen las condiciones solicitadas es de
33 = 27 enteros.

3.1.7M@&  Supongamos que el ntiimero buscado es (abcde)1y. Lo que se busca es determinar el valor
de las cifras del numero, de forma que: (abcde)yg - (abede)1p = (...abede)qg

Explorando los posibles valores del digito e que permitiria que esto suceda, se lleqa a la conclusiéon de
quee € {0,1,5,6}, pues para los demas digitos, no se cumpliria que el tltimo digito siga siendo el mismo
y en la misma posicion. Pero si e = 0 el niimero tendria que ser 00000 lo cual no es en realidad un ntimero
de cinco cifras. Por otra parte, si e = 1 la solucién seria 00001 que se descarta de la misma manera que el
caso anterior. Por lo tanto, se tiene que ¢ =5 0 e = 6. Analizamos esos casos por aparte.

Si e =5, al efectuar la operacién digito a digito, se puede deducir que d = 2. Asi el ntimero es hasta el
momento

(abc25)1g =a-10° +b-10* 4+ ¢-10® +2-10 + 5 = (abc00)1g + 25

Entonces ((abc25)10)? = ((abc00)19 +25)% = ((abc00)19)? + 50(abc00) 1o + 625. Este tltimo nimero termi-
na con los digitos 625, pero como se supone que debe terminar en c65, podemos deducir que ¢ = 6.
Entonces el nimero hasta el momento es

(ab625)19 =a-10° +b-10* +6-10° +2- 10 + 5 = (ab000)1 + 625

Al efectuar ((ab625)10)? = ((ab000)10 + 625)% = ((ab000)19)? + 1250(ab000)1g + 390625. Este Gltimo ni-
mero termina con los digitos 0625 pero como se supone que debe terminar en 4625, podemos deducir
que d = 0.

Entonces el namero hasta el momento es

(ab625)190=a-10° + b -10* +6-10% +2-10 + 5 = (ab000) o + 625
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Al efectuar ((a0625)10)? = ((a0000)10 + 625)? = ((a0000)19)? + 1250(ab000)1g + 390625. Este tltimo ni-
mero termina con los digitos 90625, pero como se supone que debe terminar en 20625, podemos deducir
quea =9.

Por lo tanto, un ntimero de cinco digitos que cumple con las condiciones dadas es 90625.

Por un procedimiento anédlogo, se analiza el caso faltante (¢ = 6). Al finalizar se llega a que el ntimero
es 09376, que aunque en efecto cumple que al elevarlo alcuadrado las cinco cifras quedan en la misma
posicién ((09376)2 = 87909376), en realidad no se considera un niimero de cinco cifras. Por lo tanto, el
ntmero que cumple los requirimientos es 90625.

3.1.8 ™M@  Vamos a demostrar que la mayor suma de digitos es 40 y ocurre para 3132 = 97969.
Se puede observar que la suma de digitos de un nimero de cinco cifras es un valor que puede variar
entre 1y 45.
Todo nimero tiene una de las siguientes formas: 3k, 3k + 1,3k 4 2. Cuando los elevamos al cuadrado se
obtienen:
(3k)? = 9k?
(3k +1)2 =9k*> + 6k + 1 = 3(3k* 4 2k) + 1
(Bk+2)2 =9k + 12k + 4 =3(3k> + 4k +1) + 1
Es decir, los cuadrados perfectos son mdltiplos de 9 o son multiplos de 3 mds 1. Pero los niimeros que
son multiplos de 9 tienen como suma de cifras un valor que es mdltiplo de 9 y los nliimeros que son
multiplos de 3 mds 1 tiene como suma de cifras un valor que es multiplo de 3 mds 1.
En consecuencia, los tnicos valores mayores que 40 que se podrian obtener al sumar los digitos de un
cuadrado perfecto son 43 y 45.
Es claro que el tinico nimero con suma de digitos 45 es 99999, que no es un cuadrado perfecto.
Sila suma de las cifras de un ntimero de cinco cifras fuera 43, sus digitos serian cuatro nueves y un siete,
o en todo caso, dos ochos y tres nueve; los tinicos niimeros que cumplen la condicién son:
79999,97999,99799,99979,99997;88999, 89 899,89 989, 89 998,98 899,98 989,98 998,99 889,
99898, y 988.
Pero un namero ubicado entre dos cuadrados perfectos consecutivos no es cuadrado perfecto.
Luego:

2822 = 79524 < 79999 < 80089 = 2832

298% = 88804 < 88999 < 89401 = 299>
2992 = 89401 < 89899,89989,89998 < 90000 = 300>
3132 = 97969 < 97999 < 98596 = 314>
314% = 98596 < 98899,98989,98998 < 99225 = 3152
315% = 99225 < 99799 < 99856 = 3167
316% = 99856 < 99889,99898,99988,99979,99997 < 100489 = 317>

Ninguno de estos quince ntimeros es cuadrado perfecto.
Queda demostrado que el mayor valor que puede obtener Carlos al sumar los digitos de cuadrado
perfecto es 40.
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3.1.9™M®  Elradio de cada circulo pequefio mide 2 cm. Denote el circulo grande con C y centro en O,
a los circulos pequefios como Cy,Cy,C3 y C4 con sus respectivos centros A,B,C y D.

Como el radio de cada circulo pequefio mide 2 cm, entonces AB = BC = CD = AD =4 cm. Por lo anterior,

el JABCD es un cuadrado. El drea del cuadrado es (ABCD) = 42 = 16 cm?.

Por otro lado, el 4rea de cada circulo pequefio es 7t - r? = 71 - 22 = 47 cm?.

El drea del cuadrado tiene una cuarta parte de cada uno de los circulos pequefios, al sumar dichas areas

se obtiene 471 cm?2.

El area de la region acotada por los cuatro circulos pequefios, es el drea del cuadrado menos el drea de la

cuarta parte de cada uno de los circulos pequefios que estdn en el cuadrado; es decir; 16 — 47 cm?.

3.1.103@ Sea F el punto de interseccién de la recta AK con BC y E el punto de interseccion de la
recta AH con BC como se muestra en la figura.

Note que los tridngulos AAHB y AEHB son congruentes ya que BP biseca al dngulo B y los dngulos
ZAHBy ZEHB son rectos, por tanto AH = HE.

En forma similar, AK = KF y aplicando el teorema de la paralela media sobre el AAFE se comcluye que
las rectas ﬁ y j@l son paralelas.

3.111™®  Considere la siguiente figura:
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En cada caso, cada pareja de tridngulos tienen la misma altura, asi:

(EFG) = 5(EFC) (FG es un medio de FC)

N[—=

(EFC) = J(BEC) (EF es un medio de EB)

(BED) = (BEC) (BD es un medio de BC)

Asi (EFC) = (BED).
(BED) = %(ABD) (ED es un medio de AD)
(ABD) = 3(ABC) (BD es un medio de BC)

Asi, se tiene: (ANABD) =8, (EFC) =4y (EFG) =2 m?

321™®  Considere las esquinas de las cuadras (intersecciones de las calles) y nombrémoslas ast:

Eo E N .B
G K Ol R

D
H L P S

C

R I M QT

Tanto Jennifer como Steven planean utilizar el recorrido minimo para llegar a su destino. En ambos casos
para eso deberdn recorrer siete cuadras. Para eso Jennifer solo pude recorrer las calles caminando hacia
el Norte y al Este, mientras que Steven deberd recorrerlas caminando hacia el Sur y al Oeste. En las tres
primeras cuadras no hay posibilidad de que se crucen. Después de la tercer cuadra Jennifer se encontrara
en alguno de los puntos E, G, L 0 Q, mientras que en ese momento Steven se encontrara en alguno de los
puntos F, K, P o T. Analicemos las probabilidades a partir de los puntos después de los cuales se podrian
cruzar Jennifer y Steven en su camino.
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Caso 1: Jennifer llega al punto E. Como en cada esquina Jennifer tiene dos opciones de donde escoger

para llegar al punto E, la probabilidad es 1 - -1 = 1. Ahora para que se cruce con Steven, este debera

encontrarse en el punto F, y la probabilidad de llegar ahi tambiénes 3 -1 -1 = 1. Una vez que llega
al punto E, a Jennifer no le queda otra alternativa que dirigirse al punto F, pero Steven podria moverse
hacia el punto E o hacia el punto G, por lo que la probabilidad de que Steven y Jennifer se encuentren en
el segmento de la calle que une E y F es entonces: § - § -3 = 21—7

Caso 2: El caso en el que Jennifer llega al punto Q y Steven al punto T es andlogo al anterior, y por lo
tanto, la probabilidad de que Steven y Jennifer se encuentren en el segmento de la calle que une T con Q
es también: § -% 3= %

Caso 3: El caso en el que Jennifer llega al punto Q y Steven al punto P. La probabilidad de que Jennifer
llegueaQesde -3 -3 = §. La probabilidad de que Steven llegue a P es de 3, porque hay tres maneras
de llegar hasta ahi. Asi que la pribabilidad de que se encuentren en el segmento de la calle que une Q
conPesdes- -1 11 = 23—8

Caso 4: Jennifer llega al punto G. La probabilidad de que esto suceda es 3 - 2% = 3 porque hay tres
maneras de llegar hasta ahi, teniendo dos opciones para doblar en cada esquina. En este caso, para que
Jennifer se cruce con Steven, este dltimo debera haber llegado a los puntos F o K. Analicemos ambas

situaciones:

a. Steven estd en el punto F: Steven llega al punto F con una probabilidad de %. En ese caso se cruzarian
en el segmento de la calle que une F con G. Steven en ese caso tendria que escoger una de dos
opciones y de igual manera Jennifer. Asi que la probabilidad de que se crucenes g g« 553 = 5.

b. Steven estd en el punto K: Steven llega al punto K con una probabilidad de 2 porque hay tres maneras
de llegar hasta ahi, teniendo dos opciones para doblar en cada esquina. Entonces se cruzarfan
en el segmento de la calle que une G con K, pero solo si Jennifer y Steven escogen una de las

dos posibilidades de movimiento que tienen. Asi la probabilidad de que se crucen en esa calle es
3.3,1.1 _ 9

8§ '8 22 — 28

Caso 5: Jennifer llega al punto L. La probabilidad de que esto suceda es 3 - 2% = 3 porque hay tres

maneras de llegar hasta ahi, teniendo dos opciones para doblar en cada esquina. En este caso, para que
Jennifer se cruce con Steven, este tltimo debera haber llegado a los puntos P o K. Analicemos ambas
situaciones:

a. Steven estd en el punto P: Steven llega al punto P con una probabilidad de % porque hay tres maneras
de llegar hasta ahi, teniendo dos opciones para doblar en cada esquina. En ese caso se cruzarian en
el segmento de la calle que une L con P. Steven tendria que escoger una de dos opciones y de igual

- : i 3.3.1.1 _ 9
manera Jennifer. Asf que la probabilidad de que se crucenes g -5+ 753 = 3.

b. Steven estd en el punto K: Steven llega al punto K con una probabilidad de % porque hay tres maneras
de llegar hasta ahi, teniendo dos opciones para doblar en cada esquina. Entonces se cruzarian

en el segmento de la calle que une L con K, pero solo si Jennifer y Steven escogen una de las

dos posibilidades de movimiento que tienen. Asi la probabilidad de que se crucen en esa calle es
3.3.1.1 _ 9

8§ '8 2'2 — 28

De esta manera la probabilidad de que Jennifer y Steven se crucen en su camino es
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322M® Si se colocan los nimeros en un arreglo triangular, colocando en filas diferentes pares e
impares, segtin la regla que define la sucesién, se obtiene:

10 12 14 16=42
17 19 21 23 25=5?2

Dado el patrén que se observa, conviene identificar cudl es el cuadrado perfecto més cercano a 1998 sin
sobrepasarlo. Se observa que, 43% = 1849, 44? = 1936 mientras que 45> = 2025. Por lo tanto, hay que
inferir como serdn las filas correspondientes en la sucesion.

La prolongacién del acomodo triangular de los valores de la sucesion (con la indicacién del ntimero de
cada fila) se veria asi:

Fila # 1: 1

Fila # 2: 2 4=2?

Fila # 3: 5 7 9=32

Fila # 4: 10 12 14 16=47

Fila # 5: 17 19 21 23 25=5?

Fila # 44: 1850 1896 = 447

Fila # 45: 1937 2025 = 457

Fila # 46: 2026 2116 = 467

Note que en la sucesion, el dltimo ndmero par mayor que 1998 es 1896 (entre ellos hay una diferencia de
102 unidades) y el siguiente nimero par que aparece en la sucesién que es mayor que 1998 es 2026 (entre
ellos hay una diferencia de 28 unidades). Por lo tanto, el nimero par en la sucesién que se encuentra
mas cercano a 1998 es 2026.

Para determinar la posicién que ocupa el ntiimero 2026 en la sucesién, se debe tomar en cuenta que en

cada fila se va incrementando la cantidad de elementos en una unidad. Por lo tanto, la cantidad total de

nn+1
términos de la sucesion hasta la fila n estd dada por la expresion (2+)
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Al ser 2026 el primer elemento de la fila # 46, podemos calcular su posicién a partir del total de térmi-

nos hasta la fila # 45 mas una unidad. Asf, la posicién del nimero 2026 en la sucesién corresponde a

45(45+1 4546
(2+) 1= 5= +1=4523 +1=1035+1 = 1036

323M™M®  Sedice que un conjunto de ciudades esta conectado si se puede ir entre cualesquiera dos
de ellas, usando las autopistas construidas. Observe que si se tiene dos conjuntos distintos de ciudades
conectadas, entonces no es posible viajar de una ciudad de un conjunto a una ciudad del otro. Por otro
lado, observe que si el gobierno construye todas las autopistas en un conjunto de 16 ciudades, y deja una
aislada, entonces no se va a cumplir la propiedad de que todas las ciudades pertenezcan a un conjunto
conectado.

Por lo tanto, la cantidad de autopistas n debe cumplir que

16 16 -15
= ——— =120.
n><2> > 0

Ahora, se comprueba que con 121 caminos se obtiene la propiedad deseada. Suponga que se tiene dos
conjuntos de ciudades conectados, pero de modo que no estdn conectados entre ellos, es decir, no hay
carreteras entre ninguna ciudad del primer conjunto con el segundo. En el mejor caso posible, entonces
existe una carretera entre cualesquiera dos ciudades del primer conjunto, y entre cualesquiera dos ciu-
dades del segundo conjunto. Si el primer conjunto tiene k ciudades entonces el segundo tendra 17 — k
ciudades.

En este caso, la cantidad de carreteras en el primer conjunto es <I; = k'(k2_1>, y la cantidad de carre-
teras en el segundo conjunto es <172_ k> = (17 = k) 2 (16— k) .
Luego, el total de caminos es
k-(k—1) (17—-k)-(16—-k) 1 ., 5
> + 5 = E(k — k+272 — 33k + k?)
= % (2k* — 34k +272) = k* — 17k + 136

(k—17/2)? +255/4
(15/2)% 4+399/4
= 120

Sin embargo, se supone que hay al menos 121 caminos.
324¢@® Los dos amigos tiene razén, como se demuestra a continuacion.

= Vamos a ver que Carlos a lo sumo se comunica con 2 mujeres por FAC. Si Carlos se comunica por
FAC con 3 mujeres, no importa como las escoja siempre dos de ellas serdn vecinas. Suponga sin
pérdida de generalidad que las vecinas son Ana y Berta.

Carlos se comunica por FAC con Juan, Ana y Berta por lo tanto Ana se comunica por INS con Berta.
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Ahora, si Juan se comunica por FAC con Berta entonces Carlos, Juan y Berta usan la misma red
social, lo cual contradice el enunciado.

Si Juan se comunica por INS con Berta entonces Juan se comunica por FAC con Ana (ya que Ana
se comunica por INS con Berta).

Pero eso significa que Carlos, Juan y Ana usan la misma red social, contradiccién.

= Vamos a ver que Carlos se comunica con el otro vecino por FAC

Si Carlos se comunica por INS con el otro vecino, por lo anterior Carlos se comunicaria por INS a lo
sumo con dos mujeres, eso significa que Carlos no se comunica con la quinta mujer, contradicién.

Por lo tanto Carlos se comunica por FAC con el otro vecino. Asi todos los hombres se comunican
con sus vecinos por FAC y por tanto con los amigos del frente por INS.

De mismo modo todas las mujeres se comunican con sus vecinas por una red social y con las
amigas del frente por otra.

= Vamos a ver que las mujeres se comunican con sus vecinas por FAC.

Suponga lo contrario, entonces Ana se comunica por INS con Berta, y Carlos se comunica por FAC
con Ana, Berta y Juan.

Por tanto Juan se comunica por INS con Ana, pues de lo contrario Carlos, Juan y Ana usan la
misma red.

Del mismo modo Juan se comunica por INS con Berta, pero esto implica que Juan, Ana y Berta se
comunican por INS, contradiccién.

32.5®™®  Sea p un ntimero primo.

Noétese que u,_1 < up. 1,1 claramente no es divisible entre p (y (p — 1)! tampoco), y en p! solo se agrega
el nimero p, por primera vez, lo que no completa ningtn cuadrado nuevo, y por ende, u, = pu, 1 >
up—l-

Por otro lado, notese que (2p — 1)! es divisible por p, pero no por p?, y por lo tanto 15,1 es divisible por
p.

Por otro lado, (2p)! es divisible por p? pero no por p*. Ademas, el tinico factor nuevo es 2p.

Uzp—1

Por lo tanto up, = si (2p — 1)! contiene un nimero par de factores 2 en su factorizacién, y uz, =

Uzp—1 .
—— sino. En ambos casos, uz, < uz,-1.

326 M@ Seany=2n-+1=4?z=23n+1="b?paraalginay b enteros.
Como y es impar entonces 4 tiene que ser impatr; es decir, es de la forma a = 2u + 1, con u € Z, entonces
2 1 2
a 1= Qu+1)"+1
2 2
Como b? no es miiltiplo de 3 entonces b no es multiplo de 3.

Por consiguiente tenemos dos casos:

x=n+1= =2u +2u+1=v?+u?+2u+1=u+ (u+1)=
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2 -1 2 2
» b=3v+lentoncesx =n+1= b 3 +1= b ;
1)2+2
x=%:37)2—{—204—1:27)2—{—024—27)—}—1:202—1—(0—1—1)2:(—0—1)2+2(—v)2donde
t=—-v—-1.
2)2+2
. b:3v+2entoncesx:%:3UZ+ZU+2:UZ+2(UZ+ZU+1):v2+2(v+1)2
3x 3x2 . )
32.7"M®&  Sea AD = x entonces CD = EX luego (ABCD) = - Ahora determinemos el area som-

breada. Consideremos la figura adjunta.

Como F es el punto medio de EC entonces F es el centro del cuadrado EBCH, por lo tanto FG = g Asi,
X
X = 2
X
ADE) = (FGD) = —%4 = —.
(ADE) = (FGD) = —2 = %
X, X 3x x
Gty 22
Por otra parte, (BCGF) = 5 =555 =
5
g

Luego, el d4rea sombreada corresponde a:
Y G S S
4 4 8 87

Finalmente, la razén r de las areas esta dado por:

5x2
,_8 _10_5
T3k 24 127
2

328"™®  Seprobarda que AAEC = ABCD

Como AB = BD = AD entonces el AABD es equilétero y
mZABC =m/ZBDA = MZDAB = 60°.

Dado que mZABC = mZACB = 80° entonces mZBAC = 20°.
Sim/ZBEC = 30° entonces mZAEC =150° y mZECA = 10°.
Sim/BAC =20°y mZBDA = 60° entonces mZCAD = 40°.
En el AABC se tiene que mZABC = mZACB = 80°, por lo
tanto A ABC es isosceles. Asi, AB =~ AC.

Del eneunciado se tiene que AB = AD y del paso anterior
AB = AC, entonces AC = AD. Por lo tanto AACD también
es isosceles.
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Como AACD es isosceles y mZCAD = 40° entonces mZACD =m/ZCDA =70°.

Luego m/BDC = 10°, m£DBC = 20° y m£BCD = 150°.

Finalmente, como AC & BD, por criterio de congruencia a.l.a se tiene que AAEC =2 ABCD, del cual se
deduce que EC = CD.

329™M®  Considere la figura en la que estan las alturas h del AAED y m del AACB, trazadas desde

Ey C, respectivamente.
Dado que mZCAG = 45° y AACG es rectan-

gulo, entonces mZ/ACG = 45° y AG = m. Para
el AAEF (que es también tridngulo rectingu-
lo is6sceles) con argumentos similares se llega E
aque AF =h.
En el ACGB, dado que mZCBG = 30° y es-
te tridngulo es rectdngulo, se concluye que
mZGCB = 60°; para este tridngulo especial
30° — 60° — 90° se concluye que GB = m+/3.

h

En el AEFD (que también es un tridngulo especial 30° — 60° — 90°), se tiene que FD = 7

[]
A F G D

AB_AG+GB_m+m\@_m(1+\@)_m\@ .
AD  AF+FD _h<1+1>_h

V3 V3
Las areas de los tridngulos AAED y AACB estdn dadas por:

1
AD -h h(”ﬁ)'h_hzuﬁ

Asi, el valor numérico de

(AED) = “= " = ( ) ) s
AB-m  m(1+V3)om g3
(ACB) = 5= 5 =m? 5

Como DE divide al AACB es dos regiones de igual 4rea, se tiene que:

(ACB) =2(AED)
1+v3 . ,1+3
=2h
2 23
2 2 1
m :Zh%
2_2\@

3
_j2v3 V12
-5 =%

m2

‘ 3

SRS

AB V12
Sustituyendo este tltimo resultado en (x), se tiene: —— = m V3= —3\@ =12

AD h V3
AB\*
Por lo tant — ) =12.
oroano,(AD)
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3210 ™®  Considere la siguiente figura:

Como AH y BE se intersecan en su punto medio y corresponden a las diagonales de JABHE, entonces
dicho cuadrilétero es un paralelogramo. Igualmente ocurre con JACGE y LIBCFD.

Se tiene entonces que los segmentos CG, AE y BH son paralelos y congruentes, lo mismo que CF y BD,
entonces /GCF = /HBD y AGCF = AHBD.

De esto se tiene que ZCGF = ZBHA, pero también /BHA = /HAE (alternos internos entre paralelas).
Entonces m/CGF +m/CEA = m/HAE +m/CEA.

Como mZADC = 60° y mZBCD = 45°, entonces mZCOD =75°y m/HAE 4+ m/CEA = 75° (por teore-
ma del dngulo externo en AAOE).

3.2.11™@®  Delaprimera ecuacion se obtiene que x + y = 6 — z, por tanto (x + )2 = (6 — z)%, mientras
que de la segunda ecuaci6n se obtiene que xy =5 — z(x +y) =5 —z(6 —z) =5 — 6z + 22

Por otra parte, note que S = (x — y)? = x? — 2xy + y? = x> 4+ 2xy + y* — dxy = (x + y)* — 4xy.

asi, S = (x +y)> —4xy = (6 —z)2 — 4(5 — 6z + z2) = —3z> + 12z + 16.

Con lo anterior, S es una funcién cuadratica convexa, cuyo vértice corresponde a (2,28). Por lo tanto, su
maximo valor es 28.

331"M®  Seobserva que si un jugador llega al numero 1987, el jugador siguiente perderd, porque
de los nimeros del 1 al 30 aun no puede llegar a 2018 pero lo menos que puede sumarle es 1, con lo que
el otro jugador ganard. Mds concretamente, si uno suma k el otro debe sumar 31 — k para llegar a 2018
pues 1987 4 k + 31 — k = 1987 4 31 = 2018. Podemos decir entonces que 1987 es una posicién ganadora.
A partir de esto se observa que todos los ntiimeros de la forma 2018 — 31n serdn posiciones ganadoras y
la estrategia consiste en sumar, en cada jugada, el complemento a 31 de lo que sume el otro jugador para
mantenerse en dichas posiciones ganadoras.

Ademas, como 2018 = 31 - 65 + 3, vemos que 3 = 2018 — 31 - 65 es la primera posiciéon ganadora. Es decir,
la estrategia ganadora la tiene el primer jugador escogiendo inicialmente el niimero 3 y a partir de ahi
sumar el complemento a 31 de lo que sume el segundo jugador.
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Observamos que si 2018 fuese multiplo de 31 entonces el primer jugador no tendria estrategia ganadora,
pues en su primera jugada debe escoger un niimero que no esta en posicién ganadora.
En general, para que el primer jugador no tenga estrategia ganadora, b debe ser multiplo de a + 1.

3.324™@&  Para poder salir del circulo Jordan debe seguir el siguente proceso.

En el primer paso es indifierente la direccién que Jordan escoja, siempre estard a 1 metro del centro del
circulo.

Sea O el centro del circulo y P la posicion actual de Jordan, para que el cambio de direccién a la que le
puede obligar el gigante no retrace el avance de Jordan, este debe tomar la direccion de la perpendicular
a OP; asi, por el teorema de Pitdgoras siempre estard mas lejos del centro en la nueva posiciéon que en la
posicién anterior (P).

Aplicando este procedimiento tenemos que Jordan después de su segundo movimiento se encuentra
a una distancia v/2 del centro O, después del tercer movimiento se encuestra a v/3 del centro O, y en
general después de n movimientos se encontrard a una distancia /n del centro O.

Para que Jordan llegue al borde del circulo debe recorrer 100 metros es decir

Vn =100 = n =100> = n = 10000
Por lo que Jordan debe dar al menos 10001 pasos para salir del circulo.

333M®@  Lapregunta es equivalente a averiguar el nimero minimo de sobres para que haya proba-
bilidad menor a 50 % de que todas las banderas sean distintas.
Entonces, si py es la probabilidad de que abriendo k sobres todas las banderas son distintas, entonces:
12 11 11 o
12 11 10 9 55
=X X X =~ T76%
PER R T~
12 11 10 9 8 7 385

P3=15 X112 X132 X 12 X 12~ 1296 0%

Por lo tanto, el namero buscado es tres sobres.

3344M4@® (¢c—1)(ab—b—a)=a+b-2
Sumado (¢ — 1) a ambos lados de la expresién

(c—1)(ab—b—a)+(c—1)=a+b+c—3
(c—1(ab—b—-—a+1)=a+b+c—-3
(c—1)b-1)a—1)=a—-14+b—-14c—1
Haciendo la sustitucionx =a -1, y=b—-1,z=c—1
Xyz=x+y+z

Supongaquex >y >z> —1(yaquec=2z+12>0)
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= Siz=—1entonces —xy=x+vy—1
O=xy+x+y+1-2

(x+1)(y+1)=2
Por tanto x = 1y y = 0 y se obtiene la solucioén (a,b,c) = (2,1,0)

» Siz =0 entonces 0 = x + y entonces x = —y = 0 y se obtiene la solucién (a,b,c) = (1,1,1)

» Siz =1entonces xy = x +y + 1y de igual manera

(x-1)y-1)=2

Por tanto x = 3y y = 2 y se obtiene la solucién (a,b,c) = (4,3,2)

Entonces sus soluciones son (2,1,0), (1,1,1) y (4,3,2) y sus permutaciones.

33.5€M®  Observe que a> + 24> + a=a®? +3b> + b = 3a* + a — 3b* — b = a?
a?=3@*-b)+a—-b=a*=3(a+b)(a—b)+(a—b)=a*>=(a—b)(3a+3b+1).

Asi, basta con demostrar que 2 — by 3a 4 3b + 1 son coprimos, pues como su producto es un cuadrado,
necesariamente cada uno de ellos debe de ser un cuadrado.

Supongamos que p es un divisor de a — b.

Entonces p|(a — b) = p|(a — b)(a +b) = (a* — b?)

= p|(a — b) +3(a® — b?) = a®> = p|a® = pla® — (a® — b?).

= p|b?

Luego, p|b, puessip Jb = p Jb?lo cual no es posible y asf:

plb+ (a —b) = pla.

Sip|(Ba+3b+1)=p|(3a+3b+1) —3a—3bpues play p|lb = p|1 = p =1, lo cual contradice que es
primo y por lo tanto p no divide a 32 4 3b + 1.

Por lo tanto, a — b y 3a + 3b + 1 son coprimos.

33.6 ™M® Notequep=111111...1y sid es compuesto es de la forma d = gk con g, k enteros positivos.
d digitos

Entonces
p=111111...1=11...111...1---11...1
—_—— ———
d digitos q q q

Por otra parte note que

11...1x10...0=11...100...0
N e
q q q q

Por tanto
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11...1x10...01 =11...111...1
S~ = S~
q q q q

Finalmente

11...1x10...0---10...01=11...111...1---11...1=p
—— Y= = Se——N— =
q q q q q q

Lo cual contradice el hecho de que p es primo. Por tanto d es primo.

33.74"M@&  Comoay bson pares entonces M = (a + b)?> — ab = a® + ab + b? es par y por tanto divisible
por 10.

Como 10 | (a* + ab + b?) entonces 10 | (a® — b?), lo que significa que la resta (a®> — b®) termina en 10,
entonces a° y b> terminan en el mismo digito. Asf, la afirmacién I es falsa.

Como se aprecia en la siguiente tabla que contiene las unidades de n y n°.

n|0[1|2[3/4/5|/6[7|8]9
n|0[1|/8|7|4|5]6|3[2]9

Si a® y b3 terminan en el mismo digito entonces a y b terminan en el mismo digito.

Por tanto a2, ab y b? tienen el mismo digito en las unidades, entonces M = a% + ab + b? (que termina en
0) tiene el mismo digito en las unidades que el nimero 342.

Por lo anterior, 10 | 34%, 10 | 42,10 | a y, por lo tanto, 10 | .

Finalmente esto significa que 100 | a2, 100 | ab y 100 | b?, con lo cual 100 | M. Asi, la afirmacién II es
verdadera.

3384M® Primero veamos que LIOQAR es un cuadrildtero ciclico. Como LIORBP y LIOPCQ son
ciclicos, se tiene que mZROP = 180° — m/B, mZQOP = 180° — m/C.

Luego, mZROQ = 360° — mZROP — mZQOP =m/B +m/C =
180° —mZA, y por lo tanto LJOQAR es ciclico.

Veamos ahora que m/P = mZA. Como UORBP es ciclico,
mZOPR = mZOBR = mZOAB, y como LOPCQ es ciclico,
mZOPQ = mZOCQ = mZOAQ. Luego, m/ZP = mZOPR +
mZOPQ =m/ZOAB +m/ZOAQ =mZA.

Anélogamente, m/Q =m/By m/ZR =mZC. Por lo que los tridn-
gulos APQR y AABC son semejantes. Como LJOQAR es ci-
clico se tiene que mZOQR = mZOAR = 90° — mZC, y como
m/PRQ =m/C, QO es perpendicular a RP.

En forma similar, RO es perpendicular a PQ, por lo que O es el
ortocentro del APQR. -
Note que los radios de las circunferencias circunscritas a los tridngulos ABPO y ACOP son iguales, ya
que dichas circunferencias tienen como cuerda comtn a PO y se tiene que mZOBP = mZOCP. De igual
manera, las circunferencias circunscritas a los tridngulos ABPO y APQR tienen el mismo radio, ya que
estas tltimas tienen la cuerda PR en comun y los dngulos ZRBP y ZPQR son congruentes.
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33.9M®  Sean Qy R las intersecciones de [ con ABy CA respectivamente.

Sean K y N los puntos donde BG y CF cortan a AD, respectivamente.

Seaa=m/BAD =m/DAC.Como | y AD son paralelas, se tiene que mZ/ARQ = m/DAC = a, y enton-
ces el AAQR esisosceles con AQ = AR.

También, por ser | y AD paralelas, se tiene que mZADB + m/REC =180°, m/ADB=m/QEBym/ERC =
m/ZBAD = m/ZBQE = a.

Por otro lado, como BD = EC, se tiene que BE = CD. Sea E’ sobre la prolongacién de AD (con D entre
Ay E')y tal que DE' = ER. Por el criterio LAL, los triangulos ABDE’ y ACER son congruentes, lo que
implica que mZBE'D = mZCRE = a, y entonces el AABE’ es isosceles, con BE’ = AB, pero BE' = CR
(por la congruencia) y entonces AB = CR.

El

Tenemos también que, BQ = BA + AQ = RC + AR = AC. Ahora, dado que ACRP ~ ACANy ABAK ~
ABQP, se obtiene:

AK_BK_RC_RP _ AK_PQ
QP BP AC AN ~ RP AN
Dado que AAFN ~ AQFP y ARGP ~ AAGK, se obtiene:

GK_KA _PQ _FP _GP+PK_FNiNP_ PK PN
GP RP AN [EN GP FN GP FN

Finalmente:

AR _PK PN _AQ

E_ﬁ_ﬁ_ﬁ:>RG:AF:>BF:AB—AF:CR—RG:CG
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33.10™M®  El ABCP esisosceles (BC y PC radios), entonces m/BPC = m/PBC = x.
ZPBP’ es recto (inscrito en el didmetro PP’), entonces m/CBP’ = 90° — x.
ABCP' es isésceles (BC y P'C radios), entonces m/CP'B = 90° — x.
ZCBP'y ZABP' son complementarios, entonces mZABP' = x.
AQCP' es rectangulo, asi mZCQP’ = x y mZAQB = x (opuestos por el vértice).
Luego, AABQ es is6sceles, por lo que AB = AQ.
Aplicando el teorema de Pitdgoras al AABC se tiene que 16 +1? = (r +2)?> dedonder =3 cm.y AC=5
cm; ahora, como AC = AQ + QC, entonces QC =1cm. y TQ =2 cm.
Aplicando el teorema de Pitdgoras al AQCP, se tiene que QP = /10 cm.
4v10

Por potencia del punto Q respecto a la circunferencia se tiene que BQ - v10=2-4 y asi BQ = —5
3311 @ Observe que debido a que la superficie del agua dentro de pirdmide corresponde a un

plano paralelo a la base que descansa sobre una superficie horizontal, la cantidad de espacio vacio dentro
de la piramide, corresponde también, a su vez, a una pirdmide cuyas caras son tridngulos equiléteros.
Ademads note que la altura o nivel que alcanza el agua dentro de la pirdmide, corresponde a la diferencia
entre la altura total de la pirdmide y la altura de la segunda pirdmide (la que se forma con el espacio
vacio).

Sean entonces:

hy la altura total de la pirdmide grande.

h; la altura de la pirdmide formada por el espacio vacio.

x la arista de la piramide formada por el espacio vacio.

V1 el volumen total de la pirdmide grande.

V> el volumen de la pirdmide formada por el espacio vacio.

Tomando en cuenta que la base de ambas pirdmides son tridngulos equilateros, cuyas areas se pueden

12\/3
4

calcular por medio de la férmula A = ,con L ellado del tridngulo, y como el volumen de un prisma

1
se puede calcular mediante la férmula V' = 3 Ap - h, siendo Ay el drea de la base y 1 la altura del prisma.

WP,
e 0y,

Vista del tridngulo vertical
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Se puede establecer la razén entre los volimenes de ambos prismas, de la siguiente manera:

a_
i

'%ﬁ'hz hy (f)ﬂlz
3

.3247\/5.]/11:32}11_ E

W= | W=

Por otra parte, si se considera que V, = V; — 2 al sustituir en la igualdad anterior se tiene que:

V1 -2 . X\ 2 h2
v =)
Por la semejanza de los triangulos verticales formados por la arista de la piramide, el radio de la base, la

h
altura de las pirdmides, asi como el radio del tridngulo sobre la superficie del agua, se tiene que: h2 %
1

Al sustituir esto en la igualdad anterior se tiene que:
Vi—2 /x\2x Vi—2 /x\3
-G = = 6)

V=2
Despejando se tiene que x = 3/ 1T1 (%)

Ademas, por propiedades del tridngulo equilétero de la base, se sabe que su radio mide \f 3y por el

teorema de Pitagoras se tiene que hy = /32 = /6. Entonces se tendria que Vj = 3 .2 \[ V6=

3‘/7 = 9\f dm? (Note que como era de suponerse V1 > 2).
Al sustltulr Vi en (x) se tendria que:

x—339[ 2_ 39\[8 \/ = /27 —12V/2
N \/ 9\f 9[ xf

Flnalmente al aplicar el teorema de Thales en los tridngulos verticales sefialados anteriormente, se tiene
que:

hl—h2_3—x
3
:>h1—h2:h1~3gx
(3— 327—12\/5)
:>h1—h2: 6-
3
.-.hl—hzz‘f(3—€/27—12\f2>

Asi, el agua alcanza una altura dentro de la pirdmide de \éé (3 — /27 — 12\@) dm.

Solucidn alternativa

Observe que debido a que la superficie del agua dentro de piramide corresponde a un plano paralelo a
la base que descansa sobre una superficie horizontal, la cantidad de espacio vacio dentro de la pirdmide,
corresponde también, a su vez, a una pirdmide cuyas caras son tridngulos equilateros.
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Ademas, note que la altura o nivel que alcanza el agua dentro de la pirdmide, corresponde a la diferencia
entre la altura total de la pirdmide y la altura de la segunda pirdmide (la que se forma con el espacio
vacio).

Sean entonces:

hy la altura total de la pirdmide grande.

h; la altura de la pirdmide formada por el espacio vacio.

x la arista de la pirdmide formada por el espacio vacio.

V1 el volumen total de la pirdmide grande.

V> el volumen de la pirdmide formada por el espacio vacio.

Dado que todas las caras de la pirdmide estdn compuestas por tridngulos equiléteros, se pueden estable-
cer relaciones conocidas en el mismo (o tridngulos especiales), asi como el teorema de Pitdgoras en algtin
tridngulo vertical para determinar h; y h;.

Se utilizard el tridngulo vertical formado por la altura de la pirdmide, la arista y el radio de la base,
aunque también puede utilizarse el tridngulo formado por la altura, el apotema de la base y el apotema
de la piramide.

Attt

Vista del tridngulo vertical

Vista de la base de la pirdmide
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NI

2
Por el teorema de Pitdgoras se tiene que h; = 32 — <ﬁ) =/6.

Entonces, se tendria que V; = 3 - % V6= 34@ = % dm? (Note que como era de suponerse V; > 2).
Por un razonamiento similar, aplicado a la pirdmide pequefia, se puede deducir que el radio del tridngulo

que se forma en la superficie del agua mide %3 dm.

Vista de la superficie del agua

V6 _ I

Aplicando el teorema de Thales en el tridngulo vertical, se tiene que B nh de lo que podemos
3
despejar que hp = x\—£
Ahora bien, para encontrar el valor de x, podemos calcular V, por medio de dos razonamientos distintos,
para poder establecer una ecuacién en la cual podamos despejar el valor de la arista de la pirdmide
pequena (x).
_9v2-38

4

92

De acuerdo con los datos del enunciado se tiene que Vo, = V; —2 = == — 2 3

dm?®.

Utilizando la férmula de volumen de la pirdmide, se tiene que:
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1 x2V3 xv6 1832 3
=_- . = dm”.

V2 3 12
Igualando las expresiones obtenidas para V5:
V2 9v2-38
12 4
¥v2=3(9v2-8)
5 27224
X =—
V2
X =27-12V2

x=1\/27 —12V2
V6 V27 -12v/2-1/6 dm
5= .

3
Por lo tanto, la altura o nivel que alcanza el agua dentro de la pirdmide corresponde a

hy—hy = /6 — ! 27_15\@'%:\?(3—\3/27—12\&) dm.

Se tendria entonces que hy =

33.12¢M®  Sear el radio del circulo con centro en C. Sea D el centro del circulo més grande. Entonces
AC=4+4+r,AD=2,DB=4yCB=2+r.

Observe que (DBC) =2 (ADC). Ademas, observe que DC + r = 6, pues se puede construir un radio del
circulo con centro en D, si se prolonga DC hasta intersecar la circunferencia.

p A D B Q
De esto, se puede deducir que el semiperimetro del AACD es

1 1
5 (AC+DC+AD) = (4+r+DC+2)=-(4+6+2)=6

N| =

El semiperimetro del ADBC es

1 1 1
5(DC+CB+DB) = (DC+2+7+4)=(6+2+4) =6

Aplicando la férmula de Herén en los tridngulos AADC y ADBC se tiene que:

2\/6-4-1-2-r)=1/6-2-1-(4—7)
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Resolviendo la ecuacion se obtiene que r = A

33.13M®  Defina g(n,m) el ntimero de secuencias finitas de 1’s y 0’s tal que cada secuencia empieza
en 1y no hay tres 0’s o tres 1’s consecutivos y tiene exactamente n 0’s y m 1’s.

Notese que f(n,m) = g(m,n). Ahora, las secuencias citadas, que inician en 0, pueden tener un solo 0 al
inicio, y luego un 1, o bien, dos ceros y luego un 1, por lo que se tiene

fln,m) = g(m,n —1) +g(m,n —2)
Dado que se puede aplicar el mismo razonamiento a g, se tendrfa que
gmn—-1)=fn—1,m—-1)+ f(n—1,m—2)

gmn—-2)=fn—-2,m—1)+ f(n—2,m—2)

de donde se puede concluir lo solicitado.
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Simbologia

AB

AB

Ab

ZABC
mZABC
AABC

LUABCD

segmento de extremos A yB

medida del AB

rayo de extremo A y que contiene a B

recta que contiene los puntos Ay B

angulo de rayos BA y BC

medida del ZABC

tridngulo de vértices A, B, C
cuadrilatero de vértices A, B, C, D
paralelismo

perpendicularidad

ZABC =~ Z/DEF

AABC = ADEF

ABC < DEF

ANABC ~ ADEF

AB~CD
AB
mAB
(ABC)
(ABCD)

P-Q-R

congruencia de dngulos

congruencia de tridngulos

correspondencia respectiva
entre puntos

semejanza de tridngulos
congruencia de segmentos
arco de extremos Ay B
medida del AB

area del AABC

drea del JABCD

P, Q, R puntos colineales,
con Q entre los puntos Py R
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