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Prologo

OLCOMA es la Comision de Olimpiadas Costarricenses de Matematicas. Esta comision esta con-
formada por académicos en el drea de Matematica de la Universidad Nacional, del Instituto Tec-
nologico de Costa Rica, de la Universidad de Costa Rica, de la Universidad Estatal a Distancia, y
por representantes del Ministerio de Educacion Publica y del Ministerio de Ciencia, Tecnologia y
Telecomunicaciones.

Dentro de la estructura de las Olimpiadas Costarricenses de Matematicas, se tienen tres niveles
de competencia. En Nivel I participan estudiantes de sétimo afio, entre 10 y 13 afios, aproximada-
mente (también pueden optar por participar en este nivel los estudiantes de primaria que cursan
sexto grado). En Nivel II participan estudiantes de octavo y noveno afos, entre 14 y 15 ads, apro-
ximadamente. En Nivel III participan estudiantes de décimo, undécimo y duodécimo afios, mas
de 15 afos.

Durante el afio 2017, se trabajd con tres etapas. En la I Eliminatoria los estudiantes resolvieron
un examen de seleccion unica con 25 items. En la II Eliminatoria, los clasificados realizaron un
examen con 12 preguntas de seleccion unica y tres problemas de desarrollo. En la Etapa Final,
los estudiantes clasificados realizaron dos pruebas en dias consecutivos, cada prueba con tres
problemas de desarrollo.

El objetivo de este libro es que los futuros participantes en Olimpiadas Costarricenses de Mate-
maticas posean material de consulta.

Los problemas que en este libro se enuncian representan un reto para quienes gustan resolver
ejercicios matematicos. Cada uno de los problemas tiene la solucion respectiva, asi que una vez
que intenten resolver cada problema, pueden comparar el procedimiento realizado con la solu-
cion propuesta.

Se han incorporado todos los problemas de I Eliminatoria para cada uno de los tres niveles, los
problemas de II Eliminatoria para cada uno de los tres niveles, los problemas propuestos para
conformar los exdmenes de la Etapa Final y los problemas que conformaron los exdmenes de la
Etapa Final.

Cartago, febrero de 2019 CHRISTIAN PAEZ PAEZ
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Capitulo

I Eliminatoria

1.1 NivelI

1.1.1 Razonamiento Légico y Probabilidad

En una ciudad, don César es duefio de cinco residenciales; tiene a cada uno enumerado del
uno al cinco. En cada residencial existen 35 apartamentos, enumerados con tres digitos. El
primer digito indica el numero de residencial, los siguientes dos digitos indican el numero
de apartamento (del 101 al 135 en el primer residencial, del 201 al 235 en el segundo
residencial, y asi sucesivamente). Para enumerar todos los apartamentos de los cinco
residenciales, la cantidad de veces que se utiliza el namero 2 es

(a) 65
(b) 70
(c) 100
(d) 105

Solucion:

En cada residencial existen apartamentos que pueden contener: 2, 12, 20, 21, 22, 23, 24, 25,
26, 27, 28, 29, 32; es decir, el namero 2 es utilizado 14 veces por cada residencial.

Como son 5 residenciales, el numero 2 es utilizado 14 - 5 = 70 veces.

Sin embargo, en el residencial 2, se utiliza 35 veces en la posicion de las centenas.

Luego, 70 + 35 = 105 es la respuesta.
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@ 1.1.1 El paralelepipedo de la imagen adjunta esta hecho de tres piezas. Cada pieza
consiste de cuatro cubos del mismo color. La apariencia que tiene la pieza blanca es

(@ L -
() iﬁg
© |

@ | s

@ 1.1.2 Encierta ciudad, la calle Soledad es paralela a la calle Luciérnaga, la calle Estre-
lla es perpendicular a la calle Pastora, la calle Pastora es paralela a la calle Luciérnaga y
la calle Soledad es perpendicular a la calle Gaviota. Si la calle Estrella va de Norte a Sur,
con certeza se cumple que

(a) La calle Gaviota es paralela a la calle Pastora.
(b) La calle Soledad es perpendicular a la calle Pastora.
(c) La calle Estrella es perpendicular a la calle Soledad.

(d) La calle Gaviota va de Este a Oeste.

@ 1.1.3 Ana y Antonio se reparten un terreno que heredaron. Segun las condiciones de
la herencia, Ana recibe dos quintas partes del terreno y Antonio el resto. Sin embargo,
Antonio decide ceder a Ana una cuarta parte de la porcion del terreno que €l recibiria.
La parte del terreno que finalmente recibio Ana es

1
(@) 5

7
10
9
20
11
20

()

(o)

(d)
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@ 1.1.4 Un numero palindromo es aquel que se lee igual de izquierda a derecha que de
derecha a izquierda. La menor cantidad de digitos que deben eliminarse en el numero
87979981 para que sea palindromo es

(@ 2
(b) 3
(© 4
(d 5

Se desean repartir 35 libros entre varias personas de manera que no tengan la misma
cantidad. La maxima cantidad de personas a las que se les pueden repartir los libros es

(@ 6
(b) 7
(© 8
(d 9

Solucion:
Sirepartimos 1 al primero, 2 al segundo y asi sucesivamente, podemos repartir 1 +2 + 3 +

4+54+64+7= 78 = 28 libros y faltan 7 por repartir.

Una posibilidad es darle uno mas a cada uno y asi se repartirian a 7 personas.
Otra posibilidad es repartirlos de la forma 1, 2, 3,4, 5, 6 y 14.
Asi, la maxima cantidad es 7.

@ 1.1.5 Enla Olimpiada Internacional de Matematica hay 100 estudiantes de varias na-
cionalidades. Se sabe que 90 de ellos hablan inglés, 76 hablan francés, 78 hablan espafiol
y 58 hablan aleman. El minimo numero de estudiantes que se puede asegurar que ha-
blan los cuatro idiomas es

(@ 2
(b) 34
(c) 56
(d) 98
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@ 1.1.6 Andrea forma dos numeros con los digitos 1, 2, 3, 4, 5 y 6. Ambos numeros tie-
nen tres digitos y cada digito puede ser utilizado una sola vez. Si Andrea suma los dos
numeros, entonces el resultado mas grande que Andrea puede obtener es

(@) 975

(b) 999

(c) 1083

(d) 1173
@ 1.1.7 Un pulpero recibi6 un encargo de cajas de leche. Se le informdé que no son mas
de 1000 cajas ni menos de 900, y que si se agrupan en grupos de cinco cajas sobran dos, al

igual que si se agrupan en grupos de siete cajas; pero si se hace en grupos de dos cajas no
sobran y en grupos de tres cajas sobra una. La cantidad de cajas que recibid el pulpero es

(a) 912

(b) 946

(c) 982

(d) 996
@ 1.1.8 Un prisionero lleva muchos afios encerrado, por lo cual el carcelero decide dar-
le una oportunidad de escapar; coloca la llave de la celda en una de cuatro cajas idénticas
y le dice al prisionero que si escoge la caja que contiene la llave, queda en libertad. El
prisionero (que no sabe en cudl caja esta la llave) selecciona una caja al azar. Antes de
abrirla, el carcelero (que si sabe donde esta dicha llave) le abre dos cajas que no tienen
la llave y le dice: como puedes observar, ahora hay dos cajas y una de ellas tiene la llave,

¢deseas cambiar la caja que escogiste? Si el prisionero decide cambiar de caja, la proba-
bilidad de escapar es

(@)
(b)
(©

(d)

W ==k W= N
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@ 1.1.9 Un cilindro se puede llenar con una manguera en dos horas y con otra man-
guera en seis horas. Ademads, se puede vaciar por medio de un desagiie en una hora y
45 minutos. El encargado del cilindro deseaba llenarlo lo mds rapido posible, asi que
decidio utilizar ambas mangueras a la vez, pero olvido cerrar el desagiie. El tiempo, en
horas, que perdio el encargado por este error es

(@ 2
() 9
(©) 55
(d) 10,5

1.1.2 Teoria de NuUmeros

Sean x y y numeros enteros, tales que al dividir x por y se obtiene el cociente g y el residuo
r. El residuo que se obtiene al dividir x + 2ry por y es

(@ o
(b) r
(©) 2g
(@ 2r

Solucioén:
Como el residuo de dividir 2ry por y es cero, entonces el residuo de dividir x + 2ry por y es
igual al residuo de dividir x por y; es decir, el residuo es r.



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

1.1. NIVEL | (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

@ 1.1.10 Diego y Daniela corren alrededor de una pista con rapidez constante. Diego
corre seis vueltas en 14 minutos, mientras que Daniela tres vueltas en ocho minutos.
Después de iniciar al mismo tiempo una carrera, cuando ambos llegaron juntos a la me-
ta por primera vez, Diego observo que habia pasado una cantidad entera de minutos. El
total de vueltas que dieron entre los dos es

(a) 24
(b) 45
(c) 56
(d) 64

Ejemplo 1.4

El primer digito (de izquierda a derecha) de un nimero de cuatro digitos es la cantidad
de ceros que aparecen en €l, el segundo digito es la cantidad de unos, el tercer digito es la
cantidad de dos, y el ultimo es la cantidad de tres. La maxima cantidad de nameros que
cumplen con las condiciones es

(a) 0
(b) 1
(© 2
@ 3

Solucion:

El primer digito debe ser mayor que 0 y menor que 3.

Ahora si el primer digito es 3 el resto son ceros y no es posible porque el dltimo en la
cantidad de 3 y deberia ser 1.

Si el primer digito es 2, entonces el tercer digito debe ser mayor que 1 y la unica posibilidad
es 2020.

Si el primer digito es 1, entonces el segundo digito es mayor que 1 y la tinica posibilidad es
1210. Por lo tanto, solo hay 2 numeros que cumplen.
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@ 1.1.11 La cantidad de numeros de tres digitos en los que el digito de las centenas es
el triple del digito de las unidades y la suma de sus digitos es 12 es

@1

(b) 2

(0 3

(d 4
@ 1.1.12 Hoy es domingo y Karla inicia la lectura de un libro de 290 paginas. Ella lee
solo cuatro paginas cada dia, excepto los domingos, ya que esos dias lee exactamente 25

paginas. La cantidad minima de dias que le tomara a Karla leer el libro completamente
es

(a) 36
(b) 40
(o) 41
(d) 46

Considere el numero n = 4489613548 donde a es un digito. La cantidad maxima de opciones
para las cuales n es multiplo de 132 es

(@ o
b) 1
(© 2
(d 3

Solucion:

Para que sea multiplo de 132, como 132 =3 -4 - 11, entonces el numero debe ser divisible por
3,4y11.

Para ser divisible por 3, como la suma de las cifras restantes es 48, entonces a debe ser
multiplo de 3. Para que sea divisible por 4 las ultimas dos cifras deben ser multiplos de 4,
por lo que solo cumplen 0 y 6 por la condicion anterior.

Por ultimo, para que sea divisible por 11, la diferencia de las cifras impares y las pares
deben ser multiplo de 11 y solamente cumple el 6. Por lo tanto, la cantidad es 1.
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Ejemplo 1.6

En una bolsa hay solo monedas de 25, 50 y 100 colones. Hay 170 monedas en total. Hay al
menos una moneda de cada denominacion y cantidades diferentes de todas. Ademas, si se
colocan en orden las respectivas cantidades de monedas, la primera divide a la segunda y
la segunda a la tercera. La maxima cantidad de dinero, en colones, que puede haber en la
bolsa es

(a) 14250
(b) 16375
(c) 16875
(d) 17000

Solucién:

Sean a,b,c las cantidades, donde 1 <a <b <c.

La cantidad que maximiza el monto debe contener la minima cantidad de monedas de 25.
En este caso, si hay una moneda de 25; es decir, a = 1, entonces hay 169 monedas de 50 o 100,
luego, como b | cy b+ c = 169 entonces b | 169 = 132

Como b > 1y entonces debe ser b = 13, en cuyo caso ¢ = 13 - 12 = 157. Luego, la cantidad de
dinero es 25+ 13- 50 + 157 - 100 = 16375.

@ 1.1.13 Sean py g digitos. Los posibles valores de p para que el numero pp ppqqqq sea
divisible por 45 son

(@ 5y0
(b) 3y7
(c)4y9
(d 5y9
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1.1.3 Geometria

Ejemplo 1.7

Si en el cuadrilatero ABCD se tiene que AD = BC, m£ZDAC = 50°, m/DCA = 65° y
m/ACB = 70°, entonces m/ABC es

(a) 50°
(b) 55°
(c) 60°
(d) 65°

Solucioén:

Se tiene que la suma de las medidas de los angulos internos del AADC es 180°.
Ahora m/ADC = 180° — (50° + 65°) = 65°.

El AADC es isdsceles y AC = AD.

Como AD = BC y comparten el lado AC, el AABC es también isdsceles.

Resulta que AC = AD = BC.

Luego, m/ABC = M = 55°.

@ 1.1.14 Elperimetro de un AMNP es 12 cm. Si en el tridngulo se tiene que MP = gMN
y MP = ZN P, entonces la medida en centimetros de MN es

@ 3

(b) 4

(© 5

(d) 12

@ 1.1.15 Considere un AABC con F un punto en AC, tal que DF L ACyA—-D—E—B
con DE =CE. Sim/ZCAB =30°y mZCEA =70°, entonces mZFDC es

(a) 25°
(b) 55°
(c) 65°
(d) 125°
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@ 1.1.16 Si el perimetro de un triangulo es 50 cm, entonces la medida en centimetros
de uno de sus lados es

(a) 20
(b) 25
(c) 30
(d) 35

Ejemplo 1.8

Considere el tridngulo equilatero AABC. Si M es el punto medio de AC, Q un punto en BM,
Py R puntos en BC, tales que B— P — R — C y el AQPR es isésceles y recto en P, entonces
mZMQR es

(a) 75°
(b) 90°
(c) 105°
(d) 120°

Solucion:

El AABC es equilatero, por lo que mZABC = 60°.

M es punto medio de AC por lo que m/MBC = 30°.

El AQPR esrecto en P, por lo que mZQPR =90° y mZQPB = 90°.

Luego, por la suma de las medidas de los dngulos internos de un tridngulo, mZBQP = 60°.
El AQPR esisdsceles, por lo que mZPQR = 45°.

Finalmente, m/MQR = 180° — m/PQR — m/BQP = 180° — 45° — 60° = 75°.

@ 1.1.17 En la figura adjunta, se tiene que AC =CD, CD = BD y mZACD = 64°. La
medida del ZBCD es

(a) 29° <
(b) 58° 64° \&
(c) 64°
(d) 122°
A B
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1.2 Nivel II

1.2.1 Razonamiento Légico y Probabilidad

Ejemplo 1.9

Se realiz6 un experimento del cual se obtuvieron cuatro resultados posibles: A, B, Cy D.
Los cuatro resultados son mutuamente excluyentes. Se tiene que la probabilidad de que
ocurra A es P(A) = 0,3; la probabilidad de que ocurra B es P(B) = 0,3 y la probabilidad de
que ocurra D es P (D) = 0,25. La probabilidad de que ocurra C es

(a) 0,10
(b) 0,15
(c) 0,20
(d) 0,25

Solucion:

Por definicidn, como los resultados son mutuamente excluyentes, se sabe que la suma de
las probabilidades de los resultados posibles es 1.

De esta forma, P(A) + P(B) + P(C) + P(D) =1. Es decir, 1 — [P(A) +P(B) + P(D)] = P(C).
Por lo tanto, se obtiene 1 — (0,34 0,3 + 0,25) = 0,15.

@ 1.2.1 En una fabrica, 15 maquinas empacan 15 bolsas de arroz en 15 segundos. La
cantidad de bolsas de arroz que se empacan con 60 maquinas en 60 segundos es

(a 4

(b) 15
(c) 60
(d) 240

@ 1.2.2 Enfigura adjunta A, B, Cy D representan, cada una, un digito distinto. El valor
de A+B+C+Des

(a) 15
(b) 16 ABCD
(©) 17 + ABC

2017
(d) 18
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Ejemplo 1.10

Cuando a un barril le falta 30% para llenarse, contiene 30 litros mas que cuando esta lleno
hasta 30%. La cantidad de litros que le caben al barril es

(a) 60
(b) 75
(© 90
(d) 100

Solucion:

Sea x la capacidad del barril. Cuando le falta el 30% para llenarse, la capacidad del barril
es 70%x y como contiene 30 litros mas que cuando estd lleno hasta el 30% se puede formar
la ecuacion:

70%x = 30%x + 30, que es equivalente a

.3
100" 100

= 70x = 30x + 3000

x4+ 30

— 40x = 3000
3000
40

—x=75

Por lo tanto, le caben 75 litros al barril.

@ 1.2.3 Seanyp,q,r, sy tcinco numeros reales, tales que la media aritmética (promedio)
de p, g y r es ocho y la media aritmética de p, g, 7, s y t es siete. Entonces la media aritmé-
ticadesytes

@5
(b) 6
(c) 45
(d) 55
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@ 1.2.4 Juan estaba caminando con rapidez constante por una avenida en Heredia
cuando vio un camion que estaba transportando una pieza grande de madera (también
se desplazaba con una rapidez constante).

Juan queria medir el largo de la pieza de madera, entonces decidié caminar a lo largo
de la pieza de madera en direccion contraria al camion y cont6 10 pasos, mientras que
cuando caming a lo largo de la pieza de madera en direccion del camion contd 70 pasos.
Si se sabe que cada paso de Juan mide un metro, entonces la longitud en metros de la
pieza de madera es

(@ 30
(b) 35
(c) 17,5
(d) 30,5

@ 1.2.5 En un Centro de Entrenamiento Deportivo hay dos equipos de atletismo, uno
practica carreras y el otro saltos. De un total de 105 deportistas que entrenan en el Cen-
tro, 83 pertenecen al equipo de carreras, 39 al de saltos y 27 a ambos. Si se elige al azar
uno de los deportistas que pertenecen a algun quipo de atletismo para que represente
al Centro de Entrenamiento en una competencia, entonces la probabilidad de que sea
integrante del equipo de carreras pero no del de salto es

44
95
56
95
44
105
56
105

(@)

()

(©

(d)
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Seis pueblos A, B, C, D, E y F se encuentran a lo largo de una carretera. Las distancias en
kilémetros entre ellos se muestra en el cuadro adjunto. Un orden correcto en el que se
encuentran los pueblos a lo largo de la carretera es

(a) BADEFC A|/BICIDIE|F
Alo[2|2]3]15]8
(b) CEFDAB Bl2]o0o[2]5]17]10
(©) CEFADB Cl20(22]017]5 |12
D35 [17]012]5
(d) FCEDAB El1517]5 [12] 0] 7
Fl8]1w0[12]5[7 0
Solucioén:

Del cuadro podemos observar que la distancia mas grande esta entre C y B por lo que todos
los demds puntos deben estar entre ellos.
A continuacion se procede a ordenar los demds pueblos desde el mas lejano a C hasta el

mas cercano.
Con esto obtenemos que el orden es CEFDAB o BADFEC, donde la primera es la que

aparece entre las opciones.

@ 1.2.6 Se van a repartir 100 cartas en grupos de 7, 5 y 3 cartas, respectivamente. Si se
sabe que hay al menos un grupo de 7 cartas, uno de 5 cartas y uno de 3 cartas, entonces
la minima cantidad de grupos que hay para que las 100 cartas sean repartidas es

(@ 15
(b) 16
(c) 17
(d) 18

@ 1.2.7 Lanegacion del enunciado: “Cada estudiante compro mds de 10 manzanas” es
(a) Ningun estudiante compro mas de 10 manzanas.
(b) Algun estudiante compro mas de 10 manzanas.
(c) Algun estudiante comprd menos de 11 manzanas.

(d) Cada estudiante compro menos de 11 manzanas.
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1.2.2 Teoria de NuUmeros

Sean g, b, c y d digitos. Denotamos abcd al namero cuyos digitos son a, b, ¢ y d, respectiva-
mente. La cantidad de numeros de cuatro digitos, tales que abcd = bac + cbd es

(a) 0
(b) 1
(© 2
@ 3

Solucion:
abcd = bac + cbd = 1000a + 1006 + 10c +d = 1006 + 10a + ¢ + 100c + 106 + d

= 990a =91c + 10b
Sin embargo, como 1 <a <9, pues de lo contrario el numero no seria de cuatro digitos,
entonces 990 < 990a < 8910 mientras que 0 < 91c + 10b < 909, pues el valor mayor se alcanza
cuando c =9y b =9. De modo que es imposible que se cumpla la igualdad.

@ 1.2.8 En cuatro tarjetas estan escritos los numeros 2, 5,7y 12 (un numero en cada tar-
jeta). En la parte posterior de cada tarjeta estan escritas, respectivamente, las siguientes
frases: Divisible por 7, Primo, Impar y Mayor que 100. Se sabe que cada nimero escrito
en cada tarjeta NO CORRESPONDE con la palabra en la parte posterior de la misma. El
numero que esta escrito en la tarjeta con la frase Mayor que 100 es

(@ 2
(b) 5
(c) 7
(d) 12
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El namero entero 1" 4 2" + 3" + 4" no es multiplo de cinco si n es
(@) 2016
(b) 2017
(c) 2018
(d) 2019

Solucioén:
Para que sea multiplo de 5, el ultimo digito debe ser 0 o 5. Consideremos los ultimos digitos
de las potencias segun el siguiente cuadro.

n|l 2 3 45 6 7 8
/11111111
212 4 8 6 2 4 8 6
313 9713971
414 6 4 6 4 6 4 6
+10 0 0 4000 4

Para que la suma no sea multiplo de 5, n debe ser multiplo de 4 y de las opciones cumple
2016.

@ 1.2.9 Un numero entero positivo multiplo de cinco es tal que si se divide entre tres el
residuo es uno y si se divide entre siete el residuo es dos. La suma de las cifras del menor
numero que cumple con las condiciones es

@1
(b) 4
(c) 7
(d 8
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Ejemplo 1.14

La cantidad de numeros naturales » menores que 1000 que cumplen n = 17s + (d — 3)2 +2,
donde s es la suma de las cifras de n, y 4 es la cifra de las decenas es

(@ o0
() 1
(© 2
(@ 3

Solucion:

Sea 1 = 100a + 10b + ¢, por lo que 100a + 10b + ¢ = 17 (a+ b+ ¢) + (b — 3)> + 2, de donde se
tiene: 83a = b (b + 1) 4+ 16¢ + 11. Note que el lado derecho de la expresion es impar (ya que
b(b+ 1) es par), por lo tanto a tiene que ser impar.

Por otro lado, 2 < 3 ya que el lado derecho no supera 9 x 10+ 16 x 9+ 11 =245y 83 x 3 =
249, con lo cual a2 = 1, lo que significa que 83 =b(b+ 1) + 16¢ + 11, simplificando tenemos

9:M+2C.

Con ello si b =7, entonces c =0, y si b =8, entonces ¢ = 1.
Los numeros son 180 y 171.

1.2.3 Geometria

@ 1.2.10 La diferencia de las dimensiones b y i de un rectangulo (con b > h) es igual a
la medida del lado de un triangulo equilatero. Si el tridngulo y el rectangulo tienen el

mismo perimetro, entonces el valor numérico de 7, ©S
(a)

()

(©
(d)

G N N~ Ul
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Sea el AABC un tridngulo rectangulo, con mZABC = 90°. Sean E y F puntos medios de AB
y AC, respectivamente, y sea G un punto tal que B — G — C. Si el drea del AABC es 24 cm?,
entonces el drea en cm? del AEFG es

(a) 3
(b) 6
© 9
(d) 12
Solucion:
Considere al figura adjunta. 4
EF || BC por ser una paralela media, entonces h = % y
ademas EF = BZ—C, asi tenemos que: E F
(EFG):%-EF-h:%-%-%:(A§C>=i£:6 '

@ 1.2.11 En un paralelogramo OJABCD se tiene que mZABC =120° y2AB = BC. Si M es

el punto medio de BC y MA = 7+/3, entonces la medida del lado mayor del paralelogramo
es

@ 7
(b) 14
(© V3
(d 7v3
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Ejemplo 1.16

En la figura adjunta, el AABC es un triangulo rectangulo con m/ABC = 90°; ademds, AB
es diagonal del rectangulo JADBE. Si BC =52, BE = 3y AC = 5v/3, entonces el drea del
UADBE es

A
@ 5
() 6
(c) 12
(d) 14 =
B C
Solucion:

Utilizando el teorema de Pitadgoras en el AABC, se tiene:

AB? + (5x/§)2= (5\6)2
= AB?’=25.3-25.2=25
= AB=5

Utilizando el teorema de Pitdgoras en el A ABE, se tiene:

AEREH3E=I5E
= AE?=25-9=16
= AE=4

Luego, (ADBE) =3-4=12.

@ 1.2.12 En la figura adjunta se tiene que m/BCN = 6x, m/CBM = 5x, m/CMB = 5x,
m/BNC =4xy m/BAC = 2x. La medida del ZABM es

(@) 20° b

(b) 30°
(c) 40°
(d) 60°
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@ 1.2.13 Enla figura adjunta, se tiene que AC L BC, BO = BPy AR = AP. La medida del
ZRPQ es

(a) 30°
(b) 45° Q
(c) 90°
(d) 135°

1.2.4 Algebra

Ejemplo 1.17

Suponga que los numeros reales x y y satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:

3 —_3 = 16
9* —9¥ = 320

El valor de x — y es
@1
(b) 2
(© 3
@ 4

Solucioén:
Sea a = 3" y b = 3Y entonces la primera ecuacion corresponde a 4 — b = 16 mientras que la
segunda ecuacion equivale a a> — b> = (a + b) (a — b) = 320; es decir, 16 (a + b) =3200a + b=

20. Entonces, el sistema original es equivalente a { Z J_r Z i ;8 , cuya solucion esa =18y
b=2.
Es decir, 3* =18 =2-9 =3¥.9 = 3¥*2; por lo tanto, x = y + 2 y, finalmente, x — y = 2.
S|
Otra alternativa es que % = % = 78; es decir, 3* ¥ =9 = 32. Por lo tanto x — y = 2.
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@& 1.2.14 Enla ecuacién:
1 n 1 n 1
Vx+1l+yx  Vx+2++vVx+1  Vx+3++V/x+2

sia > 1, entonces su solucion es

= (@13

@ a® -1
(b) 1—a?

(©

a2 —1

3
A

@ 1.2.15 Un turista hace un viaje durante varios dias. El primer dia recorre una quinta
parte del total de la distancia por recorrer durante todo viaje. El segundo dia recorre 21
kilémetros y luego de hacerlo se encuentra a la mitad del recorrido total. La cantidad de
kilometros recorridos por el turista durante los dos primeros dias es

(a) 14

(b) 21

(c) 35

(d) 70
@ 1.2.16 Siaybson numeros reales, tales que a + b = 2, entonces la solucion de la ecua-
cionax —x—a+1=b+2—bxes

@1

(b) 3

(€) a

(d)a+b
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1.3 Nivel III

1.3.1 Razonamiento Légico y Probabilidad

Ejemplo 1.18

Considere todas las posibles figuras distintas que pueden formarse con tres tridngulos
rectangulos isosceles congruentes, de manera que cada uno de ellos siempre comparta un
lado con alguno de los otros. Sila medida de un cateto es 1 cm, la diferencia en centimetros
entre el mayor perimetro y el menor perimetro es

(a) 3v2
o v2-1
(€) 2v2 -2
(d) 3v2-2

Solucioén:
Las posibles figuras, sin contar simetrias ni rotacion, son las siguientes.

Se observa que el mayor perimetro es 2 + 31/2 y el menor es 4 + /2, por lo que la diferencia
es2v2 -2

@ 1.3.1 Enunjuego se colocan fichas en una cuadricula n x n y al seleccionar, sin quitar,
una ficha cualquiera se eliminan todas las que estan alineadas con ella, tanto horizontal,
vertical y diagonalmente. Si el tablero es de 1000 x 1000, la cantidad maxima de fichas
que pueden eliminarse al seleccionar una casilla es

(a) 3993
(b) 3994
(c) 3995
(d) 3996
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@ 1.3.2 Un juego de mesa consiste en seleccionar 22 cartas en las que se han escrito
enteros positivos desde el 1 al 22 y tomar parejas para formar fracciones. La mayor can-
tidad de estas fracciones que pueden ser enteras es

(@ 7
() 9
(c) 10
(@ 11

Ejemplo 1.19

Sofia apost6 contra Ana que al tirar tres monedas si salian mas escudos que coronas ella
ganaba y si salian mas coronas que escudos ganaba Ana. Si la probabilidad de salir escudo

1 2 1 . .
en una moneda es > en otra es 3 y en la otra es P entonces la probabilidad que tiene Ana
de ganar es

9

24

11

24

13

24

15

24

Solucién:

Primero ordenamos la probabilidad que tiene cada moneda de salir escudo o corona:

(€)]

()

(©

(d)

Moneda | 1 | 2 | 3

11211

Escudo 5132

Corona N

21314

Veamos las posibles combinaciones de resultados, hay
8 posibles combinaciones, de las cuales las primeras| 1 |C|C|C|E|C|E |E | E
4 son los casos en que Ana gana, cuando salen mas| 2 |C|C|E|C|E|C|E | E
coronas que escudos: 3|C/E|C|C|/E|E|C|E

De acuerdo a la primera tabla, las probabilidades de cada uno de estos casos es:

113 111 123 113 13
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Ejemplo 1.20

En una institucion de educacion secundaria de Costa Rica, se decidié nombrar a 31 de
sus estudiantes para que integren las tres delegaciones que participaran en Olimpiadas
Nacionales de Matematica, Quimica y Biologia, respectivamente. Las delegaciones se
conformaron de tal manera que hay dos estudiantes en Biologia y Matematica a la vez, hay
tres estudiantes en Quimica y Matematica a la vez, hay cuatro estudiantes en Biologia y
Quimica a la vez, y solo un estudiante participa en las tres delegaciones a la vez. Si se sabe
que los estudiantes que son integrantes de una unica delegacion se distribuyen equitati-
vamente entre las tres delegaciones, entonces el numero de miembros de la delegacion de
Matematica es

(@ 8
(b) 12
(o) 13
(d) 14

Solucion:

Hay 2 estudiantes en Biologia y Matematica a la vez y un estudiante participa en las tres
delegaciones a la vez, por lo que 2 — 1 =1 estudiante participa exclusivamente en Biologia y
Matematica. Hay 3 estudiantes en Quimica y Matematica a la vez y un estudiante participa
en las tres delegaciones a la vez, por lo que 3 — 1 = 2 estudiantes participan exclusivamente
en Quimica y Matematica.

Hay 4 estudiantes en Biologia y Quimica a

la vez y un estudiante participa en las tres

delegaciones a la vez, porloque 4 —1 =3 es-

tudiantes participan exclusivamente en Bio-

logia y Quimica.

Asi, quedan 31 —1 —1 —2 — 3 = 24 estudian-
tes que integran una sola delegacion a la
vez. Como los estudiantes que son integran-
tes de una unica delegacion, se distribuyen
B

equitativamente entre las tres delegaciones,
hay 24 =3 =8 integrantes exclusivos en cada
delegacion. 8
Finalmente, el nimero de miembros de la
delegacion de Matemadticaes8+1+1+2=

12.
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@ 1.3.3 En una fiesta se sabe que todas las personas se saludaron entre si y que hubo
190 saludos. La cantidad de personas que asistieron a la fiesta es

(a) 17
(b) 18
(c) 19
(d 20

1.3.2 Teoria de Numeros

La cantidad de divisores que tiene el numero 20172°' que son cubos perfectos es
(a) 672
(b) 673
(c) 2016
(d) 2017

Solucion:

Primero observemos que 2017 es primo, entonces para que un numero sea cubo perfecto
y divisor de N = 20172917 debe ser de la forma 20177, con 2 = 3k y 0 < a < 2017; es decir,
0 <3k <2017.

Como 2017 no es multiplo de 3, se tiene 0 < 3k < 2016 de donde 0 < k < 672.

Como se incluye el cero, n puede tomar 673 valores.

@ 1.3.4 Existen numeros de tres digitos que tienen la siguiente propiedad: si se remue-
ve el primer digito, se obtiene un cuadrado perfecto y si se remueve el ultimo digito,
también se obtiene un cuadrado perfecto. La suma de todos los nameros con esta curio-
sa propiedad es

(a) 1013
(b) 1177
(c) 1465
(d) 1993
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@ 1.3.5 La cantidad de numeros de tres digitos distintos, tales que el producto de sus
digitos sea un cuadrado perfecto es

(a) 36

(b) 102
(c) 174
(d) 180

Cinco enteros se escriben en circulo de forma que no haya dos o tres numeros consecutivos
cuya suma sea multiplo de tres. La cantidad de esos cinco numeros que son divisibles por
tres es

(@ o0
b)) 1
() 2
(d 3

Solucion: . i i
Si hubiera tres multiplos de 3, en cualquier caso quedarian

dos consecutivos.

Si hubiera solo un multiplo de 3 va a estar a la par de uno

de la forma 34 +1 o 3b + 2 y no pueden quedar dos dis- 5
tintos seguidos, pues su suma (3a+1) + (3a+2) =6a +3 = "
3(2a+1) es multiplo de 3. Entonces tendrian que quedar
tres seguidos del mismo tipo y su suma es multiplo de 3.
(Ba+1)4+Ba+1)+Ba+1)o(Ba+2)+ (3a+2)+ (3a+2)

Si no hay multiplos de 3 los numeros son de la forma 34 + 1 0 3b 4+ 2 y es analogo al caso
anterior. Por lo tanto, el unico caso posible es cuando hay solo dos multiplos de 3 (ver
figura adjunta).

0 1
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Considere los numeros de la forma
1-a1+1:2-2p+1-2-3-a5+---+1:2:3---n-a,

donde los coeficientes ay,a5,4a3,...,a, son enteros, tales que 0 < g, < k. Al expresar 2017 de
esa forma, la suma de los coeficientes ay +a, +az + --- +a, es

@ 9
(b) 10
(0 11
(d) 12

Solucion:
Noteseque 1-2-3-4-5-6- =5040 > 2017, asi que

2017=1-24+1-2-ap+1-2-3-a34+1-2-3-4.-04+1-2-3-4-5-a5+1-2-3-4-5-6-44
Es decir 2017 = aq + 2a; + 6az + 24a4 + 120as5 + 720as.
Es claro que a; =1y a¢ = 2, entonces se tiene que

576 = 2a, + 6as + 24a4 + 120as, y ahora se tiene que as = 4, entonces

96 = 2ay + 6a3 4 24a4 y entonces a, = a3 =0y a4 = 4.

coap+ay+taz+tag+as+ag=14+0+0+4+4+2=11.

@ 1.3.6 La cantidad de pares de enteros positivos (a,b) que cumplen que a +3b < 100y
que a + b divide a a®> + ab + 2b es

(a) 50
(b) 49
(c) 25
(d) 24
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1.3.3 Geometriay Trigonometria

Ejemplo 1.24

En la figura adjunta se tiene que el AABC es un tridngulo rectangulo con m/Z/BAC = 90°, el
AADB es también un tridngulo rectangulo con mZADB = 90°, E es el punto de interseccion
de los segmentos AD y BC. Si AC =15cm, AD = 16 cm. y BD = 12 cm, entonces el drea del
AABE, en centimetros cuadrados, es

(@) 50 ¢
() 75 D
E
(c) 100
(d) 150
A B
Solucién:

De acuerdo con la informacion dada, considere la figura adjunta. Por el Teorema Pitagoras,
se tiene que: AB = /162 + 122 = 20¢m.

Observe que AABC ~ ADAB por el criterio de C

. ] AB AC
semejanza lado-angulo-lado, pues DA — DB
Entonces, m/BAE = m/ABE y por lo tanto AABE E %
es isosceles.

Se traza la altura del AABE que interseca al seg-

mento AB en el punto F, AF = FB = 10cm. A F B

o . a a FE
Por otro lado, ABFE ~ ABAC por el criterio de semejanza angulo-angulo. Entonces, 1=
BF 1 15

15 1 1 )
B—A_E:FE_Tcm.Porlotanto,(AEB)_E-AB-FE_§-20-7_75cm.

@ 1.3.7 Seael AABC en el que la mediana desde A es perpendicular a la mediana desde
B.S1BC =7y AC =6, entonces AB es

(a) 4
®) 2v5
(©) V17

9
@ 35
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Enun AABC se tiene que AB=3, AC= 22 ymZBAC =45°. Sim/ZABC = B, entonces cos 3 es
1
NG
1
b)) —
V2
(c) 2v/2

2v/2
() =3~

(€)]

Solucién:

Sea D el pie de la perpendicular desde C sobre
AB. Se tiene entonces que AADC es rectangulo
isosceles, por lo que AD = DC =2.

2V2 V5
Luego DB = AB— AD =1 y como ABDC es
rectangulo, por Piltégoras se tiene que BC = /5.

Entonces cosp = —.

V5

@ 1.3.8 SeaJABCD un cuadrado, E y F los puntos medios de ABy BC, respectivamente.
Si G es la interseccion de DF con CE, entonces g—g es

(a) 2

(b)

(©

NI W~ NG

(d)
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Ejemplo 1.26

En la figura adjunta, el JABCD es cuadrado de 4 cm? de drea, M es el punto medio de ABy
MN | MD, con B — N — C. El area en cm? del ADMN es

5 A D
(€))] 5
5
(b) 7
M
4
(© 3
4
(d) 5
B N C
Solucién:

Como OABCD es un cuadrado de 4 cm? de drea, cada uno de sus lados mide 2 cm. Si x = BN,
se tiene que NC =2 — x.

En el AAMD vy utilizando el teorema de Pitdgoras, MD = /22 + 12 = V5.

En el ABMN vy utilizando el teorema de Pitdgoras, MN = v/x? + 1.

En el ACND y utilizando el teorema de Pitdgoras, ND = (/4 + (2 — x)°.
Asi, el teorema de Pitagoras aplicado en el AMND indica que

54+x2+1=4+(2—x)*
= 64+x*—4=4—4x+x°

= 2—4_:—4x:>1:x

P 1
Luego, el drea del ADMN es - V5. \/g = Z.

@ 1.3.9 En el AABC, m/BAC = 60°, m/ABC = 45° y AC = 30. Si h es la longitud de la
altura desde A y h? = m + n+/3, con m y n nimeros naturales, entonces el valor de m es

(a) 225
(b) 450
(c) 675
(d) 900
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@ 1.3.10 En la figura adjunta, el AABC es un tridngulo isosceles con CB = CA = 8 cm,
A—E—C,C—D - B, DE es la mediatriz del AABC correspondiente con BC. Si se tiene

A 1 ,
que — = 3 entonces el drea en cm? del AABC es

(b) 12v/5

© —mf

1.3.4 Algebra

Ejemplo 1.27

3 _
El valor de la expresion 20172~ 1

1+ 20172 4 20182

es
(a) 1007
(b) 1008
(c) 2016
(d) 2017

Solucion:
Observe que

x> —1 (-1 (P 4x+1) x—1

1+24 (x+1)72 2(@+x+1) 2
Luego, con x = 2017 se obtiene que

20172 -1 20171

= 1008

1420172 + 20182 2
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@ 1.3.11 Considere el sistema de ecuaciones lineales { fn;iyy::ab enelquea,b,meR.
Con certeza, siempre se cumple que el sistema

(a) no tiene solucion sim < 0

(b) tiene solucion unica sim > 1

(c) tiene infinitas solucionessia=b=0

(d) tiene solucion para cualesquiera valoresay b

Ejemplo 1.28

Sean a y b niumeros reales positivos, tales que 2> — b* = 2. Una solucion de la ecuacion

4a2+b2+4_ a—> x+b
b2 - g2 - b a

es
@ a-0>
() a+b
(©) a(a—b)
(d) a(a+b)

Solucion:

40>  b? 20 b\?
Observe que 3 + 5> t+4= (b +E)

Ademads, comoay b son positivos entonces

44 /2
b2+ 4 S

- T’a
Luego,
4a2+b2+4_ a—b x+§@2_a+é_ a—b x—i-é
b2 b a b a b a
Despejando se obtiene que x = 20 :2a(a+b)=a(a+b)

a—> a2 — b2
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@ 1.3.12 Sia y b son las soluciones reales de la ecuacién x> — 7x + 3 = 0, entonces
2ab — a — b es una solucion de

@ x*+2x2+x+2
(b) x* — 2% —2x% 4+ 2x
(€ x*—2x2—3x—-2
(d) x*—2x2-3

@ 1.3.13 Enla figura adjunta se muestra un diagrama que se desea completar insertan-
do tres numeros, uno en cada espacio vacio. Se desea que la suma de los primeros tres
numeros sea 100, que la suma de los tres del medio sea 200 y que la suma de los tres
ultimos sea 300. El numero que debe insertarse en el centro del diagrama es

(a) 50
(b) 60
(© 70 (10 [ | [180]
(d) 80

@ 1.3.14 Al factorizar la expresion 6x*y* + v/3x%y?zw — 3z2w?, uno de los factores es
(@) 2x%y? + 3zw
(b) 3x2y2 +V3zw
(©) 2x%y* — /3zw
(d) 2x%y% + V/3zw
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Capitulo

II Eliminatoria

2.1 NivelI

2.1.1 Razonamiento Légico y Probabilidad

Carlos tiene cuadrados verdes de tamafio 1 x 1, cuadrados amarillos de tamafio 2 x 2 y
cuadrados rojos de tamafio 3 x 3. El quiere crear un cuadrado usando estos cuadrados, en
el cual aparezcan los tres colores. La minima cantidad de cuadrados que debe utilizar es

(@ 5
(b) 6
(© 7
(d) 8

Solucioén:

Siusa al menos un cuadrado rojo y uno amarillo se debe completar un cuadrado 5 x 5. Usan-
do dos cuadrados amarillos mas, y cuatro verdes se completa el cuadrado con 8 cuadrados.
Falta ver que no es posible hacerlo con menos. Observe que la maxima area que se puede
cubrir con 7 cuadrados es 5-9 +4 + 1 = 50. Sean x,y,z las cantidades de cuadrados de cada
tipo, entonces debe cumplirse que

x+4y+z = n?
x+y+z < 7

donde n = 5,6,7. Las unicas soluciones son (x,y,z) = (3,2,1) y (x,y,z) = (2,1,3), y verificando
directamente se comprueba que ninguna de estas configuraciones es posible.
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@ 2.1.1 Una suma circular de dos numeros se define como sumar ambos nimeros y res-
tarle o sumarle seis las veces necesarias para que el resultado esté entre 1 y 6, inclusive.
Por ejemplo, la suma circular de 8 y 9 es 17 — 6 — 6 = 5, y la suma circular de 4y —7 es
—-3+6=3.

Carlos y Karla juegan a lo siguiente: Karla elige un namero y luego Carlos lanza un dado,
si el resultado del dado es mayor o igual que la suma circular de este y el numero de
Karla, entonces Carlos gana (en caso contrario gana Karla).

Si Karla puede elegir solo algun valor del conjunto {—2,—1,2,3}, entonces el numero que
debe elegir Karla para tener mads posibilidad de ganar es

(@ -2
(b) —1
(o 2
(d 3

@ 2.1.2 Pablolanza una moneda legal al aire tres veces y anota, para cada lanzamiento,
si cae escudo o corona. La probabilidad de que Pablo obtenga exactamente una corona
0 exactamente un escudo es

(@

(b)

7~~~
(@]
-
Bl W W NI -

(d)

@ 2.1.3 Sofia tiene cierta cantidad de caramelos; se come 30% de ellos y le quedan 280
caramelos. Carol tiene la misma cantidad de caramelos que Sofia, pero se come 26% de
ellos. La cantidad de caramelos que Carol se come es

(a) 30
(b) 84
(c) 104
(d) 296


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.1. NIVEL | (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

Problema de desarrollo
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron
parte de esta prueba.

@ 2.1.4 En cierto pais se cumple lo siguiente:

e Cada par de ciudades del pais estdn enlazadas por exactamente un medio de trans-
porte.

Los unicos medios de transporte en el pais son bus, tren y avion.

Los tres medios de transporte son usados en el pais.

Ninguna ciudad del pais tiene los tres servicios de transporte.

No hay tres ciudades que estén enlazadas (dos a dos) por el mismo medio.

Determine el maximo numero de ciudades de dicho pais.

Problema de desarrollo
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron
parte de esta prueba.

@ 2.1.5 Un juego consiste en colocar fichas de dos colores diferentes en los circulos de
la figura adjunta.

Dos jugadores tienen, cada uno, cuatro fichas
del mismo color (el jugador A tiene cuatro fi-
chasrojas y el jugador B tiene cuatro fichas azu-
les).

Los jugadores colocan sus fichas alternadamen-
te y gana el primero que logre colocar tres de
sus fichas formando una linea recta.
Determine si alguno de los jugadores tiene
una estrategia ganadora y, en caso de existir,
explique cudl es esa estrategia.
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Problema de desarrollo
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron
parte de esta prueba.

@ 2.1.6 En un tablero de 8 x 4 casillas se han colocado nueve fichas de la siguiente
manera: tres fichas en la primera fila de color verde cada una, tres fichas en la segunda
fila de color amarillo cada una, y tres fichas en la tercera fila de color rojo cada una, tal
y como se muestra en la figura adjunta.

Cada ficha se puede mover unicamente si salta sobre otra ficha y si la casilla en la que
cae esta desocupada; puede saltar horizontalmente, verticalmente o en diagonal. Por
ejemplo, es valido mover la ficha de la casilla 2B (amarilla) a cualquiera de las casillas
2D, 4D o 4B, o bien mover la ficha de la casilla 3B (roja) a cualquiera de las casillas 1D o
3D.

1) Determine la cantidad minima de movimientos para mover todas la fichas verdes a
la fila tres, todas las amarillas a la fila cuatro y todas la rojas la fila cinco pero que
queden en las columnas A, By C como estan originalmente.

2) ¢Cuantos movimientos se necesitan para mover todas la fichas a las ultimas tres
filas, sin importar el color, ni la columna?

O|& P
O|&|QF
O|&|@p
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2.1.2 Teoria de NuUmeros

Considere el numero n = 7a93141b de ocho digitos que es divisible por 792. El valor del
digito a es

(a) 2
(b) 5
(© 6
(@ 11

Solucioén:

Como a y b son digitos, sus valores estan entre 0 y 9.

Se tiene que 74931410 es divisible por 792, observe que 792 =8 -9 - 11, entonces 74931410 es
divisible por 8,9y 11.

Veamos primero que 72931410 es divisible por 8, esto nos dice que las ultimas tres cifras de
dicho numero es divible por 8. En este caso, se tiene que 41b es divisible por 8. Observe que
entre 410 y 419 solamente existe un numero que es divisible por 8, el numero es 416. Por lo
tanto el valor de b = 6.

Luego, 7a93141b es divisible por 9, esto nos dice que la suma de sus cifras es divisible por 9.
Entonces,7+a+9+3+1+4+1+b=25+a+ b esdivisible por 9. Observe que a + b puede
ser2011,pues0<a+b<18.

Como b =6, cuando a + b =2 = a = —4, se descarta, pues 4 estd entre 0 y 9. Cuando a + b =
11 =a=>5.

Por lo tanto, el valor de a es 5.

@ 2.1.7 Al simplificar al maximo la expresion:

2017
2017 | (K2017)
k2017

k
donde k es un numero entero positivo, se obtiene
@o
)1
(© k (k215 — 1)

(d) k (k2016 o 1)
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@ 2.1.8 Una pulga quiere subir una escalera. Ella puede hacer solo dos tipos de brincos:
tres escalones hacia arriba o cuatro escalones hacia abajo. Empezando a nivel del piso,
la cantidad minima de brincos que tendra que dar la pulga para descansar en el escalon
22 es

@9
(b) 10
(c) 12
(@ 15

2.1.3 Geometria

En la figura adjunta los tridngulos AABC y ADEF son equilateros, AB || EF, C es el punto
medio de EF y D es el punto medio de AB. La razén entre el area de la regién sombreada y
el area del JAEFB es

1 E C F
@ ¢
1
(b) 1
1
(© 3
2
@ -
5 A D B
Solucioén:
B C F
Sean G y H los puntos de interseccién de AC con ED y DF
con BC respectivamente.
Observe que al trazar GH, el AABC queda dividido en 4 G H
triangulos de igual area, al igual que ADEF. Es decir que
las areas de AEGC y ACFH, juntas,son iguales que el area
sombreada; al igual que las de los AADG y ABDH.
A D B

Por otra parte, (ICDBF y JEADC son rectangulos cuyas diagonales se intersecan en en el
punto medio. Con esto se tiene que ACDH y ABFH tienen igual area (pues tienen bases y

alturas de igual medida) al igual que AAEG y ACDG. Es decir que las areas de AAEG y
area sombreada 1

ABFH, juntas, son iguales que el drea sombreada. .-.

(AEFB) T4
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@ 2.1.9 Maria dibujo un triangulo, tal que los lados miden numeros pares consecutivos
y se sabe que el menor de ellos mide cuatro centimetros. Juan desea averiguar el area
del tridangulo equilatero que tiene el mismo perimetro que el tridangulo que dibujé Maria.
El &rea, en centimetros cuadrados, de este triangulo equilatero es

(a) 24
(b) 32
(©) 6v/3
d 9v3

@ 2.1.10 La figura adjunta muestra una estrella en forma de pentagono. La medida del
ZCAD es

(a) 35°
(b) 42°
(c) 51°

(d) 65°

@ 2.1.11 Enla figura adjunta se muestran cuatro circulos tangentes de igual radio y de
centros A, B, Cy D, respectivamente (el unico punto que comparten las circunferencias
de centros D y C, por ejemplo, es el punto medio de DC). Si la medida del radio de cada
circulo es 6 cm, entonces el area en cm? del JABCD es

(a) 24
(b) 36
(c) 48
(d) 144
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Ejemplo 2.4

Considere un cuadrado [JABCD y un triangulo equilatero ABEC. Este tridngulo se divide
en cuatro triangulos equilateros y uno de estos se divide de nuevo en cuatro tridngulos
equilateros mas. Si el area de uno de los triangulos equilateros resultantes de la ultima
division es x%+/3, entonces el perimetro del poligono de vértices A, B, E, Cy D es

(a) 8x
(b) 20x
(c) 24x
(d) 40x

Solucion:
Siy denota la medida del lado de uno de los tridngulos equilateros resultantes de la ultima

2
division, cuya drea mide x?1/3, entonces x21/3 = yT\/§ yy = 2x.
Luego, la medida del lado de cada uno de los tridngulos equildteros resultantes de la ultima
division es 2x.
La medida del lado de cada uno de los tridngulos equildteros resultantes de la primera
division es 4x.

La medida del lado del tridangulo equilatero / BEC es 8x y la medida del lado del cuadrado
UABCD es 8x.
Finalmente, el perimetro del poligono de vértices A, B, E, Cy D es 5 - 8x = 40x.
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Nivel II

Razonamiento Légico y Probabilidad

Una suma circular de dos numeros se define como sumar ambos numeros y restarle o su-
marle seis las veces necesarias para que el resultado esté entre 1y 6, inclusive.

Por ejemplo, la suma circular de 8 y 9 es 17 — 6 — 6 = 5, y la suma circular de 4y —7 es
-3+6=3.

Carlos y Karla juegan a lo siguiente: Karla elige un numero y luego Carlos lanza un dado, si
el resultado del dado es mayor o igual que la suma circular de este y el numero de Karla,
entonces Carlos gana (en caso contrario gana Karla).

Si Karla puede elegir solo algun valor del conjunto {—2,—1,2,3}, entonces el namero que
debe elegir Karla para tener mas posibilidad de ganar es

(a -2
(b) —1
© 2
@ 3
Solucioén:

Si Karla elige el 2, entonces solo puede perder si el resultado del dado es 5 o0 6, con lo que la
suma circular seria 1y 2 respectivamente (ya que 5 > 1y 6 > 2); si el resultado del dado es
otro, Karla gana.

En los otros casos se puede ver como Carlos gana en mas de dos casos.

Para —2, Carlos gana con 3, 4, 5 0 6 como resultado del dado; para —1, Carlos gana con 2, 3,
4,5 0 6 como resultado del dado; y para 3, Carlos gana con 4, 5 0 6 como resultado en el dado.

@ 2.2.1 Sofia tiene cierta cantidad de caramelos; se come 30% de ellos y le quedan 280
caramelos. Carol tiene la misma cantidad inicial de caramelos que Sofia, pero se come
26% de ellos. La cantidad de caramelos que Carol se come es

(a) 30
(b) 84
(c) 104
(d) 296
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Problema de desarrollo
El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron
parte de esta prueba.

@ 2.2.2 Un colegio organiza un campeonato de futbol sala. Participan seis equipos; en
cada ronda juegan todos los equipos, de modo que se juegan tres partidos por jornada. Al
final del campeonato, todos han jugado exactamente una vez contra los demas equipos.
El equipo ganador de un partido gana tres puntos, el que pierde no obtiene puntos, y si
hay empate cada equipo gana un punto.

1) Si al final de la segunda jornada se sabe que solo un partido terminé en empate,
determine si es posible que todos los equipos tengan puntuaciones diferentes.

2) Al final del campeonato se sabe que hubo exactamente 11 partidos que terminaron
en empate. Si todos los equipos tienen diferentes puntuaciones, determine el menor
puntaje posible para el equipo que queda en primer lugar del campeonato.

2.2.2 Teoria de Numeros

Ejemplo 2.6

La cantidad de numeros enteros positivos k, multiplos de siete, que cumplen que el produc-
19k — 2808
——————es

to de sus digitos es igual a 3
@ o
b) 1
(© 2
d 3

Solucion:

Como el producto 19k — 2808 _ 19k

- 351 es un numero entero, entonces 8|k y por lo tanto
k = 8n, para algun n € Z, lo que significa que k es par y el producto de sus digitos 19n — 351
también es par. De lo anterior se tiene que # tiene que ser impar y n > 19.

Por otra parte, el producto de los digitos de k es menor que k (en efecto, sea k tal que
k=a,10""1 + ... +10ay + ap > a,10"' > a,9"' > a, -a,_1---ag). Asi, 19n — 351 < 8n lo que
significa que n < 31, pero k es multiplo de 7 y, por lo tanto, n = 21; al comprobar se tiene que
k =168 cumple lo establecido.
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Ejemplo 2.7

En el numero 213 se tiene que 3 divide a 21. La cantidad de numeros de tres digitos que
cumplen que el digito de las unidades divide al numero formado por los digitos de las
centenas y decenas es

(a) 112
(b) 153
(c) 254
(d) 360

Solucion:
Se hace el conteo para cada una de las opciones del tercer digito.
Caso 1: Sieste es 0, no hay ninguno, ya que 0 no es divisor de ningun numero.

Caso 2: Sies 1, hay L91—9J - L?J = 90 multiplos de dos digitos de 1.

Caso 3: Sies 2, hay {%j - L;J = 45 multiplos de dos digitos de 2.

Caso 4: Sies 3, hay {93—9J - ng = 30 multiplos de dos digitos de 3.

Caso 5: Sies4, hay {%j - LZJ = 22 multiplos de dos digitos de 4.

Caso 6: Sies 5, hay {95—9J - ng = 18 multiplos de dos digitos de 5.

C.7: Sies 6, hay {%j - L%J = 15 multiplos de dos digitos de 6.

C.8: Sies 7, hay L?J - L;J = 13 multiplos de dos digitos de 7.

C.9: Sies 8, hay {%J - L;J = 11 multiplos de dos digitos de 8.

C.10: Sies9, hay L99—9J - ng = 10 multiplos de dos digitos de 9.

Sumando todas las opciones tenemos que en total son 254.
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@ 2.23 Enlaecuacion O-L-(C+ 0O+ M+ A) =77 cada letra corresponde a un digito
diferente (0,1,2,...,9). En este caso, las dos letras O toman valores distintos. La cantidad
de maneras diferentes en que se pueden escoger los valores de las letras es

(a) 96
(b) 60
(c) 48
(d) 24

Ejemplo 2.8

Considere los numeros p =n (n2 - 1) conn enteroy 1 <n <2017. La cantidad de numeros p
que terminan en 0 es

(a) 1209
(b) 1210
(o 1211
(d) 1212

Solucion:

Note que p =n(n—1) (n+1) es el producto de tres numeros consecutivos.
El ultimo digito de un producto solo depende de los ul-

timos digitos de los factores. n
Como hay una secuencia de {0,6,4,0,0}, donde se pre-
sentan tres ceros, el multiplo de 5 menor a 2017 (mas
cercano) es 2015, y 2015 = 403 - 5, significa que de n =1
an =2015hay 403 - 3 = 1209 numeros p que terminan en
cero.

Ademads, al analizar los valores n = 2016 y n = 2017, se
tiene que para n = 2016 el numero p = 2015 - 2016 - 2017
termina en 0 y para n = 2017 el numero p termina en 6.
Por lo que a 1209 hay que sumarle un namero p adicio-
nal (el asociado con n = 2016).

Asi, hay 1210 numeros p en total que terminan en 0.

—_
—_

Termina
0

n

QIR I[NV W N =3

B~y IN-JR- EN1 RN K& 1 TN R O] EE

Ol oUW N =] o |

OO O OO

Y
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Problema de desarrollo
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron
parte de esta prueba.

Ejemplo 2.9

Considere el numero de 28 digitos de la forma
1223334444 555556 666 667777777

Determine la menor cantidad de digitos que deben cambiarse para que el numero resultan-
te sea divisible por 1, 2, 3,4, 5y 6.

Solucion:

Para que el numero sea divisible por 5 debe terminar en 0 o 5, pero para que también sea
divisible por 2 debe terminar en par, por lo tanto, debe cambiarse el ultimo 7 por un 0.

Por otro lado, para que sea divisible por 4, el numero formado por los dos ultimos digitos
debe ser divisible por 4. Vemos que 70 no es divisible por 4, por lo que debe cambiarse el
siguiente 7 por un numero par (0, 2, 4, 6, 8).

Ademads, para que sea divisible por 3, la suma de los digitos debe ser multiplo de 3, y esto
serd suficiente para que también sea divisible por 6 (pues entonces sera divisible por 2 y 3).
La suma de los digitos del numero original es 1+ 4 + 9 4 16 + 25 + 36 + 49 = 140, pero al
cambiar el ultimo 7 por un 0, la suma sera 133. Como ademas se debe cambiar otro 7 por 8,
6, 4, 2 0 0, debemos asegurarnos de que la suma de los digitos se multiplo de 3. Lo anterior
se puede lograr unicamente al cambiar el penultimo siete por un seis 0 por un cero, pues
esto resta 1 a la suma de los digitos (en el caso del seis) y la suma sera 132; en el otro caso la
suma sera 126 (cuando es cero el usado).

Por lo tanto, basta cambiar dos digitos (los ultimos)

1223334444 555556 666 667 777 760
1223334444 555556 666 667777 700
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2.2.3 Geometria

Ejemplo 2.10

En la figura adjunta, el AABC es un triangulo rectangulo con m/BAC =90°y AD 1 BC. Si
BC =5y AC =4, entonces el area del AADC es

(@ 4 A

() 5
54
25
96
25 5

(©

(d

Solucion:
Con base en el teorema de Pitagoras aplicado en el AABC, se tiene que

AB? + AC? = BC?
= AB*=25-16=9
= AB=3

En los triangulos rectdngulos AABC y ADAC los angulos agudos ZABC y ZDAC son con-
gruentes, ya que /BAC = ZADC (angulos rectos) y ZACB = /DCA (mismo angulo), por lo

, DA
que AABC ~ ADAC; asi, g—c = Z = DA = ZDC.
Aplicando el teorema de Pitagoras en el AADC se tiene que

DA? + DC? = AC?

= 2
= (ZDC>-+DC2:42

= %D@+D@=m
25

= “DC?=16
16

3
P 1 = —= e — = — R = —
orloque DA 153 y (ADC)
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@ 2.2.4 Sea el JABCD un cuadrado en el que AB = 3. Sea E un punto tal que B—C — E
y sea F el punto de interseccion de AE y CD. Si BE =4, entonces el area del JABCF es
1

(a) 44—1

3
(b) 5§
1

(© 55

5
(d 5¢

@ 2.2.5 Los tres lados del AABC se prolongan una distancia igual a sus respectivas
longitudes, tal y como se observa en la figura adjunta. Si el drea del OXCBY es 18 cm?,
entonces el drea en cm? del AXYZ es

(a) 28 X
(b) 30

o A
(d) 42
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Problema de desarrollo
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron
parte de esta prueba.

Sea el AABC un tridngulo rectangulo, tal que mZABC =90° y AB =12 cm. Sea Q un punto
talque A — Q — Cy AQ = 3CQ. Si M el punto medio de AB y el drea del OBMQC = 30 cm?,
determine CQ.

Solucion:

Sea N el punto medio de AC, asi tenemos:

AQ+CQ:AC:>3CQ+CQ:AC:>CQ:%AC:%CN

BC || MN y BC = 2MN.

M
Si h es la medida de la altura del AMNQ desde el punto Q,

entonces h = %BM = }LAB =3 cm.

Asi, se tiene: B

(BMNC) = (MNQ) + (BMQC) = (BMNC) =~ (MN + BC)-BM = %MN -h+30

N| =

= %(MN—FZMN)-%AB:%MN-S—H&O

1 1 1
= §3MN-§12—§MN-3+30

= 9MN=§MN+30¢9MN—§MN=3O

= %MN:30:>MN:4

Asi, se tiene que BC = 8 cm. y por Pitdgoras se cumple que 12 + 8% = AC?> = AC = /208 cm.

=2+4/52 cm.

V52

Por lo tanto, CQ = > cm
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2.2.4 Algebra

En la figura adjunta estdn representadas las ecuaciones y =x —1 y y = x> +ax + b. Los
puntos A y B son los puntos de interseccion entre la recta y la parabola. Si las coordenadas
del punto A son (1,0) y el punto (0,5) pertenece a la parabola, entonces las coordenadas del
punto B son

Solucioén:

Como (0,5) pertenece a la pardbola, satisface la ecuacion y = x> + ax + b; asi, b = 5.

Como A (1,0) pertenece a la parabola, satisface la ecuacion y = x> + ax + 5; asi, a = —6.

Con lo anterior, la ecuacion de la parabola es y = xZ — 6x + 5.

El punto B (c,d) satisface tanto la ecuacion de la recta como la ecuacion de la pardbola, por
loqued =c—1yd=c?—6c+ 5. Luego,

—6c+5=c—1
= 2-7c+6=0
= (c=1)(c—6)=0
= c=1V c=6

Uno de los puntos es A (1,0) y el otro punto es B (6,5).

@ 2.2.6 Considere la ecuacion cuadrética x? + gx +g9—5=0enlaque pygson cons-

tantes reales. Si p + g es un numero primo y la ecuacion posee una unica solucion real,
entonces p + g es

(@ 2
(b) 3
(© 5
(@ 7
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Sean a, b y c numeros reales, con a4 # c. Sean
P(x) =3x*+ax® +bx*> +cx +2

Q(x) =3x*+cx® +bx® +ax +2

Las condiciones que deben cumplir los numeros a, b y ¢ para que los polinomios P (x) y
Q (x) tengan dos raices comunes son

@ a=3yb=c
b) b=-5ya=—c
() c=-3ya=b
(d b=5yc=2a

Solucién:
Para que P(x) = Q(x) = 0 se tiene que P(x) — Q(x) = (a—c)x® + (c—a)x =
(a—c)x(x—1)(x+1)=0.

Esto nos dice que las posibles raices comunes deben ser 0, 1 0 —1 y no puede haber una raiz
doble comun. Ahora x = 0 no es raiz de ninguno de los polinomios.

Por otra parte P(1) = Q(1) =0 implica que a+b+c+5=0y P(—1) = Q(—1) =0 implica
que —a+b—c+5=0,dedondeb=—-5ya=—c.
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2.3 Nivel III

2.3.1 Razonamiento Légico y Probabilidad

Ejemplo 2.14

En una casa donde cuidan gatos hay camas para gatos y el cuidador observo que:

- En cada cama que hay en la casa han dormido seis gatos.

- Cada gato usd exactamente tres camas distintas.

- Por cada posible trio de camas hubo exactamente uno y solo un gato que uso las tres
camas.

Se puede afirmar que el total de gatos en la casa es
(a) 10
(b) 15
(c) 18
@ 21

Solucion:
Si k denota la cantidad de camas, entonces como cada gato usé 3 camas distintas y por cada
posible trio de camas hubo exactamente uno y solo un gato que uso las tres camas, por lo

k(k—1) (k- 2)

que la cantidad de gatos que hay en la casa es .

Como en cada cama que hay en la casa han dormido 6 gatos si relacionaramos las camas con

los gatos, cada gato estaria relacionado con tres camas y cada cama con seis gatos, entonces

6k:3-k<k_1é<k_2).

Resolviendo la ecuacidn anterior se tiene que k =0,k = -2y k=>5.

Como k es un numero entero positivo por ser una cantidad, entonces k = 5; asi, la cantidad
5-4-3
= 10.

de gatos es

6
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@ 2.3.1 En cada casilla de una cuadricula de 2 x 2 se desea escribir los numeros 1, —1 o
0 de manera que ninguna fila o columna sume cero. La cantidad maxima de maneras en
que es posible escribir estos numeros es

@9
(b) 12
(c) 18
(d) 36

Problema de desarrollo

El siguiente ejercicio propuesto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron
parte de esta prueba.

@ 2.3.2 En un torneo de futbol durante la copa Europa-América, hubo nueve equipos
mads de Europa que de América. Cada pareja de equipos jugd exactamente una vez y, en
total, los equipos europeos ganaron nueve veces tantos partidos como los ganados por
los equipos americanos. Si no hubiera empates y el namero de partidos ganados por los
equipos americanos a los equipos europeos es seis, determine la cantidad de equipos
americanos que participaron en dicha copa intercontinental.
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2.3.2 Teoria de NuUmeros

Considere los nimeros p = n (n* — 1) con n entero y 1 < n < 2017. La cantidad de numeros p
que terminan en 0 es

(a) 1209
(b) 1210
(o) 1211
(d) 1212

Solucién:

—_
—_

Termina

Como p=n(n—1)(n+1), p es el producto de tres
numeros consecutivos y el ultimo digito de un
producto solo depende de los ultimos digitos de los
factores, basta examinar los productos.

(o)}

Como hay wuna secuencia de {6,4,0,0,0} y
2015 = 403 - 5, significa que de n =2 a n = 2017
hay 403 - 3 = 1209 numeros p que terminan en cero.

OO J| U1 =W NI

=N XTI NI o K&, 1IN G

Ademas, como el primer p es cero, hay 1210 en total.

Slolo N gk Wl o= |
oclo|onla|ololo|w

—_
—_
—_
N

Ejemplo 2.16

Si se tiene que 7 es un entero positivo y que la fraccion

n? 4+ 6n

es un entero, entonces el

valor de esta fraccidn es

@ o0

(b) 5

(c) 8

(d) 15
Solucion: )

6n) — 1)—-5 1 =
Como la fraccién es entera entonces (n * n) Aty @ty = > es un entero.
n+1 n+1
4246-4

Por lo tanto, n + 1 =5y el valor de la fraccion es 8.

5
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2.3.3 Geometriay Trigonometria

Ejemplo 2.17

Sea el AABC un tridngulo rectangulo, tal que mZACB =90°, AC =3y CB =4. Sea O un
punto tal que A — O — B. Si una circunferencia de centro O es tangente a AC en Q y a BC en
P, entonces OP es

12
(€))] -
7
(b) 5
9
(0 7

(d) 6

Solucioén:
Considere la figura adjunta:

Se tiene que OQ 1. ACyOP L. CB
Sean OP = OQ =r, por ser radios.

(ABC) = (AOC) + (BOC)

:>AC-BC_AC-OQ+BC-OP
2 2 2
7r 12

:>6:§:>7:r
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Ejemplo 2.18

Enla figura adjunta, A y B estan en los ejes de coordenadas, la recta que contiene los puntos
Ay Btiene ecuacidn x + 2y = 6, C es el centro de la circunferencia, las coordenadas de C son
(4,3), la recta es tangente a la circunferencia en el punto P. El 4rea del circulo de centro C es

(@ 16w

(b) 877v/5 3 Ced)

167t
(c) T p

871v/5 0(0,0) B

(d) z

Solucion:

Considerando la ecuacion delarecta x+2y =6,six=0=y =3y siy=0= x =6, por lo que
A(0,3) y B(6,0).

Como el AAOB es un tridngulo rectangulo, aplicando el teorema de Pitagoras se tiene que
AB =62 +32=3/5.

Asi,

(ABC):%-AB-PC

1 6-2 45
= -.3\/5.PC=6=>PC=—==""'%
2 3.5 5
. ; 2 D 167
El area del circulo de centro C estd dada por - (PC)” = =

@ 2.3.3 Considere el cuadrado CJABCD, con AB =8 cm. Una circunferencia tangente a

BC contiene alos vértices Ay D. La longitud, en centimetros, del radio de la circunferen-
cia es

(@ 4
() 5
(c) 6
(d) 4v2
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@ 2.3.4 Lostreslados del AABC se prolongan una distancia igual a sus respectivas lon-
gitudes, tal y como se observa la figura adjunta. Si el drea del JXCBY es 18 cm?, entonces
el drea en cm? del AXYZ es

(a) 28 X
(b) 30
(c) 36 A
(d) 42
Z Y

Problema de desarrollo
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron
parte de esta prueba.

Ejemplo 2.19

Considere el AABC, con BC =1, mZABC = 60° y el radio del circuncirculo es\/j. Si D es otro

punto en el circuncirculo del AABC, tal que DC pasa por el punto medio de AB, determine
DB.

Solucioén:

Sean O el centro del circuncirculo, E el punto medio de AB y F el punto medio de BC; note
que los triangulos ABFO y ACFO son congruentes por criterio L-L-L.

Asi m/BFO = 90°; ademds ABFO y ACFO son especiales de 30° — 90° — 60°, por lo que
mZOBA = 30° =mZOAB.

Luego, mZAOB = 120° = mZBOC y mZCOA = 360° — 120° — 120° = 120°.
Por criterio L-A-L. AAOB, ABOC y ACOA son congruentes, asi, AB=CA = BC =1, de donde
el AABC es equilatero de lado 1.
V3 V3 V3
6

Asi, CD pasa por Oy OE = —, por lo que DE = = Por Pitdgoras DB = “—

3
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2.3.4 Algebra

Ejemplo 2.20

Sean f y ¢ funciones. Si g es lineal, g(3) =5, f(2) =7y g(x) - g(x+1) = f(x) + 8, entonces
f(3)es

(@) 22
(b) 23
(c) 27
(d) 35

Solucién:

f2)=7yg(x)-g(x+1)=f(x)+8 porloqueg(2)-g(3) = f(2) +8yg(2) - g(3) =15.
Como g(3) =5, se tiene que ¢ (2) =3.

Luego, como g es lineal, g(3) =5y g(2) =3, el criterio de g es g(x) =2x — 1.

Como g(x)-g(x+1)=f(x) +8,setieneque 2x—1)- 2(x+1)—1)=f(x) +8=4x* -9 =
f(x). Por lo tanto, f (3) = 27.

@ 2.3.5 Seana, bycnumeros reales, cona # c. Sean
P(x) =3x* +ax® + bx* +cx +2

Q(x)=3x*+cx® +bx* +ax+2

Las condiciones que deben cumplir los numeros a, b y ¢ para que los polinomios P (x) y
Q (x) tengan dos raices comunes son

(@ a=3yb=c
(b) b=-5ya=—c
(¢) c=-3ya=>b
(d) b=5yc=2a
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@ 2.3.6 La cantidad maxima de valores enteros que puede tomar » para los cuales la
ecuacién x? + nx — n = 0 tenga soluciones enteras es

@1
(b) 2
(© 3
(@ 4

Suponga que P (x) es un polinomio de grado cuatro, con coeficiente principal igual a uno.
Se sabe que para un numero n, P(n—2)=1,P(n—1)=1,P(n)=1y P(n+1) =1. El valor
deP(n+5)—P(n—4)es

(@) 720
(b) 360
(c) 120
(@ o

Solucioén:

SeaR(x)=P(x)—1.

De acuerdo con las hipotesis del enunciado, n —2,n — 1, n y n + 1 son ceros de R (x); de esta
manera:

R(x) =(x=(n=2))(x = (n=1)) (x = n) (x = (n+1))
=Px)=(x—n+2)(x—n+1)(x—n)(x—n—-1)+1
Entonces P(n+5) —P(n—4)es

(m+5-n+2)(n+5-n+1)(n+5—n)(n+5-n—-1)—(n—4—-n+2)-

m—4—-n+1)(n—4—-n)(n—4-—n—-1)=720
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Problema de desarrollo
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas de desarrollo que formaron
parte de esta prueba.

Sean x, y y z tres numeros reales positivos. Si se cumple simultaneamente que:

2 2 2

() (D) (D -
y x 2 x y z

n JAxy+Viaxz+\JAyz=4—-—x—Yy—z

Determine el valor de ! - ! + L
19vx 19y  19y/z
Solucién:

De la primera expresion se tiene que:

N R R R ER R LR A
(5D (D (e -

At At ) )
(VR + i+ vA) (o f)=2014

Por otra parte, (/x + /j + \/—) =x+4y+z+2,/xy+2\/xz+2,/yz y con base en la segunda
condicién se tiene que (y/x + /7 + \/E)2 =41o que implica que

VXt T+ VzZ=2.

Luego, (v/x + /7 + /z) <7 Ly+iz> =2014
1 1 1

\/_ \/_ \/_ = 1007

Finalmente, ! 1 53

19\/§ TN ARTV-A
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Capitulo

Etapa Final

3.1 NivelI

3.1.1 Razonamiento Légico y Probabilidad

Problema 4 (dia 2)
El siguiente ejemplo resuelto es uno de los tres problemas que conformaron la prueba
del dia 2.

Ejemplo 3.1

Trece numeros impares distintos menores que 50 son seleccionados. Muestre que, para
cualquier escogencia, al menos un par de ellos suma 50, o bien, uno de ellos es el 25.
Solucién:

Se sabe que hay 25 numeros impares menores que 50.

De ellos hay 12 parejas que suman 50, veamos:
(1,49),(3,47),(5,45),(7,43),(9,41),(11,39),(13,37),(15,35), (17,33),(19,31), (21,29), (23,27).

El inico numero impar que no puede emparejarse para sumar 50 es el 25.

Como se tiene 13 numeros impares menores que 50, por el principio del Palomar, de esos

13 numeros al menos dos deben sumar 50, la inica manera de que esto no suceda es que
12 correspondan a diferentes parejas y el otro numero sea el 25.

Por lo tanto, se prueba lo solicitado.
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Problema 3 (dia 1)
El siguiente ejemplo resuelto corresponde con uno de los tres problemas que conforma-
ron la prueba del dia 1.

Considere una cantidad par, mayor o igual a 4, de puntos en una circunferencia, pintados de
rojo y azul, alternando colores. Dos jugadores llamados Rojo y Azul se disponen a jugar de
la siguiente manera: Rojo solo puede trazar cuerdas, tales que sus dos extremos sean pun-
tos rojos, y Azul solo puede trazar cuerdas tales que sus dos extremos sean puntos azules.
Ademas de esto, solo se pueden trazar cuerdas que no intersequen a ninguna otra cuerda
que ya haya sido trazada. Pierde el jugador que ya no le sea posible trazar mas cuerdas. Si
empieza Rojo trazando una cuerda, luego Azul trazando una cuerda, y asi sucesivamente,
determine si Rojo o Azul tienen estrategia ganadora.

Solucioén:

Sea n la cantidad de puntos en la circunferencia. Se va a mostrar que si n = 4k Rojo tiene
estrategia ganadora, y si n = 4k + 2 entonces Azul tiene estrategia ganadora.

Se pueden considerar los puntos n puntos que formen un poligono regular.

Caso n = 4k

Para esto imaginemos una recta [ tal que hay 2k puntos a un lado de l y 2k al otro. Para esto
Rojo en su primer movimiento traza la cuerda que une los dos puntos rojos mas proximos
a ly a partir de esto puede jugar en espejo con respecto a [, con lo que haga Azul. De esta
forma Rojo tendria estrategia ganadora.

Cason =4k+2

Considere las 2k + 1 rectas que dividen al circulo en 2k + 1 puntos a cada lado de las rectas.
Si Rojo traza una cuerda, esta va a ser paralela a alguna de dichas rectas, digamos a l. Lo
que tiene que hacer Azul es jugar con los puntos azules que son la reflexion de los puntos
rojos que haya usado Rojo. De esta forma siempre que Rojo juegue, Azul podra jugar, y asi
Azul posee estrategia ganadora.

@ 3.1.1 Un prisionero lleva muchos afios encerrado, por lo cual el carcelero decide dar-
le una oportunidad de salir. El carcelero coloca en una mesa 11 llaves, numeradas del
1 al y 11, de las cuales 2 son necesarias para abrir la celda. Se sabe que las llaves que
abren la celda tienen numeros de la misma paridad consecutivos. Para adivinar cudles
son las llaves, el prisionero puede escoger cualquier subconjunto de llaves y preguntar
cuantas de ellas no le sirven. Tiene dos oportunidades de escoger y preguntar, pero las
dos respuestas se le dan al final. Determine, si existe, una estrategia que le asegure poder
salir libre.
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@ 3.1.2 Un juego para dos personas consiste en mover una ficha desde la casilla su-
perior izquierda hasta la casilla inferior derecha de una cuadricula de tamaifio n x n
siguiendo las siguientes reglas:

= Cada jugador mueve la ficha de manera alternada.

= La ficha se mueve con las reglas del caballo del ajedrez; es decir, dos casillas en
forma horizontal y una vertical, o dos en forma vertical y una horizontal.

= En cada movimiento la ficha debe avanzar hacia la esquina inferior derecha; es
decir, que no pueda quedar en una casilla que esté mas a la izquierda o mas arriba
de donde estaba anteriormente.

a) Determine todos los posibles valores de n para los cuales es posible completar el
juego.

b) Demuestre que existe una estrategia ganadora para el segundo jugador, para todos
los casos en donde es posible llegar a la casilla inferior derecha.

3.1.2 Teoria de Numeros

Problema 6 (dia 2)
El siguiente ejercicio propuesto corresponde con uno de los tres problemas que confor-
maron la prueba del dia 2.

@ 3.1.3 Encuentre todos los numeros de diez digitos, en los que los digitos del 0 al 9
se usan todos exactamente una vez, tal que el primer digito de izquierda a derecha es
divisible entre uno, el numero formado por el primer y segundo digitos (de izquierda
a derecha) es divisible entre 2, y asi sucesivamente hasta que el numero completo es
divisible entre 10.

@3.1.4 ;Existen 14 numeros enteros positivos consecutivos, cada uno de ellos divisibles
por uno o mas primos menores que 12?
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Problema 2 (dia 1)
El siguiente ejemplo resuelto corresponde con uno de los tres problemas que conforma-
ron la prueba del dia 1.

Determine todos los numeros n de la forma n = abcabc, con a, by ¢ digitos distintos, tales que
n sea divisible por todos los numeros naturales desde 1 hasta 15 inclusive.

Solucion:

Observe que abcabc = abc - 1000 + abc = abc - 1001 = abc - 7 - 11 - 13, por lo que cualquier numero
de la forma abcabe sera divisible por 7, 11y 13.

Para que n sea divisible por 1,2,...,15 basta que abc sea divisible por 5, 8 y 9 porque:

e Si es divisible por 8, 1o sera también por 2 y 4, y como ya # es divisible por 7, entonces
también serd divisible por 14.

e Si es divisible por 9, lo serd también por 3, y al ser »n divisible por 2 y 4, entonces
también sera divisible por 6y 12.

e Si es divisible por 5, al ser » divisible por 2 y 3, entonces también sera divisible por 10
y 15.

Para que abc sea divisible por 5, 8 y 9 debe ser multiplo de ellos (pues son coprimos); es decir
abc =5-8-9 -k =360k; de donde k =1 0 k =2 (pues k > 2 genera un numero de mas de tres
digitos), ademas en ambos casos se generan numeros cons digitos distintos.

Por lo tanto, todos los numeros que cumplen las condiciones pedidas son 360360 y 720720.

@ 3.1.5 Encuentre todos los enteros n para los que el numero #? + 45 es un cuadrado
perfecto.
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3.1.3 Geometria

Problema 5 (dia 2)
El siguiente ejemplo resuelto corresponde con uno de los tres problemas que conforma-
ron la prueba del dia 2.

Ejemplo 3.4

Considere el AABC y sean E y F puntos, talesque A—E—~C,B—F—-CyEF| AB.SeanDyG
puntos, talesque D —E — F — G. Sim/ZCAB =2m/DCE, m/FCG + m£DCE = m/ABC, DE =3
y CG =5, determine el perimetro del ADEC.

Solucion:

Considere la figura:

Sea o« = m£ZDEC, entonces mZCAB = 2a.

Sea B =m/ZABC, entonces m/FCG +a =B = m/FCG=p—«a

m/ZCEF =m/CAB =20y m/ZCFE =m/ZABC =

C
Luego m/ZDEC = 180° — 20 y mZCFG =

180° — B
° ° En ADEC mZEDC + (180° —2a) + & =
180° = m/EDC =«
. ADEC esis6scelescon DE=EC=3
G
D 3 E F En AGFC m/FGC +180° —a + B —a =
180° = m/AFGC =«
A B

. ADGC esisésceles con DC=GC =5

. Perimetro de ADEC es 11.

@ 3.1.6 Considere el rectangulo ABCD y los puntos P, Q, R y S puntos medios de los
lados AB, BC, CD y AD, respectivamente. Sea M el punto medio de PQ. Determine la
razon entre las dreas del tridngulo RSM y el rectangulo ABCD.
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Sean AABC un tridangulo equildtero y T un punto en su interior. Sean M, N y P puntos,
talesque A~ M —-B,B—P—-C,A—N—-C, ABLTM, BC L TPy AC L TN. Pruebe que
(ABC) = (TM+TN+TP)(BP+ PC)

) 2
Solucion:
De acuerdo con la informacién dada y al trazar los segmentos AT,BT,CT en el tridangulo, se
obtiene la siguiente figura:

C

Entonces,

(ABC) = (ATB) + (BTC) + (ATC)
AB-TM BC-TP AC-TN
(ABC) = + +

2 2
AB-TM+BC-TP+ AC-TN

(ABC) = 5
Como el tridangulo ABC es equildtero, se tiene que BC =
AB = AC.

Entonces,
BC-TM+ BC-TP+BC-TN

(ABC) = 5
.‘ N\ (4BC) = BC(TM + TP+ TN)
A M B 2
Como BC = BP + PC, se llega a la prueba planteada que
(ABC) = (BP + PC) (Tz;/1+ TP+ TN)

Problema 1 (dia 1)

El siguiente ejercicio propuesto corresponde con uno de los tres problemas que confor-
maron la prueba del dia 1.

@ 3.1.7 En el tridngulo ABC de la figura adjunta, se tiene que el ZABD mide 36°, el
/BCA mide el doble del /BAE, AD = ED y AC = BC. Determine la medida del Z/BAE.

B
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Nivel II

Razonamiento Légico y Probabilidad

Problema 1 (dia 1)
El siguiente ejercicio propuesto corresponde con uno de los tres problemas que confor-
maron la prueba del dia 1.

@ 3.2.1 Carlos juega con Luis el juego llamado AMOCLO. En este juego se cuenta con
varios puifios de bolitas, el tamafio de los pufios se puede modificar siguiendo las reglas:

= Se pueden juntar dos pufios de bolitas en uno solo.

= Si un pufio tiene un numero par de bolitas, se puede dividir en dos pufios con el
mismo numero de bolitas cada uno.

En determinado momento el juego AMOCLO cuenta con tres pufios, uno de 5 bolitas, otro
de 49 bolitas y el ultimo de 51 bolitas.

Carlos le pide a Luis que jueguen hasta lograr 105 puifios de bolitas y el que lo logre sera
el ganador. Sin embargo, Luis le indica que el juego, bajo esas condiciones, no tendria
ganador.

Pruebe que la afirmacion de Luis es verdadera.

@ 3.2.2 En un aula hay 16 personas, donde cada persona conoce a exactamente tres
personas (la relacion es mutua). Determine si es posible o no repartir siempre a las 16
personas en ocho parejas, de tal forma que las personas en cada pareja se conozcan.

Problema 6 (dia 2)
El siguiente ejercicio propuesto corresponde con uno de los tres problemas que confor-
maron la prueba del dia 2.

@ 3.2.3 Anale propone a Pedro este problema: “Dado un numero natural n > 3, conside-

re las fracciones de la forma
que cumplen

2 . . .
T donde a y b son numeros naturales y primos relativos

a<b<n<a-+b

Determine la suma S (n) de estas fracciones”.
Para resolver el problema, Pedro considera un valor de » particular y calcula la suma de

. . 2015 . ,
las fracciones obteniendo 007" Ana se da cuenta de que Pedro, por error, no considero

la fraccion cuando 4 = 1. ¢Puede Ana deducir qué valor de n usé Pedro? Justifique.
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@ 3.2.4 En una cuadricula de 2017 x 2017 se tiene una ficha que se mueve con las reglas
del caballo del ajedrez; es decir, dos casillas en forma horizontal y una vertical, o dos en
forma vertical y una horizontal. Se coloca esta ficha en la esquina superior izquierda y
en cada movimiento se quiere que avance hacia la esquina inferior derecha; es decir, que
no pueda quedar en una casilla que esté mas a la izquierda o mas arriba de donde estaba
anteriormente. Determine la cantidad de casillas hasta la que podria llegar siguiendo
estas reglas.

3.2.2 Teoria de Numeros

Problema 2 (dia 1)
El siguiente ejemplo resuelto corresponde con uno de los tres problemas que conforma-
ron la prueba del dia 1.

Ejemplo 3.6

Encuentre todos los enteros positivos » tales que 3" + 5" es multiplo de 3"~ + 5",
Solucioén:

Como 3" + 5" es multiplo de 3"~! + 5"~! se buscan los enteros k tales que 3" + 5" =
k (37171 4 5n71)

Ahora,

3n+5n:3n+5‘5n—1 >3n+3‘5n—1:3.311—1_’_3‘511—1:3(3n—1+5n—1)
=3"45">3(3""1 +5"°1)

De forma andloga,

311_’_571:3.371—1_’_571 <5.3n—1+5n:5,3n—1+5,5n—1:5(3n—1+5n—1)
=3"45"<5(3""1 +5"°1)

Asi, 3(3" 1 4+5"1) < 3"+ 5" <5(3"1 +5"1), porlo que k = 4 y se sigue que:

31 45" =4 (31 45n1) o 5r_4.5m-1—4.301_3n
= 5.5"1_4.51"1—4.31-1_3.3""1
= 5n—1:3n—1

Y como n es entero positivo, el unico valor posible es cuando n — 1 = 0; es decir, n =1 el cual
cumple pues 3! + 5! = 8 es multiplo de 3° + 5° = 2.
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@ 3.2.5 Carlosjuega un juego con las siguientes reglas:

= Se da un namero natural N cualquiera.

» Si N =a+b,donde a y b son naturales, entonces se puede cambiar N por M = ab.
Por ejemplo, si se tiene 5 = 3 + 2, se puede cambiar por 6 =3 - 2.

1) Determine una secuencia de movimientos que comience con N =7y lleve a K = 48.

2) Suponga que Carlos comienza con un numero natural N > 5. Dé una secuencia de
pasos que lleve a un numero natural K, cualquiera.

Geometria

Problema 3 (dia 1)
El siguiente problema resuelto corresponde con uno de los tres problemas que confor-
maron la prueba del dia 1.

Ejemplo 3.7

Considere el rombo ABCD con ZBAD = 60°. Sean G y Z dos puntos distintos en el segmento
AC y considere puntos Ey X en AD, Fy Y en DC, tales que JGEDF y JZXDY son paralelo-
gramos. Demuestre que ABEX = ABFY.

Solucioén:

Se va a mostrar que BE = BF.

Note que EG paralela a DF asi se tiene que /GAE = ZACD = ZAGE, de donde AE = FG = DF.
Note que AABD es equilatero, asi BA = BD, y ademas /BDF =60 = /BAE.

Por criterio de congruencia L.A.L se concluye que ABAE y ABDF son congruentes, por lo
que BE = BF.

Andlogamente ABAX y ABDY son congruentes y BX = BY.

Note que ZEBX = ZABX — ZABE = Z/DBY — ZDBF = ZFBY y como BE = BF, BX = BY se
tiene por criterio de congruencia L.A.L que ABEX = ABFY.

@3.2.6 Considere el AABC y sean E y F puntos, talesque A—E —C, B—F — Cy EF||AB.

Sean D y G puntos talesque D — E — F — G. Si m/CAB =2m/DCE, m/FCG + m/DCE =

DG 7 _ AC 5 . DC
mlABC, E = 5 y D_C = 5, determine ﬁ'
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@ 3.2.7 Sea L un punto en el interior de un AABC. Pruebe que

AB+ BC+ AC
2

<LA+4+LB+LC<AB+BC+ AC

Problema 4 (dia 2)
El siguiente ejemplo resuelto corresponde con uno de los tres problemas que conforma-
ron la prueba del dia 2.

Ejemplo 3.8

El cuadrilatero ABCD de la figura adjunta, es tal que sus lados tienen longitudes enteras y
su area es 686 cm?. Si AD =28 cm. y CB = AB, determine el perimetro del cuadrilatero.

D C

|

Solucion:

Sean CD =y, CB = AB = x.

Considere el segmento CE perpendicular al segmento AB en E.
Se tiene que AE=y, EB=x—y.

Como AD = 28, se tiene que CE = 28.

, s . . 2 —
Como el area del cuadrilatero mide 686, se tiene que 28y + S(ny) = 686. Luego, y =49 — x.

Por otra parte, por el teorema de Pitagoras, se tiene que 28 + (x — y)2 = x2, de donde 784 +
(x — 49 + x)? = x2. Luego, 3x2 — 196x + 3185 = 0.
. 91
Se tiene que x =350 x = 3
Debido a que el cuadrilatero tiene lados de longitud entera, x = 35. Luego, y = 14.

Las longitudes de las medidas de los lados son 28, 14 y 35. Y el perimetro del cuadrilatero
mide 28 + 14 +2-35=112.
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3.2.4 Algebra

Problema 5 (dia 2)
El siguiente ejemplo resuelto corresponde con uno de los tres problemas que conforma-
ron la prueba del dia 2.

Ejemplo 3.9

Sea m un numero entero positivo, tal que la ecuacion m* — x (x + 1) = 212 posee dos solucio-
nes enteras distintas. Determine todos los posibles valores de m.

Solucioén:

La ecuacion m? — x (x + 1) = 212 es equivalente a la ecuacion cuadractica

>+ x4+ (212—m?) =0

1+ VA

Las soluciones de la ecuacion son de la forma x = >

Se requiere que la ecuacidn posea dos soluciones enteras distintas.

Por lo que, debe cumplirse que A > 0, que A = u? para algun u entero positivo y que —1 £ u
sea par (es decir, que u sea impar).

Debe cumplirse que 1 — 4 (212 — m?) = u?; es decir, que 4m? — u? = 847, de donde se requiere
que (2m —u) (2m +u) =7 - 112

Se tienen tres posibilidades:

1.2m—u)=7-112y (2m +u) =1, de donde m =212y u = 423
2.2m—u)=7-11y (2m+u) =11, de donde m =22y u =33
3.2m —u) =7y (2m+u) =112, de donde m =32y u = 57

Los valores admisibles para m son 212, 22 y 32.
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Ejemplo 3.10

Determine los valores de m de modo que el sistema
x> +y=4
v+ (8—m)x>=16—m

tenga exactamente dos pares de soluciones (x,y).

Solucion:

Despejando y de la primera ecuacion se tiene que y = 4 — x?, sustituyendo en la segunda se
obtiene

P+ B-mx2—16+m=0 & (4—x2)°+@B-—m)x2—16+m=0
& 2t —8x24+16+(8—m)x>—16+m=0
& ¥*-m+m=0

Sea u = x2, entonces se obtiene la ecuacion u? — mu +m = 0.
El discriminante es A = m? — 4m, que es positivo sim < 0 0 m > 4. Si m < 0 entonces las raices

m+/m? —4m
son u = 5
En este caso, hay una raiz positiva y una negativa, luego, sustituyendo se tiene que
2o m—+ vm? — 4m
N 2
: m—+ Vm? — 4m
es decir x = + + 5

y el sistema original tiene exactamente dos pares de soluciones.
Por otro lado, si m > 4 se tiene que las dos raices son reales, pues es claro que

m-+vVm?2 —4m
u= >0
2
. — 4/ 2_4
mientras que m > v/mZ — 4m y entonces u = - 7;1 ™o

pues m > v/m? — 4m. En este caso se obtiene cuatro pares de soluciones reales para el sistema
original.
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Nivel III

Razonamiento Légico y Probabilidad

Problema 3 (dia 1)
El siguiente ejercicio propuesto corresponde con uno de los tres problemas que confor-
maron la prueba del dia 1.

@ 3.3.1 Un juego consiste de una cuadricula de 4 x 4 y fichas de dos colores (Amarillas
y Blancas). Un jugador escoje un tipo de ficha (A o B en cada turno) y se la da al segundo
jugador quien la coloca donde quiera, luego el segundo jugador escoje un tipo de fichay
se la da al primero quien la coloca donde quiera, contindan de este modo y gana el que
logre formar una linea con tres fichas del mismo color (horizontal, vertical o diagonal y
sin importar si es la ficha con la que inici6 o no).

Antes de iniciar la partida ya se encuentran colocadas dos fichas amarillas y dos blancas
tal como muestra la figura siguiente

)

Yolanda y Xinia juegan una partida. Si Yolanda inicia (escogiendo la ficha y ddndosela a
Xinia para que esta la coloque) indique si existe una estrategia ganadora para alguna de
las dos jugadoras y, en caso de existir, describa la estrategia.

@ 3.3.2 Se tiene un conjunto de 17 numeros enteros positivos consecutivos. Sea m el
menor de estos numeros. Determine para cudles valores de m se puede partir el conjunto
en tres subconjuntos disjuntos, tales que la suma de los elementos de cada subconjunto
sea la misma.
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3.3.2 Teoria de Numeros

Problema 2 (dia 1)
El siguiente ejemplo resuelto corresponde con uno de los tres problemas que conforma-
ron la prueba del dia 1.

Determine el maximo comun divisor de los numeros.
5°—5,7 —7,...,2017%°Y7 — 2017

Solucioén:

Todos los niimeros son de la forma n" — n, con n impar, y n” —n =n (n""! —1). Como n — 1
o k

es par, es de la forma 2k, con k entero positivo, y n" ! — 1 =n? — 1= (n?)" — 1.

Si n? = m, entonces m* — 1 se puede factorizar de la siguiente manera utilizando el teorema

del factor.
1 00 0 —-1]|1
] 11 1 1
111 1 0]
k1 (r_ k-1 k—2
mk 1= (m—1) (" k24 1)
Asi
n'—n = n"1—1)

ngk—z)

= n(m—1)(m"1+m2+...+1)
n(n*—
n(

n2—1) ((nz)k’1 + () 1)
n—1)(n+1) (n?2+n?24... 1)

Ahora, n(n —1) (n+ 1) es divisible entre 3.

Ademads, (n —1)(n+1) = (2k) (2k+1+1) =2k(2k +2) =4k (k + 1) es divisible entre 4 - 2 =8,
ya que k(k + 1) es divisible entre 2. Luego, n" — n es divisible entre m.c.m.(3,8) = 24. Por lo
tanto, el maximo comun divisor de los nimeros enunciados es 24.

@ 3.3.3 Un numero entero positivo es nefelibata si al tomar el ultimo digito de izquierda
a derecha y colocarlo de primero, manteniendo los demds en el mismo orden, el nume-
ro resultante es exactamente el doble del numero original. ;Cudl es el menor numero
nefelibata?
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3.3.3 Geometriay Trigonometria

Problema 1 (dia 1)
El siguiente ejemplo resuelto corresponde con uno de los tres problemas que conforma-
ron la prueba del dia 1.

Sean el hexdgono regular ABCDEF inscrito en una circunferencia de centro O, N un punto

tal que E — N — C, M un punto tal que A — M — C y R un punto en la circunferencia, tal que

D — N —R. Si mEFR = 90°, ijg (g; y AC = /3, determine AM.

Solucion:

Considere la figura:
Se tiene que:

AM CN
ac CEyAC CE=AM=CN=EN=CM
CB=EDym/ZACB=m/ZCED =30
ABMC = ADNE (L-A-L) y /ZMBC = ZNDE

R m/NDE = m/RDE = %mwidehatEFR = 45° =
mZMBC

» m/BCE =90°, mZBNC =45°y BC = NC

ABCE recto en C, m/BEC = 30°

1 BC
EC=+/3B —
C\/§C:\/§ e

_AM _CN _BC _ 1
AC CE CE 3

Problema 5 (dia 2)
El siguiente ejercicio propuesto corresponde con uno de los tres problemas que confor-
maron la prueba del dia 2.
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@ 3.3.4 Considere dos circunferencia I'T; y I'l, tangentes exteriormente en el punto S,
tales que el radio I, es el triple del radio de IT;. Sea / una recta que es tangente a I'l; en
el punto Py tangente a I'l; en el punto Q, con Py Q distintos de S. Sea T un punto en I'l,
tal que el segmento TQ es didmetro de IT, y sea el punto R la interseccion de la bisectriz
del ZSQT con ST. Pruebe que QR = RT.

En el tridngulo ABC con incentro I y circuncirculo w, la tangente por C a w interseca AB en
el punto D. Lasrectas Al y BI intersecan a la bisectriz del ZCDB en E y F, respectivamente.

M es el punto medio de AB. Pruebe que Mi pasa por el punto medio del arco ACB de w.
Solucion:

Sean AINw =G, BINw = HYy P el punto medio del arco ACB de w.
Se tiene que m/FEA=m/EAB—m/EDB = % (mZCAB —mZCDB) = %mZDCA = %mZABC =
m/FBA =m/HGA = EF || GH.

Asi, IM pasa por el punto medio de GH.

Por otro lado, es conocido que GH | CI = GH | CP = m/GHB = m/CHG = m/PGH = HI ||
PG.

Similarmente, GI || PH = OOPGIH es un paralelogramo. Asi, IP pasa por el punto medio de
GH

Como IM pasa por el punto medio de GH y IP pasa por el punto medio de GH, se tiene que
I, My P son colineales.
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@ 3.3.5 Considere el triangulo rectangulo AABC recto en A y sea D un punto sobre la
hipotenusa BC. Considere la recta que pasa por los incentros del AABD y del AACD, y
sean K y L las intersecciones de dicha recta con AB y AC respectivamente. Demuestre
que si AK = AL entonces D es el pie de la altura sobre la hipotenusa.

3.3.4 Algebray Funciones

Problema 4 (dia 2)
El siguiente ejemplo resuelto corresponde con uno de los tres problemas que conforma-
ron la prueba del dia 2.

Ejemplo 3.14

Sea k un nimero real, tal que la ecuacion kx> + k = 3x? + 2 — 2kx posee dos soluciones reales
distintas. Determine todos los posibles valores de k, tales que la suma de las raices de la
ecuacion sea igual al producto de las raices de la ecuacion aumentado en k.

Solucioén:

Se tiene que la ecuacién kx? + k = 3x> + 2 — 2kx es equivalente a la ecuacién cuadractica
(k—3)x? +2kx+k—2=0.

Se requiere que la ecuacién (k — 3) x> + 2kx + k — 2 = 0 posea dos soluciones reales distintas.
Sean x; y x, las raices de la ecuacion.

Debe cumplirse que (2k)* — 4 (k — 3) (k — 2) = 20k — 24 > 0. De donde, k > g

Debe cumplirse que x; + xp = x1 - x + k.

=

-2
Sesabequex1+x2:myquexl-xzzfg.
(

k
De donde debe cumplirse que —2k =k — 2+ k(k —3) y, asi, k = —v2 0 k = /2.

El unico valor admisible para k es V2.

@ 3.3.6 Sea P(x) un polinomio de grado 2n, tal que P (k) =
termine P (2n 4 1).

@3.3.7 Seaf:Z" —R,talque f(1)=2018y f (1) + f(2) +--- + f (n) =n>f (n), para todo
n > 1. Encuentre el valor de f (2017).

1 parak=0,---,2n. De-
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Problema 6 (dia 2)
El siguiente ejemplo resuelto corresponde con uno de los tres problemas que conforma-
ron la prueba del dia 2.

8 : . 1
Sea f :]0,00[ — R una funcion estrictamente creciente, tal que f (x) f ( f(x)+ E) =1,

Determine f(1).
Solucion:
Considere t = f (1). Si se evalua la identidad descrita en x = 1, se obtiene que

FA)F(FQ)+1)=tf(t+1)=1

de donde podemos concluir que t # 0,y que f (f+1) = -
Ahora, si se evalua en x =t + 1, se obtiene

1
+ {3+ ) =t=fO
1
y al ser f estrictamente creciente, se tiene que 7 aF ﬁ =11lo que implica que (t+1) +t =
1£V5
7

W|H

FE+DF(fe+D+ o) =

) -

(t+1)t, cuyas soluciones son f =

1++5

g 1
5 tendriamosque 1 <t=f(1) < f(t+1)=- ;< 1, que es una contra-

Notese que si t =
diccion.
Por lo tanto:
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Simbologia

AB

Ab

Y:

ZABC
m/ABC
ANABC

UABCD

segmento de extremos A yB

medida del AB

rayo de extremo Ay que contiene a B

recta que contiene los puntos Ay B
angulo de rayos BA y BC

medida del ZABC

tridngulo de vértices A, B, C
cuadrilatero de vértices A, B, C, D
paralelismo

perpendicularidad

/ABC =~ /DEF

ANAABC = ADEF

ABC < DEF

ANABC ~ ADEF

AB=CD
AB

mAB
(ABC)
(ABCD)

P-Q-R

congruencia de angulos

congruencia de tridngulos

correspondencia respectiva
entre puntos

semejanza de triangulos
congruencia de segmentos
arco de extremos Ay B
medida del AB

area del AABC

area del JABCD

P, Q, R puntos colineales,
con Q entre los puntos Py R
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Solucion de los ejercicios

Soluciones del Capitulo 1

1.1.1 8@ Notese que en las piezas grises, los cuatro cubos estan visibles, y llenan los seis cubos
de uno de los cubos de una de las caras 1 x 2 x 3, y las dos esquinas superiores de la siguiente.
Lo que indica que la pieza blanca esta compuesta de tres cubos en fila, y el cuarto sobre el central,
tal como en la figura c.

1.1.24®  La calle Estrella es perpendicular a la calle Pastora y la calle Pastora es paralela a
la calle Luciérnaga, se tiene que la calle Estrella es perpendicular a la calle Luciérnaga.

Como la calle Luciérnaga es paralela a la calle Soledad, entonces se tiene que la calle Estrella es
perpendicular a la calle Soledad.

1.1.3 @ Ana recibe dos quintas partes del terreno y Antonio el resto, por lo que Antonio

. 2 3
recibel — - = —.
5 5

Antonio decide ceder a Ana una cuarta parte de la porcion de terreno que €l recibiria, por lo que

3 3
Antoni deaAna - +4=_—.
ntonio cede a na5 ) 2% .
Finalmente, Ana recibié 5 + 20 = 120"

1.1.44®  En 87979981 debe de quitarse el uno, de esta manera queda 8797998.
Ahora, en 8797998 debe quitarse los dos nueves que se encuentran a la derecha.
De esta manera queda 87978, el cual es un numero palindromo.

Finalmente, se eliminaron 1, 9, 9. Se eliminaron 3 digitos.

Otra forma...

En 87979981 debe eliminarse el uno, de esta manera queda 8797998.
Seguidamente, se eliminan los dos sietes.

Nuevamente, se han eliminado tres digitos: 1, 7, 7; quedando 89998.

Otra forma...

En 87979981 debe eliminarse el uno, de esta manera queda 8797998.
Seguidamente, se eliminara el siete que se encuentra a la izquierda y uno de los nueves que se
encuentra a la derecha.

De esta manera quedara 89798, como resultado de eliminar 3 digitos: 1, 7, 9.
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1.1.54™®  Luego de razonar un poco el problema se puede observar que los 24 que no saben
francés si pueden saber inglés y los 10 que no saben inglés si sepan francés, lo que descuenta un
total de 24 + 10 = 34 personas que no saben alguno de los dos idiomas.

Si los 22 que no saben espafiol se encuentran entre las 66 personas que saben inglés y francés,
volvemos a llegar a la peor situacion posible; es decir, que 24 + 10 + 22 = 56 tampoco hable alguno
de estos tres idiomas.

Utilizando en mismo razonamiento con el aleman (que no lo hablan 42 de los participantes), se
llega a la conclusion que en la peor situacion se tiene que: 24 + 10 + 22 + 42 = 98 estudiantes
no sepan hablar alguno de los cuatro idiomas, por lo que solo se puede asegurar que 2 de ellos
conocen los cuatro.

1.1.6 6@ Los numeros mas grandes son aquellos en los que los dos digitos mas altos (6 y
5) estén en la posicion de las centenas, los segundos mas altos (4 y 3) estan en la posicion de las
decenas, y los bajos (2 y 1) estan en la posicion de las unidades.

Esto nos da cuatro posibles combinaciones: 642 y 531; 641 y 532; 632 y 541 y finalmente, 631 y
542.

Todas estas posibles combinaciones suman 1173.

1.1.74+®  Sise considera x como la cantidad de cajas, entonces x — 2 seria multiplo de 5, de 7
y de 2; es decir, multiplo de 70.

Entre 900 y 1000 los multiplos de 70 son 910 y 980.

Si x es 912 no sobrarian cajas al hacer grupos de 3, si es 982 sobraria una, asi x = 982.

1.1.8M® Si no cambia de caja las posibilidades de ganar serdn 1 de 4 (la probabilidad de
haber acertado desde antes), mientras que si decide cambiar, la probabilidad de ganar es equi-
valente a la probabilidad de equivocarse en la primera eleccion que es 3 de 4.

1.1.9™®  Enuna hora se llena
1.1 4 2
6 2 7 21
del cilindro, por lo que se dura 10,5 horas en llenarlo. Si el desaglie se hubiera cerrado, en una

hora se llena
1 1 2

6 2 3
del cilindro, por lo que se dura 1,5 horas en llenar. Es decir gasté de mas 9 horas.

1.1.10 8@  Se procede a calcular el m.c.m(14,8) = 56.

Entonces Diego y Daniela llegaron juntos por primera vez a la meta, después de 56 minutos.
Donde Diego en 56 minutos corre 24 vueltas y Daniela 21 vueltas.

Por lo tanto, ambos dieron 45 vueltas.

1.1.118®  Sean = abc el numero que representa la cantidad de tres digitos.

Como el digito a es el digito de las centenas y debe ser el triple de c, el de las unidades, se tiene
quec=1,2,3.

Tenemos entonces las siguientes posibilidades: 351, 602 y 9b3.
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Ademas, los digitos deben sumar 12, tenemos que los siguientes numeros son los que cumplen
con las condiciones: 381, 642 y 903.

1.1.12 8@ Cada semana, iniciando en domingo y finalizando en sabado, Karla lee 25+4 -6 =
49 paginas.

.29 . . L .
Es decir, 4—90 resultara 5 semanas completas. En estas 5 semanas Karla leera 245 paginas, por lo

que le faltaran de leer 45 paginas.

Por lo tanto, inicia domingo leyendo 25 paginas, quedando 20 pendientes. Considerando cuatro
paginas diarias, restaran 5 dias mas para concluir.

Invertird entonces 5 semanas y 6 dias, para un total de 41 dias.

1.1.13 @ Como el numero pp ppqqqq debe ser divisible por 45 entonces debe ser divisible
por 5y por 9, para que sea divisible por 5 g debe ser 5 0 0.

Para que sea divisible por 9 la sumas de sus cifras debe ser un multiplo de 9; es decir:
p+p+p+p+q+q9+q+q9=4p+4q9=4(p+q) debe ser multiplo de 9.

Y como 4 y 9 son coprimos entonces p + g debe ser multiplo de 9, pero como g no es 9 entonces se
tienequep+g=9yasip=40p=9.

1.1.14™®  De acuerdo con la informacion, el perimetro del AMNP es:
MN + NP 4+ MP =12

gMP+%MP+MP=12
3MP +4MP +5MP _
- -
MP =5
3
MN = zMP =3

1.1.1544@®  De acuerdo con la informacién dada, se obtiene la figura adjunta.
Se tiene que DE = CE, por lo que el ACDE es isosceles; asi, m/EDC = mZECD = a.

Como la suma de las medidas de los dngulos in- C
ternos de un tridngulo es 180°, se tiene que 2« +
m/CEA = 180° = a = 55°.

Se puede observar que el ZADC es el suplementa-
rio del ZCDE, entonces mZADC = 180° — a = 125°.
Como la suma de las medidas de los angulos
internos de un tridngulo es 180°, se tiene que
mZCAD +mZADC+m/ACD =180° = m/ACD =
25°.

Por oto lado, se tiene que DF . AC, entonces m/FDC = 90° — m/ACD = 65°.

A
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1.1.16 @ Sig, bycsonlas medidas de los lados del tridngulo cona < ¢, b < ¢, por desigualdad
triangular se tiene que c < a + b entonces 2c < a + b + ¢, asi ¢ < 25, por lo que la respuesta correcta
es la opcion (a).

1.1.17™8®  Setiene que AC = CD, por la clasificacién de tridngulos de acuerdo con la medida
de sus angulos internos y con la medida de sus lados se tiene que el AACD es isosceles, entonces
los &ngulos ZCAD y ZADC son de igual medida.

Por el teorema de la suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo, se tiene que:
2m/CAD + 64° = 180° = mLCAD = 58°.

Por otro lado, se tiene que CD = BD, entonces /BCD = ZDBC = a.

Por el teorema de la suma de las medidas de los angulos internos de un tridngulo, se tiene que:
58° 4 64° + 20 = 180° = o = 29°.

1.214@® Cada maquina empaca 1 bolsa en 15 segundos por lo que empaca 4 bolsas en 60
segundos.
Dado que son 60 maquinas, tienen capacidad para 240 bolsas.

1.2.2 M@ Como A es un digito, se tiene A =10 A =2, pero como A + B termina en 0, se debe
“llevar 1” por lo que A debe ser 1.

Igualmente, C + B termina en 1y se debe “llevar 1”7, por lo que A + B debe ser 9 y como A =1 se
tiene B =8.

Entonces C + B =11y C = 3. Finalmente, como D + C =7 se tiene D = 4.
SA+B+C+D=1+843+4=16

p+q+r:8yp+q+r+s+t:

7
3 5

1.234®  Setiene que
== p+q+r=24yp+q+r+s+t=35
Sustituyendo la primera escuacion en la segunda 24 +s +t =35

—s+t=11

, . 11
Asi, el promediode sy tes STH =5 = 5,5

1.244M®  Asumiendo que la velocidad a la que camina Juan es constante, y como velocidad =

distancia . . . .,
————, sean x;1 y x; los tiempos que dura en recorrer Juan la pieza de madera en direccion

tiempo
. . . ., ., . , 10 70
contraria y en la misma direccion del camion respectivamente. Asi, T de donde x; = 7x;.
1 2
Por otro lado, sea ! 1a longitud de la pieza de madera y como se asume también que la velocidad

1-10 701
X1 - X2

del camion es constante, entonces , de donde ! = 17,5 metros.

1.250® 83 deportistas pertenecen al equipo de carreras, 39 al de saltos y 27 a ambos, por
lo que 83 — 27 = 56 practican solamente carreras, 39 — 27 = 12 practican solamente saltos y 27
practican ambos.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

BIBLIOGRAFIA (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 85

Luego, 56 + 12 4 27 = 95 pertenecen a algun equipo de atletismo.
Sise elige, al azar, uno de los depostistas que entrenan atletismo, para que represente al centro de
entrenamiento en una competencia, entonces la probabilidad de que sea integrante del equipo

de carreras pero no del de salto, es %

1.2.6 O @ Six+1,y+1,z+1sonlacantidad de grupos de 7, 5, y 3 cartas respectivamente,
entonces 7x + 5y + 3z = 85, con x,y,z mayores o iguales a cero.

Veamos que la menor cantidad de grupos posibles se consigue haciendo la mayor cantidad de
grupos de 7 cartas posibles.

Si se hacen 12 grupos de 7 cartas, entonces 5y + 3z = 1, lo cual no es posible. Si z = 11 entonces
5y+3z=8,queselograsiy=z=1.

Por lo que la menor cantidad de gruposesx+1+y+1+4+z+1=12+2+2=16.

1.2.7¢®  Decir que no fue cierto que todos hicieron algo, es porque alguien no lo hizo.

En este caso, alguien no compro mas de 10 manzanas, por lo que tuvo que haber comprado 10 o
menos.

Es decir, alguno compro menos de 11 manzanas.

1.2.844@®  Elnumero 12 corresponde a la tarjeta Primo, pues es el inico que no lo es.

Esto implica que 2 corresponde a la tarjeta Impar, pues los restantes, 5 y 7, ambos son impares, y
por lo tanto, 5 corresponde a la tarjeta Divisible por 7.

Dado que 7 es el unico numero restante, éste corresponderia a la tarjeta Mayor que 100

1.294®  Por el algoritmo de la divisién el nimero es de la forma 3a +1,7b +2y5ccona, by
c enteros.

Observe que si se suman cinco unidades al numero, el numero es multiplo de 3, de 7 y de 5, ya
que3a+6=3(a+2),7b+7=7(b+1)y5c+5=5(c+1).

Si n es el numero, como el minimo comun multiplo de 3,7 y 5 es 105, entonces n + 5 = 105k y el
menor que lo cumple es 105.

Asi, n =100 y la suma de sus cifras es 1.

1.2.10 8@ Denote x: medida del lado del tridngulo equilatero.
La diferencia de las dimensiones b y i de un rectdngulo (con b > h) es igual a la medida del lado
de un tridngulo equilatero, por lo que x =b — h.

El tridngulo y el rectangulo tienen el mismo perimetro, por lo que 3x = 2b + 2h. Resolviendo el

. . . 5
sistema de ecuaciones lineales paraby h, h = Z yb= Zx

Finalmente, % =5.

1.2.118@® Denote x como la medida del lado menor del paralelogramo; es decir, AB= DC = x.
Como 2AB = BC,entonces BC = AD = 2x, como M es el punto medio de BC, entonces BM = MC = x,
y como mZABC = 120°, entonces m/BCD = 60°.

As’i, el AMCD es equilatero, MD = x y mZDMC = 60°. Por otra parte, el AABM es isosceles y
m/AMB = 30°; asi, n/AMD = 180° — m/AMB — m/DMC = 180° — 30° — 60° = 90°.
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2
Finalmente, el AAMD esrectangulo en M, aplicando el Teorema de Pitagoras (2x)* — x2 = (7\@) ,
x =7y ellado mayor del paralelogramo mide 2x = 14.

1.2.124™® Sean m/ABM=bym/ACN =a

Por suma de medida de angulos internos del ABCN se tiene 15x + b = 180°. (1)

Por suma de medida de dngulos internos del ACMB se tiene 16x + a = 180°.

Igualando ambas ecuaciones, se tiene 15x + b = 16x + a = b — x = a Ahora, por suma de medida
de angulos internos del A ABC, se tiene:

1Bx+a+b=180°=13x+b—x+b=180° = 12x +2b =180° = 6x + b =90° = b = 90° — 6x

Por ultimo, sustituyendo en (1) se tiene 15x + 90° — 6x = 180° = 9x =90° = x = 10 y asi b = 30°.
S.mZABM = 30°

1.2.13™®  De acuerdo con la informacién dada, se tiene la figura adjunta, donde m/ACB =
90°, pues AC L BC.

Ademads, « + p + mZACB = 180° = a + B =
90° (1), esto por el teorema de la suma de las
medidas de los angulos internos de un trian-
gulo.

Ademas, se tiene que BQ = BP, por la clasifi-
cacion de triangulos de acuerdo con la medi-
da de sus dngulos internos y con la medida de
sus lados, se tiene que el tridngulo ABPQ es
isosceles, entonces m/BPQ = m/ZPQP = y. Asi,
B=180°—2y (2).

Por otro lado, se tiene que AP = AR, por la clasificacion de tridngulos de acuerdo con la medida
de sus angulos internos y con la medida de sus lados, se tiene que AAPR es isdsceles, entonces
mZAPR =mZARP = x. Luego, « = 180° — 2x (3).

Sustituyendo (2) y (3) en (1), se tiene: 180° — x + 180° — 2y = 90° = x 4+ y = 135°. Por ultimo, se tiene
que: mZRPQ =180° — x —y = m/ZRPQ = 45°.

=+v/x +1—/x, se obtiene:

1 1
+ + =Vx+3—-Vx
Vi+H1+vx V24 vVx+1l V34 Vx+2

1.2.14™®  Enla expresion

1
Vx+1+4/x
1

Luego,
Vx+3—yx=(a—-1)yx & Vx+3=ayx
& x+3=a%x

3

& X=
a? —1
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1.2.1544@®  Denote x como la cantidad de kilémetros recorridos el primer dia.

El primer dia recorre una quinta parte del total de la distancia por recorrer durante todo viaje,
por lo que la cantidad de kildmetros por recorrer luego del primer dia de viaje es 4x.

El segundo dia, el turista recorre 21 kilometros, por lo que ha luego de hacerlo ha recorrido x + 21
kilébmetros y le falta por recorrer 4x — 21 kilometros.

Luego del recorrido del segundo dia, el viajero se encuentra a la mitad del recorrido total, por lo
que x + 21 = 4x — 21. Luego, la cantidad de kilometros recorridos el primer dia es x = 14.
Finalmente, la cantidad de kilometros recorridos por el viajero durante los dos primeros dias es
14 +21 = 35.

1.2.16 M®  Se satisface que:
ax—x—a+1=b+2—-bx < ax+bx—x=a+b+1

& (a+b—1)x=a+b+1

& x=3

1.3.18@® Observamos que la mayor cantidad de fichas se elimina al seleccionar cualquiera de
las cuatro casillas centrales, ahi se cancelan (n — 1) fichas de la fila, (n — 1) de la columna, (n — 1)
de la diagonal mayor, ademas de (n — 2) de la diagonal menor; es decir, 3 (n — 1) + (n — 2) =4n —5.

Para n = 1000 se tiene 4 x 1000 — 5 = 3995.

1.3.24®  Existen 3 nimeros primos mayores que 11, estos son 13, 17y 19 por lo que se puede
utilizar uno de ellos con el numero 1, y los otros dos se pueden tomar como una pareja de ma-
nera que solo quede una fraccidn no entera, las demas cartas es posible elegirlas de manera que
formen fracciones que sean enteras, porque se tienen 10 parejas como maximo.

. 17 ‘2
Por ejemplo, se puede tomar 1g Como la fraccion no entera, y luego

13 22 21 20 18 16 15 14 12 4

1711737109857 776’2

1.3.3M® Sea n el numero de personas. Para que se dé un saludo se necesitan 2 personas
y el numero de saludos distintos es igual a las combinaciones de » tomadas de 2 en 2; es decir,
(”) _nn=l) g ”(”2_ Y _ 190 de donde 2 — 1 — 380 = 1% — 11— 380 = 0 = (11 — 20) (1 + 19) =0,

2 2
con lo cual n =20 0 n = —19. Por lo tanto, asistieron 20 personas a la fiesta.

1.3.44® Los cuadrados perfectos de dos digitos son 16, 25, 36, 49, 64 y 81, por lo tanto, todos
los numeros que cumplen esta propiedad son 164, 364, 649 y 816, que suman 1993.

1.35 @ Analizaremos dos casos:
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I Caso: alguno de los digitos es cero.

En este caso el producto de los digitos siempre sera cero, el cual es cuadrado perfecto. Hay dos
posibilidades para escoger el digito cero (el digito de las unidades o el de las decenas); para el
digito de las centenas hay 9 posibilidades y para el otro digito no nulo hay 8 posibilidades. Enton-
ces la cantidad total en este casoes2-8-9 =144

IT Caso: ninguno de los digitos es cero.

Para que dados tres digitos distintos su producto sea cuadrado perfecto, este debe estar formado
unicamente por potencias de 2 o de 3. Con esto se descartan los cuadrados 25, 47, 100, 121. Tam-
bién se descartan 4 y 9 pues se deberia repetir un digito. Quedan unicamente 6 posibilidades:
16=2*=1-2-8

36=22.32=1-4-9=2-3-6

64=20=2.4.8

144=2%.32=2-8.9=3-6-8

Para cada uno de ellos hay 3! = 6 maneras de ordenarlos para formar numeros de tres digitos,
por lo que en total hay 6 - 6 = 36 formas en este caso.

En total hay 144 + 36 = 180 numeros que cumplen lo pedido.

13.6™M® g+tbla*+ab+2bsa+bla(a+b)+2bsa+b2bsa+blb+b+a—asa+blb—a.

Como 0 < |Z_T_Z| < 1 entonces a — b =0, por lo que a = b, de donde 42 < 100 = a < 25, por lo que
hay 24 pares (a,b) que cumplen lo querido.

1.3.7"™@®  Considere la figura
F es el baricentro.

Aplicando Pitdgoras en el AAFE se tiene que 4a® + b*> = 9.

49

Aplicando Pitagoras en el ABFD se tiene que a® + 4b*> = T

. . 85
Sumando ambas ecuaciones se tiene que 54> + 5b> = T de
donde 44® + 4b%> = 17.

Ahora, aplicando Pitagoras en el AAFB se tiene que

AB? = 44% + 4b* = AB? =17 = AB = /17

1.3.8 M@ Note que ADCF = ACBE, por (L-A-L). Entonces Z/GCF = ZFDC y como mZC = 90°
se tiene mZCGF = 90°, por lo que ADCF ~ ACGF.
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A E B
Entonces
,_DC_GC_BC
CF GF BE
Sea x = GF, entonces por Pitagoras y las razones ante- F
riores encontramos GC = 2x y EC = v5FC? = 5x, asi la
respuesta es G
5x—2x 3
2x 2
D C

1.3.94® Sean Py Q los pies de las perpendiculares desde A y C respectivamente.

B
Como m/ZB = 45° entonces m/ZBCQ = 45° (tridn-

gulo rectdngulo isdsceles) y mZQCA = 30° (pues

m/A =60°y ANACQ es rectangulo).

Ahora, como AC = 30 se sigue que CQ = 15v/3 P
y AQ = 15 (tridngulo especial 30°, 60°). Ademas,

QB = 15/3, (tridangulo especial 45°) por lo que "

AB =15+ 15V3.
C

También, como AAPB es rectangulo isdsceles y AP = h, entonces AB = h+/2 (tridngulo especial
2 2
45°). Asf, /2 =15+ 15V3 = (hv/2)" = (15+15V/3)" = h* = 450 + 225/3. Por lo tanto, m = 450,

1.3.10 8@ Si AE = x, entonces EC = 3x, ya que ?g % Luego, AC=8=4x=8=x=2.
En el ADCE (que es un tridngulo rectangulo), DC = 4 (DE
es mediatriz) y EC = 6; aplicando el teorema de Pitagoras, se
tiene que 6> = 4% + DE? = DE = 2/5.

* Sea FA la altura del A ABC correspondiente con BC.

Por ser angulos correspondientes entre paralelas se tiene
que mZDEC = m/FAC = «.

Asi, ADEC ~ AFAC (criterio de semejanza A-A-A) y se tiene

que F4 g FA _8_ ., _8/5
DE zf 6 3
8v5 _ 325

L AB — _—

uego, (ABC)==-8- 3 3
* Alternativo

Sea « la medidad del ZACB.

En ACED se tiene sena = \f, por lo que (ABC) = AC-CB-sena 32v/5

2 3

1.3.11 8@ De la primera ecuacion, x = a + 3y. Sustituyendo este resultado en la segunda
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ecuacion se tiene

m(a+3y)+y=">b

= ma+3my+y=>b

= Bm+1)y=b—ma
_b—ma

= VT B

. o . -1 .
El sistema posee solucidn unica siempre que m # =5 de las afirmaciones solo la segunda se
cumple siempre.

1.3.124®  Setiene x> —7x+3 = (x —a)(x —b), entonces ab =3y a + b =7, por lo tanto 2ab —
a—b=-1.
De las opciones, la unica que al evaluar —1 da como resultado 0 es la (¢).

1.3.13 @ Asumamos que los numeros que no estan en el diagrama son A, By C de la
siguiente manera:

| 10] A] B| C[ 130]

Con estos datos se concluye que

10+ A+ B =100
A+ B+C=200
B+ C+ 130 =300

* De la primera ecuacion se tiene que A + B =90, y de la segunda se obtiene que B + C = 170.
Sumando estos resultados, se obtiene A + 2B + C = 260. Ahora, no6tese que

B=(A+2B+C)—(A+B+C)=260—200=60

* Alternativo
De la primera ecuacion se tiene que A + B = 90, y sustituyendo esto en la segunda ecuacion se
obtiene que C = 110. Al sustituir C en la tercera ecuacidn se obtiene B = 60, que es el valor buscado.

1.3.14™®  Observe que

6x*y* + V33 zw — 32%w? = <3x2y2 — \/§zw) (szy2 + ﬁzw)

Soluciones del Capitulo 2

2.1.18@®  SiKarla elige el 2, entonces solo puede perder si el resultado del dado es 5 o 6, con
lo que la suma circular seria 1y 2 respectivamente (ya que 5 > 1y 6 > 2); si el resultado del dado
es otro, Karla gana.
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En los otros casos se puede ver como Carlos gana en mas de dos casos.

Para —2, Carlos gana con 3, 4, 5 0 6 como resultado del dado; para —1, Carlos gana con 2, 3,4,5 0
6 como resultado del dado; y para 3, Carlos gana con 4, 5 0 6 como resultado en el dado.

21.240® Mediante el diagrama de arbol se representan todos los casos posibles, donde E
representa escudo y C representa corona.

E

Mmoo

C

Como se puede observar en el diagrama de arbol, hay tres casos posibles de obtener exactamente
una corona o tres casos posibles de obtener exactamente un escudo.
Por lo tanto, la probabilidad de que Pablo obtenga exactamente una corona o exactamente un

escudo es é _§
8 4

2.1.34¢®  Sofia tiene x caramelos, se come 30%, le queda 70%. Es decir, le quedan % cara-

melos, lo cual es 280 caramelos.

De 70x _ 280 se tiene que x = 400.

100 400 - 26
Sofia tiene entonces 400 caramelos, pero Carol se come 26 % de ellos; es decir, W = 104 cara-
melos.

2.1.44®  Seanel numero de ciudades del pais.

Los tres medios de transporte los denotaremos como A, By T.

Para que se usen los tres medios de transporte en el pais, debe tenerse n > 3.
Para n = 3, basta unir cada par de ciudades con un medio de transporte distinto.
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Para n = 4 sean Cy, Cp, C3 y C4 las cuatro ciudades. Unimos C; con C,, C, con Cz, C3 con Cy y Cy
con C; mediante el medio de transporte A; unimos C; con C; mediante el medio de transporte B
y, finalmente, unimos C, con C, mediante el medio de transpote T.

Para n > 6 cada ciudad estd unida por lo menos con otras cinco ciudades; como ninguna de las
ciudades tiene los tres servicios de transporte, entonces toda ciudad al menos debe estar unida
con tres ciudades mediante un mismo medio de transporte. De esta manera, por ejemplo y sin
pérdida de generalidad, tenemos una ciudad Cy unida a otras tres ciudades C;, C; y C; mediante
un mismo medio de transporte A; luego las ciudades C;, C, y C3 solo pueden estar unidas por los
medios de transporte B y T, pero las tres ciudades no pueden estar unidas por el mismo medio
de transporte, por lo que entre los tres enlaces existentes debe haber por lo menos uno del tipo
B y otro del tipo T, con lo que se tendria una ciudad atendida por los tres medios de trasporte,
contradiciendo otra de las condiciones del problema.

Con lo anterior, no hay solucion para este caso.

Para n = 5 hay que hacer un analisis de casos, llegando a la conclusion de que tampoco hay
solucion.

Finalmente, el maximo numero de ciudades en dicho pais es cuatro.

2.1.54™@®  Alos circulos que estan en los vértices del tridngulo grande denotémoslos Ey, E; ¥
Es, alos del tridngulo interno I3, I; e I3, y los que estan sobre los lados del tringulo grande M;, M,
y M3, tal como se muestra en la figura adjunta.

El primer jugador siempre gana colocando su
primera ficha en alguna de las casillas M;, M,
0 Ms;.

Independientemente de la eleccion que efec-
tue el segundo jugador, el primero puede
simpre lograr que la siguiente jugada del con-
trario sea obligada (defensiva) y seguidamente
hacer una tercera que amenace tres en raya
sobre dos lineas.

Con lo anterior, el jugador A se asegura la
victoria al colocar su cuarta ficha.

Por ejemplo, si el primer jugador (jugador A) coloca su ficha en M3, veamos las posibles jugadas.

. . B A B A B A
Si el jugador B
. E1 I] Ez 13 ES I3
juega en una es-

i I I L Es L I
q ) Mi, E, | Gana M;i, E; | Gana Mo, E, | Gana
Si el i d B B A B A B A
>1 € Jugador L | E L | E L | E
]‘.lfl’g"’.‘ et“ waca gl g Es I Ei | E
Silia interna: Mi, I, | Gana M, I; | Gana M,, I, | Gana
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. . B A B A
$1 el jugador B M, E; M, E;
]1.1ega en una ca- E, E, E; E
silla media: M, I, | Gana M, I, | Gana

2.1.6 ™M® Para mover las fichas a la tercera, cuarta y quinta fila, se necesita un minimo de 10
movimientos:

1) 2A @ — 4A 5) 1A ® — 3C 9) 2B @ — 4B
2) 3AQ@ — 5A 6) 1C®» — 3A 10) 5D @® — 5B
3) 2C @ — 4C 7) 3B @ — 5D
4) 3C @ — 5C 8) 1B® — 3B

Por ultimo, es imposible mover todas las filas a las ultimas filas, ya que hay seis fichas (verdes
y rojas) que se mueven solo en filas impares, mientras que las tres amarillas solo de mueven en
filas pares y al final tenemos dos filas pares y una fila impar.

2.1.74+@®  Altrabajar con leyes de potencias la expresién se tiene:

1
2017 (k2017)2017 . (k2017:2017) 2017

k2017 T k —k

k2017

= k=R = (05— 1)

21.8M® Si la pulga sube 30 escalones (10 brincos hacia arriba) y luego baja 8 escalones (2
brincos hacia abajo) se llega a descansar en el escalon 22.

Ahora, note que hay que dar al menos 8 saltos, puesto que 7 o menos no llegaria a 22 (3 x 7 = 21).
Por lo que se puede simplificar el problema a resolver 3x — 4y = 1, minimizando x + y, donde am-
bos son enteros positivos, y representa los saltos hacia abajo, y x los saltos hacia arriba, después
del sétimo hacia arriba.

Claramente x > y. Si hubiese una solucion con x +y < 5, se tendria que los unicos casos con
posibilidad de satisfacer las condiciones serian x =2,y =1 @x —4y =2),0x =3,y =1 (3x — 4y =5),
donde ninguno satisface.

Por lo tanto, el menor niimero de saltos seria 12.

2.1.94®  Sesabe que el perimetro del tridngulo que dibujé Maria es 4 + 6 + 8 = 18.
Para que Juan pueda dibujar un tridngulo equilatero, cada lado debe medir la tercera parte de

, . .18
ese perimetro; es decir, cada lado debe medir — =6.

Ahora, se calcula el area del tridngulo equilatero cuyos lados miden 6 cm; para eso utilizamos la
formula:
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:%:62\/?’:9\/5

A
4 4

2.1.10 8@  Notese que en el ABDF, dado que m/B =58° y m/F =93°, se tiene que m/D = 29°.
Ahora, tomando el tridngulo AADG, se tiene adicionalmente que m/G = 100°, por diferencia,
m/A = 51°.

2.1.118®  Cada circulo tiene radio 6 cm.

Los circulos de centros A y B, respectivamente, forman el lado AB cuya medida es 12 cm.

De igual manera, AD = DC = CB = AB.

EIJABCD es un cuadrado ya que son tangentes las circunferencias. De esta forma, se tiene 12 - 12
como area del JABCD.

22.18@ Sofia tiene x caramelos, se come 30%, le queda 70%. Es decir, le quedan 707x cara-

100
melos, 1o cual es 280 caramelos.
7 .
De 1%; =280 se tiene que x = 400.

Sofia, originalmente, tiene entonces 400 caramelos, pero Carol se come 26% de ellos; es decir,
400 - 26

=104 caramelos.
100 0

222404@

1) Al final de la segunda jornada los resultados posibles son 0, 1, 3, 4 0 6, pues un equipo dado
como maximo empato en un juego. Como hay 5 resultados posibles y 6 equipos, entonces
hay dos equipos que tienen la misma puntuacion y asi, no es posible que todos los equipos
tengan puntuaciones diferentes.

2) Si k es la puntuacién del primer lugar y todas las puntuaciones son distintas, entonces la
suma de los puntos de todos los equipos es como maximo

kt (k—1)+ (k—2) + (k—3) + (k—4) + (k—5) =6k — 15

Como de los 15 partidos 11 terminaron en empate, de estos se distribuyen 11 - 2 =22 puntos.
De los restantes 4 partidos, algun equipo tiene que haber ganado, de modo que se distribuye
4 -3 =12 puntos; es decir, la suma total debe ser igual a 22 + 12 = 34 puntos. Luego, debe
cumplirse que

6k—15>34=k>9

Para comprobar que esto, basta dar un ejemplo de tal situacion. En la tabla siguiente se
marca en la interseccion de la fila i con la columna j con la cantidad de puntos ganados por
el equipo i en ese partido.
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Ey | Eo | E5 | E4 | E5 | Eg Total
Ety| x| 1|1 |1101]0 3
EbEjl1 | x| 1|111]0 4
Esz] 1|1 |x|1/|1]1 5
Eq] 1|11 | x|3]1 7
Es| 3| 1|10 x]1 6
Ec| 3 13| 1|1|1]x 9

2.234"M® Dadoque77=7-11=1-7-11, quiere decir que para Oy L la tnica posibilidad para
los valores es {O,L} = {1,7}, que son dos posibilidades.

Luego, para que cuatro digitos distintos sumen 11, excluyendo al 1 y al 7, la unicas posibilidades
son que {C,0,M,A} ={0,2,4,5} o que {C,O,M,A} ={0,2,3,6}, de donde el numero de posibilida-
des para cada caso esde 4-3-2-1 =24, por lo que en total el numero de manera diferentes es de
2(24 4 24) = 9.

2.244M®  Considere al figura adjunta:

A D
Se tiene que AB || FC entonces AFCE ~ AABE, en-
tonces
FC CE FC 1 3
_— = — _— = = F = —
AB BE 3 a4 17 f
E1 OABCF es un trapecio, entonces \
B c E
°13)3
_ (CF+AB)BC _ \4 45 5
(ABCF) = ; = 5 =3 =5%

2.2.54M®  El AABC tiene la misma base y la mitad de la altura del AAXY (esto con teorema
de Tales o semejanza de tridngulos al considerar las alturas desde B y desde Y sobre AC y XC,
respectivamente); por lo tanto, el AABC tiene una area de 6 cm?.

En forma similar, los tridngulos AZCX y AZBY tienen areas iguales a 12 cm? cada uno (el doble
del 4rea del AABC).

Por lo tanto, el drea del AXYZ es de 42 cm?.

2.2.6 4@  Denote n: Ginica solucién de la ecuacién cuadratica x> + £x + g—5=0.

3
Luego, x2 + gx + g — 5 =0 se puede escribir como (x — n)? = x*> — 2nx + n?> =0.
Luego, —2n:§yn2:q—5, dedonde p=—6n,q=n*+5yp+qg=n*—6n+5=(n—5)(n—1).
Como p + g es un numero primo, hay dos posibles casos:
Dn-5=1L,n=6yn—1=5
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2)n—1=1,n=2yn—-5=-3

En el primer caso p + 4 =5y en el segundo p + g = —3. El segundo caso no puede darse pues p + g
es un numero primo. Asi, p + g4 = 5.

23.14M@® Si el namero en la primera casilla es x, entonces la casilla de la derecha y la de
abajo tienen dos posibilidades para no sumar 0, digamos y y z.

Si estas dos fueran la misma, entonces la cuarta Y
casilla tiene dos opciones para no sumar cero, pero X .
si son diferentes solo le queda una opcidn.

, . . . Y 2 1
Asi por cada x hay 6 opciones y como x tiene 3 posi-
bilidades en total hay 18 posibilidades. z 1 )

232M® Sea n el numero de equipos americanos y n + 9 el numero de equipos europeos.

n(n—1)

. . . n .
Los equipos americanos jugaron < 2> = —— partidos entre ellos y como no hubo empates

2
(n—1)
2

ganaron en total ! + 6 partidos.

partidos entre ellos y gana-

(1 +8) (1 +9)
2

. : . n+9 (n+8)(n+9)
Similarmente, los equipos europeos jugaron ="

2 2

ronn(n+9) — 6 partidos contra equipos americanos, por lo que en total ganaron
n(n+9) — 6 partidos.

+

Luego:
9<n(n—l)+6> _ (n+8)(n+9)+n(n+9)_6
2 2
= 3n%>—-22n+24 = 0
= (Bn—4)(n—06) =0

4
n 3 n

Como 7 es entero, se concluye que la cantidad de equipos americanos es 6.

2.3.34®  Considere la figura
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Se tiene que O es el centro de la circunferencia y entonces por Pitagoras se tiene:

rP=42+@8-r’=16r=80=r=5

2.3.44®  El AABC tiene la misma base y la mitad de la altura del AAXY (esto con teorema
de Tales o semejanza de tridngulos al considerar las alturas desde B y desde Y sobre AC y XC,
respectivamente); por lo tanto, el AABC tiene una area de 6 cm?.

En forma similar, los tridngulos AZCX y AZBY tienen areas iguales a 12 cm? cada uno (el doble
del area del AABCQ).

Por tanto el area del AXYZ es de 42 cm?.

2.3.5™® Paraque P(x) = Q(x) =0 se debe cumplir que:
Px)—Q(x)=(@@—c)®+(c—a)x=(a—c)x(x—1)(x+1)=0

Esto nos dice que las posibles raices comunes deben ser 0, 1 0 —1 y no puede haber una raiz doble
comun. Ahora x = 0 no es raiz de ninguno de los polinomios.

Por otra parte P(1) = Q(1) =0 implicaque a+b+c+5=0y P(—1) = Q(—1) = 0 implica que
—a+b—c+5=0,dedondeb=-5ya=—c

2.3.6 @  Utilizando formula general, el discriminante de x> + nx — n debe cumplir que n? +
4n = k2, con k entero.

Entonces n2 +4n+4=k+4= n+27 =k +4=> n+2> -k =4= n+2+k)(n+2—k) =4.
De lo anterior, se tienen los sistemas:

n+2~|—k:1/\n—|—2—k:4consolucionesk:_73/\71:%
n+2+k:—1An+2—k:—Alconsolucioneskzg/\n:_79
n+2—|—k:4/\n+2—k:1consolucioneskzg/\n:%

-3 -9

n+2+k:—4An+2—k:—1consolucionesk:7/\n:—

n+2+k=2An+2—k=2consolucionesk=0An=20 2
n+2+k=-2An+2—k=-2consolucionesk=0An=—4

De los cuales solo los dos ultimos tienen soluciones enteras, con n =0y n = —4, que dan soluciones
paraxquesonx =0y x =2.

Por lo que la cantidad de valores de n enteros para los cuales la ecuacion tiene soluciones enteras
es 2.
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Soluciones del Capitulo 3

3.1.1 @ Sabemos que las llaves de la celda corresponden a alguna de las 9 parejas: (1,3),
(3,5), (5,7), (7,9), (9,11), (2,4), (4,6), (6,8), (8,10).

Podemos hacer dos subgrupos y preguntar cuantas de ellas no le sirven; por lo tanto, se sabe que
en cada subgrupo le sirven 0, 1 o 2 llaves, entonces hay un total 3 x 3 =9 posibilidades. La idea
es escoger los subgrupos del tal manera que las 9 respuestas determinen las parejas.
Consideremos los siguientes dos subgrupos P = {1,2,3,5,8,10} y Q = {1,2,3,4,6,11}

Pareja | ¢(Cuantos hay en P? | ;Cuantos hay en Q?
1y3 2 2

3y5 2 1

5y7 1 0

7y9 0 0

9y 11 0 1

2y4 1 2

4y6 0 2

6y8 1 1

8y 10 2 0

3.1.24M@® a)

Numeremos las filas y columnas empezando por la casilla superior izquierda y llamemos (a,b)
a la casilla que esta en la fila 2 y columna b. Llamemos movimiento 1 al que consiste en mover
la ficha dos casillas a la derecha y una hacia abajo y movimiento 2 al que consiste en mover la
ficha dos casillas hacia abajo y una a la derecha. Observemos que para llegar a una casilla (1,n)
se deben realizar la misma cantidad de movimientos 1 que de movimientos 2.

Si la ficha se encuentra en la casilla (a,b) y se realizan k movimientos 1 se llegara a la casilla
(a+ 2k,b+k); si la ficha se encuentra en la casilla (a,b) y se realizan k movimientos 2 se llegara
a la casilla (a + k,b + 2k). Entonces, si la ficha estd en (1,1) y se ralizan k movimientos 1 y k movi-
mientos 2 se llegara a la casilla (1 + 3k, 1 + 3k). Entonces, los unicos valores de »n para los cuales se
puede llegar a la casilla (n,1) son los que tienen la forma n =1+ 3k, con k € N

b)

Vemos que si la ficha llega a la casilla (n,n) ganard, por lo que diremos que esta casilla es gana-
dora, entonces, aquellas casillas desde las que se pueda mover la ficha a una posiciéon ganadora
seran casillas perdedoras. Vemos que las casillas (n —1,n —2) y (n — 2,n — 1) son perdedoras.

Ahora, una casilla que obligue al siguiente jugador a moverse a una casilla perdedora también
serd una casilla ganadora. Vemos que la casilla (n — 3,n — 3) es ganadora.
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n—-3 n—-2 n—1 n

n—3 (¢)

Vemos entonces que todas las casillas (4,4) son casillas ganadoras, por lo que el primer jugador
siempre llevard la ficha a una casilla perdedora; luego el segundo jugador siempre ganara man-
teniendo la ficha a una casilla ganadora (a,a); es decir, las que estan shre la diagonal principal.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

10 o [ ]

11 [ [ ] [ ]

12 [ ] [ ]

13 [ ] [ ]

3.1.3+®  Notese que si tenemos los digitos por posicién, denotados como sigue:
di dy ds dy ds dg d; ds do dy

entonces necesariamente dy = 0, puesto que el namero completo es divisible entre 10. Ademas,
el numero d,d,dsd,ds es divisible entre 5, por lo que ds = 0 0 d5s = 5. Pero al ser dy = 0, entonces
ds = 5. LLenando parcialmente se obtiene:

dq dz d3 d4 5 d6 d7 dg d9 0

Notese que ddy, d1dodsdy, d1dadsd,5de y didodsd, 5ded7ds son todos pares, por lo que dy, dy, deg y dg son
todos pares vy, por lo tanto, en algun orden, son 2, 4, 6 y 8. Por lo tanto d,, d3, d7 y d9 son impares.
Como dyd,dsd, es divisible por 4, entonces, dsd, es divisible por 4, y como d3 es impar, esto fuerza
a que d4 sea 2 o0 6. Esto nos da dos casos:

di do dy 2 5 dg dy ds do O
di do d3 6 5 dg d7 ds dy O
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Como d; + d, + d3 es multiplo de 3, al igual que di + dp + d3 + dy + ds + dg, entonces dy + ds + dg €s
divisible por 3. Esto solo deja la posibilidad de ds = 8 en el primer caso, y d¢ = 4 en el segundo:

dy dy d3 2 5 8 dy dg dy O
dp do d3 6 5 4 d; dg dy O

Dado que dqd,dsds5dedyds es divisible entre 8, se tiene que ded;dg debe ser divisible entre 8, y d;
impar, y distinto de 5, y ds par, y distinto de los pares usados, segun el caso. En el primer caso las
posibilidades serian, a primera vista, 816, 832, 873 y 896, pero 2 ya fue usado, entonces solo se
podrian 816 y 896. Similarmente, en el segundo caso solo se puede usar 432 y 472:

dy dy d3 2 5 8 1 6 dy 0
di dp d3 25 8 9 6 dy 0
d dp d3 6 5 4 3 2 dy O
di dp d3 6 5 4 7 2 dy 0O
Aun mejor, en cada uno de estos casos, solo queda un digito par, que debe ir en la posicion: d,.
di 4 dz 2 5 8 1 6 dy 0
d 4 d3s 258 9 6 do 0
d 8 d3 6 5 4 3 2 dy O
di 8 dz 6 5 4 7 2 dy 0

Las posiciones restantes son impares: 3, 7y 9 en el primer caso; 1, 3y 7 en el segundo; 1, 7y 9 en
el tercero,y 1, 3y 9 en el cuarto. Ndtese que de todas las posibles sumas en el primer caso (3+7+4,
3+9+4 y 7+9+4), ninguna es divisible por 3 (recuerde que d;d,ds es divisible por 3), por lo que el
caso completo se puede eliminar. Probando en los otros casos, por eliminacion, (agregando el
digito restante en cada caso en la posicion dy) se obtienen las siguientes posibilidades:

1472589630
7412589630
1896543270
9816543270
7896543210
9876543210
1836547290
3816547290
1896547230
9816547230

No se ha probado la divisibilidad por 7 del numero d,d,d3d,dsded;. Esta propiedad solo la satisfa-
cen tres: 816, 547 y 290.

3.144® Larespuesta es no, ya que:

= Delos 14 numeros, 7 de ellos son pares y, por lo tanto, divisibles por 2.

= Vamos a probar que de los 7 restantes al menos uno no es divisible por 3, 5, 7y 11.
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e De los 7 impares, a lo sumo 3 son divisibles por 3, a lo sumo 2 son divisibles por 5,
unicamente 1 es divisible por 7, y unicamente 1 es divisible por 11.

e Pero para que 3 sean divisible por 3, se tiene que dar que el primero, el del centro y
el ultimo sean multiplos de 3. Eso significa que la diferencia entre los que sobran es
menor que 10, por consiguiente solo 1 sera divisible por 5. Quiere decir que de los 7
impares, a los sumo tendriamos 3 que son divisibles por 3, y 3 que son divisible por 5,
7y 11, respectivamente; por lo tanto, habra al menos uno no divisible por ellos.

3.1.5"™®  Observamos que si n* + 45 = x2, entonces 45 = x> — n> = (x — n) (x + n).
Como45=1x45=3x15=5x9,ycomo x —n < x + n, se tiene que

x+n=45 x+n=15 x+n=9
x—n=1 x—n=3 x—n=>5
Y J Y
x=23 9 x=7
n=22 6 n=2

X
n

Por lo que todos los posibles casos en los que esto pasasonn=2,n =6y n =22.

3.1.6 m® Considere la siguiente figura como guia para la solucion.
A S D

El tridAngulo RSM tiene la mitad del area del
paralelogramo PQRS, esto dado que si to-
mamos como base el segmento RS la altura

seria la misma entre ellos, por lo tanto, se

P
cumple que (RSM) = (PQZRS)

Esto quiere decir que el area del tridangulo
RSM es un octavo del area del rectangulo
ABCD.

B Q C
, , , RSM) 1
Por lo tanto, la razdén entre sus areas esta dada por (7 =_,
POT7TABCD) ~ 8
3.1.7® Sea x, tal que m/BAE = x. Como m/BCA =2m/BAE, entonces m/BCA = 2x.
Luego, m/AED = 36° + x, ya que es angulo externo del AAEB.
Como AD = ED, entonces m/EAD = 36° 4+ x; ademas, m/BAC = 36° + 2x.
Por otra parte, como AC = BC, entonces mZABC = 36° + 2x.
Asi, 36° 4+ 2x 4 36° + 2x 4+ 2x = 180° y x = 18°.

3.2.1M@® Enelprimer movimiento se tiene que juntar dos de los tres pufios de bolitas ya que
ninguno de los tres tiene una cantidad par de bolitas, si se junta los pufios de 49 y 51 entonces en
el siguiente paso la cantidad de bolitas serd multiplo de 5.

Ahora bien, los posibles pasos son dividir el pufio que tiene cantidad par o bien sumar los pufios.
Los pasos siguientes igual se tendran cantidad de bolitas multiplo de 5, por lo que es imposible
conseguir pufios de una bolita.
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En las otras opciones de juntar dos pufios se tendria 5 mas 49, esto daria un pufio de 44 y otro
de 51, ambos son multiplos de 3, utilizando el mismo analisis se concluye que es imposible lograr
pufios de una bolita.

La ultima posibilidad es juntar 5 y 51, por lo que quedaria pufios de 49 y 56, ambos multiplos de
7, analogamente se concluye lo mismo.

Observe que se tiene un total de 105 bolitas.

Por lo tanto, como lo indica Luis, es imposible obtener un ganador.

3.2.24® No siempre es posible.
Se puede probar que 16 es el menor numero de per-

sonas que debe tener un aula en el que cada persona
conoce a exactamente tres personas para que no sea
posible repartirlos en parejas de tal forma que no haya
dos personas en la misma pareja y que las personas en
cada pareja se conozcan.

Un ejemplo en el que no es posible se muestra en la
siguiente grafica, donde los puntos corresponden a las
personas y dos puntos estan unidos si las personas se
conocen.

Es imposible escoger ocho lineas que no se toquen y
que cubran todos los puntos de la grafica.

3.234M™® Ana se da cuenta del error de Pedro porque noté el patrén.

2 2
Paran_31asumaess—1.3+2.3_12

2
Paran:41asumae35:l 4+2 3+3 4:1
Esto se debe a que cuando pasamos de n a n + 1 las fracciones donde a + b = n + 1 (que cumplen
las hipdtesis para n) ya no cumplen las hipdtesis para »n + 1. Es decir, se pierden las fracciones del

tipo ———————, pero se ganan dos nuevas fracciones a que si
P a(n+1—a) P 5 a(n—|—1)+(n—|—1—a)(n—|—1)y q “y
n + 1 son primos relativos, entonces tambiénlosonn+1yn+1—a.

Ademads, se tiene que
2 2 2

an+1—a) an+1) + (n+1—a)(n+1)
Por lo tanto, la suma siempre es 1.

Si Pedro no considero la fraccion cuando a = 1y b = n; es decir, la fraccion — la suma seria.
n

Paran:3lasumaesS:1—§:

Paran:4lasumaes$:1—%:

Paran:51asumaesS:l—§:

n—2 2015
= 5017 con lo cual n = 2017.

TGl W =N W

Por lo tanto, para Pedro S =
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324M® Numeremos las filas y columnas empezando por la casilla superior izquierda y
llamemos (m,n) a la casilla que estd en la fila m y columna n.

Vemos que los unicos movimientos posibles a partir de 112(3[4]5|6]|7
la casilla inicial (1,1) es a las casillas (3,2) y (2,3); a par-
tir de estas dos posiciones, unicamente se puede mover
alas casillas (5,3), (4,4) y (3,5); a partir de estas tres po-
siciones unicamente se puede mover a las casillas (7,4),
(6,5), (5,6) y (4,7). Observamos que la cantidad posible
de casillas a las que se puede llegar aumenta en una
unidad y corresponden a casillas en diagonal.

N O U W N -
°
[ ]

Sinos fijamos en la casilla que esta mdas abajo de cada una de estas diagonales (hasta el momento
son las casillas (1,1), (3,2), (5,3) y (7,4)), como a partir de la casilla anterior se baja dos unidades

y se mueve a la derecha una unidad, se observa que todas estas casillas estdn en una fila impar

m+1
m y en una columna que correspode a

hasta la casilla (2017,1009).

, por lo que en la cuadricula de 2017 x 2017 se llegara

Hasta esa casilla se tiene digonales completas, en el sentido que cada una tiene una casilla mas

i : 1009 - 101
que la anterior, por lo que hasta este momento se tienen 1 +2+3+ --- + 1009 = 1009 -1010 _

1009 - 505 posibles casillas hasta las que se puede llegar.(x)

De ahi en adelante ya no son diagonales completas, por lo que se debe buscar otra forma de
contar las casillas que faltan. Observemos que 2017 es impar y deja residuo 1 al dividirse por
3; esto es equivalente a decir que deja residuo 1 al dividirse por 6. Analicemos entonces lo que
ocurre con numeros mas pequefios con estas caracteristicas: 7, 13, 19 y 25.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 [ ]
2 [ ]
2 3 4 5 6 7 3 [ ] ®
1 [ ] 4 [ [ ]
2 [ ] 5 [ ] [ ] [ ]
3 [ ] ([ ] 6 [ ] [ [ ]
4 [ [ 7 [ ] [ [ ] [ J
5 [ ] [ ] 8 [ ] [ ] [ ]
6 [ ] 9 [ ] [ [ ]
7 [ ] [ ] 10 [ ] [ ] [ ]
11 [ ] [ ] [ ]
12 [ ] [ ]
13 [ ] [ ] ([ ]



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

BIBLIOGRAFIA (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

10 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

11 [ ] [ [ ] [ ] ([ ]

12 [ ] [ [ ] [ ]

13 (] [ J [ ] [ ] [ ]

14 [ ] [ ] ([ ] [ ]

15 [ ] [ [ [ ]

16 [ ] [ ] [ ] [ ]

17 [ [ ] [ ] [ ]

18 [ [ ] [

19 [ ] [ ] [ ] [ ]

Ordenemos lo que se observa de la siguiente manera:

7x7:7=6-1+1, cantidad de casillas que no corresponden a diagonales completas: 1

13 x 13: 13 =6 -2 + 1, cantidad de casillas que no corresponden a diagonales completas: 1 + 4

19 x 19:13 =6-3 + 1, cantidad de casillas que no corresponden a diagonales completas: 1 +4+7
En general se puede plantear que para una cuadricula de tamafio k x k, con k= 6-n +1la cantidad
de casillas que no corresponden a diagonales completases1+4+7+ ...+ (3n — 2). Como 2017 =
6-336 + 1, se tiene

336 336 336 - 337
14+447+...41009=) (31-2)=3) n—2:336=3. ——— —672=169176
n=1 n=1

Finalmente, por lo obtenido en (x), la cantidad total de casillas a las que se puede llegar es

.337
1009 - 505 + 3 - % — 672 = 678721

3.2504@ Se analizan cada uno de los incisos.

@7=54+2—-5-2=10=2+8—2-8=16=12+4—12-4=48.

(b) Sea N > 5 un numero natural. Sea K cualquier numero entero. Se evidenciara una secuen-
cia de pasos que lleva al numero K. Primero observe que, como N > 5, entonces, haciendo la
descomposicion N = (N —2) + 2, se obtiene N; =2(N —2) > 2 -3 = 6. Repitiendo este proceso se
obtiene
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Ny =2+(Ny—2) > No=2(N; —2)>2-4=8=4+722

No=2+4(Ng—2) N3 =2(N, —2) >2-6=12=4+2

N3=2+(N3—2) = Ny =2(N3 —2)>2-10=20=4+2*

N, =24 (N, —2) = N,j 1 =2(N, —2)>2-10=20=4 42"

donde r es un numero natural.

Ahora, se escoge r de modo que 4 + 2! > K, luego, N, 1 > K. A continuacidn, se utiliza que N, =
1+ (Ny41 — 1), entonces N4> =1- (N,1 — 1); es decir, N4> = N, 1 — 1, y repitiendo este proceso,
se desciende un niamero a cada paso; como N, > K, necesariamente N; = K, para j > r + 1.

3.2.6 M@ Considere la figura:
Sea a« = mZDEC, entonces mZCAB = 2a. Sea f =

3 mZABC, entonces m/FCG+a =B = m/FCG = —«
m/ZCEF =m/CAB =20 ym/ZCFE <m/ABC =
5 5
Luego m/DEC =180° —2a 'y mZCFG = 180° — B
. En ADEC, se tiene mZEDC + (180° — 2a) + a = 180° =
D 3 E / ?F m/EDC =«
M 5 . ADEC es isosceles con DE = EC.

En AGFC, se tiene mZFGC +180° —a + f — a = 180° = mLFGC =«
. ADGC es isésceles con DC = GC.

EF EC EF
DE DC
ASL:>DC2:DE-DG:>DC2:EC-DG:>DC2:AC-%-DG
AC DG 5 7 DC 35
2 2% pp R _ 2 pp. L2
:>DC_DC EF AB:>DC 3EP3:>EF 5

3.2.7¢@®  De acuerdo con la informacion dada, se obtiene la siguiente figura:
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Por el tridngulo ALB y la desigualdad triangu-

lar se obtiene que LA + LB > AB. Analogamente, c
LB+ LC>BCyLA+LC> AC.

La primera desigualdad se obtiene al sumar los P
respectivos lados de las tres desigualdades encon-

tradas anteriormente. Es decir;
LA+LB+LB+LC+LA+LC>AB+BC+ AC=
ABTBCHAC 1A iBtIC

Para probar la segunda  desigualdad

(LA+ LB + LC < AB + BC + AC), se prolonga

el BL y se interseca con el AC en el punto M.

Luego, AB+ AC=AB+ AM+ MC > BM + MC =

LB+ LM+ MC>LB+LC= AB+ AC> LB+ LC.

De forma anéloga, AC + BC > LA + LB (al prolongar el CL y se interseca con el AB en el punto N)
y AB+ BC > LA + LC (al prolongar el AL y se interseca con el BC en el punto P).

Se obtiene la segunda desigualdad, al sumar los respectivos lados de las tres desigualdades en-
contradas anteriormente. Es decir;
AB+AC+AC+BC+AB+BC>LB+LC+LA+LB+LA+LC=LA+LB+LC<AB+ BC+ AC.

33.1Mn® Llamemos a las fichas amarillas A y a las blancas B. Veamos primero que una
posicion perdedora es aquella en la que, sin importar la ficha que le toque escoger al jugador, al
darsela al otro ganara.

Vemos también que en la primera jugada Yolanda debe escoger A, pues si escoge B Xinia ganara.
Por su parte Xinia debe colocar esta ficha A en una esquina, pues de lo contrario quedara en
una posicion perdedora. Igualmente, en la segunda jugada Xinia debe escoger A y Yolanda debe
colocarla en la otra esquina. Entonces, luego de las dos primeras jugadas se tendra el siguiente
acomodo

@ | @
| ®

4l | (@

Veamos ahora que Yolanda siempre puede ganar si escoge una A para darle a Xinia.

Si Xinia la coloca en una casilla central, debe escoger una B para darle a Yolanda y esta ganara
con solo colocarla en la otra casilla central y escoger una A para darle a Xinia, pues sin importar
donde la coloque quedara en una posicion perdedora.

@ | @ @ | @
(B)4) (B4
4l | (@ @ | @
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Si Xinia la coloca en una casilla de los lados tiene dos posibilidades, pues las posiciones 1 son
simétricas entre si, al igual que las posiciones 2:

()21 ()
2| [(B)1
1(B) |2
(A)1]2 ()

I Caso:

Si la coloca en una posicion 1, debe escoger una B y Yolanda la colocara tapando la fila de fichas
A. Ahora Yolanda gana escogiendo una A, pues sin importar donde la coloque Xinia quedara en
una posicién perdedora.

4 | (@ ORNG
(BY4) (B4
@l | (@ @ | @

IT Caso:

Si la coloca en una posicion 2, debe escoger una B. Yolanda la colocara tapando la fila de fichas
A (como indica la figura) y escoge una A para darle a Xinia. Observe que la unica posibilidad
de Xinia para colocar esta A es la casilla marcada con %, pues en todas las demas llevaria a una
posicion perdedora. Ademas, para no perder inmediatamente, debe escoger una B para darle a

Yolanda.

@ | @ @ | @ @ | @
* (BXB)
(A (A )
A | @ @ | @ A | @

Ahora Yolanda gana colocando esta B en la casilla indicada y escogiendo una A para que Xinia
coloque, pues al igual que el I Caso, sin importar donde la coloque Xinia quedara en una posicion
perdedora.

@ | @
(AB)B)
BEW
@ | @

17
3324M® Seam=n+1ynoteque) (n+i)=17n+17 x 9 por lo tanto n debe ser multiplo de
i=1

3,sea k € N tal que n = 3k.
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Ahora, por principio del palomar, hay dos subconjuntos que tienen al menos 6 elementos; es
decir, que entre ellos dos hay 12 elementos. Asi se tiene que:

2<17><3k+153
3

—6><3k>

12

i=1

>) i=78=12>k=36>n

3.1

Falta encontrar combinaciones que sirvan. Bastaria encontrar para k dos subconjuntos disjuntos
de {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17} de seis elementos cada uno tal que su suma de 51 — k.

Para esto observe la siguiente tabla:

| k [ 51-k | Conjunto | Conjunto
12 | 39 1,2,3,10,11,12 | 4,5,6,7,8,9
11 | 40 1,2,3,9,12,13 4,5,6,7,8,10
10 | 41 1,2,3,8,13,14 4,5,6,7,9,10
9 42 1,2,3,7,14,15 4,5,6,8,9,10
8 43 1,2,3,6,15,16 | 4,5,7,8,9,10
7 44 1,2,3,5,16,17 1,6,7,8,9,10
6 45 1,4,6,7,11,16 2,3,5,10,12,13
5 46 1,4,6,8,11,16 2,3,5,10,12,14
4 47 1,4,7,8,11,16 2,3,6,10,12,14
3 48 1,4,7,9,11,16 2,3,6,10,12,15
2 49 1,4,8,9,11,16 2,3,7,10,12,15
1 50 1,4,8,9,11,17 2,3,7,10,12,16
0 51 1,5,8,9,11,17 2,3,7,10,13,16

De esta forma todos los posibles valores de m son 1,4,7,10,13,16,19,22,25,28,31,34,37.

333M0®

Sea x el numero en cuestion. Expresemos x = 10b + a, donde a es el ultimo digito

del namero, y por lo tanto, es un entero no negativo menor que 10. Si b tiene k digitos, entonces,
sabemos que 2x = 10%a + b = 2 (10b + a) = 20b + 2a.
De aqui obtenemos que 190 = (10" —2)a.Como 19 es primo y 0 < 4 < 10, necesariamente se cumple
que 19 no divide a 4, y por lo tanto, divide a 10* — 2.
Por lo tanto, estamos buscando la combinacion, si esta existe, del menor posible valor de k y el
menor valor de 2. Ademads, se tiene que 10 =2 méd 19.

Notese que
101 =210 mod 19,
10226 mod 19,
107 =15 méd 19,
101°~9 moéd 19,

10~ 4 méd 19,

10225 mod 19,

10°23 mod 19,

1022217 mod 19,
101 =214 méd 19,
1018 2~17 moéd19, 10 =16 mod 19,

10° =12
10011
10° =~ 18
1012 =7
1028

107 2~2 mod 19.
De aqui se concluye que b tiene al menos 17 digitos. Mdas aun, se tiene que

b 19

:a(1ok—2)

7

mod 19,
mod 19,
mod 19,
mod 19,
mod 19,
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Si se intenta k =17 y a = 1, se obtiene b = 5263157894736 842, que tiene unicamente 16 digitos, y
por lo tanto, no es una solucidn.
Si se intenta a = 2, se obtiene b = 10526315789473684, y por lo tanto

x = 105263157894 736 842

y ndtese que
105263157894736842 x 2 =210526315789473 684

por lo que tenemos nuestra solucion.

3.344M® Deacuerdo con la informacién dada, se obtiene la siguiente figura:
T
Considere m/RTQ =a y mZRQT = mZSQR = B. Pa-
ra demostrar que QR = RT, basta probar que a« = 8.
Como el ZQST es un angulo inscrito en IT, y ins-
cribe medio circulo, mZQST = 90° y por lo tanto
R w+ 2B =90°.
Se tiene el paralelismo O;P || 0,Q, de modo que si A
es el punto de interseccion de una recta paralela a

0, O,P que pasa por S con la recta PQ, por el teorema

. PA OS5 1 (e
Tal == AS L
de Tales se tiene que A0 ~ 50, 3yademas S
PO.

O1

Q P
Luego se traza la tangente comun a ambas circunferencias, por el punto S, se procede a denotar
por M la interseccién de dicha tangente con PQ y se sabe que las tangentes externas desde un

mismo punto a un circulo son iguales, entonces PM = MS y MS = MQ.
T

Se puede observar que el punto M es el centro de
una circunferencia que pasa por los puntos P,Q,Sy «
por lo tanto el tridngulo PSQ es rectangulo con an-
gulo recto en /PSQ, y como ZQST también es recto, R
los puntos P,S y T son colineales.

Se sabe que MS = MQ, entonces m/MSQ = m/MQS
y como este ultimo es semiinscrito en el arco §Q, en- P AN

tonces m/MSQ = m/MQS = a, al igual que m/STQ. N O,
Lo mencionado anteriormente, se puede ver en la fi- B
gura adjunta.

O},

o

Q M A P
Como Z/PMS es externo al AMSQ, entonces la m/PMS = 2a. Ademads, al ser APSQ rectangulo, la
mZSPQ = 2p pues mZPQS = a.
Por ultimo, de la relacion AQ = 3PA que se encontrd anteriormente, entonces PQ = 4PA y como
PM = MQ se obtiene que PM = 2PA 'y, por lo tanto, AM = PA. Por el criterior de congruencia LAL,
se tiene que APAS = AMAS, entonces 2« = 2; es decir, « = 8.
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Por lo tanto « = B, entonces QR = RT.

3.3.5M™®  Primero se va a mostrar que AD = AK = AL.

c Considere I; e I; los incentros de los triangulos AABD y
AACD, respectivamente.
Sin perdida de generalidad, supongamos que mZADC <

N 90°. Sean m/BAD =20y m/ADC =2w, asia <45°y w <
. \ 45°.
G WD Como AK = AL entonces m/AKL =45° =m/ALK.

Ademas, se tiene que mZ/L1 DA =90° — w, m/ALD =90° +
w—un, m/KI1A=135° —a, mLADI, = w, m/LAlL,D = 135° —

E . w~+wa, mLLILA =90° + a.
Por ley de senos en AAKL y AADI; se tiene que AK =
.. UK B sen (135° — a) sen (90° + w — «)
et —————VAD =AI
A ' sen (45°) y ' sen (90° — w)
sen (135° —w) _ sen(90 4+ w — «)
Not >
O I —en (45°)  — sen(90 —w)
2 2

= \zf (cos (w)cos (a) + cos (w)sen (a)) > \2/ (cos(w)cos(a) +sen(w)sen(a))
<= cos(w)sen(a) > sen(w)sen(a) <= cos(w) > sen(w), lo cual es cierto ya que w < 45°. Por lo
que AK > AD.

sen (90° + )

Por ley de senos en los tridngulos AALI, y AADI,, se tiene que AL = Al sen (45°) y AD =
Alzsen(135 +a— w).
sen (w)
Note q sen (135° + o — w) 5, sen (90° + «)
sen (w) sen (45°)
= QQ (sen(w — a) 4 cos (w —a)) > sen(w) cos («)

<= —sen(w)cos () — cos (w)sen (a) + cos (w)cos (a) + sen (w)sen (a) > 0

<= (cos(w) —sen(w))(cos(a) —sen(a)) >0, lo cual es cierto ya que w < 45y a < 45. Por lo que
AD > AL.

De lo anterior como AK > AD > ALy AK = AL entonces AK = AD = AL.

Ahora como /KA = /DAL, AI; = Al; y AK = AD entonces por criterio de congruencia L.A.L se
tiene AAKL} = AADIL y asim/ADI = mZAKI, = 45° de donde m/BDA =90° y asi D es el pie de
la altura sobre la hipotenusa.

3.3.6M® Delacondicién P (k) = kil se tiene que (k+1)P (k) —k=0parak=0,---,2n.

Por lo tanto, el polinomio Q (x) = (x + 1) P (x) — x de grado 2n + 1 tiene 21 4 1 soluciones y se puede
escribir como: Q (x) = (x+1)P(x) —x=Ax(x—1)(x —2)--- (x — 2n).
Para determinar A considere x = —1,dedonde1=A-—-1--2---(-2n—1)=—-A(2n+1)!, 1o que

significa A = ; entonces

—1
(2n+1)
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(x+1)P(x)—x:mx(x—l)(x—Z)--‘(x—Zn)

. 1 1
Luegoparax;é—1set1enequeP(x):x+1(x—Mx(x—l)(x—Z)---(x—Zn)).
Portantop(zn+1):2nl+2<zn+1—(anm(znu)(z;q)(zn—l)---u)):nil
33.7M®

fO)+-+fm)+fn+1) = (n+1)7>f(n+1)

= wf)+f(n+1) = (1) f(n+1)

= n’f(n) = m+1)°"f(n+1)—f(n+1)

= n2f(n) = f(n+1)[(n+1)2—1}
2

> for+1) = Z;f(%ljl
nrn

= f(n+1) - n+2

Ahora:
flaor7) = 2016-£(2016)

2018
2016 - 2015 - f (2015)

2018 - 2017
_2016-2015-2014---3-2-1f (1)
~2018-2017-2016---5-4-3
_ 2 f()
2018 - 2017
2

2017
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