Instituto Tecnologico de Costa Rica
Escuela de Matematica

Calculo -.

Varias Variables

Visualizacién Interactiva. Wolfram CDFPlayer

ncoFPlaver Walter Mora F.

2019

l;‘ Revista digite}l .
/5= Matematica, Educacion e Internet
http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/



Revista

Walter Mora F.

Calculoe
Varias Variables

Segunda edicién
Visualizacion Interactiva con Wolfram CDFPlayer (libre)
Esta version del libro necesita conexion a Internet

Compartir @O@M 9 Ei D> ()

https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

Las aplicaciones interactivas requieren Wolfram CDF Player
haber instalado la aplicaciéon gratuita
Wolfram CDFPlayer J

https://www.wolfram.com/cdf-player/

Matemdtica, Educacién e Internet. (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/).


http://www.facebook.com/sharer.php?u=https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://twitter.com/intent/tweet?text=%22C%C3%A1lculo en Varias Variables. Visualizaci%C3%B3n Interactiva.%22%0D https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/ 
https://api.whatsapp.com/send?text=%22C%C3%A1lculo en Varias Variables. Visualizaci%C3%B3n Interactiva.%22%0D https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://mail.google.com/mail/?view=cm&fs=1&su=Libro: C%C3%A1lculo en Varias Variables. Visualizaci%C3%B3n Interactiva.&body=Walter Mora F. %22C%C3%A1lculo en varias variables. Visualizaci%C3%B3n Interactica %22. [Requiere Wolfram CDFPlayer (https://www.wolfram.com/cdf-player/ - Gratuito]%0D Escuela de Matem%C3%A1tica %0D Instituto tecnol%C3%B3gico de Costa Rica %0D https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
http://compose.mail.yahoo.com/?to= &&subj=Libro: C%C3%A1lculo en \ Varias Variables. Visualizaci%C3%B3n Interactiva.&body=Walter Mora F. %22C%C3%A1lculo en varias variables. Visualizaci%C3%B3n\ Interactica%22. [Requiere Wolfram CDFPlayer \ (https://www.wolfram.com/cdf-player/ - Gratuito]%0D Escuela de Matem%C3%A1tica %0D Instituto tecnol %C3% B3gico de Costa Rica %0D https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://outlook.live.com/owa/#subject=Libro: C%C3%A1lculo en\ Varias Variables. Visualizaci%C3%B3n Interactiva.&body=Walter Mora F.%22 C%C3%A1lculo en varias variables. Visualizaci%C3%B3n Interactica %22. [Requiere Wolfram CDFPlayer \ (https://www.wolfram.com/cdf-player/ - Gratuito]%0D Escuela de Matem%C3%A1tica %0D Instituto tecnol%C3%B3gico de Costa Rica %0D https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/&to= &path= %2fmail%2faction%2fcompose
mailto:''?subject=Libro: C%C3%A1lculo en Varias Variables. \ Visualizaci%C3%B3n Interactiva.&body=Walter Mora F. %22C%C3%A1lculo en varias variables. Visualizaci%C3%B3n \ Interactica %22. [Requiere Wolfram CDFPlayer \ (https://www.wolfram.com/cdf-player/ - Gratuito]%0D Escuela de Matem %C3%B3A1tica %0D Instituto tecnol %C3%B3gico de Costa Rica %0D https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://pinterest.com/pin/create/button/?url=https%3\ A//tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/&media=https%3\ A//tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/images/smallCDFimg.jpg& description=Walter Mora F. %22C%C3%A1lculo en varias variables. Visualizaci%C3%B3n \ Interactica %22. [Requiere Wolfram CDFPlayer \ (https://www.wolfram.com/cdf-player/ - Gratuito]%0D Escuela de Matem %C3%A1tica %0D Instituto tecnol %C3%B3gico de Costa Rica %0D https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://www.wolfram.com/cdf-player/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

Copyright© Revista digital Matematica Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).
Correo Electrénico: wmora2@itcr.ac.cr

Escuela de Matemitica

Instituto Tecnoldgico de Costa Rica

Apdo. 159-7050, Cartago

Teléfono (506)25502225

Fax (506)25502493

Mora Flores, Walter.
Célculo en Varias Variables. Visualizacion interactiva. 2da ed.
— Escuela de Matematica,Instituto Tecnoldgico de Costa Rica. 2019.
492 pp.
ISBN Obra Independiente: 978-9930-541-44-9
1. Célculo. 2. Integral doble y triple 3. Integral de linea y superficie.


wmora2@itcr.ac.cr

Revista digital
Derechos reservados © 2019 Matemdtica, Educacion e Internet.
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/.

Viviana Loaiza: Fotografias del Parque Nacional Chirripd, Costa Rica.

Prof. Walter Mora F.

Contenido,

diseno editorial y edicién LaTeX,

aplicaciones Wolfram CDF

y gréficos (Wolfram Mathematica 11.3, Gimp e Inkscape).

@. SAITTE Este material se distribuye bajo licencia Craetive Commons “Atribucién-NoComercial-

SinDerivadas 4.0 Internacional” (CC BY-NC-ND 4.0) (ver; https://creativecommons.org/licenses/
by-nc-nd/4.0/deed.es)

Citar como:
Walter Mora F. Cdlculo en Varias Variables. Visualizacion interactiva. (2019) 2da ed. [ebook] Car-

tago, Costa Rica. Revista digital, Matemadtica, Educacién e Internet. https://tecdigital.tec.ac.cr/
revistamatematica/Libros/. [Recuperado el Marzo, 2019].


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/ 
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/ 

Indice general

ProLOGO 9
1 Vectores, rectas y planos .. ... . . 11
1.1 Vectores 11
1.2 Operaciones Basicas 13
1.3  Propiedades de los vectores 19
1.4  Producto punto y norma. 19
1.5  Angulo entre vectores. 23
1.6  Proyeccioén ortogonal 25
1.7  Producto Cruz en R3 28
1.8 Rectasen R3. 34
1.9 Distancia de un punto a una recta 38
1.10 Ecuacioén vectorial del plano 41
1.11  Ecuacién normal y cartesiana del plano 42
1.12 Planos: Paralelismo, perpendicularidad y dngulo 45
1.13 Rectas y planos 47

1.14 Coordenadas Polares. 53



Secciones Coénicas

2.1 Introduccién. 69
2.1 PrelimiNares . . 70
2.2 LaPardbola 72
2.3  LaElipse 80
24 LaHipérbola. 87

Supefficies y Solidos.

3.1 Espacio tridimensional. Coordenadas cartesianas. 97
3.2 Funciones escalares de dos variables 100
3.3 Curvas y Superficies en R® en coordenadas cartesianas. 103
3.4 Superficies cuadrdticas. 113
3.5 Sdlidos simples 124
3.6  Proyeccién (ortogonal) de un sélido simple 140

Parametrizacién y Funciones Vectoriales
4.1 Trayectorias y parametrizaciones 149

4.2 Derivada de una funcién vectorial 157

Derivadas Parciales

5.1 Limites de funciones de varias variables. 165
5.2 Teoremas sobre limites 166
5.3 Derivada Direccional 168
54 Derivadas parciales. 170
5.5 Derivadas parciales de orden superior 175
5.6  Funcion diferenciable. Diferencial total. 181
5.7 Regla de la cadena. 183
5.8 Derivadas de una funcién definida de manera implicita. 189
5.9 (*) Derivacion implicita: Caso de dos ecuaciones. 194
5.10 Gradiente. 195
5.11 Gradiente, curvas y superficies de nivel. 199
5.12 Derivada direccional 201

5.13 Plano tangente y el vector normail. 207



6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9
6.10

7.1
7.2

7.3
74

7.5
7.5.1

7.6
7.7
7.8

7.9

7.9.1
7.9.2

7.10

8.1

8.2
8.3
8.4
8.5

Maximos y Minimos

Introduccién

Maximos y minimos locales en dos variables.

Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange
Cuando las condiciones de primer orden no se cumplen.
Maximos y minimos locales en varias variables.

Puntos criticos y extremos locales

Clasificacion de puntos criticos

Clasificacion de puntos criticos en el caso de dos variables.

Criterio de clasificaciéon para n > 3.

(*) Extiremos globales. Condiciones de Kuhn-Tucker.

Integrales Miiltiples

Integral doble.

Cdilculo de integrales dobles. Integral iterada.
Area y Volumen

Cambio de variable en una integral doble.

Coordenadas Polares.

Coordenadas polares y €liPSEsS . . v . v v v

Integral triple.
Cambio de variables en integral triple.
Coordenadas cilindricas.

(*) Coordenadas esféricas.

Describiendo Superficies en Coordenadas Esféricas. . ............. ... .. ...,
Cambio de variable con coordenadas esféricas. . ... .. o o e

(*) Singularidades.

Integral de Superficie
Supefrficies parametrizadas.
Area de una superficie.

Flujo través de una superficie S
Integral de flujo.

Supefficies orientables.

215
216
227
233
237
238
238
239
240
250

257
260

267
277

283
285

296
304
305

316
317
320

327

331

333
342
345
352



8.6
8.7

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6

9.7
9.8

Teorema de la Divergencia.
Integral sobre una superfice.

Integral de Linea.

Longitud de una curva.

Integral de linea para campos escalares.

(x) Longitud de arco en coordenadas polares.
Integral de linea de campos vectoriales. Trabajo.

Campos conservativos. Independencia de la trayectoria.

Teorema de Green (en el plano).

Area como una integral de linea.
Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio).
Bibliografia

Soluciones de los ejercicios

353
361

381
384
387
389
399
406
410
412
423



El objetivo de este libro es la visualizacién interactiva en 2D y en 3D. La mayoria de los gréficos, vienen con una liga a una
aplicacién, llamada usualmente “demostracién” (aplicacién interactiva), que se corre con Wolfram CDFPlayer (libre). Las
“aplicaciones interactivas” son un archivo .cdf que se ejecuta con WoLFrRaM CDFPLAYER y requieren haber instalado
en la computadora esta aplicacion WoLFraMm CDFPLAYER. La aplicacion es gratuita. Esta es una nueva edicién donde se
ha optimizado las aplicaciones cdf y se han agregado dos capitulos: Vectores, Rectas y Planos (y también coordenadas
polares), Parametrizacion y Funciones Vectoriales. Muchos de los ejemplos y ejercicios de este libro han aparecido en
exdamenes, en el curso de Calculo Superior del Instituto Tecnoldgico de Costa Rica.

En la “opcién 17, el libro viene con un folder CSCDF con las aplicaciones interactivas -€df. En la “opcién 2” el libro solo
es un pdf con ligas a Internet (la liga descarga la aplicacién interactiva desde Internet, y el CDFPlayer la ejecuta).

El lector puede visualizar la teoria y muchos de los ejemplos, e interactuar con las figuras en la aplicacién interactiva, usando
el ratén. La idea es visualizar no solo el espacio tridimensional, también poder entrenar en visualizar cortes de superficies,
intersecciones y proyecciones de una superficie o un sélido, en algunos de los planos XY, XZ o Y Z. Este conocimiento
se aplica después en el calculo de integrales dobles, triples, de linea y de superficie. Varias aplicaciones interactivas se usan
para visualizar la dindmica de una definicién o un teorema y su alcance y significado. Como es conocido, la visualizacién
interactiva funciona bien como complemento y requiere “narrativa” por parte del profesor, para obtener buenos resultados
en la ensenanza. También es deseable ejercicios de verbalizacidn, en algunas actividades, por parte del estudiante
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Muchas de los teoremas del cédlculo en varias variables requieren la nocién de vector y los calculos basicos con vectores.
Este capitulo es un resumen de la obra "Vizualizacion interactiva. Vectores Rectas y Planos" [21].

Vectores

Puntos. A partir de la representacién de IR, como una recta numérica, los elementos (a, b) € R? se asocian con puntos de un
plano definido por dos rectas perpendiculares que al mismo tiempo definen un sistema de coordenadas rectangulares donde
la interseccon representa al origen de coordenadas (0, 0) y cada par ordenado (a, b) se asocia con un punto de coordenada
a en la recta horizontal (eje X) y la coordenada b en la recta vertical (eje Y). Analégamente, los puntos (a, b, c) € R? se
asocian con puntos en el espacio tridimensional definido con tres rectas mutuamente perpendiculares. Estas rectas forman
los ejes del sistema de coordenadas rectangulares (ejes X, Y y Z).

Seleccione y arrastre el punto P (verde) Wolfram CDF p|ayer

2
\\
Puntos en 2D Puntos en 3D 72“

Figura 1.1: Un punto P en dos y en tres dimensiones


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfAVCap1-1.1Puntos.cdf
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Vectores. En fisica, la velocidad y direccion de un flujo en un punto puede estar representada por una flecha. La longitud
de la flecha representa la velocidad del flujo en ese punto y la orientacion de la flecha indica la direccién del movimiento en
ese punto. A estas flechas se les llaman vectores. En general, los “vectores” son simplemente los elementos de conjuntos

mas generales llamados “espacios vectoriales”.

Los conjuntos R, R?,R3,...,R” se pueden ver como conjuntos de puntos tanto como conjuntos de vectores. Recordemos

que
o R2= {(’Ul,’Ug) tal que wvp,v2 € R}

@ R?={(vi,v2,v3) talque wy,v0,v3 € R}
@ R" = {(v1,v3,...,v,) talque wi,vz,...,0, € R}

Notacion. Los puntos se denotan con las letras maytsculas, P, (), R etc. mientras que los vectores se denotan como
%, U, W... o también como u, v, w. El vector nulo en R" se denota con 0 = (0,0, ..., 0). A veces consideramos los
vectores que van desde el origen O = (0,0, ...,0) hasta el punto P, en este caso escribimos OP. Los vectores que van
desde el punto P; hasta el punto P> los denotamos con P;P5. En el contexto de los vectores, los nimeros reales seran
llamados escalares y se denotaran con letras mindsculas cursivas tales como «, f, k, etc.

Algunos cdlculos requieren combinar las notaciones de puntos y vectores porque lo que se requiere es usar solamente las
coordenadas.

Seleccione y arrastre el vector Voel punto P (verde) Wolfram CDF Player
7
Punto y vector en 2D Punto y vector en 3D __/

y

Figura 1.2: Un punto P y un vector v, en dos y en tres dimensiones

Traslacion. Muchas veces necesitamos hacer traslaciones de un vector v hasta el punto P. La traslacién de v conserva
de su magnitud y su direccién y su cola estd en el punto P mientras que la punta estd en el punto P + v.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfAVCap1-1.1VectoresyPuntos.cdf
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i Wolfram CDF Player

Traslpcion

Figura 1.3: Traslacién de un vector v a un punto P

Operaciones Basicas

Igualdad. Dos vectores son iguales si tienen, en el mismo orden, los mismos componentes.

Definicién 1.1 (Igualdad).
Siv = (v1,v2,...,0,)yW = (w1, ws, ..., w,) € R" entonces v =wsiysélosiv; = wy, vo = wg, ..., Uy = Wp.
En particular, si v, w € R3, entonces v = w si y solo sivy = wy, v = wy, vz = ws.

Seav =(1,3,3) y w=(3,1,3), entonces v # w.

Suma y resta. En un vector cada componente se interpreta
como un desplazamiento en la direccién del eje respectivo,
si v = (v1,v2) y w = (w1, wsy) entonces el vector suma
tiene como primera componente la suma de los desplaza-
mientos en en el eje X, es decir, v; + w; y como segunda
componente la suma de los desplazamientos en en el
eje Y, esdecir, vo+wa. Asi v+ w = (v1+w;, vo+ws).

wh 1)1

Es natural definir la suma y resta de vectores en R™ como una suma o resta, componente a componente.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfAVCap1-1.2VectoresTraslacion.cdf
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Definicion 1.2 (Suma).

Siv = (vi,v2,...,0n) y W = (wy,wa, ..., w,) € R", entonces v+ w =

(v1 + wi,v2 + wa, ..., vy, + wy). En
particular, si v = (vi, v, v3), W = (wy,ws,w3) € R3, entonces v + w = (v1 + w1, va + wa, v3 + w3)

— —
Seleccioney arrastre los vectores V y W (verdes)

Wolfram CDF Player

//‘\
141 +

<
&

U2 N\ i
\
5 \
\\

wy 1,_[/ \

/U

V2
wy U1 "

Figura 1.4: Suma de vectores

Definicion 1.3 (Resta).

Siv = (vi,v2,...,0n) y W = (w1, wa, ..., w,) € R"”, entonces v — w = (v; — wy,v2 — W2, ..., Uy, — Wy ). En

b
particular, si v = (vy,ve,v3) € R®y w = (wy, ws, w3) € R3, entonces v — w = (v; — w1, v2 — wa, v3 — w3)

X — =
Seleccione y arrastre los vectores V y

w Wolfram CDF Player

Resta de vectores en 2D Resta de vectores en 3D /;/

A

<!
|
RS

X

Figura 1.5: Resta de vectores


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfAVCap1-1.3VectoresSuma.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfAVCap1-1.3VectoresResta.cdf

1.2 Operaciones Bdsicas (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica)). 15

a) Seav =(1,3,4) yw = (3,1,4) , entonces b.) Seav =(1,3,4) yw = (3,1,4) , entonces

v+w=(1+3,34+1,4+4)=(4,4,8) v—w=(-2,20) y w—v=(2,-2,0).

- — .
V- W (traslacion)

—
\4

X £ x &

Definicion 1.4 (Vector desplazamiento)
Dados dos puntos P = (p1,p2,p3), @ = (q1,q2,93) € R3, el vector de desplazamiento de P a Q es

PQ=0Q—-OP = (¢1 —p1,q2 — p2,q3 — P3)

Seleccione y arrastre los vectores los puntos verdes Wolfram CDF Player

Vector de despl azami ento j"‘
=

PG = 00— 0F PG = 00— 0F

-4 -2 Y 2

. [

.

‘

-2 N
) \

.
.

Figura 1.6: Vector desplazamiento de P a @)


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfAVCap1-1.4VectoresDesplazamiento.cdf
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Sea P =(0,3,1), @ =(1,2,4) y R= (10, 1,6). Entonces

OR = OP + PQ + QR.

Paralelogramos. Dados tres puntos no colineales P, @, R € R?, podemos construir un paralelogramo con tres de
sus vértices en estos puntos y determinamos un cuarto punto usando suma, resta y traslaciéon de vectores. En efecto, si
consideramos los vectores PQ y PR entonces el cuarto vértice S cumple

PS =PQ + PR

es decir, el cuarto vértice S seria

S=Q-P+R-P+P=Q+R-P

Seleccione y arrastre los puntos P, Q o R

Detalles del paralelogramo M Wolfram CDF Player

4
P=(0.0512), Q= (-1.2.1.), R=(1.,1.5,1$J

Figura 1.7: Paralelogramo de vértices P,Q, Ry S =Q + R— P


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfAVCap1-1.5Paralelogramo.cdf
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Ejemplo 1.4

Sea P=(1,2,-1),Q =(1,4,3) y R = (1,—1,5) . Nos interesa determinar un punto S de manera que PQRS
sea un paralelogramo. Si se considera el paralelogramo con lados PQ y PR unidos por el vértice P, por la
interpretacion de la suma, el vértice opuesto a P, que es el vértice que denominamos como .S, cumple con la igualdad:

PS = PQ + PR,

esdecir, S=Q—-P+R—-—P+P=1(0,2,4)+(0,-3,6) + (1,2,—1) = (1,1,9)
|

Multiplicacion por un escalar. Un escalamiento de un vector, por un factor £ € R, se logra multiplicando cada
componente por el mismo nimero real k

Definicion 1.5 (Multiplicacién por un escalar).

Consideremos el vector v = (v1,v2,...,u,) € R" y el escalar k € R, entonces kv = (kvi,kva,...,kv,). En
particular, si v = (v, ve,v3) € R? yel escalar k € R, entonces kv = (kvy, kv, kv3)

Seleccione y arrastre el vector V (verde)o el deslizador para A Wolfram CDF Player

Escal amiento (arrastre para escalar el vector) J
I O
-3 -2 -1 1 - 2 5 A
Escal ar un vector en 2D Escal ar un vector en 3D
— 3 — 3
A= 2 A= 2

<!
=l

|w
<

7z
2
i ) > o
-2 /
v
-4
v & v

e

Figura 1.8: Escalamiento de v



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
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2v. = (2,6,8)
Seav = (1,3,4) entonces
1 13 4
v o= (322)
I
Vector unitario. Un vector v es unitario si longitud es 1
Ejemplo 1.6 (Vectores unitarios 1, , y k)
Hay tres vectores unitarios muy usados:
a) 1=(1,0,0)
b) j=(0,1,0)
c) k=(0,0,1)
X
Cualquier vector de R? se puede escribir como una combinacién lineal de estos tres vectores:
(a,b,c) =a i+bj+ck
I

Ejemplo 1.7 (Combinacion lineal de dos o mads vectores)

Sea u=(4,—-1,1),v=(0,0.5,3) y w = (0, 3,0.5).

a)u+05v+w = (4,-1,1)+[0.5(0,0.5,3) + (0,3,0.5]
(4,-1,1) + (0,3.25,2)
(4,2.25,3)

b)u+tv+ sw = (4,-1,1)+[t(0,0.5,3) + s (0, 3,0.5]
(4,—1,1) + (0, 3s+0.5¢, 0.55+ 3t)
(4, —14+3s+0.5¢t, 1+0.5s+ 3t)
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—x
0.5v +w

,,§Y

1.3 Propiedades de los vectores

Las propiedades més utiles de los vectores, segtin lo que ha demostrado la experiencia, se enuncian en el siguiente teorema,

Teorema 1.1 (Propiedades de los vectores).

Siv,w,u€ R"yq, € R entonces,

1.) Conmutatividad: v+ w =w + v 5)1v=v

2.) Asociatividad: u+ (v+w) = (u+v)+w 6.) afv=a(Bv)

3.) Elemento neutro: v+ 0 = v 7) a(v+w)=av+aw
4.) Inversos: v+ —v =10 8) (e +p)v=av+pv

1.4 Producto punto y norma.

El producto punto (o escalar) es una operacion entre vectores que devuelve un escalar. Esta operacién es introducida para
expresar algebraicamente la idea geométrica de magnitud y angulo entre vectores.

Definicion 1.6 (Producto punto o interior).
Siv = (v,v2,...,0), W = (w1, ws,...,w,) € R™ entonces el producto punto (o escalar) v - w se define de la
siguiente manera,
V-W =01 -w, + U2 wat, ..., +Upy - wy € R

Calculo en Varias Variables. Visualizacion Interactiva. Walter Mora F.
Derechos Reservados © 2019 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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En particular, si v = (v1,v9,v3), W = (w1, ws, ws) € R3, entonces v-w = vy - wy + vy - wy +v3- w3 €R

Ejemplo 1.8

a.) Seanv = (—1,3,4) y w = (1,0,1/2) entonces
v-w = —1-14+3-0+4-vV2 = 4/2-1

b.) Seau = (a,b,c) entonces
u-u = a®+b*+c

De aqui se deduce que u-u > 0y que u-u = 0 solamente si u = 0.

—
Ejemplo 1.9
Sea A= (2,-1,1), B=(—1,1,0) yel vector a = (3, —2, 3). Entonces si b = AB se cumple
AB = (-1,1,0) — (2,—-1,1) = (=3,2,—1)
a-b=(3,-2,3)-(-3,2,-1)= -9+ -4+ —-3=—16
—

Propiedades del producto punto. En los cdlculos que usan el producto punto es frecuente invocar las propiedades que
se enuncian en le teorema que sigue. También, el producto punto se generaliza como el producto interno (en contraposicién
con el producto exterior). Las propiedades que permanecen en esta generalizacién son,

Teorema 1.2 (Propiedades del producto punto).
Consideremos los vectores v, w,u € R" y a € R, entonces

1.) v-v > 0si v # 0 (el producto punto es definido positivo)
2) V-W=W-V

3)u-(v+w)=u-v+u-w

4) (av) - w=a(v-w)

Ejemplo 1.10

Es claro que si se cumple la igualdad u- v = u- w no es vélido afirmar que v = w. Consideremos un contragjemplo
con vectores en R3; siendou = (4, —1,2), v = (1,2, —1) y w = (0,2, 1).
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u-v=(4,-12)-(1,2,-1) =0

u-w=(4,-1,2)-(0,2,1) =0

Norma (Euclidiana). La norma define la longitud de un vector desde el punto de vista de la geometria euclideana

Definicién 1.7 (Norma).

Siv = (v1,v2,...,u,) € R" entonces la norma de este vector se denota ||v|| y se define de la siguiente manera,

lIv|| = \/v-v:\/v%—i-vg—i-...—i—v,%

En particular, si w = (wy,ws) € R? y v = (v, v9,v3) € R3,

Iwll = vw-w = y/wi + w3

vl = Vv-v= v%+v§+v§

. —>
Seleccione y arrastre el vector V

[V[| ~ 27 Wolfram CDF Player
A 5,
N v
]
| N
N
L 1 1 1 1 1 1 »

Figura 1.9: Norma de v

Observemos que v - v = ||v||? y que la distanciade A a B esd(A, B) = ||B — A||.
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a.) Sea w = (1,0,+/2) entonces ||w|| = \/12 + 02 + (\/5)2 =3

b.) Ladistanciade A = (z,y,2) a B=(1,-3,2) es ||[B—A||=+/(z —1)2+ (y +3)2 + (2 — 2)2

—
Definicion 1.8 (Vector unitario).
Un vector v se dice unitario si su norma es 1. Es comun escribir v para indicar que este vector es unitario.
@ Observe que si ||v|| # 0 entonces HV—H es unitario
v
@ El vector w = (cos 6, sin 6) es unitario para todo 6 € R, pues ||(cosf,sinf)|| = vcos? 0 + sen? = 1.
Teorema 1.3 (Propiedades de la norma).
Consideremos los vectores v, w € R" y o € R, entonces,
a) |[v][>0y |[v][=0 siysdlosi v=0
b)) [lav]] = |af[lv]]
c.) |[v+wl|| <||v||+ ||w]| (desigualdad triangular)
d) |v-w| <||v]|||w]| (desigualdad de Cauchy-Schwarz)
a.) (Vectores unitarios) Sea w = (1,0, 2), entonces
[l = =l 1= % -
= W = |—— W = 00 =
[[w] [[w] 4l Vb
b.) Sea w = (1,0,2) entonces ||—2w]|| = 2||w|| =25
—

Calculo en Varias Variables. Visualizacion Interactiva. Walter Mora F.
Derechos Reservados © 2019 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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Angulo entre vectores.

Razonando en R3, a partir de la Ley de los cosenos
podemos establecer una relacién entre el producto punto, Z
normas y dngulos, como se muestra a continuacion. 4k

Ley de los cosenos. Si a,b y c son las longitudes de los -7 |
lados de un tridngulo arbitrario, se tiene la relacién
o w
U
& =a®+b* — 2ab cosb
) _ [l 6/ |@|
donde 0 es el angulo entre los lados de longitud a y b.
X . -
= -
.& Y

Para visualizar esta ley usando vectores, consideremos el . .
Figura 1.10: Angulo entre dos vectores usando ley de cosenos

triangulo determinado por los vectors v, w € R3, como se
muestra en la figura. Entonces

v —wl[? = [[v]]® +[[wl* = 2|v] lw]|cos ()
ahora, puesto que

v —wlf* = (v-w) (v—w) =]’ +[|w[]]® —2v-w

entonces, despejando en (*) obtenemos

v-w = ||v]|||w]| cosf
Angulo entre vectores en k™. Si v, w € R" son vectores no nulos, entonces usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
v wl <[] [[w]|
y, por la propiedad del valor absoluto |z| < k <= —k < x < k para un nimero k > 0, obtenemos
=[villlwl] < v-w < [[v][[|w]]

y entonces
V- -W
1< —— < 1.
[V {[wl|
Por tanto, se puede garantizar que para v, w € R™ vectores no nulos, siempre es posible encontrar un tnico ¢ € [0, 7] tal
que v - w = ||v]||||w]|| cosf. Formalmente,

Definicion 1.9
Siv,w € R” son vectores no nulos, el dngulo entre v y w, denotado < v, w, es el dnico 6 € [0, 7] tal que

o= o] [l cos@, e 6= amens <"W> |
V]| [|w]|


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

1.5 Angulo entre vectores. 24

X — —
Seleccione y arrastre los vectores V y W

4 V,W~a1.22 Wolfram CDF Player

v

Figura 1.11: Angulo entre vectores

Dos vectores son ortogonales si al menos uno de ellos es nulo o si el dngulo entre ellos es 7/2 y son paralelos si son
colineales. Por ejemplo, si tenemos dos vectores no nulos v = (x,y) y w = (—y, x), estos vectores son perpendiculares
pues v.-w=0 = 0=m/2.

Definicion 1.10 (Paralelismo y perpendicularidad)
Dos vectores no nulos u, v € R"

a.) son paralelossi 4 u,v=0 o < u,v=m,ie u = Avparaalgin\ € R.

b.) son perpendiculares si 4 u,v = 7/2. Eneste casou-v = 0.

Los cosenos directores de un vector no nulo, son las componentes de un vector unitario.
Seaw = OP = (wy, wa, ws), sus cosenos directores son,
w1 w2 w,

cosa=——, cosf=-—— Ccosy=—-
[Iwl] [[wl] [Iwl]
donde «, 3, 7y son los dngulos directores de w
«: éangulo entre OP y la parte positiva del eje X
B: éangulo entre OP vy la parte positiva del eje Y

~: angulo entre OP y la parte positiva del eje Z

@ Observe que en este caso, si w es unitario, entonces w = (cos o, cos 3, cos )
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Sean w = (1,0,v/2) y v =(—2,1,1/2) entonces w y v son
ortogonales pues w-v = —2+2 =10

Ejemplo 1.14

Sean w = (2,0,2) y v = (0,2,2) entonces el dngulo entre w

y ves
1
6 = arccos (5) =n/3;
pues,
VW VW 1
cos = ——— =— @ =arccos| ————— | = arccos
[V [wl| [V [wl|

I
1.6 Proyeccion ortogonal
Geométricamente lo que queremos es determinar el vector
que se obtiene al proyectar ortogonalmente el vector u # 0
sobre el vector w. Si denotamos a este vector con proyy,
entonces, de acuerdo con la figura, se debe cumplir que
v —
proyy, = tw proyy, = tw proyy, = tw v WV
— = WV = Proyy, w
w-(v—tw) = 0 w-v—w-tw = 0 t = W
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Definicién 1.11 (Proyeccion ortogonal de v sobre w).

Siv,w € R" con w # 0. Se llama proyeccion ortogonal de v sobre w al vector

proy ., =

escalar

Seleccione y arrastre los vectores verdes

Proy V| Pro Z":D
Y YV Wolfram CDF Player

V/
4

—

Figura 1.12: Proyeccién de v sobre w

@ Calculando entonces, el

o
PTOYE}

o
ProymH - Jlw||. Si ponemos A = ‘

obtenemos que |v - w| = ‘

4
s

producto punto de v y w es “\ veces la longitud de w”’.

v
@ Alvectorv, =v— proy, se le conoce como “la componente de v ortogonal a w”. La componente paralela es

A4
v = proyw .

@ Sif =g v,we [0,7/2] entonces

o VW VW
proyE} = —— =||v||cos@ pues cosf=
[Iwl|

—

proy~ = || 7llcos W

Figura 1.13: Proyeccién usando el dngulo
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Sean v = (5,0,v2) y v = (2,1,v/2) entonces

v WV 12 24 12 12v/2
PrOYW = HW: 7(2717\/5) = <7a 75 T)

w WV 12
proy,, = ﬁv—ﬁ(&(),\/i)— (

60 . 124/2
27" 27

Ejemplo 1.16

Consideremos un tridngulo determinado por los puntos A, B, C' € R3. Podemos calcular la altura y el 4rea de la
siguiente manera,

Sean v = AB, w = AC, entonces la altura es h = ||v — proyy,|| . Luego, como la base mide ||w/||, entonces

N
u

frea = Iy = pros )

Ejemplo 1.17

Sea A=(2,2,2), B=(1,1,0) y C = (0,2,2). Nos interesa Calcular el punto @)’ en el segmento BC' tal que
el segmento AFE sea la “altura” del tridngulo AABC' sobre este segmento.
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Sean v = BA, w = BC, usando proyecciones observamos que

el punto buscado es

Q' =B + proyy,.

/
(" se puede obtener como la suma de los vectores Q y proyy, o
también, como la traslacién de proyy, al punto B.

1.7 Producto Cruz en R?
El producto cruz entre dos vectores u,v € R3, es un vector que es similtaneamente perpendicular a cada uno de los

vectores. Se usa la notacion u X v para este producto.

Definicion 1.12
Consideremos los vectores u = (ug,u2,u3) € R3y v = (v, v2,v3) € R3. El producto cruz u x v se define de la

siguiente manera,

uxv= (U2U3 — U3U2) i+ (U3U1 = ulvg)j + (U1U2 — u2'U1) R

Un recurso nemotécnico es ver la formula como la multiplicacién de las diagonales de un arreglo 3 x 3 (el determinante
de una matriz). En los productos de las diagonales que van de izquierda a derecha, se les debe cambiar el signo.

i3

Por ejemplo,

=(0-v2,2v2-5v2,5-0)

>
= S wt

(5,0,v/2) x (2,1,v/2) = |5
2
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—> =
Seleccione y arrastre los vectores V y W (verdes)

- — — —
V X w WX v
M u Wolfram CDF Player

Producto cruz "7/’*&

Figura 1.14: Producto cruz

La posicidn del vector v X w se puede establecer con la “regla de la mano derecha”,

{ $v><W

\

Ejemplo 1.18

®Si i=(1,0,0), j=(0,1,0) y k= (0,0,1); entonces

[l

xj=k jxk=1y kxi=j

@ Sean u=(5,0,v/2) y v =(2,1,v/2) entonces


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfAVCap1-1.10ProductoCruz.cdf

1.7 Producto Cruz en R3 (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematical). 30

ij k
uxv = [ 5 0 V2| = (=2, -3V2,5)
2 1 V2
ij k
vxu = [2 1 V2| = (V2,3V2, —5)
50 V2
—
Dados los vectoresu = 31— j+ k y v = i+ j+ k se tiene que
g
uxv=|3 -1 k|=(-2,-2,4)
1 1 1
Ademads, u x v es ortogonal a u'y v. En efecto
(uxv)-u=(-2,-24)-(3,-1,1)=-6+24+4=0
(uxv)-v=(-2,-2,4)-(1,1,1)=-2-244=0
—

Ejemplo 1.20

Vamos a determinar un vector unitario y ortogonal a los vectores (2, —2,3) y (3, —3, 2). Entonces

i j k
w=|2 -2 3|=(550) = |w||=+v52+52=5V2
3 -3 2

Luego, si u es el vector que satisface ambas condiciones, se cumple que

w 1

1 1
U T e 8RO (EEO)
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Teorema 1.4 (Propiedades del producto cruz).

Consideremos los vectores u, v, w € R? y a € R, entonces
) v-(vxw)=0
2) w-(vxw)=0

3) |lv x wil? = Iv[[? |Iw]}?> = (v-w)

(identidad de Lagrange)
4) viw = —(w X V)

S)ux(v4+w) =uxv4+uxw

6) (U+ V)XW =UuUXW+VXW

7) a(vxw) = (av) Xxw = v X (aw)

8) vx0=0xv=0

9.) Si v y w son paralelos, entonces v X w = 0

@ Observe que no tenemos una propiedad de asociatividad para el producto cruz.
Producto cruz y angulo entre dos vectores. Como v-w = ||v||||w]| cosf entonces, usando la identidad de Lagrange,

v > wl* = [[vIP W]} — (v-w)? = |[V[Pllw|*(1 —cos?0) = |lv x wl| = [[u]| [[v]|sen®

Area. Consideremos un paralelogramo determinado por dos vectores
u, v € R3, como se ve en la figura de la derecha. De la igualdad de Lagrange
se puede deducir la férmula (de area): Si € es el angulo entre estos vectores, el
drea del paralelogramo es,

A= [uf| [[vsin8 = [[u>xv]|

Si u, v € R?, entonces podemos redefinir u, v como vectores en R3, en el
plano XY, es decir, u = (uy,us,0), v = (v1,v9,0) € R3. De esta manera,
el drea del paralelograma generado por estos dos vectores es

Uy U
[|(u1,u2,0) x (v1,v2,0)]] = ‘Det < ! 2>‘ = U U3 — V1UL
v1 V2
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Volumen. Consideremos un paralelepipedo en el espacio determinado por tres vectores no coplanares u, v, w € R3,
como se ve en la figura. El volumen del paralelepipedo es “drea de la base x altura”. Como ya sabemos, el drea de la
base es el drea del paralelogramo generado por u y v, es decir, ||u x v||. La altura la calculamos como la norma de la
proyeccion de w sobre u x v. Entonces tenemos

= g S s = e ) (L.

[lu > v|f?

Volumen = ||u x v]| Hproy:;lv>< v‘

Esta formula se puede calcular como el determinante de la matriz A cuyas filas son los vectores u, v y w, en cualquier
orden. (Det(A) se interpreta como un volumen orientado).

+ + +=- - =
Uy U2 U3 U U2 U3l Uy U2
SiDet(A) = | v1 vy w3 vi V3 U3l WU vo — V =|w-(uxv)|=|Det(A)]
w1 W2 W3 w1 w2 W3 w1 W2

—> =
Seleccione y arrastre los vectores V y W (verdes)

Producto cruz Wolfram CDF Player

Figura 1.15: Volumen del paralelepipedo
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El érea del tridngulo con vértices en P = (1, 3,0),
Q = (271’2) y R = (_35153) €s

>
>
=

Det | -1 2 2

IQP x QRJ| _ 5 01 _ 1(2,11,10)]] _ 15

2 2 - 2 9

El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores u = (1,3, —2), v = (2,1,4), w = (—3,1,6) es

1 3 -2
V=|w-(uxv)|]=Det| 2 1 4 =80
-3 1 6

Nota: En general, dados n — 1 vectores en R™, es posible encontrar un vector perpendicular a todos los n — 1 anteriores.
Sin embargo no tenemos un producto cruz (que cumpla las propiedades del teorema 1.7) para dos vectores de R?, R* R?,
etc. Si un “producto cruz” cumple las propiedades del teorema 1.7, solo podria existir en en R', R? y R”.

Ejercicios

Ejercicios

@ 1.7.1 Seanu = (1,2,1),v = (2,0,—1). Calcule u - v.

@ 1.7.2 Determine un vector v unitario en la direccién del vector (2, —1,1, 3).

@ 1.7.3 Hallar un vector unitario perpendicular a los vectores u = (1,0,1) y v = (2, —1,1).

@ 1.7.4 Demuestre que P = (—2,1,6),Q = (2,4,5) y R = (—1,—2,1) corresponden a los vértices de un tridngulo
rectangulo.

@ 1.7.5 Verifique que el tridngulo con vértices A = (2,3, —4), B=(3,1,2) y C = (7,0, 1) es un tridngulo rectangulo.
Calcule su drea.
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@ 1.7.6 Demostrar que los vectores (cosf,senf,0) y (—sen 6, cosd,0) son ortogonales.

@ 1.7.7 Sean v y w vectores no nulos de R™. Encuentre el coseno del dngulo entre v y proy e

@ 1.7.8 Sean A = (1,1,1), B = (3,-1,1) y C = (7/3,—1/3,7/3). Verifique que el tridngulo AABC' es
rectdngulo y calcule su 4rea.
@ 1.7.9 Determine el angulo que forma los vectores u = (1,2, -3)yv = (-3, 1,2).

@ 1.7.10 Dado el vector u = (\/5, 1, 1), hallar el 4ngulo formado entre el vector u y el eje y.

@ 1.7.11 Encuentre un vector unitario que forme un dngulo de 7 radianes con el eje X.
@ 1.7.12 Determine el drea de un tridngulo cuyos vértices estdn dados por los puntos

A=(1,1,1),B = (2,3,3),C = (3,2,2)

Rectas en R3.

Consideremos la recta L que pasa por Py por Q (P # Q). Esta recta es paralela al vector v. = PQ, por lo tanto, dado
un punto R = (x,y,z) € L, se debe cumplir que

PR =tv, osea R—P = tv; teR

dedonde L = {(v,y,2) € R® : (z,y,2) = OP +tv}. Escribimos L: (v,y,2) = P+t -v

—
Seleccione y arrastre el vector V , el punto P (verde)o el deslizador para t

Ecuaci 6n vectorial (parangétrica) de una recta

L: (x,y,z2)=P+t-V Wolfram CDF Player

4 o 9,
t-z -1 hd he 2 N

Figura 1.16: Ecuacion vectorial de una recta

Definicion 1.13 (Rectas).
Si L es una recta que pasa por los puntos distintos P = (p1,p2,p3), @ = (q1,¢2,93) ysiv = PQ, entonces
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a.) Una ecuacién vectorial de L es (z,y,2) = P+tv, te&R. Avecesescribimos L(t) = P+t-v.

z(t) = pr+t-u
b.) Despejando z, y y =z obtenemos las ecuaciones pardmetricas de L : y(t) = pa+t- vy
2(t) = ps+t-vs

c.) Sicada v; # 0, despejando ”t” obtenemos las ecuaciones simétricas de L:

r—pr  Yy—p2 _ Z2—DP3
V1 (%) V3

Recta que pasa por dos puntos. Si larecta L contiene a los puntos (distintos) P y @), entonces una ecuacion vectorial
para L es L: (z,y,z) = P+tPQ, t € R. La ecuacion de una recta no es tinica. Podemos escoger dos puntos
cualesquiera (distintos) de una recta y obtenemos ecuaciones equivalentes.

Seleccione y arrastre los puntos Py Q

ver detalles [/ Wolfram CDF Player

Recta que pasa por dos puntos J

L:(x,y,2) =P-&-tP_Qb con t € R

Figura 1.17: Recta que pasa por dos puntos
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Consideremos la recta L que pasa por P = (1,3,2) y
Q@ = (2,1,4).Enestecasov = PQ = Q—P = (1,-2,2), z
luego L ﬂk
@ Ecuacioén vectorial: (z,y,2) = (1,3,2) +1t(1,-2,2) o
—
@ Ecuaciones pardmetricas: 1%
() = 14t
z(t) = 242t
@ Ecuaciones simétricas: —at
z—1 y—-3 z-2
1 =2 2
—

Ejemplo 1.24

a.) Consideremos la recta L que pasa por P = (1,3,-2) y @ = (2,1,—2). En este caso
v=Q-P = (1,-2,0), luego

@ Ecuacioén vectorial: L : (z,y,2) = (1,3,—-2) +¢(1,-2,0)

@ Ecuaciones pardmetricas:

z(t) = 1+t,
L: y(t) = 3-—2t,
z(t) = -2
@ Ecuaciones simétricas:
7= ll y—3
= —; z = -2
1 -2
b.) Consideremos la recta L1 de ecuaciones simétricas,
z+1 Y+ 2
= = z-—1,

32
entonces L; vaen la direccionde v = (3,2,1)
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Punto medio.

@ Observe que el segmento que va de P a () es el conjunto de puntos

{P+t(Q—P); te][0,1]}

@ En particular, sit = %, obtenemos el punto medio del segmento
t=20
1 P+ Figura 1.18: Punto medio

Angulo, paralelismo y perpendicularidad. Consideremos dos rectas,
Li: (z,y,z2) = P+tv; teR AN Ly: (x,y,2) = Q+sw; seR
@ L; || Ly siysolosi v || w
@ L; 1 Ly siysolosi v L w

@ El dangulo entre L; y Lo es el angulo entre vy w

. —> e
Seleccione y arrastre los vectores V y W y los puntos P y Q

Rectas Paralelas [ |  Rectas Perpendiculares [ | Wolfram CDF P|
ayer

Ly:(x,yz)= (1 0, 1) +1¢ (075 0, 1.5), Ly:(xy,z2)= (-1 1, 1)+ ¢ (-0.275, 0., 0.962) j/x“

N

=l

v
Figura 1.19: Angulo, paralelismo y perpendicularidad


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfAVCap2-2.3AnguloParalelismoPerp.cdf

1.9 Distancia de un punto a una recta 38

Hallar una ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto P = (1,—2,4) y es paralela a la recta que pasa por
los puntos @ = (=5,7,0)y R = (6,—3,3)

Solucién: Encontramos el vector director QR . restando su extremo R de su origen )
QR = (6+5,-3-7,3—0) = (11,-10,3)
Una ecuacién vectorial de la recta es

L: (z,y,2) = (1,-2,4) + ¢t (11,-10,3)

1.9 Distancia de un punto a una recta

Sea L unarecta, L: (z,y,z) = P+ tu. Queremos calcular la distancia minima de un punto ) a L vy, también el punto
Q' € L en el que se alcanza este minimo. Por supuesto, la distancia minima es la longitud del segmento perpendicular que
vadesde (Q a L.

La distancia (minima) de ) alarecta L se puede calcular de varias maneras.

. P
Usando proyecciones. La distancia minima de ) alarectaes || PQ — proy Q || v esta distancia minima se alcanza

P
en Q' = P+pr0yuQ.

Usando el area de un paralelogramo. Si P, R € L, el drea del paralelogramo determinado por estos tres puntos es

P PR
A = basexh = |[PR||-h = [PQxPR|| = d(@,L) = h = H":*‘?];{H”
P
Como podemos tomar R € L talque ||PR|| = ||u]|, tenemos la féormula d(Q), L) = | (”Q><|u|‘
u

Calculo en Varias Variables. Visualizacion Interactiva. Walter Mora F.
Derechos Reservados © 2019 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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Seleccione y arrastre los vectores o los puntos verdes

Detalles [] Wolfram CDF Player

Distancia del punto Q sobre a la recta L J

d(Q,L)=d(Q,Q)

Figura 1.20: Distancia de un punto a una recta.

Cadlculo algebraico. Como d(Q,L) = d(Q,Q') con @ = P+ t,u ycomo QQ’ L u, entonces

Q-Qu=0 = Q-P-tpu)u =0 = tm:w
u-u
(@—P)-u PQ

De aqui obtenemos que d(Q,L) = d(Q,Q") con Q' = P+ u = P +proy,

[[alf?

Usando cdlculo diferencial. Podemos calcular la distancia d(Q, L) resolviendo un problema de optimizacién: Minimizar
ft) = [|Q - Q'||> = |||Q — P —t-ul|>. Derivando respecto a ¢ obtenemos ¢ = t,, igual que en el parrafo anterior.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfAVCap2-2.4DistanciaPuntoRecta.cdf

1.9 Distancia de un punto a una recta (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatemartical).

40

Ejemplo 1.26

Sea Q@ = (2,2,5) y consideremos larecta L : (x,y,z) = (2,0,1)+¢-
(0,2,1). Para calcular la distancia de Q a L, tomamos P = (2,0,1) y
u = (0,2,1). para proyectar. La distanciade Q@ = (2,2,5) a L es

[Paxul _ || Co00) _ &
Tl NG e
PQ 6 12 6
0.2 P _ = Ty = R
O también || PQ — proy, " | H (O’ 55 > H V5

La distancia minima se alcanza en

P
Q = P+proyuQ = <2,€,€> e L.

Ejemplo 1.27

Determine la distancia del punto P = (1, 3,4) a larecta

L:(z,y,2) = (1,2,-1)+t(1,-2,1),t R
Solucion: Consideremos el punto Q = (1,2, —1) enlarecta L. El vectoru = QP = (1,3,4) — (1,2,-1)
(0,1,5). Ahora determinamos el vector proyecciéon de QP = (0,1,5) sobre el vectord = (1,-2,1)

QP d-QP (1,-2,1)-(0,1,5) 1 1 1

Entonces
QP 1 1 -1 9
P - = 1 —(=,-1,=)] = | —,2,=
Q proyu (07 b 5) 27 ) 2 2 bl bl 2

Asi, la distancia del punto P a larecta L es

Ejercicios
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Ejercicios

@ 1.9.1 Considere las rectas Ls(t) = (1,1,1)+¢(1,—-1,1) y Lg(t) = (3,—1,1) +¢(—1,1,2). ;Son estas rectas
ortogonales (perpendiculares)?

@ 1.9.2 Calcule la distancia del punto @@ = (1,1,2) alarecta L(t): (2,3,2)+t(1,2,0).

@ 1.9.3 Hallar una ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto A = (1, —2,4) y es paralela a la recta que pasa por
los puntos B = (—5,7,0) y C = (6,-3,3).

@ 1.9.4 Hallar la distancia entre el punto (—2,3,0) y la recta ° 3 5
@ 1.9.5 Considere larecta L1(t) = (1,1,1) +¢(1,—1, 1) . Determine dos rectas de ecuacién Ly : (z,y,2) = P+1tv
y Ly: (z,y,2) = Q +tw tal que

-2 y+3 z+1

a.) Loy L3 estdnenel plano XY
b.) Lo y L3 son perpendiculares
c.) Lo y L3 son perpendiculares a L

1.10 Ecuacion vectorial del plano

Una recta esta determinada por dos puntos distintos y un plano II estd determinado por tres puntos P,Q, R € R?, no
colineales. Los vectores PQ y PR “generan el plano” y decimos que una ecuacion vectorial de 11 es

II: (z,y,2) = P+tPQ+sPR; t,seR

Seleccione y arrastre los puntos P, Q o R Wolfram CDF Player Seleccione y arrastre los puntos P, Q o R Wolfram CDF Player
P=(0,-0212), Q= (-1.121.), R= (1.,0.8,4.,-‘,,} P=(0,-0212), Q=(-1.121), R=(1.0827,
IT: (x,32)= P+1PQ + sPR, s,t €R (0.2.2,08)=P + 1. (-1.1.4,-0.2) +1.(1.,1.0.2)

Detalles M

Parametros
! ———
§ ——O—

Detalles [ |

X X

Figura 1.21: Ecuacién vectorial I : (z,y,2) = P+1t-v +s-w con v,w no paralelos.
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Ejemplo 1.28

Consideremos un plano II que pasa por los puntos
no colineales P = (0,0,0),Q = (-1,2,1) vy
R = (1,1,1).

Como PQ = (-1,2,1) y PR = ,(1,1,1) entonces
una ecuacion vectorial del plano II es

II: (z,y,2) = (0,0,0)+¢(—-1,2,1)+s(1,1,1), t,s € R

Ecuacién normal y cartesiana del plano

Un plano II se puede determinar si se conocer un punto P € II y un vector normal n # 0 al plano. Si P,Q € II
entonces el segmento PQ esta en el plano, por lo que n | PQ. De esta manera, un punto (x,v,2) € II siy sélo si

n-(P—(z,y,2)) = 0, esdecir, n-(x,y,z) = n-P (Ecuacién normal)

Si desarrollamos una ecuacién normal, obtenemos una ecuacion cartesiana del plano II. Si n = (a, b, ¢), entonces

(a,by¢) - (z,y,2) = n-P — ‘am+by+cz = d‘ con d = n-P (ecuacién cartesiana)

Seleccione y arrastre los vectores el punto Wolfram CDF Player

/”

~7

7 =(040408), T1:04x+04y+087=18

N

/.‘U

Figura 1.22: Ecuacion cartesiana del plano
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Ejemplo 1.29

Determine una ecuacion cartesiana del plano II que pasa por
los puntos no colineales P = (0,0,0), Q@ = (—1,2,1)
y R = (1,1,1).

Solucion: Como PQ = (—1,2,1) y PR
podemos tomar como vector normal n = P
(1,2,—3) entonces, como n- P = 0,

)

~H

II: 1z +2y—3z = 0

También podriaser n = PQ x PR = (—1,-2,3) y
entonces
II: —z—2y+32 =0

Las ecuacidnes son equivalentes (multiplicando por —1 a
ambos lados).

Ejemplo 1.30

Determine una ecuacién normal de un plano que contiene al punto (2,—3,1) y tiene como un vector normal
n=(-3,2,-2)

Solucion: Sean X = (z,y, z) un punto cualquiera del planoy = (2,—3,1) el punto contenido en el plano.
Entonces se tiene que

QX n =0 = ((x,y, Z) - (27 _33 1)) : (_3727 _2) =0
= (r—-2,y+3,z—1)-(-3,2,-2) =0
= —3(x—2)+2(y+3)+-2(z2—1) =0
- -3z +2y—2z414 = 0.

As{, una ecuacién normal del plano es —3z + 2y — 2z 4+ 14 = 0.

Puntos no colineales. Cuando una ecuacion del plano requiere tres puntos no colineales, podemos usar la prueba del
determinante : Los tres puntos P = (p1,p2,p3), @ = (q1,92,43) y R = (r1,72,73) € R® son no colineales si
b1 p2 P3

@ @ g |#0
r T2 T3
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Determinar una ecuacién normal del plano que contiene los puntos P = (1,1,—4), @ = (2,-2,3) y
R = (-3,1,4).

Solucion: Los puntos son no colineales. Para obtener una ecuaciéon normal del plano es necesario hallar un vector
normal a este, es decir un vector perpendicular a dicho plano. Supongamos que n = (a, b, ¢) es el vector normal.
Los segmentos PQ) y PR son segmentos en el plano, entonces el vector normal es perpendicular a los vectores
PQ y PR, asi

PQn=0 y PR-n=0

Entonces
PQ = (2,-2,3)—(1,1,-4) = (1,-3,7)
PQn =0 = (1,-3,7)-(a,b,c) =0 = a—3b+T7c =20
Luego,
PR = (-3,1,4)—(1,1,—4) = (—4,0,8)
PR-n = 0(—-40,8) (a,b,c) = 0 = —4a+8 = 0
Resolviendo este sistema de ecuaciones se llegaaquea = 2c y b = 3cdonde c se puede elegir libremente.
Entonces (a,b,¢) = (2¢,3¢c,¢) = ¢(2,3,1),c € R. Asi, una ecuacién normal del plano es
[(:L‘,y,z) - (1717_4)] ’ (2737 1) =0
(z—1y—1,2+4)(23,1) =
20 +3y+2z = 1
—
Determine una ecuacién normal del plano que contiene a los puntos A = (1,2,3), B = (-3,-1,0) y
C = (2,-2,3).

Solucién: Los puntos son no colineales. Para resolver el problema es posible tomar cualquier combiacién de vectores
no paralelos, pero por facilidad se recomienda que los mismos tenga un punto de origen en comin. Entonces
u = AB y v = AQC, asiun vector normal n para el plano buscado es dado por u x v. Resolvemos

= AB = (-3,-1,0)—(1,2,3) = (—4,-3,-3)
= AC = (2,-2,3)—(1,2,3) = (1,-4,0)

esto implica que
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i j k
n=uxv=|-4 -3 -3 = —-121-3j+19k = (-12,-3,19)
1 —4 0

Como los puntos A, B y C estdn contenidos en el plano, se puede tomar cualquiera de ellos, para esto considere el
punto A. El plano estd formado por todos los puntos X = (z,v, z) que cumplen

AX'n = 0 = ((z,y,2)—(1,2,3) (-12,-3,19) =
= (r—-1,y—2,2—-3)-(-12,-3,19) =
= —12z -3y +192—-39 = 0

una ecuacién normal del planoes —12x — 3y + 192 —39 = 0

1.12 Planos: Paralelismo, perpendicularidad y dngulo

El 4ngulo entre planos lo podemos establecer con los vectores normales, y entre planos y rectas lo podemos establecer con
un vector paralelo a la recta (el vector direccion, por ejemplo) y un vector normal.

Definicion 1.14 (Planos: Paralelismo, perpendicularidad y angulo)
Sinj y ng, son dos vectores normales a II; y Il,, respectivamente, entonces

@ II; || Iysiysdlosing || ng
@Il | Ilrsiysélosing | ng

@ El dngulo entre los planos es el dngulo entre los vectores normales
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R —> —
Seleccione y arrastre los vectores V y W y los puntos Py Q

Planos Paralelos D Planos Perpendiculares D Angulo M

- —
JV,Wa183  \wolfram CDF Player

ﬁ

\] — Y

Figura 1.23: Planos: Angulo, perpendicularidad y paralelismo

Considere el plano II; : 2z — 3y + 2z = 1. Determine una ecuacién cartesiana de un plano Ily si se sabe que
este plano es perpendicular al plano II; y que pasapor @ = (1,1,0) y R = (0,2,1).

Solucioén: Este problema tiene infinitas soluciones, es decir, hay infinidad de planos que cumplen las condiciones
indicadas. Vamos a determinar una solucién particular.

ng = (2,-3,1) es un vector normal de II;. Sea
nz = (a,b,c) un vector normal a IIs. Como II; L Tl
entonces ny -ng = 0. Pero también, como R,Q € I,
entonces ns - QR = 0. Son dos ecuaciones y tres incognitas
a,b y c, asi que tendremos infinitas soluciones y solo debemos
escoger una solucién particular.
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nyg-ng = 0 20 —3b+c = 0
= = ¢ = a—-by 3a—4b = 0
n- QR = 0 a—b—c = 0
Una solucién particular se obtiene poniendo, por ejemplo, a = 4, b = 3 yportanto ¢ = 1. De este modo,

un plano Il; que cumple las condiciones, tiene una ecuacion cartesiana

dx+3y+2z = (4,3,1)-Q = Il: dx+3y+z = 7

Ejemplo 1.34

Considere el plano II; : 22 — 3y + 2z = 1. Determine
una ecuacion cartesiana del plano Il si se sabe que
este plano es paralelo al plano II; y que pasa por

Q = (1,1,1).

Solucion: n; = (2,—3,1) esun vector normal de II;.
Como II; || Iz entonces podemos tomar como un vector
normal de IIs a ny = (2,—3,1). Entonces una ecuacién

cartesiana de Il es

(2,-3,1) - (z,y,2) = (2,-3,1)-(1,1,1)
- IIy: 2z —-3y+2z = 0

1.13 Rectas y planos

Una recta Ly estd contenida en el plano II; si al menos dos puntos de esta recta estdn en II;. En otro caso, la recta L

interseca al plano II; en un punto o es paralela a II; y ajena a él.

Dada unarecta Ly : (x,y,2) = P+tv, t € R, hay
una infinidad de planos que la contienen: Si Q@ € L, un
plano que contiene a Ly es el plano II; que pasa por )
y dos puntos P y R de L;. También podemos tomar
como un vector normal a este plano al vector n; = v xPQ.

Figura 1.24
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Dadas dos rectas diferentes L : (z,y,2) = P+tv, te
R,y Ly : (z,y,2) = Q+tu, t € R, siempre es
posible encontrar dos planos paralelos II; y IIy, que
contienen a L1 y Lo, respectivamente. Un vector normal
a estos dos planos es u X v.

Figura 1.25

Consideremos larecta Ly : (x,y,2) = (1,2,1) + (0,2, 3). Determine una ecuacion cartesiana del plano IT; que
contenga a larecta Ly y al punto P = (0,0, —1) (que no estd en Ly).

Solucion: Para encontrar una ecuacion cartesiana del plano II;, buscamos tres puntos no colineales en este plano; el
punto P que ya tenemos y dos puntos de la recta. Para obtener estos dos puntos de la recta, le damos una par de
valores al pardmetro .

Enestecasocont = 0 y t = 1 obtenemos los dos puntos que
faltan. Tres puntos no colineales en el plano II; son

P = (0,0,—1), Q = (1a2a1)7 R = (17474)

0 0
Estos puntos no son colineales pues | 1 2
1 4

Bien, ahora tomemos
n = QP xRP = (1,2,2) x (1,4,5) = (2,-3,2)

Como n - OP = —2, una ecuacion cartesiana es

I : 2z -3y +2z = -2

Ejemplo 1.36

Considere los planos 1I; : %x +2y+22=5y Illy: %x — 2y 4+ 2z = 3. Como vimos en el ejemplo ??, estos

L 2) +t- (1,0, —%) , t € R. Determine un

planos se intersecan, la recta de intersecciénes L : (z,y,z) = (0, oh
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plano II3, distinto de los dos anteriores, tal que los tres planos 111, Il y Il3 se intersecan en L.

Solucién: Como II3 contiene a la recta L, tomamos dos \
puntos de esta recta y un tercer punto fuera de la recta y de
los otros dos planos, con estos tres puntos podemos obtener
una ecuacion cartesiana de este plano.

Sean P = (0,1,2), @ = (1,3,%2) en la recta y

R = (1,2,1) un punto ajeno a la recta y a los otros dos

planos. Entonces tomando n3 = PQ x PR = (%’ g’ %)

obtenemos la ecucion cartesiana

o 9,.5 .3 53 |
=+ =-y+-z2=—
3167 T 8Y T2 T 16 \

Y
=

Definicion 1.15 (Rectas y planos: Paralelismo, perpendicularidad y dngulo).

Consideremos larecta Ly : (x,y,z) = P+tv yelplanoIl; : ajx 4+ bjy + c1z = dy. Entonces, siendo ny
un vector normal a Iy,

@ [ || I;siysélosing L v
@ [ L IIjsiysdlosing || v
@ Angulo (agudo): 4 L,II; = g— 4 ny,v

Seleccione y arrastre los vectores o los puntos

Angul o I i6
ngulo q I,L [ nterseccién [ ] Wolfram CDF Player

J U, T ~06 = JII,L~097

Figura 1.26: Angulo entre rectas y planos e interseccién
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Ejemplo 1.37

Determine el dngulo que forma la recta de interseccion de los planos

H1:x+y—3 =0
:3x4+y—2 = 0

conelplanoIl: 2x +y+2+4 = 0.

Solucion: Sea L la recta de interseccion de los planos II; y II. Si v es el vector director de la recta L, entonces se
cumple que
vV = ny; X nj,

donde n;;, = (1,1,0) y nm, = (3,1,—1). Entonces

ij k
v=1I11 0|=(-11-2
31 —1

Calculando el dngulo haciendo uno del vector normal al plano II se tiene que

cos| ——a] = sena = =s=5 = a=¢

2 V6 -6 6 2

IT
Asf, el dngulo que forman la recta L y el plano II es igual a &

Ejemplo 1.38

Determine una ecuacién cartesiana del plano II; si este que contiene al punto P = (1,1, 1) y es paralelo a las
rectas Ly : (z,y,2) = (1,2,1)+¢(0,2,3), y Lo: (z,y,2) = (1,0,1) +¢(5,0,0)

Solucion: De acuerdo a la teoria, un vector normal a IT; debe ser perpendicular a (0,2, 3) y a (5,0, 0); entonces
para encontrar una ecuacion cartesiana del plano II;, podemos tomar

n = (0,2,3) x(5,0,0) = (0,15,—10)

Como n - OP = 5, una ecuacion cartesianaes Il; : 15y — 10z = 5
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—
Ejemplo 1.39
Determine una ecuacion cartesiana del plano II; que sea perpendi-
cular a la recta
Ly: (z,y,2) = (1,2,1)+t(0,2,3)

y que contenga al punto P = (1,1, 1).

Solucién: Para encontrar una ecuacion cartesiana del plano II;,

podemos tomar n = (0,2,3). Como n- OP = 5, una

ecuacion cartesiana es X

I : 2y+32 = 5

—

Ejemplo 1.40

Se considera la recta L : { T+ 2y

Y+ 22 7 yelpunto P = (1,2,3).

Nos interesa calcular una ecuacién paramétrica del plano II que es perpendicular a la recta L y contiene el punto P.
Consideremos los planos I : x +2y = 7 y Iy :y+2z = 4.Es claro que un vector normal al plano II; es
ng, = (1,2,0) y ng, = (0, 1,2) corresponde a un vector normal al plano ITs.

Si el plano II es perpendicular a la recta L se cumple que nyg, || II y n, || IT.

Luego una ecuacion vectorial del plano II estd dada por:
II: (z,y,2) = (1,2,3)+t-(1,2,0)+s-(0,1,2), t,s € R

Por lo tanto una ecuacién paramétrica del plano I es
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z = 141
y =24+2t+s; t,seR
z = 3+ 2s
—
Ejemplo 1.41
Determinar una ecuacién del plano que pasa porel punto A = (2, —1, 1) y es paralelo al plano 3x+y—5z+9 = 0.
Solucion: Un plano paralelo al plano 3z +y — 52+ 9 = 0 tiene por ecuacién 3z +y — 5z +d = 0, esto

porque los vectores normales son paralelos, en ese caso es el vector (3,1, —5). Dado que el plano buscado contiene
al punto A = (2, —1, 1) entonces sustiuyendo obtenemos

3c+y—5z+d = 0 = 302)+-1-5(1)+d = 0 = d = 0.

Por lo tanto, una ecuacién del planoes 3z +y — 5z = 0.
—

Ejercicios
Ejercicios
@ 1.13.1 Sean A = (1,1,1), B = (-2,1,2) y C = (3,-3,0).

a.) Calcule una ecuacion vectorial de larecta L1 que pasapor Ay B

b.) Calcule una ecuacion vectorial del plano II; que contiene a los puntos A, B 'y C

c.) Calcule una ecuacion cartesiana del plano II; que contiene a los puntos A, B y C
@ 1.13.2 Calcule una ecuacion cartesiana del plano IIy que contiene alarecta L3 : (x,y,z) = ¢(1,0,3) y pasa por
Q = (-2,-2,2).
@ 1.13.3 Calcule una ecuacion cartesiana del plano I3 que contiene al punto @) = (—2,—2,2) y es paralelo al plano

y: x+2y—2z = 1.

@ 1.13.4 Determine una ecuacion cartesiana del plano II que contiene al punto (1,1,1) y que es que paralelo a las
rectas L5(t) = (1,1,1) +¢(1,—-1,1) y Le(t) = (3,—1,1) +¢(—1,1,2).

@ 1.13.5 Considere el plano II de ecuacién vectorial IT: (1,2,0) +¢(—2,4,1) + s(1,1,2). (Cudles de los siguientes
puntos (0,0,0), (1,2,0) y (2,—3,—3), estdn en el plano II?
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Coordenadas Polares.

A veces es necesario hacer cambios de variable. En R? nos interesa pasar de coordenadas cartesianas (z,y) a otro tipo de
coordenadas mds adecuado (u,v) para simplificar los cédlculos. En particular son muy itiles las coordenadas polares para
describir figuras con “simetria circular”.

Las coordenadas de un punto en el plano también se pueden establecer fijando un punto O, llamado polo u origen y
construyendo un eje con punto inicial O. Este eje lo llamamos Eje Polar. Este nuevo sistema de coordendas se llama

“sistema de coordenadas polares”.

A cada punto P en el plano se le pueden asignar las coordenadas (r,6) (llamadas coordenadas polares del punto) de la

manera que se indica en la figura que sigue,

P(r,0)

K 16 » Eje polar
Polo
Figura 1.27: Coordenadas polares de P .

9

@ 7 es la distancia de O a P. M4ds adelante la tomaremos como una “distancia dirigida”, es decir, el signo
invierte la direccion.

@ 0 es el dngulo desde el Eje Polar hasta el segmento OP

Ejemplo 1.42

a.) El punto P (2, g) estd a 2 unidades del polo. El angulo desde el Eje Polar hasta OP es 0 = g

b.) El punto @ (3, —%) estd a 3 unidades del polo. El angulo desde el Eje Polar hasta OQ es 6 = —%.

11 — 11
c.) Elpunto R <3, 67r> estd a 3 unidades del polo. El dngulo desde el Eje Polar hasta OR es 6 = i}
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P, z

T /<J1 D) :D(z,g) i /<$2 3 o /sz 3
\J \ ¢9:_% \ ¢9:11T7r
v e . R

Figura 1.28: Puntos P, Q y R.

Ejemplo 1.43 (r como “distancia dirigida™)

a.) El punto P (2, g) estd a 2 unidades del polo. El 4ngulo desde el Eje Polar hasta OP es 6 = g
Y
"3

b.) El punto @ (—2 ) estd a 2 unidades del Polo pero en direccién opuesta a P. El dngulo desde el Eje Polar

hasta OP es 0 = g

N
&
3
&

3T
2 2
Figura 1.29: r como “distancia dirigida”

c.) El punto P (2, g) tambien se puede representar como P (2, g + 277) y como P (—2, % 2 7r>
—

No unicidad. A diferencia de las coordenadas rectdngulares de un punto, en coordenadas polares la representacion no es

tnica: P(r,f) también se puede representar como P(r,6 £ 2kw) con k € Z.

Ademds como r la tomamos como una distancia dirigida, entonces P(r,f) también se puede representar como

P(—r,0 £ (2k+ 1)7) con k € Z.

Adicionalmente, el Polo se puede representar con O(0,6) con 6 € R.
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Ejercicios

@ 1.14.1 Represente, en un sistema de coordenadas polares, los siguientes puntos,
a.) (2,m)
b) (—2,m)
c.) (3,m/4)
d) (3,97/4)
e.) (—3,5m/4)

Conversion de coordenadas

Para empezar podemos establecer una relacién inicial entre la coordenada (r,6) de un punto P y sus respectivas
coordenadas cartesianas. La relacion se puede ver usando una figura,

Figura 1.30: Conversién de coordenadas

Conversion de coordenadas polares a coordendas rectangulares. Deducimos que si tenemos las coordenadas
polares (r,6) de un punto P, entonces las coordenadas cartesianas de P son (z,y) con

{:17 = rcosf

y = rsenf

Conversion de coordendas rectangulares a coordenadas polares. Si tenemos las coordenadas (z,y) de un punto
P, podemos determinar un juego de coordenadas polares con r >0y 6 € [0, 27].

La funcién ” arctan” usualmente la tomamos como la inversa de la funcién tangente, por tanto la funcién
7 arctan” devuelve dngulos en el intervalo | — w/2, 7/2]. Es costumbre hacer algunos ajustes a la funcién arcotan-
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gente de tal manera que, dado u punto punto (z,y), podamos obtener un juego de coordenadas (r,#) con el dngulo correcto.

Dado en punto (x,y), un juego de coordenadas polares para este punto es (r,6) con

r = /2 + y2
( arctan(y/) si. x>0 (IylIV cuadrante)

arctan(y/x) + m si  x <0 (Il'y lII cuadrante)

) = g si z=0 y y>0
T si z=0 y y<0
2
[ O si =0 y y=0 (convenio)

Ejemplo 1.44 (Conversion de coordenadas polares a coordendas rectangulares)

a.) Consideremos el punto P(+/3,7/3). Para hacer la conversién a coordenadas rectangulares, usamos la
férmula que establecimos mads arriba.

r = V3cosm/3 =
(r,0) = (V3, 1/3) =

| o |§I
O
w

y = +/3senw/3 =

b.) Consideremos el punto P(—+/3,7/3). Para hacer la conversién a coordenadas rectangulares, usamos la
férmula que establecimos mds arriba.

V3
r = —+v3cosm/3 = Sy A3
(r,6) = (—v3, 7/3) = o (o) = (_27 _2>
y = —+V3senn/3 = —g
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Ejemplo 1.45 (Conversion de coordendas rectangulares a coordenadas polares)

a.) Consideremos el punto P(—1,1). Para hacer la conversién a coordenadas polares, usamos la férmula que
establecimos mds arriba. Observemos que P(—1,1) estd en II cuadrante.

ro= V2

(,y) = (-1, 1) —> — (r,0) = (ﬁ 3”)

f = arctan (}1) +7T = —% 1

b.) Consideremos el punto P(0,2). Para hacer la conversién a coordenadas polares, usamos la férmula que
establecimos més arriba. Observemos que P(0,2) estd en el eje Y.

r o= 4 =2
(z,9) = (0, 2) = — (r,a):@, E)

m
2

Ejercicios

@ 1.14.2 Haga la conversion a coordenadas cartesianas de los siguientes puntos,

a) (1,m) c) (2,7/3)

b) (—1,7) d) (=2,7/3)

@ 1.14.3 Haga una conversion a coordenadas polares de los siguientes puntos,

a) (0,-5)

d) (v3,—Vv3)
b) (=5,0)

e) (vV2,v3)
c) (—V3,-v3)

Curvas en coordenadas polares

Para hacer la conversion de la ecuacién de una curva en coordenadas rectagulares a una ecuacién en coordenadas polares,
usamos las relaciones
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r = 0
- /—:Jc2—|—y2, {Z T COS

= rsenf

A veces es posible despejar 7 = g(f), con excepcién de algunos valores de r, y este despeje ain asi es adecuado para
nuestros célculos.

Los dos primeros ejemplos que siguen son las curvas mds simples: r = constante y § = constante.

Ejemplo 1.46 (Circunferencias y rayos)

a.) Las circunferencia 22 + 32 = a? tiene ecuacioén polar » = a (funcién constante).

En efecto, sustituyendo obtenemos

NI

N2

3
2

Figura 1.31: Circunferencia r = 2

b.) La recta de ecuaciéon y = mx (una recta que pasa por el origen) tiene ecuacion 6 = arctan(m)
En efecto, sustituyendo obtenemos

lE]
<
I
=
8

rsen = mrcosf

tanf = m

6 = arctan(m)

3
2

Figura 1.32: Recta 6 = %

Por ejemplo, la recta y = \/3z tiene ecuacién en polares
0 = arctan /3 = g
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Ejemplo 1.47 (Ecuacion polares de una curva)

Obtener una ecuacién en coordenadas polares de la curva (22 + y2)% = 2°2.

Solucion: Sustituyendo,

(x2+y2)3 — 25$

(r?) = 2%rcosf T8 d 1
]

% = 2%rcosf 2f
y
r = 2vVcosf Figura 1.33: Curva (2% + y?)3 = 2°z.

Ejercicios

@ 1.14.4 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (22 + 32)3 = 3.

@ 1.14.5 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva y = x
@ 1.14.6 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (z +1)2 +y? =1

@ 1.14.7 Obtener una ecuacioén en coordenadas polares para la curva z2 4+ y? = 2y/22 + 92 + z

Simetria

En el ejemplo 1.50 podemos notar que la grafica presenta simetria respecto al eje Y. Haber notado esto nos hubiera
permitido conocer propiedades de simetria de la grafica.Hay una manera de verificar si una curva presenta simetria respecto
alalinea 0§ = 7 /2, respecto al Eje Polar y respecto al Polo. Estas pruebas de simetria solo dan “condiciones suficientes”,
es decir, si la prueba de simetria falla, podria ser todavia que la curva presente simetria. Esto es asi porque como las
coordenadas en polares no son Unicas, las curvas pueden tener ecuaciones alternativas. En algunas de estas ecuaciones las
pruebas de simetria funcionan, en otras no.

Pruebas de simetria. En este curso solo consideramos tres pruebas de simetria.
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T T T
2 2 2
(_r’_e)
(r,m—0) (r, 0) (r, 0) (r, 0)
. m-0 T+0
\\/‘ /
T - \9 0 P4 0 0 b4 Y 0
\\\!_9 }/,
e o
(r,—G) (I’,7'C+9)
(—r,m— 9) (_r9 9)
3n Y3 3
2 2 2

(a) Simetria respecto a larecta 6 = 7/2 (b) Simetria respecto al Eje Polar (¢) Simetria respecto al Polo

(Pruebas de simetria: Suficientes pero no necesarias)

Prueba de simetria Aplicara r = f(0) y simplificar

Simetria respecto a la recta 6 = /2 fm—=0)=f(0) o —r=f(-0)
Simetria respecto al Eje Polar f(=0)=f©O o —r=f(r—20)
Simetria respecto al Polo fr+0)=f(0) o —r=f(0)

%

r=3+2cos 0

La curva de ecuacién r = 3 + 2 cos @ es simétrica respecto al Eje
Polar pues

; A

y23450

f(0) =3+2cos = f(—6)=3+2cos(—0)=3+2cosf

3r

2

Figura 1.34: La curva r = 3 4 2 cos § presenta simetria

respecto al Eje Polar
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Representacion grafica en coordenadas polares.

En general, en este curso, nos interesan curvas de ecuacién r = g(#). La manera de hacer la representacion grafica de
curvas sencillas es (por ahora) representar algunos puntos de la curva y usar propiedades de simetria para completar el grafico.

Ejemplo 1.49

Realizar el gréfico de la funcién r = 2 cos 6

Solucién: Hacemos una tabla de valores para esta funcién tomando valores de 6 en [0, 27].

- 5 Wolfram CDF Player
Tangentes al polo: 6 = 3 yo=—

Tabla de Valores
6 r=1-2cosf

-1
-073

0.
1

Coordenadas Polares

Caso: r = g(0)

Sistema

=]

r=2

r=2cosf

NFA WR oA

r = 2senf

r=1-2cos@

r=1+sen30

I~
=1

2.
273

3.
273
r=1-senf

r=2vcos26

(Rl (TR PR P ) |

ol wl ul oF = off uf

E ol ol o o = af
N

N
4 °
-

| Comparti | G (B W Mﬁﬂ-’l@

Ejemplo 1.50

Realizar el gréfico de la funcién r = 4 sen 6

Solucién: Hacemos una tabla de valores para esta funcién tomando valores de 6 en [0, 27].
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0|n/6| n/3 | /2| 2n/3 |bn/6 | | Tn/6 | 3m/2
0l 2 [2v3] 4 [ 2v3] 2 |o| 2 | 4

3
2

Figura 1.35: Graficade r = 4sen6

Nota: Observe que, para esta funcion, en realidad solo se necesita una tabla de valores en [0, 7]

Madximos, ceros y tangentes al polo.

Una ayuda adicional para realizar el grafico de una curva con ecuacién en coordenadas polares, es conocer los 4ngulos para
los que |r| es méximo y para los cuales r = 0 y adicionalmete conocer las tangentes al polo.

Maximo valor de |r|. Para curvas sencillas podemos obtner el valor mdximo de |r| por inspeccion, usando el hecho de
que —1 <senfl <1y —1 <cosf <1.

dr
Adionalmente podriamos aplicar cdlculo: Los puntos criticos los obtenemos resolviendo la ecuaciéon — = 0.

o ~

Ceros. Resolvemos la ecuacion trigonométrica f(6) = 0

Tangentes al Polo. Sea C' una curva de ecuacién r = f(#) con f una funcién derivable. Si la grifica de C' pasa por el
Polo cuando 6 = « entonces f(a) = 0.

Una tangente §# = o alacurva r = f(#) es una “tangente al polo” si f(a) = 0.

xr = f(0)cosh

C = f(6 t ,1 dientes de las t tes vi dad
omo r = f(6), y = f(6)send y entonces, las pendientes de las tangentes vienen dadas por

dy
70 ! 0 0
% — % = ;/EZ? Senz + ;((9)) ;(:S 7 (Cuidado: La pendiente de la tangente no es f/(9)) !!!
x cosf — n
do

Asi, larecta § = « es una tangente a la curva si existe la derivada
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dy J'(a)sena + f(a) cosa

~ f'(a)cosa — f(a)sena

dx |,

«

d
El caso mds sencillo es cuando f(a) =0 y f’(«) # 0, en este caso: &y = tana.

L log=a

Tangentes y Tangentes al Polo

@ Lalinea 6 = « es una tangente al polo en la grafica de la curva ,C si f(a) =0y f'(a) #0

d
@ Lalinea 6 = « es una rangente al polo vertical, en la grifica de la curva C, si f(a) =0y ’dy‘ — o0 si
75

0 — «

d
@ Lalinea § = « es una tangente al polo horizontal, en la grifica de la curva C, si f(a) =0y d—y = 0.
x

f=a

@ También puede pasar que la derivada solo exista como un limite unilateral o que dy/dz se tenga que calcular
como una forma indeterminada en el caso de que f(a) =0y f'(a)=0.

Realizar el grafico de la curva de ecuaciéon » = 1 — 2 cos 6.

Solucion: Para realizar la grafica vamos a aplicar las pruebas de simetria, vamos a calcular los valores méximos, los
ceros y las tangentes al polo. Finalmente haremos una tabla de valores.

a.) Simetria: La curva es simétrica respecto al Eje Polar.

b.) El valor méximo de |r| : Por inspeccion: Como 2 > —2cosf > —2, entonces el valor médximoes |r| = 3
cuando 6 =7

1
c.) Cerosen [0,27]: 1 —2cosf =0 — 0059:5 = 0=7/3 y 0=>5n/3.

d.) Tangentes al Polo en [0, 2] : La funcién se anula en « = 7/3, 57/3. Como 7/(f) = 2senf y como
r'(w/3) #0 y r'(57/3) # 0, entonces las rectas § = w/3 y 6 = 57/3 son dos tangentes al Polo.

e.) Tabla de valores y grdfico
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sn Wolfram CDF Player

Tangentes al polo: 8 = % yO0=—

Coordenadas Polares

Tabla de Valores

Caso:r = g(6)
6 r=1-2cosf
Sistema 0 o1,
oL -
r=2 6 o3
L 0.
r=2cosf o
5 1
r =2senf 2n 2.
3
r=1-2cosf 5?“ 273
r=1+sen30 “ 3.
& 2.73
r=1-senf i
= 2.
r=2vcos20 3n 1,
| 2
o 0.
3
Un 0.73
6
2n 1

| compartir | @) (B W Mﬁﬂ‘m@
I

Nota sobre tangentes al Polo. Si f’ no estd definida en el cero # = a entonces no se pueden definir tangentes al Polo
para este valor del 4ngulo. Como ya indicamos, puede pasar que la derivada solo exista como un limite unilateral o que
dy/dx se tenga que calcular como una forma indeterminada en el caso de que f(a) =0y f'(«) = 0. Por ejemplo, la

— 20
curva de ecuacion r = y/cos(26) tiene ceros en 6§ = +m/4 pero su derivada 7’/(0) = 8611229;
cos

esta definida solo si

cos(26) > 0. Aun asi, la derivada existe como limite unilateral:

Figura 1.36: Las rectas § = 47/4 son tangentes al Polo.

Las rectas # = 4+ /4 son “tangentes en el limite”, pues como
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Entonces,
dy —sen(20) sen 0 4 /cos(26) cos
dy _ do _ r'(0)sen 4 r(0) cos  \/cos(20) — 1 si 0 — T
de  dr  7'(f)cosh —r(f)send  —sen(26) 4
il ———=~cosf — \/cos(20) sen
b cos(26)
Ejercicios

@ 1.14.8 Realizar el grafico de las curvas cuya ecuacion se indica en la lista que sigue. Usar simetria, ceros, valores
maxomo de |r|, tangentes al Polo y una tabla de valores.

a) r=2

b) 0 =3r/4

c.) r=3cosf

d) r=3senf

e) r=2+ 3cosf

f) r=2—3cosf

g.) r=4cos20

h.)) r = 4sen260

Interseccion entre dos curvas

Si tenemos dos curvas Cy : 7= g1(0) y Ca : 7 = g2(0), siestas curvas se intersecan, entonces la ecuacién g(f) = g2(0)
podria darlos algunos puntos de interseccion entre ambas curvas y en algunos caso no todos (debido a la no unicidad de
las coordenadas polares). Si se yiene una representacion grafica, la podemos usar como orientacién de los puntos de
interseccion que se esperan.
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Determine los dos puntos de intersecciéon entre las curvas
Ci:r=2y Cy: r=4sen(20), en el I cuadrante.

Solucion: Como C; : r =2y Cy: r = 4sen(20) entonces
resolvemos 2 = 4 sen(26)

2 = 4sen(20) = sen(20) = %

T + 2km
6 = 6
2
= T
T — — + 2km
0 = 6
2
De estas soluciones, nos sirven 6 il 0 o7
uci irv == ==
’ 127771

Determine el dnico punto de interseccion, en el Il cuadrante, entre
lascurvas C;: r=1—2cosf y Co: r=2senf.

7=

4sen26

r = 4sen260

0

\

r=1-2cosf \\

~ 1.57079

YRS

1 = 2sen(0)
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Solucién: Como C7: r=1—2cosf y Cy: r = 2senf entonces resolvemos 1 — 2 cosf = 2sen 6
1—2cosf = 2sen(6),
elevamos al cuadrado,
1—4cosf+4cos’d = 4send
—3 —4cosf +8cos’ = 0,

hacemos sustitucion y resolvemos,

4+ 112

U+ U U 16
44+ +/112
0 = arccos (1)+2k7r
4+ 112 6
cosf = T —
4 4+4/112
§ = —arccos T + 2k7

4 —+/112
T ) ~ 1.994

De todas las posibilidades, en el II cuadrante el inico punto de interseccion seria ; = arc cos (

Curvas especiales

Hay muchas curvas importantes que tienen una ecuacién simple en coordenadas polares. A continuacién hacemos un
resumen de algunas de estas curvas.

i s r r
2 2 2 2
b/ 0 b1 0 pis 0 n 0
3 3 3 3
2 2 2 2
a a a a
-<1 -—=1 l<—-—<2 -—2>2
b b b b

Figura 1.37: Caracoles r = a+ bcos, a >0, b>0.

También son caracoles las curvas de ecuacion r = a £ bsen 6, solo que “abren en direccién del eje Y


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

1.14 Coordenadas Polares. (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatemartical).

68

3
2

r = acosnf

SR
N

n=2
3n 3n
2 2
r=acosnf r = asinnf r = asinnf

Figura 1.38: Rosas de n pétalos si n es impary de 2n pétalos si n es par

T
N
a
3n
2
r=acos 6
Circulo

(1
SIE

a
3n 3n 3n
2 2 2
r=asin 0 r? = qa?sin 20 r? = a?cos 20
Circulo Lemniscata Lemniscata

Figura 1.39: Circunferencias y Lemniscatas
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2 — Secciones Conicas

2.1 Introduccion.

Las secciones cénicas son curvas se pueden obtener como curvas de interseccion entre un plano y un cono. Las cOnicas
“propias” son la pardbola, la elipse y la hipérbola. La circunferencia es un caso especial de elipse. En coordenadas
rectangulares, una cénica tiene “ecuacion general”

Az + Bay+Cy*+Da+Ey+ F=0. (2.1)
A A
4 at
24
Eje focal
A B A 1 Eje focal
S Dt
. - - |
1 1\ 2 3 1 2
2t 2t
a.) Pardbolay? — 4z — 2y +5=10 b.) Elipse 222422y —4x+2y?—2y—4 =0 ¢.) Hipérbola 222 — 62 — 32 +y — 1 =0

Sin embargo, hay casos en los que esta ecuacién general no tiene soluciones (no hay lugar geométrico) o el conjunto
solucién es por ejemplo un punto o dos rectas. Estos casos especiales se llaman “cénicas degeneradas”.



2.1.1

2.1 Introduccion. 70

Usando la teoria de formas cuadraticas podemos obtener un criterio para clasificar las conicas a partir de su ecuacién general.

Teorema 2.1

Sea C lacénicade ecuacion A 224+ B xy+Cy?’+Dx+Ey+F =0.S1 A = 4ACF—-AE?-B*>F+BDE—-CD?,
entonces

a) si B2 —4AC =0y A # 0, tenemos que C una paribola.
b.) si B2 —4AC <0y A # 0, tenemos que C una elipse.

c) si B2 —4AC >0y A #0, tenemos que C una hipérbola.

Rotacion. Si tenemos una cénica “no degenerada”, de ecuacion
Ax>+Bay+Cy*+Da+Ey+F =0.

con B # 0, el “eje focal” no es paralelo a los ejes X ni Y y la conica presenta una rotacion respecto a estos ejes. Esta
rotacién se puede “eliminar” haciendo un cambio de variable. Por ejemplo, si la cénica presenta una rotacién de angulo 6
respecto al eje X , entonces el cambio de variable © = 2’ cos — ' senf y y = 2’ sen 6 + 3/ cos 6 nos da una cénica sin
rotacion, respecto al sistema X'Y”, es decir, la ecuacion respecto a este sistema tiene la forma

A/ (.13/)2 + Cl (y/)2 + D,SBI + El yl + F/ =0.
Conica en posicion estandar. Si B = 0, el “eje focal” es paralelo al eje X o es paralelo al eje Y. En este caso decimos
que la conica estd en “posicién estdndar”. La ecuacion de una cénica en posicidn estdndar es

A2 +Cy*+Dx+Ey+F=0.

Si la cénica estd en “posicion estdndar”, completando cuadrados podemos obtener la llamada “ecuacién candnica”. Con
esta ecuacion es més facil clasificar la conica y obtener las caracteristicas mds importantes de la curva.

Preliminares

Completar el cuadrado. En el tema de cénicas es muy util la “completaciéon de cuadrados” pues nos permite reducir
ecuaciones del tipo Az? + Cy? + Dz + Ey + F = 0 a una ecuacién m4s natural y con mds informacién. Una manera de
completar cuadrados es

b\? 2
2 _
ax +ba:—}-c—a<x—|—2(]> ——+4c

a.) Completar el cuadrado en 4z — 8x
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-8\*_ (=8’
Solucién: 4z2— = 4 =
oluciéon r°—8x <x+2.4) 14
— 4x—1)2-4

b.) Completar el cuadrado en y? + 4y — 8

e 2 4 2 (4)2 2
Solucion: y*+4y—-8 = |y+=) —— -8 = (y+2)°—12

Lugares geométricos. Informalmente, un “lugar geométrico” es el “rastro” o la “huella” que deja un punto que se mueve
de acuerdo a una ley especificada. En lo que a nosotros concierne, usaremos esta definicion: Un “lugar geométrico” es
el conjunto de todos los puntos (usualmente los puntos de una curva o una superficie) que satisfacen algin criterio o

propiedad.

Ejemplo 2.2 (Lugar geométrico).

Una circunferencia en el plano es el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de un punto O llamado “centro”.

Nos interesa la ecuacion en coordenadas rectangulares de la curva que se YA
forma: Una circunferencia de radio a estd formada por todos los puntos
(z,y) que estdn a una distancia “a” del centro O = (h, k). Entonces o
k ¢ -
I(z,y) = (hk)l[=a = V(@—h?2+@Hy-k?=a S =

Figura 2.1: Lugar geométrico
— (z—h)?+(@y—k)?=d

La ecuacién (z — h)? + (y — k)? = a® es la versién en coordenadas rectangulares para una circunferencia de

centro (h, k) y radio a.
—
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2.2 La Pardabola

Definicion 2.1 (La pardbola como lugar geométrico).
En un plano, una pardbola es el lugar geométrico de todos los puntos () equidistantes de un punto fijo F' (llamado
foco) y de una recta fija ¢ (llamada directriz) que no contiene a I, es decir, d(Q, F') = d(Q, ).

Pardbola como lugar geométrico:d(Q,F) =d(Q, /)

A Wolfram CDF Player

Directriz { \J\

Eje focal

Compartir | o LR E.
Figura 2.2: Parabola

Propiedad focal de la pardbola: En Fisica, la ley de reflexion establece que si un rayo de luz ¢; toca una superficie
pulida m en un punto @), este rayo es reflejado a lo largo de otra recta /> de tal manera que si n es la recta normal
a m en @, el dngulo de incidencia « es igual al angulo de reflexién (3. Esta ley combina muy bien con la llamada
“propiedad focal” de la pardbola: La normal a la pardbola en cualquier punto Q de la pardbola forma dngulos iguales con
el segmento FQ (que corresponde a {1 )y la recta que pasa por @ y es paralela al eje de simetria de la pardbola (que

corresponde a {5 ).

Aplicaciones. Las antenas utilizadas preferentemente en las comunicaciones via satélite son las antenas parabdlicas. Las
sefiales que inciden sobre su superficie se reflejan y alimentan el foco de la pardbola, donde se encuentra el elemento


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap2-CSCDFParabolaDefinicion.cdf

2.2 La Pardbola 73

receptor (también podria ser un elemento emisor). Son antenas parabdlicas de foco primario. La propiedad focal de la
pardbola también se usa para el disefio de los focos de los automdviles, en este caso se debe usar un lente para desviar la luz
de tal manera que no afecte a los conductores que vienen de frente,

Directriz, eje, vértice y foco. La recta que pasa por F' y es perpendicular a
L se llama “eje” o “eje de simetria”. El punto de la pardbola que estd sobre
este eje transversal se llama vértice y lo denotamos con V. Por la definicioén de
la pardbola, el vértice estd a la misma distancia de la recta ¢ y del Foco. Esta
distancia la denotamos con p

Ecuacioén canénica.

En coordenadas rectangulares, una pardbola tiene ecuacion general

Az + Bry+Cy>+ Dz +Ey+F=0 con B?—4AC=0 y A#0

Si B # 0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al eje Y. En este caso, la pardbola presenta una rotacion
respecto a estos ejes. La rotacion se puede eliminar (respecto a los nuevos ejes X', Y”) haciendo el cambio de variable
x=1a'cosf —y'senf y y=x'sen6 + y cosb.

Parédbola: Ecuacién general Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:0, A#0, B> —4AC=0
Wolfram CDF Player

1.x%- 4.y +0. 4
~7

Compartir | o L} 4

Figura 2.3: Parébola con rotacién: B # 0

Si B = 0, la cénica estd en posicion estandar y la directriz es paralela al eje X o paralela al eje Y.
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YA
Pardbola en posicion estdndar: Directriz paralela al eje Y . (A P>0p=D

Si la directriz es paralela al eje Y ysi V = (h, k), entonces hay Y -
dos posibilidades: la pardbola abre a la izquierda o abre a la derecha.

En el caso de que la pardbola abre a la derecha, el foco es
F=(h+pk)

Los puntos @ = (x,y) de la pardbola satisfacen d(Q, F) =
d(Q, ), es decir,

VE—h=p2+(y—k? = z—h+p
(x—h=p*+@y—k? = (x—h+p)

(y—k)? = 4p(z — h)?

Como p > 0, entonces = > h como se espera. Asi, si la pardbola abre hacia la derecha, su ecuacion canonica es

(y — k) =4p(x —h) con p>0.

En el caso de que la pardbola abra a la izquierda, el foco es F' = (h — p, k). Los puntos @ = (z,y) de la pardbola
satisfacen d(Q, F)) = d(Q, L). Procediendo como antes,

\/($—h+]3)2+(y—k:)2 =z—h-p = (y—k:)2:4p(:c—h) con p= —p.

Como p = —p, el focoes F' = (h + p, k) nuevamente.

En ambos casos, la ecuacién simplificada es (y — k)2 = 4p(x — h) donde p = |p|. Con esta notacién, si p > 0, la
pardbola abre a la derecha y si p < 0, la pardbola abre a la izquierda. Esta ecuacién es llamada ecuacion canonica o
natural. Esta ecuacién es especial pues contiene la informacion del vértice, el foco y la directriz.
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Pardbola (y — k)% = 4p(z — h)

Wolfram CDF Player

AY YA 9,

7 A p>0; p=p

»—y y-«

& k 4

Compartir | o >

Figura 2.4: Parabola con directriz £ : y = h — p, paralela al eje Y.

Hallar la ecuacién candnica, el vértice, el foco y la directriz de la pardbola cuya ecuacién es y> — 6y — 2z + 17 = 0.
Ademés realice la grafica.

Solucioén: Para hallar la ecuacién canénica debemos completar cuadrados.

2 —6y—22+17 = 0

—6\? 62
) - _9p 417 =
<y+2.1> 11 x + 17 0

(y—32-9-20417 = 0

(y=3)° = 2(z—4)

@ Elvérticees V = (4,3)ycomo 4p=2 = p=1/2>0.
@ La pardbola abre hacia la derecha y tiene el focoen F' = (4 + 5, 3).

@ La directriz es la recta de ecuaciéon £ : © =4 — % La gréfica se muestra en la figura.
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YA /

V

|
4™

|

|

|

|

|

|

|

|

|
S
35 4 45 X
Figura 2.5: Pardbola (y — 3)*> = 2 (z — 4)

Ejemplo 2.4

Determine la ecuacién candnica de la pardbola de ecuacién
Solucién: Primero, para orientarnos, dibujamos la circunferencia

(r — 6)2 + y> = 20. Esta circunferencia tiene centro (6,0) y radio
v/20. La situacién, segin los datos, es la que se presenta en la figura de la
derecha: Solo hay estas dos posibilidades, pues las pardbolas deben contener a
los puntos (4,4) y (4,—4).

La ecuacién canénica de cada pardbola es, en ambos casos, (y—k)? = 4p(x—h).

@ Siel vérticees (h, k) = (0,0) : Como (4, 4) estd en la pardbola, entonces

(y—k)?=dp(z—h) = 4°=16p — p=1.
La ecuacién de la pardbola es 3> = 4x.
—4
@ Si el vértice es (h,k) = (12,0) : Como (4,4) estd en la pardbola,
entonces

y? =dp(x —12) = 42 =4p(-8) = p=-1/2

La ecuaci6n de la pardbola esy®> = —2 (z — 12)

Pardbola en posicion estandar: Directriz paralela al eje X . De manera andloga al caso anterior, si la directriz es
paralela al eje X, entonces la ecuacion canonica de la pardbola es

(x — h)* =4p(y — k)
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de tal manera que si p > 0, la pardbola abre hacia arriba y si p < 0, la pardbola abre hacia abajo. En resumen, si la
directriz es paralela al eje X o paralela al eje Y, y si el vérticees V' = (h, k), la ecuacién candnica es

Pardbola (z — h)? = 4p(y — k)

Wolfram CDF Player

Y p<0;p=-p Y p>0; P=P :
k+pe-—------- : i
DU |
P L
[ 4
| |
(z,y) I |
> | T A ¢ >
X h r X
Compamr|° L 2

Figura 2.6: Pardbola con directriz £ : y = k — p, paralela al eje X.

Hallar la ecuacién canénica, el vértice, el foco y la directriz de la pardbola cuya ecuacién es 222 — 4z — 2y — 4 = 0.
Ademas realice la grafica.

Solucion: Para hallar la ecuacién canénica debemos completar cuadrados.

202 —4x —2y—4 = 0

(z-1° = (y+3)

@ ElvérticeesV = (1,-3)ycomo 4p=1 = p=1/4> 0.

@ La parabola abre hacia la derecha y tiene el focoen F' = (1, —3 + ;11)
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A
@ La directriz es la recta de ecuacién £ : y = —3 — i. ’
@ Intersecciéneje X : 222 —4r —4=0 = =
1++/3
@ Interseccidneje YV : —2y—4=0 — y= -2
-3
La gréfica se muestra en la figura. .
Figura 2.7: Pardbola (z — 1)* = (y + 3)
—
Ejemplo 2.6
Hallar la ecuacién canénica de la pardbola con vértice en (—2,4) y foco en (—2, 3). Realizar la grafica.
Solucién: Dado que el vértice y el foco tienen igual abscisa, el eje
de la pardbola es vertical, ademads las distancia entre el foco y el /A 4
vértice es |p| = 1 y como abre hacia abajo, p = —1. Entonces la A=
ecuacion canonica es, : oo \3
|
| ]
(o+2)” =4y - 49) |
La directriz es la recta y = 5 . La gréfica se muestra en la figura. :
: >
=9 X
—

Ejercicios

@ 2.2.1 Determine la ecuacion candnica de las siguientes pardbolas,
a) y=2z2—4x +1.
b) 99> —-82x—-3=0
c) Y +2y—4dx =T

d) 22422z —2y+5=0
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e) 22 —y+2=0

@ 2.2.2 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con vértice en (1, 3) y foco en (2, 3).

@ 2.2.3 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con eje focal paralelo al eje X y que pasa por los puntos
(O7O>7 (_172) y (_27 _2)

@ 2.2.4 Determine la ecuacion candnica de la pardbola con vértice en (—1,1) y directriz y = 0.
@ 2.2.5 Determine la ecuacién candnica de la pardbola con foco en (3,4) y directriz x = 7.

@ 2.2.6 Determine la ecuacion candnica de la pardbola con vértice en (2, 3), eje focal paralelo al eje Yy que pasa por el
punto (4,5).

@ 2.2.7 Determine la ecuacion candnica y el foco de la pardbola (o las pardbolas) que satisfacen simultdneamente las
siguientes condiciones:

a.) vértice en (2,0),
b.) contiene al punto P = (8,b) con b > 0,
c.) la distancia de P a la directriz es 10,
d.) eje de simetria paralelo al eje Y.
@ 2.2.8 Hay tres pardbolas que satisfacen simultdneamente las siguientes condiciones:
a.) Vértice en (2,0),
b.) contiene al punto P = (b,8) con b > 2,
c.) la distancia de P a la directriz es 10.
Determine la ecuacién canénica de cada una de estas pardbolas y el valor de b en cada caso.

@ 2.2.9 En la definicion de la pardbola como un lugar geométrico se indica que el foco no estd en la directriz. ; Qué pasa si
el foco estd en la directriz?

b A
@ 2.2.10 Verificar que el vértice de la pardbola y = axz? + bx + ¢ es el punto (—2, _4a) .
a

@ 2.2.11 Determine la ecuacion del lugar geométrico de los puntos @ del plano XY tales que equidistan del punto (2, 3)
y de la recta de ecuacién x = 4.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

2.3 La Elipse (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematicay). 80

2.3 LaElipse

Definicion 2.2 (La elipse como lugar geométrico).
En un plano, una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos () cuya suma de distancias a dos puntos fijos, F
y F», (llamados focos), es constante (una constante mayor que d(F, F»)). Si la suma es la constante 2a, con
2a > d(F1, F»), entonces
d(Q, F1) +d(Q, F>) = 2a

Parébola como lugar geométrico: d(Q,F;)+d(Q,F>) =2a con 2a > d(F\,F,)

A
2l - & Wolfram CDF Player

d(Q,F1)+d(Q,F2) 4+4. 8 J{\N

Compartir|o oy E

Propiedad focal de la elipse. La elipse también tiene una “propiedad focal” anédloga a la de la pardbola: La normal a la
elipse en cualquier punto Q) de la elipse forma dngulos iguales con el segmento F1Q y el segmento F5(Q)

Figura 2.8: Propiedad focal de la elipse

Como en el caso de la pardbola, también la propiedad focal de la elipse se usa para el disefio de focos para automdvil y de
reflectores para las ldmparas que vemos en el consultorio del dentista,
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Eje menor, eje mayor, centro y vértices. Suponga-
mos que los focos de la elipse son F} y F5. Ademads,
d(Q, F1) + d(Q, F») = 2a con 2a > d(Fy, F). La recta que
pasa por los focos se llama ¢je focal. Este eje focal corta a la elipse
en dos puntos Vi, V5 llamados vértices. El segmento de recta
que une los vértices se llama eje mayor. El punto en la mitad del
eje mayor se llama centro de la elipse. El eje normal es el eje que
pasa por el centro y es perpendicular al eje focal. Este eje normal
corta a la elipse en dos puntos A y A’. El segmento que une
estos dos puntos se llama eje menor.

De acuerdo a la definicién de la elipse, la distancia entre los
vértices es 2a y cada vértice estd a una distancia de a unidades
del centro.

Si la longitud del semieje menor es b, entonces como el
tridngulo AFy AFy es isosceles, entonces d(A, Fy) = a y se ob-
tiene que la distancia de cada foco al centro es ¢ con ¢? = a® —b?.

Ecuacién candnica.

En coordenadas rectangulares, una elipse tiene ecuacion general
Elipse:  Ax? + Bxy 4+ Cy* + Dx+Ey+F =0, con A# 0y B> —4AC < 0
13x2 9xy 73y? ) Wolfram CDF Player
' 4
A 100 50 400 J

Az*+Bry+Cy*+Dax+FEy+F =0 con B*—4AC <0 vy

Si B # 0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al eje Y.

En este caso, la elipse presenta una rotacion respecto a estos ejes.
La rotacion se puede eliminar (respecto a los nuevos ejes X'/, Y)
haciendo el cambio de variable

\/

x=1a"cosd —y'send y y=2a"sen+ 1y cosb. z

Si B = 0, la cénica estd en posicién estdndar y la directriz es
paralela al eje X o paralela al eje Y.

Compartir | e S
1

Figura 2.9: Elipse con rotacién
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Elipse en posicion estandar: Directriz paralela al eje Y . En YA
este caso, si el centro es (h,k), entonces F} = (h,k+c¢) y k+cs
Fy = (h,k —¢). Los puntos (z,y) de la elipse satisfacen

d(($’y)’F1)+d((x7y)7F2) = 2a, ks

es decir,

Ve —h)2+(y—k+e)2+(x—h)2+y—k—c)?=2a hes

Ahora simplificamos la ecuacion,

(\/(x—h)2+(y—k+c)2>2 = <2a— \/(x—h)2+(y—k—c)2>2

a>—cly—k) = a/(@x—h)?2+(y—k+c)?,

elevamos al cuadrando,

at +2d%c(y — k) + Py —k)? = d*(x—h)*+d*(y — k) + 2d%c(y — k) + a*¢,
sustituyendo ¢ = a® — b2,

(@—h)?  (y—k)?
—(y—k)? = d*(xz—h)?-d? = 72 + " =1

(x—h)?  (y—k)

La ecuacién simplificada 5+ 5—— = 1, selellama ecuacion canonica o natural. Contiene toda la informacion

a
para determinar la longitud de los semiejes, la longitud c, focos y vértices.

n

Eje mayor paralelo al eje X . Eneste caso, siel centroes (h, k),
entonces Fy = (h — ¢, k) y Fo = (h+ ¢, k). Los puntos (z,y)
de la elipse satisfacen

d((z,y), F1) + d((z,y), F2) = 2a,

es decir,

V@t P+ =R+ V@ —h =2+ (y— k) = 2a. S
h—c h h+c X

Figura 2.10: Elipse con eje mayor paralelo al eje X

2 2
(z—=h)" (y=k
2 b2
natural. Contiene toda la informacion para determinar la longitud de los semiejes, la longitud c, focos y vértices.,En resumen,

Como antes, la ecuacion simplificada queda = 1. A esta ecuacidn se le llama ecuacion canonica o
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Elipse sin rotacion. “a” es la longitud del semieje mayor

Wolfram CDF Player

@=h? =k _ 9,

a? b2

<

Compartir|6 oW

Circunferencia de radio a. Formalmente, la curva que delimita un circulo se llama circunferencia. Por abuso del lenguaje
se habla de un “circulo de radio a”. La circunferencia es un caso especial de elipse en la que los focos son iguales y
coinciden con el centro de la circunferencia. En este caso, a® = b2 = a?. Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia de
un circulo con centro en O = (h, k) y radioa, es

+ =1 otambién (z— h)2 +(y— k)2 = g2

h X
Figura 2.11: Circunferencia de radio a centrada
en (h, k)

Ejemplo 2.7

Hallar la ecuacién canénica de la elipse 4 22 + 32 — 8z + 4y — 8 = 0. Realizar su grifica identificando los vértices,

los focos y el centro.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap2-CSCDFElipseEcCanonica.cdf

2.3 La Elipse (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematicay).

84

Solucién: Para hallar la ecuacién canénica debemos
completar el cuadrado de la expresién en ambas variables x

ey.

402 + 2 —8x +4y—8 = 0
422 —8x+y’ +4y—-8 = 0

4(z—-1)°+(y+2)>° = 16

= 1

(z-1  (y+2°
4 16
@ Elcentroes (h, k) = (1,—2). La elipse tiene eje mayor paralelo al eje Y.

@ Comoa? =16 yb®> =4, entoncesa =4 yb = 2.

@ Ahora, ¢ =16 —4 = ¢ =+/12. Los focos son (1, —2 + 1/12) y los vértices son (1, —6), (1,2).

Ejemplo 2.8

Determine la ecuacién candnica y las caracteristicas mds importantes de la elipse cuyo eje mayor tiene

extremos (—3,5) y (7,5) y cuyo eje menor tiene extremos (2,2) y (2, 8).

Solucién: El centro es el punto medio entre (—3,5) y (7,5), es
decir, (2,5). El semieje mayor mide a = 5 y el semieje menor
mide b = 3.

@ Como el eje mayor es paralelo al eje X, la ecuacién candnica
es,

(z-2°  (y—=5?*_
% 9

@ Como c? = 25-9, entonces ¢ = 4 y los focos son (2+4, 5).

Las intersecciones con los ejes son y =~ —5.46, y~ 1.46, x =~ —0.73 y = ~ 2.73.

Los vértices son (2 £ 5,5). Las intersecciones con el eje Y son
y~225y y~T7.75.
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Ejemplo 2.9

Determine la ecuacién candnica de la elipse con focos en (2,5) y (2,3) y que contiene al punto (3,6). Realizar la
gréafica.

Solucion: Por la posiciéon de los focos, el eje mayor es paralelo al eje Y. Ademds también deduci-
mos que el centro es (h,k) = (2,4) y que ¢ = 1. Como ¢* = a? — b%, tenemos b?> = a? — 1.

Hasta ahora tenemos que la ecuacién canénica es

(z-2)?  (y—4)?
b2 + a2 L

Como b? = a? — 1 y como la elipse contiene al punto (3,6),
este punto satisface esta ecuacion, es decir,

(3-2? (6-4)
TP

—+— = 1 =d*=3+V5

at—1 «a : | , , —

X

(z —2)° N (y —4)°
2++v5  3+4/5

Como b? = a? —1 > 0, la tnica solucién es
Yy~ 3.46, y ~ 4.54.

= 1. Las intersecciones con el eje Y son

Ejemplo 2.10

Determine la ecuacion de la circunferencia de radio 2 con centro en el vértice de la pardbola de foco (1,—1) y
directrizx = —3. Realizar la gréfica.

Solucién: Como el vértice de una pardbola estd a la mitad del
camino entre el foco y la directriz entonces (h, k) = (—1,—1).La
ecuacion de la circunferencia es

(x+1)2+(y+1)?° =4

Las intersecciones con el eje X son x ~ —2.73 y = ~ 0.73.
Las intersecciones con el eje Y son y ~ —2.73 y y ~ 0.73.
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Ejercicios

@ 2.3.1 Considere la elipse a la derecha. Si se sabe que el
punto (—1/2, 5/4) estd en la elipse, determine su ecuacién
canonica, sus focos y sus vértices.

@ 2.3.2 En cada caso, obtener la ecuacién candnica de la elipse.

(y=1?  5@+2?

. —2
&) T 3

2 2

¥ r oy
by 4241 1=0

) gttty t

2 2

x ¥ oy
A A
c.) 4+:L‘+16+2—|- 0

2
d) x2+%—2y+1:0

@ 2.3.3 Considere la cénicadx? + y? — 162 — 6y + 21 = 0. Realizar su grafica identificando los vértices, los focos, el
centro y la interseccion con los ejes.

@ 2.3.4 Determine la ecuacion de la elipse cuyo centro estd en el origen, contiene al punto (—1,3) y uno de sus vértices
es (0,5). Realizar la gréfica.

@ 2.3.5 Determine la ecuacién candnica de la elipse con vértices en (3, 1), (3,9) y eje menor de longitud 6. Realizar la
gréafica.

@ 2.3.6 Determinar la ecuacion candnica de la elipse si se sabe que es tangente a los ejes en el primer cuadrante y uno de
sus vértices es (8,2).

@ 2.3.7 Determine la ecuacién canénica y los demds elementos de la elipse con centro en (0, 0), eje mayor horizontal y
los puntos (3,1) y (4, 0) estdn en la elipse.

@ 2.3.8 Determine la ecuacién candnica y los demds elementos de la elipse con centro en (2, 1), longitud del eje menor
2 ul y eje mayor vertical y de longitud 6 ul.

@ 2.3.9 Hallar la ecuacion candnica y los demds elementos de la elipse que tiene un vértice y un foco en comiin con la
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parabola y? + 4x = 32 y que tiene su otro foco en el origen.

@ 2.3.10 Determine la ecuacion candnica y los demds elementos de la elipse cuya suma de distancias a los puntos (£3,0)
es 16.

@ 2.3.11 Considere la cénica de ecuacién 9y? + 1622 + 54y — 64z + 1 = 0. Verifique que se trata de una elipse e
indique sus caracteristicas principales.

@ 2.3.12 Se tiene un circulo inscrito en un cuadrado tal y como se muestra en la figura que sigue. Determinar el radio.

A

@ 2.3.13 Considere la cénica C' de ecuacién 22 — 4x + 8y + 12 = 0. Determine la ecuacién canénica y las caracteristicas
mds importantes, de la elipse que cumple similtaneamente con las siguientes condiciones,

a.) Su centro coincide en el vértice de la cénica C
b.) La distancia entre sus focos es 4 y estdn en la recta x = 2
c.) La distancia de un foco al vértice mas cercano es 3

@ 2.3.14 Determine la ecuacion canénica de la elipse que satisface simultdneamente las siguientes condiciones:

a.) El vértice V; de la elipse coincide con el foco de la pardbola de ecuacién (x — 2)? = —4y + 24.
b.) El vértice V5 de la elipse coincide con el centro de la hipérbola de ecuacién x? — 4z — y? 4 2y = —2.
c.) La elipse contiene el punto (1, 2).

@ 2.3.15 En la definicién de la elipse como un lugar geométrico se indica que 2a > d(Fy, Fy). ;Qué pasa si
2a S d(.Fl7 FQ) ?

2.4 La Hipérbola.

Definicion 2.3 (La hipérbola como lugar geométrico).
En un plano, una hipérbola es el lugar geométrico de todos los puntos () tales que el valor absoluto de la diferencia

de sus distancias a dos puntos fijos del plano, F; y F5, (Ilamados focos), es constante (una constante menor que
d(Fy, F»)). Si la diferencia es la constante 2a, con 2a < d(Fy, F), entonces |d(Q, F1) —d(Q, F2)| = 2a
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Hipérbola como lugar geométrico: d(Q,F;) —d(Q,F>) =2a con 2a > d(F,F,)

2a 8 4

[d(Q.F1)-d(Q.F2)|

Wolfram CDF Player

Compartir [o &y M

Propiedad focal de la hipérbola. La hipérbola también tiene
una “propiedad focal” andloga a la de la elipse y la pardbola: La
normal a la hipérbola en cualquier punto () de la hipérbola,
Sforma angulos iguales con el segmento F1Q) y el segmentos Iy, ()

La propiedad focal de la hipérbola tiene varias aplicaciones. Por
ejemplo, en la construccién de telescopios.

Ejes, centro y vértices. Supongamos que los focos de la
hipérbola son Fy y Fy. Ademds, |d(Q, F1) — d(Q, F2)| = 2a
con 2a < d(F1, F»). Larecta que pasa por los focos se llama eje
Jocal. Este eje focal corta a la hipérbola en dos puntos Vi, Va
llamados vértices. El segmento de recta que une los vértices se
llama eje transverso. El punto medio de este eje se llama centro de
la hipérbola.

De la definicién de la hipérbola se puede deducir que la distancia
entre los vértices es 2a y cada vértice estd a una distancia de a
unidades del centro.
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Si la distancia del centro a cada uno de los focos es ¢, como
¢ > a, podemos formar el tridngulo isésceles AV3VoA que se
muestra en la figura de la derecha. La altura de este tridngulo
la denotamos con b. El ¢je conjugado es el segmento AA’ (en
la figura de la derecha) y mide 2b. Este segmento pasa por el
centro y es perpendicular al eje focal. Claramente, este el semieje
conjugado tiene longitud b y, por pitdgoras,

A =a>+ v

Ecuacién candnica.

En coordenadas rectangulares, una hipérbola tiene ecuacién general

Az? + Bey+Cy?+ D+ Ey+F =0 con B?—44C>0 y A#0

Si B # 0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al eje Y. En este caso, la hipérbola presenta una rotacién
respecto a estos ejes. La rotacion se puede eliminar (respecto a los nuevos ejes X', Y”) haciendo el cambio de variable
x=1a'cosf —y'senf y y=a'senf +y cosb.

Si B =0, la cénica estd en posicion estdndar y la directriz es paralela al eje X o paralela al eje Y.

Hipérbola: Ecuacién general Ax? +Bxy+Cy? +Dx+Ey+F =0, con A# 0y B> —4AC >0

Wolfram CDF Player
12x2 5xy 2y? -

+—+— 1
9 11

A

Figura 2.12: Hipérbola con rotacién
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Hipérbola en posicion estdndar: Directriz paralela al eje X. En este caso,
sielcentroes (h, k), entonces F1 = (h+c¢, k) y Fo» = (h—c, k). Los puntos
Q@ = (z,y) de la hipérbola satisfacen

’d(Q7F1) - d(Q7 F2)| = 2a,

es decir,

ViEe—h+e)2+y—k2—(x—h—0c)?+(y—k)? =2a

Para simplificar un poco el cdlculo, supongamos que d(Q, F1) —d(Q, Fz) > 0
(el otro caso es es totalmente similar), entonces

(¢<x—h+c>2+<y—k>2)2 ~ (20~ ¢<w—h—c>2+<y—k>2)2,

clw—h)—a* = ay/lo—h=c+(y— kP,

elevamos al cuadrado,

(¢ —a*)(@—h)? —d’(y—k)* = d*(c—a?),
N .
a2 2 _ g2 '

) DR (@ —h)? (y—k)? y ”
— a*, la ecuacién simplificada seria 5 — 2 = 1; esta ecuacién se le llama ecuacion

canonica o natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud de los semiejes, ¢, focos y vértices.

2

Poniendo b? = ¢

YA D P
Hipérbola en posiciéon estandar: Directriz paralela al eje Y. (h,k+c) '”'Q@‘“‘:;’::“E
En este caso, si el centro es (h, k), entonces F} = (h,k—c) y -
Fy = (h,k+c¢). Los puntos @ = (z,y) de lahipérbola satisfacen

’d(Qa Fl) - d(Qa F2)| = 2&,

es decir,

VaE—h)2+y—k+c)2—/(x—h)2+ (y—Fk—c)?| =2a.

(h,k —c)

(y—k)? (z—h)?

5 72 = 1. A esta ecuacion se le llama ecuacion canonica o
a

Como antes, la ecuacién simplificada queda
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natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud de los semiejes, c, focos y vértices.

Asintotas de la hipérbola. Consideremos las ecuaciones candnicas de la hipérbola. Larecta y = k + %(:v —h) ylarecta

b
y = k £ —(xz — h) son asintotas oblicuas de la hipérbola correspondiente. Para verificar esto, solo necesitamos despejar y
a

en ambas ecuaciones,

(y—k)? (z—h)? a
R R y:kigv(ﬂf_h)2+b27

(x—h)?  (y—k)? b
s =1 = y:k:izgx/(az—h)Q—az.
De aqui podemos calcular y obtener el siguiente resultado,

y—k)? (z—h)?

=1 = lim y—(kiZ(:n—h))zO,

a2 b2 r—to0
(zx—h)? (y—k)?* _ ) b _

Teorema 2.2 (Asintotas de la hipérbola).

_ k)2 — R)2 —h)? (y—k)?
La hipérbola de ecuacién y ; ) — (z 02 ) =1 tiene La hipérbola de ecuacién (z > ) — y 72 ) =1 tiene
a a
asintotas u asintotas ;
y:kig(x—h) y:kif)(x—h)
a

Y=<

En resumen,
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Hipérbolas.
Wolfram CDF Player
(z=h?® -k _, J
a? 2
YA
k 2 =a?+b?
| ) | ) | X
h—¢ hea h hta i;+c >

Compartir | o v

Identifique y trace la gréfica de la c6nica de ecuacién 4y? — 922 + 362 — 24y — 36 = 0, indicando centro, vértices,
focos, asintotas e interseccién con los ejes.
Solucién: Completando cuadrados obtenemos

4(y —3)2 —9(xz — 2)% =36

por lo que la ecuacién candnica es

=3 (@-2°
9 4

Se trata de un hipérbola con eje transversal vertical y centro
en(2,3). Comoa = 3yb = 2 entonces c = v/13. Los vértices
sonwv; = (2,0) y v2 = (2,6) y los focos son F; = (2,3 — v/13)
y F» = (2,34 +/13). Las intersecciones con los ejes: y ~ —1.24,
y~724y =2
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Hallar la ecuacioén candnica, los focos, los vértices y las asintotas
de la hipérbola cuya ecuaciénes 92 —y? —36x — 6y + 18 = 0.
Realizar la gréfica.

o=

Solucién: Completando el cuadrado en ambas variables,

9 (22 —4z+4-4) - (®+6y+9-9)+18 = 0
9(z—22-(y+3)° = 9

(99—2)2_(y+3)2 _
1 9 N

Por tanto, el centro estd en (2,—-3), a = 1, b = 3y
AZ=a2+b0 = 2=10 = c=+10

Los vértices estanen (1, —3), (3, —3), los focos en (2+ /10, —3)
y las asintotas son y = £3(z — 2) — 3. Las intersecciones con
los ejes son y ~ —8.19, y ~ 2.196, x ~ 0.58 y = ~ 3.41.

Hallar la ecuacién canénica de la hipérbola con vértices en Y,
(3,—5)y (3,1) y asintotas y =2z —8 y y = —2z + 4. A
Ademés calcule los focos y realice la grifica. \

Solucion: Como los vértices son vértices en (3, —5) y
(3,1), el centro es (3, —2). Ademads, la hipérbola tiene
eje transversal vertical y a = 3. Por otro lado, por el teore- Ea gl
ma de las asintotas,

a a 3
mi 5 — b 5 — >

Por tanto, la ecuacion canodnica es

(y+2?° (z-3)°

9
9 4

=1
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El valor de c estd dado por

45
=g —=—— ¢

_3V5
4 2

Los focos estdn en (3, —2 — 3—‘2/5) y (3,—2+ %) Las intersecciones con el eje Y sony ~ —8.70, y ~ 4.70.
—

Ejercicios
@ 2.4.1 Determine la ecuacién canénica y los demds elementos de la hipérbola 3622 — 64y? = 2304
@ 2.4.2 Determine la ecuacion canénica de la hipérbola con focos en (1,4) y (1,—4) ycon a = 3.

@ 2.4.3 Determine la ecuacion candnica de la hipérbola con centro en (—4, 1) y un vértice en (2, 1) y semieje conjugado
de longitud 4.

@ 2.4.4 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola de ecuacién 922 — 16y — 18z — 64y — 199 = 0.

@ 2.4.5 Determine la ecuacion candnica de la hipérbola con vérticesen (0,2) y (6, 2) y asintotasy = 2/3z A y = 4—2/3x.
@ 2.4.6 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola que contiene al punto (4,6) y cuyas asintotas son y = ++/3 z.
@ 2.4.7 Determine la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen y que contiene los puntos (3,1) y (9,5).

@ 2.4.8 Determine la ecuacién candnica de de la hipérbola que satisface simultineamente las siguientes condiciones,
a.) El centro de la hipérbola coincide con el vértice de la parabola de ecuacién y? — 2y + 8z + 17 = 0.

b.) Uno de sus focos se ubicaen (3,1)
c.) Uno de sus vértices se ubicaen (1,1).

Realice la gréfica e indique sus principales caracteristicas.

2 2
x
@ 2.4.9 Determine el tipo de cénica representada por la ecuaciéon — + ~ Y — 1 enlos casos

kK k—16
a) Sik > 16
b) Si0< k<16
c) Sik<O0

@ 2.4.10 Determine la ecuacion candnica y las caracteristicas de la cnica que contiene a los puntos P = (z,y) para los
cuales |d(P, A) — d(P,B)| = 2 donde A = (—3,0) y B = (—3,3). Realizar la grafica.

@ 2.4.11 Realice el dibujo de la seccién cénica de ecuacién 9(x — 1)2 — (y + 1)2 = 9. Indique ademds todas sus
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caracteristicas.

@ 2.4.12 En la definicién de la hipérbola como un lugar geométrico se indica que 2a < d(Fi, Fy). ;Qué pasa si
2a > d(F1, F»)?
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3.1

Espacio tridimensional. Coordenadas cartesianas.

Una vez que se ha especificado una unidad de medida, un nimero = € R puede ser usado para representar un punto en una

linea, un par (z,y) € R? se puede usar para representar un punto en un plano,

YA
(z,y)
Yp H
i a,-= T X
(a) Punto en una linea (b) Punto en el plano

De manera andloga, un triple (z,y,2) € R? se puede usar para representar un punto

en el espacio tridimensional. Tomamos un punto fijo cualquiera O, llamado origen, y

tres planos distintos, mutuamente perpendiculares, que pasan por O. Los planos se
intersecan en pares en tres rectas (ejes) mutuamente perpendiculares que pasan por O
llamadas X, Y y Z. Para hacer la representacién en un plano podemos trazar el eje

Y yeleje Z de frente y la parte positiva del eje X se representa en una direccién
aproximadamente sur-oeste, para simular profundidad (perpectiva). Dibujamos (z,y)

en el plano XY vy, desde este punto, dibujamos un segmento paralelo al eje Z y  x

Comonte (@ B W

Wolfram CDF Player

orientado de acuerdo al signo de z y de longitud |z|, como se muestra en la figura.
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Los puntos en el eje X tienen coordenadas (x,0,0), € R, los puntos en el eje Y tienen coordenadas
(0,4,0), y € R ylos puntos en el eje Z tienen coordenadas (0,0, z), z € R. En la figura que sigue se muestran
cinco ejemplos de puntos en el espacio.

Wolfram CDF Player

Z A \ Nf
34-(0,0,3) 3- ”
i | 7(2, 1,3)
— 1~ (0,1,0), 1
o ‘?A’\py (2, N

Figura 3.1: Puntos (2,0,0), (0,1,0), (0,0,3),(2,1,3) y (2,—1,0).
I

Planos XY, X7 y Y Z. Hay tres planos que contienen un par de ejes coordenados: El plano XY es el plano que contiene
eleje X yeleje Y, el plano X Z es el plano que contiene el eje X yeleje Z yel plano Y Z es el plano que contiene el
eje Y yeleje Z.

Wolfram CDF Player
P\

!
|

Compartc| @) (B W

Figura 3.2: Planos XY, XZyYZ

El primer octante. Los planos XY, XZ y Y Z dividen el espacio en ocho partes llamadas octantes. El primer octante
corresponde a la parte positiva de los ejes.
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Wolfram CDF Player

j

A

Y
o 1Q B W X

(a) Octantes (b) Primer octante (c) Habitacién en el primer octante

Figura 3.3

Vistas isométricas de un punto. Considere el punto P, , . = (a,b,c) en el espacio tridimensional, se define la vista
de este punto en el plano XY como el punto P, , = (a,b,0). Andlogamente se define la vista en el plano Y Z como
P,. = (0,b,c) ylavistaenel plano XZ como P, . = (a,0,c). Estas vistas también se denominan “proyecciones
perpendiculares” del punto en el plano respectivo.

Z Z
c ~ <
\TPz7y7Z
|
|
i
|
I
a. - b
Xﬁ T &Y X “ T~ b&
Punto P, . Proyeccién sobre XY
th Z
Cl—--_, P,. Py, ,4c
I I
' [
I' |
| |
s |
| |
X Ca X o
£ by 2 %
Proyecciéon sobre Y Z Proyecciéon sobre X Z
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3.2 Funciones escalares de dos variables

Definicion 3.1
Una funcién escalar de dos variables f : R? — R con dominio D C R?, asigna a cada par (z,y) € D, un tnico
nimero real denotado con f(x,y). El grificode f eselconjunto Gy = {(z,y,2) : z,y€ D y z= f(z,y)}.

La representacion grdficade f en un dominio D, corresponde a la representacion de todos los puntos (z,y, z) que
satisfacen la ecuacién z = f(z,y) o F(z,y,z) =0, con (z,y) € D.

2 2
Superficie S: z=cos <x_ + y_) +2 en el dominio D = [0,1] x [0,1]
2 2 Wolfram CDF Player

Compart'\rlo oSy M

2

Figura 3.4: Representacién gréfica de la superficie S : z = cos (332 + y;) +2 eneldominio D =[0,1] x [0,1]

El criterio (férmula) que define a f puede ser explicito o implicito. Para hablar de una funcién de dos variables se escribe
z = f(z,y) o F(x,y,z) = 0. Es usual asociar la representacién grifica de f con su ecuacién y hablar informalmente de
“la superficie” S de ecuacion z = f(z,y), o brevemente, “la superficie S : z = f(z,y)”

@ Forma explicita: Sea S : z = 22 + 4 o equivalentemente S : f(z,y) = 2% + y°.
a) f(1,2)=124+22=5 = (1,2,5) € S
b) £(0,3)=02+32=9 = (0,3,9)€ S
@ Forma implicita: Sea S : z2+y%+422 = 1, entonces S : F(z,y,z) =0 con F(z,y,2) = 22 +y*+22—-1=0.

a) Como 12 +024+02-1=0 = F(1,0,00=0 = (1,0,0)€ S
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b) Si (1,1,2)€ S = 124+124+22-1=0 = 2=+l

Dominio y representacion grafica del dominio

Como en funciones de una variable, el dominio méximo de f es el conjunto de puntos (z,y) € R? tal que z = f(z,y)
esté bien definida. Escribimos Dy = {(z,y) € R*> talque 3z€ R con =z = f(z,y)}. Enelcaso de funciones
definidas de manera implicita, tenemos Dy = {(z,y) € R* talque Jz€ R con F(z,y,z)=0}.

1
El dominio de la funcién z = — 5 ©s Dy =R -
¢ +y
{(0,0)}

1

Figura 3.5: Dominio de la funcién z = ——
T4ty

—
Representacién grdfica de dominios definidos por desigualdades. El dominio de una funcién f : R>—R es a

veces una region en el plano, definida por desigualdades y por igualdades. Para hacer la representacion grafica del dominio
de f, necesitamos dibujar regiones con ecuaciones del tipo = ; g(y) oy ; h(z).

x=g(x)
YA YA
y = h(x) \ x<g(y) x=g(y)
'
, X

Figura 3.6: Representacion de regiones definidas por desigualdades
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Ejemplo 3.4

2
Determine y realice la representacién grifica del dominio de la funcién f(z,y) = In(x — y?) + il = = %

2
Solucién: Necesitamos que = — ¢ > 0 y que 1 — 3% — % > 0, es decir,

2
D; = {(a:,y)ER2 talque z>y> y y2+%§1}

Representacién gréfica: El dominio de f es la interseccion de la regiéon x > y? (regién a la derecha de la
2

pardbola = = y?, sin incluirla) y de la regién 3%+ % < 1 (elinterior de la elipse 32+ % = 1 incluyendo la elipse).

YA

72
2

Figura3.7: Dy = {(m,y)e R? talque =z>¢> y o>+

En la figura que sigue aparece la superficie y su dominio.

Z

2
Figura 3.8: Suerficie f(z,y) = In(z — 3?) + \[1—y?— % y su dominio
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Ejercicios

. 5 Vi —4)2+y2 -1 ) L .
@ 3.2.1 Considere la funcién f(z,y) = . Indique el dominio médximo de f y realice la

Ty

representacion grafica.

\/(y+1)2—x—1

@ 3.2.2 Considere la funcién f(z,y) = Tog( ] . Indique el dominio médximo de f y realice la
oglr —y

representacion grafica.

3y —6 3
@ 3.2.3 Considere la funcién f(z,y) = lg(jlw)—:—l Indique el dominio maximo de f y realice la representacién
n(l—=z
grafica.
\/1—22— %
@ 3.2.4 Considere la funcién f(x,y) = ~—— 4 y/z — y. Indique el dominio méximo de f y realice la
Ty

representacion grafica.

Curvas y Superficies en R? en coordenadas cartesianas.

Nos interesan las superficies de ecuacién z = f(x,y), es decir, las superficies formadas por los puntos (z,y, z) que
satisfacen la ecuacién z = f(x,y) o también en la forma F'(z,y, z) = 0.

A veces decimos “superficie de ecuacion (explicita) z = f(x,y)” o “superficie de ecuacién (implicita) F'(z,y,z) = 0.
Un bosquejo de una superficie se puede hacer con un conjunto de curvas; a estas curvas se les llama ‘trazas’ o ‘cortes
verticales y horizontales’. En esta seccién vamos a ocuparnos con superficies simples: Planos, superficies cilindricas y
superficies cuddricas.

Curvas en el espacio.

Hay curvas en el plano XY que se pueden describir por medio de una ecuacién cartesiana F'(x,y) = c. Por ejemplo,
una circunferencia de radio a tiene ecuacién: x2 + y? = a?. Desde este punto de vista, una curva C definida por esta
ecuacién es un conjunto de puntos, a saber,

C={(z,y) € R?| Fz,y) = c}
Las curvas en R? podrian ser definidas por un par de ecuaciones (como interseccién de dos superficies),
Fi(z,y,z) =c1; Fa(z,y,2) = ca,
Curvas en los planos XV, X7 y Y Z. Es usual asumir que una curva de ecuacién F'(z,y) = 0, estd en el plano
XY. En el espacio tridimensional indicamos la ecuacién de la curva y el plano dénde esta curva “vive”. En general,

“F(z,y) = 0; z = 0"eslaecuacion de una curvaen el plano XY. De manera andloga, “F'(x, z) = 0; y = 0” corresponde
aunacurvaen el plano XZ y “F(y, z) = 0; = 0” corresponde a una curva en el plano Y Z.
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Wolfram CDF Player

\

(z—1) o (z+1)?

a.) Un elipse de ecuacién =1 (enel

plano X 7), en el espacio tridimensional tendria ecuacion

—1)? e
(904) +(2’9) 1 y=o0.

Compartir\o X J M

Wolfram CDF Player

b.) Una circunferencia en el plano XY, de radio a y centrada
en el origen, tiene ecuacion cartesiana 22 + y?> = a?. En el
espacio tridimensional tendria ecuacién

2 +y?=a% 2=0

Cumnar\\r\e [ Y

Ejemplo 3.6

Realizar la representacion grafica, en el espacio, delacurva C; : z+y=3; 2=0

Solucion:
Lacurva C : z+y =3; z =0, corresponde a una recta en el plano XY. Interseca al eje X en x = 3 y al eje
Y en y = 3.
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Wolfram CDF Player

4

X 3 e
Y
-n
-3
Figura 3.9: Recta z + y = 3 enel plano XY Figura 3.10: Recta x + y = 3 en el espacio tridimensional
—
Ejemplo 3.7
Realizar la representacion griafica, de la curva WoltramIChiRlaYeY
C: (@—22+(z—22=1y=0. z) J
. =0
> 2 (w—2)2+(zd2)2:1’ !
Solucién: Lacurva C : (z—2)2+(2—2)2=1; y=0
corresponde a una circunferencia de radio 1 en el plano
XZ. Sucentroes (2,0,2). 2
B
fe—7
comoon| @ (3 W
—

Ejemplo 3.8

Realizar la representacion grafica, en el espacio, de la curva LClLL R
Cs : z=2—-9% z=0.

Solucién: La curva Cj es la pardbola : y? = —(z — 2)
(concava hacia abajo) en el plano Y Z. El vérticees (0, 0, 2)
eintersecaaleje X en =12y 2 = —/2.

Compartr| @) (B W' 8
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Ejercicios

@ 3.3.1 Realizar la representacion gréfica, en el espacio, de las curvas

a.)

b.)

c.)

d.)

e.)

f)

g)

2 =4 — g2

; y=0.
(=222 +(y—2)2=4; 2=0.

(y— 1)

@3.3.2 ;BEs (x — 1)+ (y + 2)? + 22 = 0 la ecuacién de una curva?

Planos

Posiblemente los planos son las superficies mds sencillas de dibujar. La ecuacion cartesiana de un plano
es ax + by + cz = d con con a® + b% + ¢ # 0 (se prohibe el caso a = b = ¢ = 0). Para realizar la

~.  representacion grafica de un plano II nos basamos en el hecho de que si P, () son dos puntos en este
/ plano, entonces la recta (o cualquier segmento de ella) que contiene a estos puntos, estd en el plano. En

la practica necesitamos al menos dos segmentos de recta para dibujar una parte del plano, mediante un

tridngulo o un paralelogramo.

Planos de ecuacion cartesiana con dos variables ausentes.
La ausencia de variables en la ecuacién solo significa que estas variables tienen coeficiente nulo y, por tanto, estas variables
pueden tomar valores arbitrarios.

Porejemploel plano I : 0-2+40-y+2z = 2 eselplano z = 2, esdecir, II = {(z,y,2)

@ Elplano x = a esel plano II = {(a,y, 2) : y,z € R}.

@ Elplano y = b eselplano II = {(z,b,2) : x,z € R}.

@ Elplano z = c esel plano II = {(z,y,¢) : z,y € R}.

: x,y € R}. Deaqui en adelante,
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Ejemplo 3.9

El plano II : z = 0 lo constituyen todos los puntos de la
forma (z,y,0) con x,y € R arbitrarios, es decir, el plano
z = 0esel plano XY.

Ejemplo 3.10

a.) Dibujar el plano z = 2.

Solucion: El plano z = 2 lo constituyen todos los puntos
de la forma (z,y,2) con z,y € R arbitrarios, es decir, es
un plano paralelo al plano XY que pasa por la coordenada
="

b.) Dibujar el plano y = 3.

Solucioén: El plano IT : y = 3 lo constituyen todos los
puntos de la forma (z,3,z) con z,z € R, es decir, es un
plano paralelo al plano Y Z que pasa por la coordenada
y = 3.

Compartir | o oy M

Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player

Comvamv\o Oy ﬁ

Wolfram CDF Player
\



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap3-CSCDFPlanosxyzConstantes.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap3-CSCDFPlanosxyzConstantes.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap3-CSCDFPlanosxyzConstantes.cdf

3.3 Curvas y Superficies en R? en coordenadas cartesianas. (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 108

Planos de ecuacién cartesiana con una variable ausente.
Cuando hay una variable ausente (i.e., una variable con coeficiente nulo), el plano esta ‘generado’ por la recta determinada
por las variables presentes.

Ejemplo 3.11

a.) Dibujar el plano = + y = 2.

Wolfram CDF Player

4

Solucioén: El plano I : x4y = 2 es el conjunto de puntos
{(z,y,2) : z+y=2, z€ R}

Las coordenadas = e y estdn sobre la recta
z+y = 2, z = 0 y la coordenada z es arbitra-
ria.

Wolfram CDF Player
4

b.) Dibujar el plano y + z = 3.
z 7

Solucion: El plano II : y+ z = 3 es el conjunto de puntos
{(z,y,2) : y+2=3, z € R}

Las coordenadas y y =z estin sobre la recta
y+2z =3, © = 0 y la coordenada z es arbitra-
ria.

Planos de ecuacién cartesiana sin variables ausentes. Podemos distinguir entre los que pasan por el origen y
los que no.

Una forma sencilla para dibujar planos que no contienen el origen consiste en determinar la interseccién del plano con cada
eje coordenado y trazar los segmentos de recta que unen estos puntos (estos segmentos estdn contenidos en el plano). En
caso necesario, se pueden extender dos de estos segmentos y formar un paralelogramo.

Los planos que pasan por el origen se pueden dibujar determinando un par de rectas en el plano (al anular una variable en la
ecuacion cartesiana del plano se obtiene la ecuacién de una recta contenida en el plano).
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Dibujar el plano 4z — 4y + 2z =4 Wolfram CDF Player

Solucioén: El plano interseca a los ejes coordenados en
z=1, y=—1y z=2. Podemos usar el segmento que
vade x=1a y=—1 yelsegmentoque vade y = —1
a z = 2. Con estos dos segmentos podemos dibujar un
paralelogramo.

Plano
4o—4y+22=14

compartir| @) & W M

Planos que contienen el origen. Para dibujar planos que contienen el origen se anula una de las variables y se dibuja
una primera recta resultante en el plano correspondiente. Luego se anula otra variable y se dibuja una segunda recta en el
plano correspondiente. Tomamos dos segmentos, uno en cada recta y formamos un paralelogramo.

Dibujar el plano = +y — 2z = 0. 7 W°'ffa'i;F Player
Solucién: El plano x + y — 2z = 0 pasa por el origen. A
T+ y—22=0
@ Siy=0,larecta x+0—22z = 0; y = 0 estdenel plano. T — 22 =0;
y =0

@ Six =0, larecta 0+y—2z = 0; = 0 estdenel plano. (LZ¢0'«

Y- még
Podemos usar un segmento de larecta x — 22 =0; y =0
y un segmento de la recta y — 2z = 0; = = 0, para dibujar Y
un paralelogramo que represente al plano. X

1@ 9
—

Ejercicios

@ 3.3.3 Dibujar los planos que se indican a continuacion:

a) 2z4+y=2
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b) =2
c) z—y—z=0
d) z+y—2=2

e) 2x+2y+2z=2

@ 3.3.4 Dibujar el plano 4z — 4y + 2z = 4 en el primer octante.
Supeificies cilindricas o “cilindros”.

>

El término “cilindro” tiene varios significados relacionados y puede ser un concepto algo confuso. La palabra “cilindro’
probablemente evoque la imagen de un cilindro circular recto, pero en cdlculo en varias variables un cilindro (cilindro
generalizado) se refiere a una superficie generada por una curva: Un cilindro es una superficie formada por una familia de
rectas paralelas, llamadas generatrices, que pasan por los puntos respectivos de una cierta curva directriz. Si la directriz
vive en un plano y si la generatriz es perpendicular a este plano, el cilindro se le dice “cilindro recto”. Un cilindro es un
caso particular de una superficie reglada.

En este libro solo se consideran cilindros (generalizados) de ecuacién

r(t,s)=c(t)+s-€;te I, se R donde ¢(t) es la parametrizacién N?
de una curva que estd en alguno de los plano XY, YZ o XZ y e es

un vector perpendicular al plano correspondiente. c

Es decir, en nuestro caso, las superficies con ecuacién en dos de las tres variables =,y y z van a ser cilindros rectos, con
recta generatriz paralela al eje asociado con la variable ausente (en este libro, la recta generatriz es el eje asociado a al
variable ausente!). Por ejemplo, el cilindro de ecuacién z = 1 — 22 tiene generatriz paralela al eje Y mientras que el
cilindro y2 + (z — 1)?> = 1 tiene generatriz paralela al eje X.

Ejemplo 3.14

Para dibujar el cilindro de ecuacién z = 2 cos(x)+2 primero dibujamos la curva de ecuacion z = 2 cos(z)+2; y =
0. Luego, segtin nuestro convenio, la superficie cilindrica z = 2 cos(x) + 2 tiene recta generatriz paralela al eje Y.
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Wolfram CDF Player

Cilindro
z=2cosx + 2

compartic | @) (& W A

—
Ejemplo 3.15
El cilindro de ecuacién z = 2 — 22 es una superficie Woltram CEF Flayer
cilindrica generada por la pardbola z = 2 — 22,y = 0; con
recta generatriz paralela al eje Y.

Compartr | ) (® W

—

Ejemplo 3.16
—4 2 -3 2
Dibujar el cilindro de ecuacién (@ 1 ) + € 6 ) =1.
> o . (=47 | (y—3)? :

Solucion: La superficie cilindrica generada por la elipse de ecuacién + = 1 tiene su

4 16
recta generatriz paralela al eje Z.
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Ejemplo 3.17

Dibujar el cilindro de ecuacién (y —2)% + (z — 2)? = 4.

Solucién: La superficie cilindrica generada por la circunferencia (y — 2)% + (2 — 2)? = 4 tiene su recta generatriz
paralela al eje X.

Wolfram CDF Player

(y—2)2+(2—-2)2=4; 2=0. j

Compartir | @ (& W M
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Superficies cuadrdticas.

Rotar una cénica (no degenerada) alrededor de su eje focal, por ejemplo, produce un caso especial de un conjunto mas
general de superficie llamadas superficies de segundo orden. Estas superficies satisfacen una ecuacién de segundo grado en
z, y y 2z ytambién son llamadas superficies cuadraticas o cuddricas [16].

La curva de interseccién entre un plano y una superficie cuadrética es una cénica. Hay 17 tipos estdndar de cuadricas,
algunas de ellas son: paraboloide, esfera, esferoide, elipsoide, cono, hiperboloide, cilindro, cono eliptico, cilindro eliptico,
hiperboloide eliptico, paraboloide eliptico, etc.

Aqui solo consideramos cuddricas en posicién estdndar (sin rotacion). Estas superficies tienen ecuacién

A + B>+ C22 + Dx+ Ey+ Fz+G = 0.

Curvas de nivel y frazas.

Si S es una superficie en el espacio de ecuacién F(z,y, z) = 0, todos los pares (z,y) € R? que satisfacen la ecuacién
F(x,y,c) = 0 definen una curva en el plano XY (siempre y cuando este conjunto no sea vacio). A esta curva se le llama
una curva de nivel de la superficie. Geométricamente corresponden a la proyeccion sobre le plano XY, de el corte del
plano z = ¢ con la superficie S.

También nos interesa dibujar la curva como una curva en el espacio. Por abuso del lenguaje se dice “la curva de nivel z = ¢”
para indicar la curva de nivel “F(x,y,c) = 0; z = 0”. A las curvas “F(z,y,c) = 0; z = ¢” (si existen) les llamamos
‘trazas’ o ‘cortes’ de la superficie. También son trazas las curvas “F'(c,y,2) = 0; x =’y “F(x,¢,2) = 0; y = ¢” (si
existen)

Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player

curvas
de nivel

curva de nivel

Compartr| @) (® w Compartc | @) & W M

Figura 3.11: Traza o corte z = ¢ y curva de nivel. Figura 3.12: Algunas curvas de nivel y algunas trazas.

Como se deduce facilmente, si nos movemos sobre una curva de nivel z = ¢, la funcién se mantiene constante.
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Ejemplo 3.18

A continuacién se muestra tres superficies con algunas de sus curvas de nivel y algunas de sus trazas:

a) Sy1: z=senzcosy + 3,
b) So: z=2a2+y?
c) S3: z= —3600.2% + 0.029742* — 5391.90y% + 0.275x2y> + 0.125y*

Wolfram CDF Player Z Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player

4

(((((

Figura 3.13: Superficie S; Figura 3.14: Superficie S Figura 3.15: Superficie S
|

Ejemplo 3.19

Consideremos la superficie de ecuacién z = 22 + 32. Co-
mo z es una suma de cuadrados, z debe ser > 0. Vamos a
dibujar las curvas de nivel correspondientesa z = 0,1,2 y z = 3.

@ La curva de nivel z = 0 es el punto (0,0,0)

@ La curva de nivel 2z = 1 : circunferencia
1=2%2+9% 2=0.

@ La curva de nivel 2z = 2 : circunferencia
2=zx%+9% 2=0.

@ La curva de nivel 2z = 3 : circunferencia
3=z2+4y% 2=0.
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Ejemplo 3.20

—3)2
Consideremos la superficie de ecuaciéon z = (y — 2)% — % Vamos a dibujar las curvas de nivel
correspondientesa 2 =0y z = 1.
- 3)2 -3
@ Si z =0 tenemos (y — 2)? = %, es decir, un par de rectas: y = 2 + %; z=0.

2_($—3)2
4

@ Lacurva de nivel z = 1 es la hipérbola 1 = (y — 2) ; 2=0.

—
Ejemplo 3.21
—92)2
Consideremos la superficie de ecuacién z — 1 = (z —2)% + % Dibujar las curvas de nivel correspondientes

az=123yz=4.
Solucioén:

@ Lacurvade nivel z =1 esel punto (2,2,0).

@ Lacurvadenivel z = 2 es la elipse

1:@-2)%@.

@ Lacurvadenivel z = 3 es la elipse

—9)2
2= (x—2)%2+ %, es decir,

(z-2? (-2
2 * g8

1=

(y — 2)?

decir, 1 =
4 esdecir 3 =

@ Lacurva de nivel z = 4 eslaelipse 3 = (z — 2)? +
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Dibujar Trazas (o cortes). Con el fin de realizar el dibujo de una superficie S de ecuacién explicita z = f(x,y) o
de ecuacion implicita F'(x,y,z) = 0, procedemos a realizar cortes a esta superficie con planos paralelos a los planos
coordenados. Estas curvas son llamadas trazas o cortes y producen un dibujo ‘de alambre’ de la superficie a dibujar.

Para describir las trazas por ecuaciones se procede de la siguiente manera:

@ Si la traza resulta de la interseccién de la superficie S con el plano x = ¢, entonces su ecuacién es
“z=f(e,y); x =c"0“F(c,y,z) = 0; x = ¢,” y se representa en el plano = = c.

@ Si la traza resulta de la interseccion de la superficie S con el plano y = ¢, entonces su ecuacién es
“z2=f(z,¢); y=c"0“F(z,c,z) = 0; y = ¢,” y se representa en el plano y = c.

@ Si la traza resulta de la interseccién de la superficie S con el plano z = ¢, entonces su ecuacion es
“c= f(x,y), z=c"0“F(x,y,c) =0, z ="y se representa en el plano z = c.

Consideremos la superficie de ecuacién z = 22 + y2. Dibujar la traza z = 1.

Solucién: La traza z = 1 es la circunferencia

1:a:2+y2; con z=1.

La curva se representa en el plano z = 1. Como la circun-

ferencia vive en el plano z = 1, para dibujarla ubicamos
su centro (0,0,1) y trazamos un par de rectas paralelas
alos ejes X e Y que pasen por este punto, estas lineas
las podemos usar como “ejes” para dibujar este tipo de elipse.

ja” punteada que pasa por los vérticies de la curva, nos ayuda a hacer el trazo de la curva “en perspectiva”
—

Estrategia general: Trasladar los ejes. Para dibujar trazas, una estrategia consiste en trasladar los ejes al plano de
dibujo:x =¢; y=c oz=c.
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Figura 3.16: Traslacion de ejes

Consideremos la superficie S de ecuacién 4(y — 1) + 4(z — 1)? = 22. Dibujar la traza = = 2.

Solucién: Latraza z = 2 eslacurva (y — 1)2 + (z — 1)2 = 1; = = 2.

Para dibujar la traza primero trasladamos los ejes al plano x = 2, luego dibujamos la curva en el plano Y Z.
Finalmente dibujamos la curva “(y — 1)? + (z — 1)? = 1; 2 = 2" usando los ejes Y'Z’

Wolfram CDF Player
4

A 7 7
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Figura 3.17: Traslacién de ejes y dibujo de la traza = = 2

Ejemplo 3.24
—92)2
(y—)' Dibujar la traza z = 3.

Consideremos la superficie de ecuacién z — 1 = (z — 2)% + 1
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Solucién: La traza z = 3 es la elipse

(z—2° (-2
2 * 8

=1 enelplano z = 3.

Como la elipse vive en el plano z = 3, para dibujarla
ubicamos su centro (2,2, 3) y trazamos un par de semiejes
X’ y Y’ paralelos a los ejes X e Y que pasen por este
punto, estas lineas las podemos usar para dibujar la elipse
de la manera usual.

Cuddricas

Wolfram CDF Player
4

~7
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Nos interesan las cuddricas de ecuacién Az + By? + Cz? + Dx + Ey + Fz + G = 0. Excepto casos degenerados,
completando cuadrados podemos obtener la ecuacién candnica de cada superficie cuadratica. A continuacién se muestra

algunas cuddricas en posicion estdndar y centradas en el origen.

2 2 2

z
Elipsoide: Tiene ecuacion — + y—Q + 5= 1
a c

b
Es simétrica con respecto a cada uno de los tres planos coordenados y
tiene interseccion con los ejes coordenados en (+a,0,0), (0,£b,0) y
(0,0, %c). La traza del elipsoide sobre cada uno de los planos coordenados
es un unico punto o una elipse.

$2 2

- - ] . .z Z
Paraboloide eliptico: Tiene ecuacion — + vy _Z
a? b c
2 y2 k
Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses: — + RS
a c
Sus trazas sobre planos verticales, ya sean x = k o y = k, son parabolas.

Wolfram CDF Player
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22?2 2

Paraboloide hiperbélico: Tiene ecuaciéon = — — = —

2  a? ¢
Sus trazas sobre planos horizontales z = k son hipérbolas o dos
rectas (¢ = 0). Sus trazas sobre planos verticales paralelos al plano X Z
son pardbolas que abren hacia abajo, mientras que las trazas sobre planos
verticales paralelos al plano Y Z son pardbolas que abren hacia arriba. Su
grafica tiene la forma de una silla de montar.

2 2 2
X z
L2

Cono eliptico: Tiene ecuacién — =
a b2 2

Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses. Sus tra-
zas sobre planos verticales corresponden a hipérbolas o un par de
rectas.

2 2 2
- - - . .7 Z
Hiperboloide de una hoja: Tiene ecuacién — + ¥y _Z2 _ 1
a b2 2
Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses
2 2 2
ye k
2tpTlita
Sus trazas sobre planos verticales son hipérbolas
2 2 22
Hiperboloide de dos hojas: Tiene ecuacion -3 5= 1
a b2 2

Es una superficie con dos hojas (o mantos) separadas. Sus trazas
sobre planos horizontales z = k son elipses y sobre planos verticales son
hipérbolas

Wolfram CDF Player
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Considere el parabolide eliptico de ecuacién S : z = (y — 2)? + 4(z — 1)2. Dibuje por separado las trazas
obtenidas al intersecar .S con los planos de ecuaciéon y =2, x =1, 2 =0 y z = 4, y dibuje la superficie.
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Solucion:
@ Latraza y = 2 corresponde a la pardbola _ CHICm e e

(z—-1)2 =2z y=2.

@ Latraza x = 1 corresponde a la pardbola

(y—22%=2 z=1

Comorts| @ B W 7

@ Latraza z = 4 corresponde a la elipse potiamicPRileve]

—92)2
(y4) +(x—1)2=1,z=4
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@ Latraza z = 0 corresponde al vértice del parabolide, (1,2,0).

A ‘ Superficie z = (y-2)2+ 4 1)? Wolfram CDF Player

Ejemplo 3.26

Identifique y dibuje la superficie cuadratica 22 + 222 — 6z —y + 10 =0

Solucion: Completando el cuadrado en z obtenemos el paraboloide eliptico y — 1 = (z — 3)2 + 222, Abre en
direccién del la parte positiva del eje Y.

Trazas. La estrategia es la siguiente: El paraboloide eliptico (que estd mds arriba), se puede dibujar con un par de
elipses y una pardbola. Para obtener las elipses le damos valores a y en la ecuacién y — 1 = (z — 3)2 +222%. Se
requiere que y > 1.

@ Latraza y = 1 esel punto: (3,1,0).

2
@ Latraza y = 2 eslaelipse 1 = (v — 3)% + % enel plano y = 2

(z —3)

2
@ Latraza y = 3 eslaelipse 1 = 5 + 2% enelplano y = 3

@ Latraza = 3 es lapardbola y = 222 + 1 enel plano x = 3.

Wolfram CDF Player

4
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Ejemplo 3.27

Consideremos la superficie de ecuacién z = 2 4 y?. Trazar la superficie usando las trazas correspondientes a
z=0,1,3y 2=0.

Solucion:
@ Latraza z = 0 es el punto (0,0,0)

@ Latraza z = 1 es lacircunferencia 1 = 2% + 4?; enel plano z = 1
@ Latraza z = 3 es la circunferencia 3 = 2% + y?;en el plano z = 3

@ Latraza = 0 es lapardbola z = y?; enel plano 2 = 0

Ejemplo 3.28

— 92)2
Consideremos la superficie de ecuacién z — 1 = (z — 2)? + w=2"

T Trazar la superficie usando las trazas

correspondientesa z =1,2,3,4 y x = 2.

Solucién:
@ Latraza z = 1 esel punto (2,2,1)

_9)2

@ Latraza z = 2 eslaelipse 1 = (v —2)% + y 1 ) en el plano z = 2.
—2)2 —2)2

@ Latraza z = 3 eslaelipse 1 = (= 5 ) + (y=2) en el plano z = 3.
—2)? —2)?

@ Latraza z =4 eslaelipse 1 = (= 3 ) + y 5 ) en el plano z = 4.

—92)2
@ Latraza x = 2 eslapardbola z — 1 = % en el plano = = 2.
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Ejemplo 3.29

Identifique y dibuje la superficie cuadratica 422 — y? +22%2 +4 = 0.

2 2
Solucién: Dividiendo por 4 obtenemos: —z% + yz = % = 1, que corresponde a un hiperboloide de dos hojas.

Abre en direccion del eje Y.

Trazas. La estrategia es la siguiente: El hiperboloide de dos hojas (que estd mds arriba), se puede dibujar con dos
elipses y una hipérbola por cada hoja.

2 2
. 02 < . .
Para obtener elipses, arreglamos la ecuacién como yZ — 1=z 5 Las elipses se obtienen dando valores a ¥

con |y| > 2.

@ Si y = +2 obtenemos dos puntos: (0,2,0), (0,—2,0).

2 2

@ Si y = 43 obtenemos la elipse 5:% + % =1 enel plano y = 3 y el plano y = —3.
2 2

@ Si y = 4 obtenemos la elipse % + % =1 enelplano y =4 yel plano y = —4.

2,2

2

2
@ Para obtener la hipérbola, ponemos x = 0 y arreglamos la ecuacién como yz —— =1
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Ejercicios
@ 3.4.1 Dibuje cada una de las siguientes cuddricas:

Wolfram CDF Player

a) y=(r—2)7+(z-2)7 o
b) 224y? ="
) 24yt =7
—1)?
c.) x2+y2+7(2 5 ) =1

d) 22+y2 - (2-2)2=1
e) 22+ —(2-2)2=0

f) 22+ (y—2)2-22=0

@ 3.4.2 Considere la superficie de ecuacién S : 4 — 2 = 2% + (y — 2)? + 2. Dibuje por separado las curvas de corte de S

con los planos z = 0, z = 3y 2 = 0. Y luego dibuje

@ 3.4.3 Identifique y dibuje la superficie cuadrética

Sélidos simples

S.

(z

32 (=3P (=17

=1
4 9 4

Los sélidos simples se describen por medio de su frontera, es decir, se describen por las superficies que lo limitan. Un
solido simple es un conjunto compacto limitado por una o varias superficies orientables (de dos caras), sin hoyos, con borde
y sin traslapes; en el interior del sélido no hay superficies ni ‘burbujas’ (la frontera del sélido es tal que divide el espacio en

dos partes: Interior y exterior).

Visualizando curvas de interseccion entre superficies

Para realizar dibujos ‘a mano’ es esencial visualizar las curvas de interseccion entre superficies. En general, si dos superficies
se cortan en una o varias curvas, una manera de bosquejar estas curvas es buscar algunos puntos de contacto. En los casos
mads sencillos, estos puntos los podemos localizar en los planos XY, XZ o Y Z. En los ejemplos que siguen, estos

“puntos-guia” se sefialan con un punto rojo.

Ejemplo 3.30

Consideremos la curva C' de interseccién de la superficie S1: z =1 — 22 yel plano Sy : y = 3, en el primer

octante.

Para dibujar esta curva, calculamos “dos puntos gu

2

1a

para trazar la curva. Los puntos guia estdn en rojo en la figura.

Son el punto de intersecion entre las rectas 2 =1 y y = 3 enel plano Y Z y el punto de intersecion entre las rec-
tas 2z =1y y = 3 enelplano XY. La curva que queremos dibujar inicia en uno de estos puntos y termina en el otro.
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Plano y = 3 Superficie Sy : z =1 — 22 Curva de interseccion.
Z 4 rectal (0.3,1)
VA zZ = )9,
ﬁ | L /
1
, oY ¥ 1 Y
A 3 ! . g 7 e
X 2/ X Xﬂ/ recizl1
L= (1,3,0)
Corte del plano J— Wolfram CDKF Player
-
Figura 3.18: Curva de interseccién entre las superficies Sy : z =1 — 22 yelplano Sy : y =3
I

2
Consideremos la curva C' de interseccion entre la superficie S7: z =4 — ZEZ yelplano Sy : x+y =06 enel

primer octante.

El plano Ss: x +y = 6 intersecaalosejes X e Y en x =6 y y = 6, respectivamente. Como se observa, los
puntos-guia estdn en los planos XY y Y Z.

En el plano XY el punto-guia se obtiene sustituyendo x = 4 en la ecuaciéon de larecta x +y = 6, z = 0; se
obtiene (4,2,0).

En el plano Y Z el punto-guia es claramente (0,6,4).
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Corte del plan® e} Wolfram CDF Player

2
Figura 3.19: Curva de interseccion entre las superficies Sy : z =4 — % yelplano Sy : x+y =6

Ejemplo 3.32

Consideremos la superficie S; : 2z =1 — 22 yelplano Sy : y + 2z = 2 en el primer octante. Los puntos-guia
son (1,2,0) y (0,1,1). Elpunto (0,1, 1) seobtiene sustituyendo z = 1 enlaecuaciéndelarecta y+z = 2,z = 0.

Corte del plano ——}— Wolfram CDF Player

X
1,2,0)

Figura 3.20: Curva de interseccién la superficie S : z =1 — 22 yelplano y + z = 2
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Ejemplo 3.33

Consideremos la curva de interseccion entre la superficie Sy : 22 +22 =9 yelplano Sy : y —z = —2 enel
primer octante.

El corte del plano So : y —x = —2 con el plano XZ es la recta x = 2 (pues sobre este plano, y = 0).
Sustituyendo 2 = 2 en la ecuacién z2 + 22 = 9, y = 0; obtenemos el punto de interseccién (2,0, \/5)

El otro punto-guia se obtiene sustituyendo z = 3 en la ecuacién del plano Sy : y — x = —2, este punto es
(3,1,0).

= Cilindro 4 4
P2+2=9 il

AR
(3,1,0)

Figura 3.21: Curva de interseccién la superficie S7: 224+ 22 =9 yelplano Sy : y — 2 = —2

Ejemplo 3.34

Consideremos la superficie S; : z=1— 22 yelplano Sy : 2z —y = 0, en el primer octante. Para dibujar la
curva C' de interserccion en el primer octante, buscamos los puntos guia. En este caso estos puntos son (1,0,0) y
(0,2,1).

Plano Sy : 2z —y =10 Plano S5 y superficie Sy : 2z = 1 — 22 Curva de interseccion

V4

2z—y=0

Ejemplo 3.35

Consideremos las superficies Sy : 22 + 4% = 16, So: 2x — 22 = 0, en el primer octante. Para dibujar la curva
C' deinterserccion en el primer octante, buscamos los puntos guia. En este caso estos puntos son (0, 4,0) y (2,0, V3).
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Corte del cilindro

0— Wolfram CDF Player

Figura 3.22: Curva de interseccién las superficies Sy : 22 +y?2 =16y So: 22 — 22 =0
|

Perspectiva. En general, cuando dibujamos el sistema de ejes XY Z en posicion estdndar, podemos mover el eje X un
poco hacia arriba o un poco hacia abajo y esto hace que la perspectiva cambie.

En el dibujo que sigue, se muestra la interseccion del mismo cilindro y el mismo plano, la diferencia estd en la posicién del
eje X (lo que produce el cambio de perspectiva!). En el primer caso el plano se ve “desde arriba” en el segundo caso el

plano lo vemos “desde abajo”

Figura 3.23: Efecto en la perspectiva al mover el eje X

Dibujo de sélidos simples

¢Siempre dibujamos en el | octante?. No, excepto que se pida de manera especifica. A veces se pide el dibujo en el
primer octante para simplificar el dibujo, pero para otros sélidos es obligatorio especificar el octante para que se cumpla la
especificacion de solido simple que dimos mds arriba y asi evitar ambigiiedades (recuerde que los sélidos simples son
conjuntos compactos y no tienen superficies interiores ni ‘burbujas’).
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El sélido de la figura 3.5 es un “sélido simple”, limitado por lel cilindro S; : z = 2% 4 y? y los planos Ss :

243z, S3: 2=4,84: =0y S5: y=0, en el primer octante.

Sélido limtado por 8y :z=x>+y%, 81 22=2+43x,83: 2=4,854: x=0y Ss:y=0

Wolfram CDF Player

Separar Super cies
T —
R ——
T —
R ——
R ——

Ctrl- Ratén: Zoom
Shift- Ratén: Desplazar imagen | Compartir | G SYM

Figura 3.24: S¢lido simple

2z =

Ambiguedades. Por ejemplo, el slido @ limitadopor S;: z=2—22% Sy : y=3; S3: 2=0; S4:y=0
y S5 : z = 0, no es un sdlido simple pues x = 0 es una superficie interior. Si eliminamos esta superficie interior, si

tendriamos un sélido simple.

Sélido @ (no simple) limitado por Sy : z = 2 —x?;

Sélido ) simple, limitadopor z =2 — x

So:y=3;S3:2x=0; S4:y=0yS5:2=0. y=0y 2=0,

Los siguientes s6lidos son una “variacién” del s6lido anterior, pero ahora se trata de sélidos simples. En particular muestran
que la presencia de los planos “z = 0, y = 0, z = 0” no implica que el sélido esté en el primer octante, de hecho se
pueden usar estos planos especificando que el sélido estd en otro octante. Los dos sélido de la figura que sigue, estan
limitados por las mismas superficies, pero el de la izquierda estd en el primer octante y el de la derecha estd en el segundo

octante.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap3-CSCDFSolidosIntro.cdf

3.5 Sdlidos simples (https://tecdigital tec.ac.cr/revistarmatemartical/). 130

Figura 3.25: Sélidos limitados por las mismas superficies, pero en distinto octante.

El dibujo de sélidos simples se hace estableciendo las rectas o las curvas de interseccidn entre las superficies que limitan el
sélido.

Ejemplo 3.36

Dibujar el sélido @ limitado por la superficie S; : z =4 — 22 yelplano Sy : 2 + y = 4; en el primer octante

Solucién: Dibujamos ambas superrficies y observamos dos puntos-guia: (2,2,0) y (0,4,4). Esto nos permite
bosquejar la curva de interseccion entre S7 y S2. Como estamos en el primer octante, en este caso los planos
z =0, y=0y z=0 son las otras superficies que limitan el sdlido.

Corte del plano o Ver sélido [ | Wolfram CDF Player

Figura 3.26: Sélido Q)
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Ejemplo 3.37

Dibujar el sélido @ limitado por la superficie S; : x? + 22 = 16 yel plano So : y + z = 4; en el primer octante

Solucion: Dibujamos ambas superrficies y observamos dos puntos-guia: (4,4,0) y (0,0,4). Esto nos permite
bosquejar la curva de interseccion entre S; y S3. Como estamos en el primer octante, en este caso, los planos
z =0, y=0y z=0 son las otras superficies que limitan el sdlido.

Corte del plano e Ver sélido [ | Wolfram CDF Player

=4

Figura 3.27: Sélido @

Ejemplo 3.38

Dibuje el sélido @ limitado por la superficie S; : y = 22 +2ylosplanos Sy : o —y =0;S3: =+ 2z = 2;
Si:x=0y S;: z=0.

Solucion: Podriamos dibujar los planos S3 y S3 y sus interseccion y luego agregar el cilindro S .

Wolfram CDF Player
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Ejemplo 3.39

Dibuje el s6lido @ limitado por las superficies S1: (y—2)2 =22, So: y=4, S3: v+2=6, Sy: v=0
Ss:y=0y Sg: z=0.

Solucioén: La parte delicada es dibujar la interseccién entre las superficies Sy y Ss.

El plano S5 : x4 z = 6 corta a la superficie S; desde = 2 hasta z = 6. El corte incia en (6,0,0) lue-
go el corte debe pasar por (2,2,4) (que estd encima del vértice de la parbola (y —2)2 = 2 —2) y finalizaen (2,4, 0).

El sélido estd limitado por la superficie Sy : 2 = 0, por eso el sélido “inicia” en el plano Y Z y sigue hasta el
cilindro Sy

Corte del plano — [} Ver sélido [ Wolfram CDF Player

X+z=6

Figura 3.28: Sélido @

Ejemplo 3.40

Dibujar el s6lido Q limitado por las superficies S1 : #? 4+ y? =42; S : z4+x=4; S3: y=1y Sy: =0,
en el I octante.

Solucioén: En la aplicacién interactiva puede seguir los pasos para obtener el sélido.
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Wolfram CDF Player

0 a Paso
Super cle 1

Super cie2

Figura 3.29: Sélido @

Ejemplo 3.41

Dibuje el s6lido @ limitado por las superficies S; : #2 +y?> =4, So: 22—y =3,y S3: 2=0.

Solucién: El plano Sp : z —y = 3 interseca al cilindro en los puntos (0, —2,1) y (0,2, 5). Podemos usar estos
puntos para dirigir el bosquejo de la curva de interseccion.

Corte delplano [} Ver sélido ] Wolfram CDF Player

z

Figura 3.30: Sélido @

Ejemplo 3.42

Dibuje el s6lido @ limitado por las superficies S; : x? +y? = 16, Sy : %Z’ — 1y + z =2, enel I octante.

Solucién: Primero calculamos el par de puntos-guia en los que el plano Ss : %:p — y + z = 2 interseca al cilindro

S1: 2?2+ y? = 16.
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En el plano X Z el plano Ss corta la recta x = 4 del cilindro S;. Entonces, como z = 4y y = 0 tenemos

(sustituyendo en la ecuacion de S2) z = 2/5. Similarmente, en el plano Y Z el punto de contacto se obtiene en la
interseccién de larectay = 4y larecta —y + z = 2.

De esta manera, los puntos de primer contacto entre el cilindro y el plano, en el I octante, son los puntos (4, 0,2/5)
y (0,4,6).

Corte del plano —_[}— Ver sélido [ Wolfram CDF Player

)
y fq
-y +€£

Figura 3.31: Sélido @

Ejemplo 3.43

Dibujar el sdlido @ limitado por la superficie
S; : z =1-—22 ylos planos Sy : 2z —y = 0;
S3:y=0; Sy: x=0; en el primer octante.

Solucién: La superficie S; : 2z = 1 — 2% queda
arriba y el plano Ss : 2z —y = 0 queda abajo. El
plano z = 0 no es parte del sélido. El punto (0,2,1) se
obtiene como intersecciénde lasrectas z =1y 2z—y = 0.
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Ejemplo 3.44

Dibujar el s6lido ) limitado porlos planos S : x —y+2=0; Sy: y+2=2; Sz3: 2=0y Sy: z2=0.

Solucién: Dibujamos ambos planos y marcamos los puntos guia para trazar el segmento de interseccién. Uno de los
puntos se obtiene como la interseccién de las rectas —y + 2z =0y y 4+ 2 = 2, y el otro como la interseccién de las
rectas x —y = 0 y y = 2. Estos puntos son (0,1,1) y (2,2,0) El s6lido se mantiene en el primer octante pues
estd limitado por el plano z = 0 (plano Y Z) y el plano z = 0 (plano XY).

Planos x —y+2=0; y+ z = 2; Sélido @

Ejemplo 3.45

Dibujar el sélido @ limitado por la superficie S1: z=1—22 ylosplanos 2z —y=0; 2=0; 2=0y y =2,
en el primer octante.

Solucion: Como el sélido estd limitado por los planos z = 0 y = = 0, entonces el plano 2z —y = 0 queda en la
parte de arriba del sélido.
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Ejemplo 3.46
g

Dibujar el sélido (¢ limitado por la superficie
S1: z=1-—22yelplano Sy : y+ 2z = 2; en
el primer octante.

Solucién: En este caso no es necesario especificar los planos
z=0; y =0y z=0; con solo especificar que estd en

el primer octante es suficiente porque en este caso no hay

ambiguedad.

Ejemplo 3.47
Dibujar el s6lido @ limitado por las superficies S1 : z? +y? =1; Sy: o — 22 =0 ylos planos S3: z = 2 — x;

Sy:x=0y S5:y=0, enel primer octante.
Solucién: Tal vez sea mds sencillo dibujar primero la superficie S; : 22 + y?> = 1 yel plano z = 2 — z; luego

dibujamos la otra superficie Sy : = — 22 =0.
Superficie Sy : xz?+y? =1 yplano | Agregamos la superficie Sélido @
Sy

z=2—x

x—22=0.

A\
TTET e /

2

z=2-=z
T =2z
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Ejemplo 3.48

Dibuje el sélido @ limitado por las superficies S; : 2 +22 =4; 8 : y+ 2 =2;53: 2 =4,y S84 : y=0,
S5 : x =0, en el I octante.

Solucién: Dibujamos los planos Sy : y 42 = 2y S3 : z = 4; luego agregamos la otra superficie S; : z2 + 22 = 4.

Planos S5 : y + 2 = 2;S3: z =4. | Agregamos la superficie Sélido @
Sy x2+ 22 =4.

—t>» cz+y=2

Ejemplo 3.49

Considere las superficies S1 : 4(x —2) =2, Sa: y+2=4, yS3: 2z +y = 8. Con estas superficies tenemos
tres posibles sdlidos en el I octante.

a.) El @ limitado por las superficies S7, S2, S3 ylosplanos Sy: =0, S5: y=0y Sg: z=0.
b.) Elsélido @ limitado por las superficies Sy, So, Ss yelplano Sg: z = 0.

c.) Elsélido @ limitado por las superficies S, Sz, S3 ylosplanos S5: y =0y Sg: z=0.
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Sélido 2 ‘ Sélido 3 |
S 4(x=2)=y, S ytz=4,8: 2x+y=8
Wolfr: am CDF Player
i

i QO YM G B =@

Ejercicios

En los siguientes ejercicios, dibuje el sélido limitado por las superficies que se indican.

@ 3.5.1 Dibuje el sélido @ limitado por las superficies S1 : (y —2)2 =2 —2, So: y =1, S3: y = 4,
Si:x+2z=6, S5: =0y Sg: z=0.

Dibujar el sélido )1 limitado por las superficies 224y =4z24y=2 y=1 y y =0, en

@3.5.2 -
el I octante.
@353  S¢lido Q7 limitado por la superficie 2?2+ 9% =4;ylosplanos z +y =2; = ++3y = 23
o y z = 0, en el I octante
@354 - . Sélido Q3 limitado por la superficie y? + 22 = 1;y los planos # +y = 2; x—y+2z =0, en
-~ el I octante.
@355 /" Sélido @ limitado por la superficie y> + 22 =4 ylos planos 20 — 2y +2=2; t =0y
= z=0.
@356 Sélido Qs limitado por la superficie (z —4)%2+y? =4 ylosplanos 2 —2 = 0; y = —2; y =
R 2;yz=0con 0<a<4.
@357 ‘j - Sélido Qg limitado por la superficie y? + 22> = 16 ylosplanos x + 2y +2=2; x+ 2z =

AL 2, 2 =0;y z=0 enelloctante.
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@358 > Sélido Q7 limitado por la superficie y? + 22 = 16 ylos planos o +2y+ 2 =2; = + 2z =
o U525 £=0;y z=0enellyIV octante.

@359 Sélido Qg limitado por la superficie y = 2 ylos planos 2z +3y =18; 2 +y =6; z =
o 3; £=0;y 2=0, enelIoctante.

@®3.5.10 W Sélido Qg limitado por la superficie 22 = 4 — z y los planos 3z 42y = 6; z = 2z; y = 0;
R yz=0.

@35.11 Sélido Q1o limitado por la superficie z = 9 — 22 y los planos 5y — bz +22 =0y y = 3,
R en el primer octante.

~ Sélido @ limitado por las superficies z =4 — 2%, 2y + 2 =8;y=a;2 =0y 2 =0, en

@ 3.5.12 }
. el primer octante.

L. primer octante.

1-op, ' - 21 . . . _ _ 2 . o . . N .
@35.13 m Sélido @12 limitado por las superficies z = 4 — 2°/4;y =6 —x;y =4y y =0, enel

@ 3.5.14 ~ S6lido Q13 limitado por las superficies z =4 — 22; z4+2y=4; z2=4; 2=0yy = 0.
@35.15 Sélido Q14 limitado por las superficies y = 2 — 22%; y=1—22; y+22=2; z=0y
o z = 0; en el I octante.
@35.16 . ' Sélido @15 limitado por las superficies y =2 —22%; y=1—22 y+22=2; =0y
o ' ' 2z =2, enel I octante.
@ 3.5.17 Sélido Q16 limitado por las superficies 22 + y? = 1; z = 1 — 22, enel I octante.
£1: . . 1.2, o — - — _ _
@®35.18 Sélido Q17 limitado por las superficies z =1—2°%;, z—y=1; y=z; =0y z2=0, en

el I y IV octante.
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Proyeccién (ortogonal) de un sélido simple

Proyeccion ortogonal de un punto. La proyeccién ortogonal de un punto P en un plano II es el punto en este
plano cuya distancia (euclidiana) a P es minima. Intuitivamente corresponde a la “sombra” del punto proyectada
perpendicularmente sobre el plano II. En la figura que sigue se muestra la proyeccién de un punto P sobre cada uno de
losplanos XY, YZ y XZ.

Proyeccion sobre XY Proyeccién sobre Y Z Proyeccion sobre X 7
Z) Zh Zh
1 T o F, P o
o 2% |~ o
al pe B
Xg~ ] X X

28

Proyeccion ortogonal de una supeificie

La proyeccion perpendicular de una superficie S sobre un plano II es la proyeccién perpendicular de cada uno de sus
puntos sobre este plano. En este libro solo nos interesa la proyeccion de la superficie S sobre los planos coordenados.

Ejemplo 3.50

En este ejemplo visualizamos la proyeccion de un tridngulo S sobre cada uno de los planos XY, YZ y X Z.
Proyeccion sobre XY Proyeccion sobre Y Z Proyeccion sobre X 7

d

En la préictica nos interesa describir la proyeccién de manera analitica porque, en este curso, estas proyecciones van a ser
regiones de integracion.

En general, para obtener la proyeccién sobre uno de los planos XY, XZ o Y Z; primero proyectamos ortogonalmente,
algunos puntos de la superificie, sobre el plano de eleccién. La ecuacion de la proyeccion de las curvas entre estos puntos
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se puede determinar usando las ecuaciones de las superficies de cuya interseccion ellas son producto.

Ejemplo 3.51

Wolfram CDF Player

-ty

P

Consideremos la superficie S : 2 + 2?2 = 4 limita-
da por el plano de ecuacién z+y = 5, en el primer octante.

Figura 3.32: Superficie S; : 22+ 22 =4

Usaremos los vértices Vi = (2,0,0), Vo = (2,3,0), V3 =(0,5,2) y V4 = (0,0,2)

a.) Proyeccion sobre el plano XY. La proyeccion de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano XY
La curva C' se proyecta sobre larecta x + y = 5 (la ecuacién de un plano ortogonal al plano XY).

Wolfram CDF Player
zSuperlicIe S: x%+22=4 limitado por

S;:x+y=5 | octante. > f

Plano de proyeccion
s| x| xz| vz

Proyeccion

B —

C:ix+y=5

Figura 3.33: Proyeccion de la superficie S sobre el plano XY

b.) Proyeccion sobre el plano Y Z. La proyeccion de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano Y Z. La
curva C' se proyecta sobre la curva C’. Para determinar la ecuacién de C’, usamos el hecho de que esta
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curva es la proyeccién de la curva de interseccién entre S : 22 + 22 = 4 y el plano de ecuacién z + y = 5.
Como la curva estd en el plano Y Z, debemos ‘“eliminar” la variable = : Despejamos en una ecuacién y

sustituimos en la otra.

?+22=4 N z+ty=5 = C:6-y)?+22=4

Wolfram CDF Player

Ecuacion de la curva C: @
C: P+ =4nx+y=5=> C:(y-5+2 =4 ~’

Plano de proyeccion
sl xr | xz || vz

Proyeccion

—

Figura 3.34: Proyeccion de la superficie .S sobre el plano Y Z

c.) Proyeccién sobre el plano X Z. La superficie S : 22 4+ 22 = 4 es un cilindro, su proyeccién sobre este
plano es la curva que le dio origen (no una regién).

Wolfram CDF Player

Superficie S: x*+2%=4 limitado por f
511 x+y=5 |octante.

Plano de proyeccion
sl xr | xz || vz

Proyecciéon

44—
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Figura 3.35: Proyeccion de la superficie S sobre el plano X7

Proyeccién de un sélido.

En el caso de sélidos simples, la proyeccion se determina proyectando las superficies (posiblemente no todas) que lo limitan.

Ejemplo 3.52

Consideremos el sélido ) limitado por la superficie S; : 22 + 22 = 4 y los planos ecuacién Sy : x +y = 5,
S3: 2=0, S4: z=2y S5: y=0; como se muestra en la figura que sigue.

; Wolfram CDF Player

Figura 3.36: Sélido @

Para proyectar el s6lido podriamos usar los vértices V; = (5,0,0), Vo = (2,0,0), V3 = (2,3,0), V4 = (0,5,2),
(0,0,2) y (5,0,2).

a.) Proyeccion sobre el plano XY. La proyeccion de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano XY
Lacurva C se proyecta sobre larecta « + y = 5 (la ecuacién de un plano ortogonal al plano XY').

Plano de proyeccién: Wolfram CDF Player
)
o =] v 2z Proyeccion

Proyeccién
—_—

Separar Super cies

S; -D— X
L e —

T ——

55 J—--—ro

Figura 3.37: Proyeccion del sélido @) sobre el plano XY
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b.) Proyeccion sobre el plano Y 7. La proyeccion de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano Y Z. La curva
C' se proyecta sobre la curva C’. Para determinar la ecuacién de C’, usamos el hecho de que esta curva es la

proyeccion de la curva de interseccién entre S : 2 + 22 = 4 y el plano de ecuacién = +y = 5.

Como la curva estd en el plano Y Z, debemos “eliminar” la variable x : Despejamos en una ecuacion y sustituimos

en la otra.

?+22=4 N 24y=5 = C:6-y?+22=4 o y=5-—4—22

Plano de proyeccion: Wolfram CDF Player Proyeccion
off 5] ) 4
Proyeccidn
—_—
Separar Super cies
iy I
S F—— x
Se - —

Ss J—-—

1 2 3 4 5

Figura 3.38: Proyeccion del sélido () sobre el plano Y Z

c.) Proyeccién sobre el plano X Z. La superficie S : x? + 22 = 4 es un cilindro, su proyeccién sobre este plano es

la curva que le dio origen. El plano z = 2 proyecta sobre la recta z = 2 en el plano y = 0.

Plano de proyeccion: Wolfram CDF Player
offw =] e

Proyecciaon

Proyeccion

1 g

Separar Super cies

P EE—

Figura 3.39: Proyeccion del sélido () sobre el plano X Z
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Ejercicios

@ 3.6.1 Dibujar las proyecciones del sélido @ si este sélido estd limitadopor 22 + 2 = 4; 2 +y=2; y=1; = =
0; y=0yz=0,enelloctante

@ 3.6.2 Dibujar las proyecciones del sélido @ si este sélido estd limitado por las superficies y = 2 — 2z
y=1—2% y+22=2; =0 y z = 0; en el I octante.

@ 3.6.3 Dibujar las proyecciones del sélido @ si este s6lido estd limitado por la superficie y* + 22 = 4 y los planos
2r —2y+2=2; =0y 2 =0.
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4.1 Trayectorias y parametrizaciones

Desde el punto de vista de la fisica, el movimiento de una particula en el espacio se puede describir por su posicién
(z,y, z) en funcién del tiempo t, es decir, (z(t),y(t),z(t)). El vector posicién en el tiempo ¢ se denota r(t),

r(t) = (z(t), y(t), 2(t)) otambién r(t) =x(t) i+ y(t)j+2(t)k, donde ¢t e [a,b]

Ejemplo 4.1

Consideremos la trayectoria

r(t) = (4cost, 2 —4cost, 4sent )t € [0, 3]
Observe que,
r(0) = (4cos0,2—4cos0, 4sen0) = (4,—2,0)

r(1/2) = (0,2,4)

Curva C: r(t) = (4cost, 2—4cost, 4sent), t € [0,3]

Parametro t Wolfram CDF Player

0.5 1 15 2 2.5

@
®
I

r( 1.80) = (-0.75, 2.80, 3.90)
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En el plano XY seriar(t) = (z(t), y(t)) otambién r(t)=x(t) T+ y(t)]
La “funcién vectorial” r : R—R"™ se puede considerar como una trayectoria de una particula en movimiento tanto co-

mo una curva, es decir, un objeto geométrico. En este dltimo caso, el “pardmetro” ¢ ya no representa necesariamente “tiempo”

Definicion 4.1 (Trayectoria. Parametrizacion de una curva).

Una trayectoria C' en R™ es una funcién continua r : [a, )] —=R".

Si la funcién vectorial r es continua en [a, b], entonces a la representacion gréfica de r se le llama curva y decimos
que esta curva esta descrita paramétricamente por r(¢). Escribimos

C:r(t) con tEe€ [a,b]
Observe que la parametrizacién r induce una orientacién de C' en el sentido de que la trayectoria inicia en r(a) y termina

en r(b). Algunas trayectorias ya tienen su propia orientacion y la parametrizacion r puede ser que respete o no respete
esta orientacion. Por supuesto, una curva C' puede tener varias parametrizaciones.

Parametrizacion de curvas en R?

No siempre es ficil encontrar una parametrizacién de una curva en R?. Veamos algunos casos sencillos.

Funciones. Si C': y = f(z) con z € [a,b], entonces, si tomamos como pardmetro x = ¢, una parametrizacién puede
ser C': r(t) = (t, f(t)) con t € [a,D]

Los segmentos y = k se parametrizan como C' : r(t) = (¢, k) con t € [a,b] y los segmentos x = k se parametrizan
como C': r(t) = (k, t) con t € [a,b].

Elipses y circunferencias. Estas curvas se pueden parametrizar usando coordenadas polares.

@ Una circunferencia de radio a, centrada en el origen, se parametriza usando el dngulo # como pardmetro:
r=asenf y y=asenb.

La circunferencia C : x? + y? = a® se puede parametrizar como

C: r(t) = (acost, asent) con te€ [0,27]

Si el centro estd en (h,k) entonces se hace una traslacion: Si (z,y) € C : 2%+ y? = a® entonces

(z,y) + (h,k) € Cy: (x —h)?+ (y — k)? = a?
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(@cos®, asen0)

Figura 4.1: Una parametrizacién de la circunferencia

La circunferencia C' : (z — h)? + (y — k)? = a® se puede parametrizar como

C: r(t)=(h+acost, k+asent) con te [0,27]

x — h)? — k)2
b, =h)

C: r(t)=(h+acost, k+bsent) con te [0,2n]

@ Laelipse C': = 1 se puede parametrizar como

a

Curvas en coordenadas polares. Consideremos la curva C' : r = g(#) con 0 € [0, 62]. Como
x = rcosb x = g(0)cosh

y = rcosf — y = g(0)cosh

entonces la curva C' se puede parametrizar como C': r(0) = (g(0) cos@, g(f)senf) con 6 € [01,6:]

Ejemplo 4.2

Cr:x=-1 con y € [0,2]
O 2
Determine una parametrizacion para las siguientes curvas: { C2° ¥ =22 —x7 con z € [0,2]

C3:y=0 con z € [2,3]

Solucion: En C; podemos tomar y = ¢, en Cy podemos tomar =t y en C3 podemos tomar x = t.
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Una parametrizacién de C Wolfram CDF Player

4

A

3k

C1: ri(t) = (=1, 1) con te [0,2] | i
Co: ro(t) = (t, 2t —t?) con t€ [0,2] 059 =1, 053) 4 ik P
Cs: r3(t) = (t, 0) con te€ [2,3]
~ ¢ 05 1 l1‘5 2 256; T
o :

r( 2.70) =(2.70,0)

Ejemplo 4.3

Determine una parametrizacion para las circunferencias
a)Cr: (z—-3)2+(y—-22=1
b) Cy: 2?2 +(y—1)2=1

Solucién: Como ambas curvas son circunferencias podemos usar como parametro el dngulo 6, en coordenadas
polares:

r = h+acosf
con 6 € [0,2n]

y = k+asenf
Las parametrizaciones son
@ C;:ri(0)=(3+cosh,2+sen) con 6 e [0,27]

@ Cy: ro(0) = (cosh, 2+senf) con 0 € [0,2n]
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Parametrizacién de Cj: r@) = (3+cosf,2+send) con 6 € [0,2n[, C: r0) = (cosb, 1 +send) con 6 € [0,27[

Wolfram CDF Player

Pardmetro 6 = 0.912 I 0.912) =(3.610, 2.790) Yy r( 0.912) =(0.612, 1.790)
A 5
lf—i-—~\
I”
/' b
!
/ i )
] o
\ 1 1 |
\\ Il N
\ J/ |
\\\ ”I :
Rt el 1 2 3 >

Distintas parametrizaciones. Si cambiamos de parametrizacion, probablemente cambie el recorrido del pardmetro, en
términos fisicos el recorrido de la trayectoria puede ser mas o menos rapida.

Por ejemplo, consideremos la circunferencia C' : 22 + (y — 1)? = 1.

@C: 22+(y—1)%*=1 = C: r(0) = (cosh, 2+senf) con 0 € [0,2n]
@ Como vimos en la seccién de coordenadas polares, en el ejemplo 1.50,

C: 22+ @w-1% =1 = C : r=2senb, 0 [0,n7] = cC : rf) =
(2senf cosf, 2senfsend), 6 € [0, 7]

@ También podemos “acelerar” el recorrido de la circunferencia:

C: 22+ (y—1)2%2=1 = C: r(f) = (cos4d, 2 +sen4f) con 0Oc [0,7/2]

Parametrizacién de curvas en R?
Rectas en R3. Como ya vimos en la seccién 1.8 silarecta L pasapor P en direccién de v entonces una parametrizacion
es

L:r(t) = P+tv,teR
El segmento de recta C' que iniciae A y terminaen B se puede parametrizar como

Cir(t) = A+t-(B—A), te [0,1]

Eneste caso, r(0) = Ay r(1) =B
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Seleccione y arrastre el vector V', el punte P (verde)o el deslizador para

Wolfram CDF Player

L:( 1=(012)=(11L1)+ 1-(L0 1) j
.3‘ =

Ctrl- Ratén: Zoom

Shift- Ratén: Desplazar imagen | Compartir | o @ L~ ] M e ﬂﬁ @

Figura4.2: L: r(t) = P+1tv,t€ R

Seleccione y arrastre el vector A, el punto B (verdes)o el parametro (deslizador) £

f8 mmoreeaMMaoaioaw @
0 02 04 06 08 1

Wolfram CDF Player

Ctrl- Ratén: Zoom

Shift- Ratén: Desplazar imagen | Compartir | o @ L M e ﬂﬁ @

Figura4.3: C:r(t) = A+¢-(B—A), te€ [0,1]

@ Los segmentos paralelos a los ejes es mejor parametrizarlos usando x = ¢, y =t o z = t, segin corresponda.

Ejemplo 4.4

Determine una parametrizacién para C' = C + Cs + C
de la figura adjunta.

A
— S n(3)

Figura 4.4: Curva C = C; + C5 + C3

154
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Solucién: El segmento C; lo parametrizamos con la féormula ri(t) = A+t (B — A), t € [0,1]. Para el
segmento C podemos usar x = ¢t como pardmetro y para el segmento C3 podemos usar y = ¢ como pardmetro.

Ci: ri(t) = (2,0,2) +-[(0,2,0) — (2,0,2)] = (2 — 2t) i+ 2§ + (2 — 20)k, te [0,1]
C: Cy: I'Q(t) =ti+2j, te [0,3]
Cs : r3(t) =3i+1tj, te [274]

Seleccione y arrastre cada parametro (deslizador) [ Wolfram CDF Player

Pardmetros

Ctrl- Ratén: Zoom

Shift- Ratén: DEsp\azarlmagEn\Cumpart\r\ﬁ @&wM g Ei <] @

Curvas en R3. Algunas curvas en R? se pueden parametrizar usando como pardmetro = = t, y =t o z = t. También
a veces se podria usar coordenadas polares. Si las curvas se obtienen como interseccion de superficies, con la ecuacién de
estas superficies que se puede deducir una parametrizacion.

Ejemplo 4.5

Determine una parametrizaciéon para la curva C = (7 + Cy + C3 que se muestra en la figura.
Cr : 224 (z—-12 =1; y = 0y C3 es el trozo de curva de interseccién entre las superficies
Si: 2?2+ (z—1)2=1y Sy: z+y=2. Cy esel segmento de recta que se indica en la figura.
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Seleccione y arrastre los parametros Wolfram CDF p|ayer

~u

&)

1/
Y

Figura 4.5: Curva C = Cy + Cy + Cj3

Solucioén:

@ Una manera de parametrizar Cy es usando y = ¢ como pardmetro:
Cy: r3(t) = (0,4,2), t € [0,2]
@ Hay varias maneras de parametrizar Cy : 22+ (z — 1)2 =1; y = 0,
Cy: ri(t) = (cost,0,1 +sent), t € [—7/2,7/2|
Observe que efectivamente ri(—m/2) = (0,0,0) y ri(7/2) = (0,0, 2).
También C; : r1(0) = (2senfcosh,0,2senfsend), 6 € [0,7/2] pues C1: r=2senb, 0 € [0,7/2]

@ Para parametrizar C3 podemos usar sus coordenadas (cost,0,1 + sent) en el plano XZ y entonces
y=2—x=2—cost

(cost,0,1+sent)__

C5: r3(t) = (cost,2 — cost,1 +sent), t € [0, 7]
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También podemos usar como prémetroa z = ¢, entonces * = /1 — (z —1)? yy=2—z=2— /1 — (2 —1)?,
Cs:r3(t)=v1—(t—1201+2—-/1-(t—-12)j+tk, te 0,2

4.2 Derivada de una funcion vectorial

Vector velocidad. Sea C' es una trayectoria continua parametrizada por r = r(¢). En en el intervalo de tiempo que va de
t a t + At, una particula que recorre C, se mueve de la posicion r(t) a r(t + At) y la velocidad promedio es

r(t+ At) —r(t)
At

Si la velocidad promedio tiene un limite, cuando At—0, entonces este limite lo llamamos la velocidad (instantanea) de la
particula en el tiempo ¢ y se denota v(t).

o r(t+ AN —r(t)  de(t)
v(t) = lim, At - at

El vector veclocidad es tangente a C' en r(¢) y apunta en la direccién del movimiento. La longitud de v(t), denota
v(t) = ||v(t)]|, se llama rapidez de la particula.

Ejemplo 4.6

Consideremos la circunferencia C : x? + y? = 1. Esta trayectoria puede ser recorrida en diferentes velocidades:

-

@ Si C: ri(t)=costi+sent], t € [0,2nr] = v(t) =—senti+costjy ||[v(t)]|=1 Ve ]0,2n]

@ Si C: ro(t) =cos2ti+sen2tj, t € [0,71] = v(t) = —2sen2ti+2cos2tj y ||v(t)|| = 2
Vte [0,2n]

?

ri(P)
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Definicion 4.2

Sea C' es una curva parametrizada por r = r(¢) con ¢ € [a,b]. Decimos que r es diferenciable ent si

dr(t At) —
r(t) = lim RE A8 — il existe
dt At—0 At
) . dr(t) )
La curva C se dice suave en I si e es continua, y no se anula, en todo [

Wolfram CDF Player

dr(t)

Figura 4.6: Vector velocidad v(t) =

dt

Casos particulares.

a.) Si x(t) y y(t) son funciones derivables en I y si r(t) = z(t) 1+ y(t)Jj, entonces

de . r(t+At)—r(1)

dt Al};r—r:o At
L x(t+At)—x(t) ., ylt+At)—yt),
= b At ! At J

= () 1+y(1)]
Es decir r/(t) = 2/(t) 1+ ¢/(t)]

N

b.) Si x(t), y(t) y z(t) son funciones derivables en I ysi r(t) = z(t) i+ y(t)j + z(t) k entonces
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dr
dt

Es decir v/(t) = 2/(t) 1+ v/'(t)j + 2/(¢)

Derivadas /(z) y r/(¢).

— lm r(t+At) —r(t)
At—0 At
. z(t+ At —x(t) . yE+AL) —yt), 2(t+At)—z()
= lim k
At—0 At At At

=

Sea C una curva suave con

C:r(t)=z)i+y(t)j ysea C: F(x,y) =0 donde
y = y(z) es derivable en un punto (xg,yo) = r(to),
entonces la tangente a C' en (zg,yp) tiene ecuacion
y =y (zo)(x — xo) + yo y esta recta coincide con la recta
L(t) = (zo,y0) + t - r'(to).

y = ¥'(x0) (x —x0) +yo

] R

\/

'
X0

En general, si C': r(t) es una curva suave, entonces r'(t) es tangente a la curva en cada punto P con coordenadas r(t).

Ejemplo 4.7

Consideremos la curva

C: r(t) =4cost i+(2—4cost)j+4sentk, t € [0,3]

Tenemos,

dr
dt

— = —4sent i+ 4sentj+4costk

r’(t) es un vector tangente a C' en P = r(¢).

También, lacurva C essuave pues r es diferenciable

y no se anula en [0, 3]

Curva C: r(t) = (4cost,2—4cost, 4sent), t € [0,3]

rarametro t Wolfram CDF Player

Y

Figura 4.7: El vector r’(¢) # 0 (trasladado) es un vector
tangente a C en P = r(t)
.
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Definicién 4.3 (Vector unitario tangente).

Consideremos la curva suave C' : r(t), t € I. El vector unitario tangente 7" es una funcién vectorial asociada a la

si[[e'(®)]] # 0

curva C' y se define como T(t) =

Ejemplo 4.8 (Tangente a una curva de interseccion).

Consideremos la superficie S : z = /4 — 22 — y2 ysea P = (x9,y0,20) € S. Sealarecta (en el plano XY)

L(t) = (z0,0,0) +t - (v1,v2,0)

Esta recta L genera un plano II (perpendicular alplano XY') que interseca a la superficie S. Una ecuacién
paramétrica de la curva C'p de interseccion es

Cp: r(t) = (zo+tvy, yo +tve, /4 — (zg+tv1)? — (yo + tv2)2)

Entonces,

_ ¢ _ ¢
Y1) = (o1, v, (@0 + tvy)vr — (Yo + tvz)ve
VA= (20 +tv1)2 — (yo + tva)?

En particular, un vector tangente a la curva Cp en P = (g, yo, 20) es r'(0) y una parametrizacién de la recta
tangentea Cp en P es Lyp(t) = P+t-r'(0), t€ R

— — '(0)
Y(0) = (v, vy, —LZ YOV oy = 2O
P Ry I (0)]|

Vector V Tangente a una curva de interseccion

7 Wolfram CDF Player

P
-

Mover

P = (x0.¥0,2(x0,Y0))

¥

15

1.0

0.5

0.0
00 05 10 15
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Reglas de derivacion

En el siguiente teorema se enuncian las reglas de derivacién para funciones vectoriales.

Teorema 4.1
Sean u(t) y v(t) funciones vectoriales diferenciales y f : R—R una funcién derivable. Entonces,

a) o (alt) + () = w(t) + /()

b) (7t u(t)) = F'(t)ult) + F(1) ()

c) S (ult) - v(1) = w/(1) - v(t) +u(t) (1)

d) % () x v(1) = (1) x v(t) + ult) x v'(£)
e) S (lf() = F/Ou (1)

£ g () = "8 s a2 0

Movimiento circular

La velocidad angular es una medida de la velocidad de rotacidn. Se define como el dngulo girado en una unidad de tiempo
y se designa mediante la letra griega (). Su unidad en el Sistema Internacional es el radian por segundo (rad/s). La rapidez
angular €2 de un cuerpo en rotacion es su tasa de rotacién medida en radianes por unidad de tiempo. Por ejemplo, una lam-
para de un faro que gira a una velocidad de tres revoluciones por minuto, tiene una rapidez angular de {2 = 67 radianes por
minuto. Es ttil representar la tasa de rotacién de un cuerpo rigido alrededor de un eje en términos de un vector de velocidad
angular en lugar de s6lo un escalar que nos dé la rapidez angular. El vector de velocidad angular €2 apunta en la direccién
del eje de rotacioén el vector velocidad angular es un vector que es perpendicular al plano de rotacién) y su magnitud nos da
latasa de cambio del 4ngulo de rotacién del cuerpo por unidad de tiempo y la su orientacion especifica el sentido de la rotacién.

Si el origen de coordenadas estd en el eje de rotacién y si r(t) es el vector de posicion en el instante ¢, en un punto P del
cuerpo en rotacion, entonces P se mueve a lo largo de una circunferencia de radio a = ||r(¢)|| sen 6 donde 6 es el angulo
entre 2y r(t).
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Figura 4.8: Rotacién de P con velocidad angular v(t) = € X r(t)

Entonces P viaja una distancia de 27a en un tiempo de 27 /) y su rapidez lineal es

distancia 27a
= e = 0a = |Q|[[r(t)]|sen 6 = |12 x x(t)]]
po  27w/Q

Como la direccién de 2 fue definida de tal manera que €2 x r(¢) apunte en direccién del movimiento de P, entonces la
velocidad lineal de P en el instante ¢ es

dr
i v(t) = Q xr(t)

Ejemplo 4.9

Este ejemplo es solo ilustrativo y no indica como hacer los

célculos. Supongamos que una particula se mueve sobre la
trayectoria

C': r(t) = 14 3cos(2t)j + 3sen(2t) k.

% = v(t) = —6sen(2t)j + 6cos(2t) k = Q x r(t)

Entonces la velocidad angular es €2 = 2 1 y el movimiento

es contra-reloj alrededor del eje X. La rapidez angular es
Q=2

Ejercicios

@ 4.2.1 Determine una parametrizacion para cada una de las siguientes curvas.

b.)

=Y
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c.)
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5.1

Limites de funciones de varias variables.

Como en célculo en una variable, algunos teoremas los podemos aplicar bajo ciertas hipétesis de continuidad de las de-
rivadas. Esta seccion solo es de interés para enunciar de manera correcta algunos teoremas sobre derivadas de gran relevancia.

Conjuntos abiertos. Un conjunto abierto U C R™ es un conjunto en el que cada uno de sus elementos tienen
un entorno V' a su alrededor, contenido en U, es decir, para cada ¢ € U existe § > 0 tal que el entorno
Vs(c) = {u € U : |lu—c|| < §}CU. Por ejemplo, los intervalos abiertos en R o los circulos sin frontera en R? y
las esferas sin frontera en R, son conjuntos abiertos. Estos entornos V' son necesarios para poder calcular limites en
cualquier punto de U.

’ N
2 \
o / 9] \‘
A 1
O— m—() 1 1
\ ]
c \ c !
\ 7
~ 4
Se _od

- —

Figura 5.1: Entornos abiertos alrededor de c y de radio 6, en R, R? y R? (con la distancia euclidiana)

En una variable, lim f(x) = L siy solo si para cualquier € > 0, existe un d, > 0 tal que
T—rx0

0<|z—z9| <d = |f(z)—L|<e
La definicién de un limite en varias variables es esencialmente la misma. Claro, en R la Ginica manera de acercarse a x( es

sobre una recta (el eje X). En R? se pueden tomar muchos caminos para acercarse a un punto (g, o) € igualmente en
mads dimensiones. Esto hace que los limites en varias variables sean de mas cuidado.
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Definicion 5.1 (Limite en varias variables).
Sean f:R" — R y x, a € R". Decimos que lim f(x) = L siy solo si para cualquier ¢ > 0, existe un
X—a
dc > 0 tal que

0<|lx—al|<d = |f(x)—L|<e.

Ejemplo 5.1 (Limites por definicion).

Verifique, usando la definicién de limite, que ~ lim  2z%y% = 0.
(z,y)—(0,0)
Solucién: Dado € > 0, podemos tomar J. = /€, entonces,

V2 +y? < e

x2+y2<e

0 < [l(z,y) = (0,0)]| <0

222y < x? +y? <e pues (z—y)? =2>+19° — 2222 >0

el

122%y? — 0] < €

5.2 Teoremas sobre limites

Los teoremas en una variable sobre limites de funciones constantes, funciones lineales, senos, cosenos, etc., asi como
limites de sumas, productos, cocientes, etc. siguen siendo vélidos en varias variables. Pero, hay que recordar que estos
teoremas se pueden aplicar si cada limite involucrado, existe.

Teorema 5.1 (Unicidad del limite).

Si lim f(x) existe, entonces es tnico
X—X0

En particular el teorema dice que lim f(x) no existe si al calcular con diferentes caminos para acercarse a X, obtenemos
X—X0

resultados distintos.

-] lim % no existe pues se viola la unicidad del limite,
(z,y)—(0,0) T + ¥y
Ty 2 1
O Sinosacercamos a (0,0) sobrelarecta y =z, lim ——-5= lim 5=
(@y)—=(0,0) ° + Y% (2,y)—=(0,0) 2T 2
@ Sinos acercamos a (0,0) sobre larecta y = 0, lim % = lm —=0
(z.y)=(0,0) T2 +y*  (zy)—(0,0) T
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2
(*)

( I)IH% Yo no existe pues se viola la unicidad del limite,
z,y)—(0,0) T Y

@ Sinos acercamos a (0,0) sobre larecta y = z,

2y 3 %
(2y)—=(0,0) % +y*  (2,9)=(0,0) T* + 27 (z,y)—(0,0) 27 + 1
. ) » , z?y ) &l
@ Sinos acercamos a (0,0) sobre la pardbola y = x*, lim ——— = lim 1=
(@y)=0,0) 2%+ Yy  (2y)=(00) 22% 2

——
Definiciéon 5.2 (Continuidad)

Sea f:R"™—R. Lafuncién f escontinuaen xo € R" si lim f(x) = f(xo).
X—X0

Teorema 5.2 (Continuidad. Calculo de limites).
Sean f : R®"—=R y g : R"—=R funciones continuas en xg € R™. Supongamos que
Jm fx)=A yque lim g(x)=2B

entonces,

a.) f=£ g escontinuaen xg y lim (ftg)(x)=A+B
X—X0
b.) f-g escontinuaen xg y lim (f-g)(x)=A-B
X—X0

A
c.) g continua en xg si g(xo) #0 y xlir;lo ;(X) =3 si B#0

d.) Sea h: R—R continuaen g(x¢) = B, entonces lim h(g(x)) = h(B)

X—X0

e.) Si F(x,y) es continua para todo x,y € D C R” ysi f(x), g(x) € D, entonces F[f(x), g(x)] es
continua en D.

P(x
En particular, son continuos los polinomios P(x) en varias variables y las fracciones racionales (x) son continuas en
Q(x)
. o : . P(x)
xo si Q(xp) # 0. Ademds si existe un conjunto abierto Vi, en el que 0(x) = f(x) excepto talvez en x = X( entonces
X
P
lim —(x) = lim f(x)

X—X0 Q X—X0

El inciso d.) del teorema 5.2 nos dice que si g es continua en x, entonces las funciones usuales del célculo cos(g(x)),
sen(g(x)), In(g(x)), etc. son continuas si éstas son continuas en g(x).
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Ejemplo 5.3 (Calculo usando teoremas de limites).

El teorema 5.2 nos permite calcular limites de manera directa.

@ lim 22%%*=0

(,9)—(0,0)
) Py +zy+y* 8
(* ] 11m —_— = —
(@y)—(12) 2 +y? 5

° lim In(zy—1)=In(1)=0

(z,y)—(2,1)
2 _ .2 _
o lm TV _ o Eo¥eEty _,
(zy)—11) T—Y (z,y)—(1,1) Ty
i V2 —y—2 I V22zc¢—y—2 2x—y+2
im — = i .
(z,y)—(2,0) 20 —y—4 (z,y)—(2,0) 22 —y—4 V2x —y+2
, 20 —y —4 1
= lim ==
(@y)=20) (2x—y—4)- (V2r —y+2) 4
—
Ejercicios
3p —
@ 5.2.1 Calcular lim $—3H_22
@522 Calcular  lim 3z — Y
(2,9)—(0,0) (x —4) sen(7/2 + y)
5.3 Derivada Direccional
La derivada de una funcién de una variable mide la tasa
(instdntanea) de cambio de la variable dependiente respecto A Wolfra"jF e
a la variable independiente. La derivada de la funcién /
y= f(z) en x es, fwth) Ay
fla) - Az
f'(x) = lim Ay = lim fleth) = fz)
Az—0 Az h—0 h
siempre y cuando este limite exista. Geométricamente, la / x z+h \>
derivada de f en z es la pendiente de la recta tangente a /
f enel punto (z, f(x)) -

Si f:R? — R, laderivadade f en xo = (x0,%0) € R?, enladireccién de un vector unitario v = (vy, vs) € R?, mide
la tasa (instdntanea) de cambio de f através delarecta L(h) = x+ hv cuando h = 0. El cambio en x, enlarecta L, es
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||xo—x0—hv|| = ||hv|| = h (pues v es unitario). De nuevo, esta derivada en la direccién de v se obtiene como un limite,

I fxo+hv) = f(x0) _ I f(zo + hvy,yo + hva) — f(xo,y0)

h—0 h h—0 h

Observe que este limite es un limite de una funcién de una variable h, es decir, este limite es el tipo de limites que
calculamos en célculo en una variable.

Sea S la superficie de ecuacién z = f(x,y) y P = (zo,yo0, f(z0,%0)) € S. Sea C la curva de interseccién de la
superificie S con el plano generado por larecta L (tal y como se muestra en la figura 5.2). Geométricamente, la derivada
(direccional) de f en P (en la direccion de v) es la pendiente de la recta tangente a la curva C en P.

Wolfram COF Player

X XA+1¥ [ -

___% ‘__!_(

Figura 5.2: Derivada direccional en x la direccién de v

De particular interés son la derivada en la direccién del eje X, denotada , y la derivada en la direccién del eje Y,

oz

0
denotada —f; llamadas derivadas parciales respecto a x e y respectivamente.

dy

Wolfram CDF Flayer [

Wolfram CDOF Player

Figura 5.3: Derivada parcial en x en la direccion de X Figura 5.4: Derivada parcial en x en la direcciéon de YV
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5.4 Derivadas parciales.

Definicién 5.3 (Derivadas parciales).

Sea U C R" un conjunto abierto y sea f : U — R. Entonces la derivada parcial

de f respecto a la

3:1:2-

variable z; en el punto x = (1, ..., ), se define como

of — lim flz1, 22, s + hy ooy ) — f(21, -, Tn) — lm f(x+ he;) — f(x)
8.’1;,,' h—0 h h—0 h
, o ) s . . of
siempre y cuando este limite exista. Aqui e; = (0, ..., 1,...0) conun 1 en la i—ésima posicién. El dominio de 3
Iy

es el subconjunto de R™ en el que este limite existe.

Caso de dos variables

0 0
Cuando z = f(z,y), es comun denotar las derivadas parciales con a—f, a—z, Zy O fa:' Segtin la definicion,
T bg
g: I flx+hy) — flz,y) . g:lim f(z,y+h)— f(z,y)
or  h—0 h Oy  h—0 h

, of . -
Es decir, para calcular —— derivamos de manera ordinaria f respecto a x pensando en y como una constante y para
x

of . . o P
calcular 0 derivamos de manera oridinaria f respecto a y pensando en x como una constante. Esto es valido siempre y
Y

cuando apliquen los teoremas de derivadas en una variable.

En tres o mds variables, la situacion es similar: Derivamos respecto a la variable de turno, pensado en las otras variables
como “constantes”.

Notacion. Se usan distintas notaciones para las derivadas parciales. Por ejemplo, para hablar de la derivada parcial de f

df
respecto a x, se usan la notaciones e fz, Ozf, etc.
x

La notacién para evaluar una derivada parcial en un punto también puede tener variaciones. Por ejemplo, para evaluar una

0
derivada parcial de f (respecto a z)en P seusa f,(P) otambién a—f
Tlp
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Ejemplo 5.4

d df
oy (k- fw) = k-—-
Recordemos que en una variable, si k£ es una constante, df
i( 4 ) _
du \ f(u) f2(u)
0 0
a.) Si z = 2%y? + y, calcular e y il
dxr ~ Oy
Solucion:
0z d d
@ » — 122 oz _ & 2y2, @ — 902
p=2Y Yy = oo dw(x)y +dx(y) ry° +0
0z d d
@ » — 122 oz _ 22 (2 143 — 229 1
2 xy+y=>ay a:dy(y)—i—dy(y) 72y +
3
b.) Si z = 5—5, calcular % y g—;
Solucioén:
3 o 0 (1 L @ . 1
: y5:>8$ 8:L'(y5x) Yo dJ,(x) Yo *

d
%(f(u)) = %ﬁ, en particular %(fn(u)):nfn_l(u)'%'%
< _ & g
Recordemos que, { 4% (F(z)g(=)) o 9@) + flz) - =
q d
4 (s b o)1) 2
dz \ g(z) o ¢2(z)
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2 corcd (53
Siw= y 2 cos (e ), calcule 8_w’ ow y ow
1+ y? oz’ Oy ~ Oz
Solucién:
ow 1 9 4, 3 0 + 422 cos3(z23) - —sen(zz3) - 3222
° —_ = —— 0 —— =
Ox 1+y2 8x(y+z cos' (227)) 1+y?
g (y+ 22 cos4(zm3)) (149?) — g (1+ y?) - (y + 22 cost(22%))
Ow dy dy
o — =
Ay (1+y2)
_1-(1+9%) =2y - (y + 22 cos?(22?))
- (1+y?)?
° 5 = 172 0z (y + 2° cos*(z2”))
0+ 9 (2%) - cost(223) + 2% - 9 (cos4(z9:3))
_ 0z 0z
1+ 92
_ 2z-cost(z23) + 22 - 4cos®(z23) - —sen(za?) - 12
= Ty
—
Ejemplo 5.6 (Evaluando derivadas)
2
El volumen de un conoes V = , calcule 8—V y 8_V
or r=2, h=4 oh r=2, h=4
Solucién:
oV 2nrh 167
o — = - =
O |,—2, h=s 3 lr=2, h=4 3
° oV _ar? _ A4r
oh r=2, h=4 3 r=2, h=4 3
—

Ejemplo 5.7
0z 0z

Verifique que si z = arctan(y/x), entonces x— + g =
Y

g 0.

Solucién:
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0z 1 d (y) - ﬂi/j Y -y

dx doe \z) — 224y A a4y

1+ (y/2)? da
0z 1 d (y) ,z/Z 1 x

oy 1+ (y/z)? dy\z) B+ x 22ty?
x% + % ==z —Y + = 0
o Yoy T Tory? TVa2y 2T
—
Ejemplo 5.8
: 2 2 2 : 9\ OW ow
Si w = z*In(x”) cos(y~), determine g(z) tal que = In(z )8_ —|—g(z)a— = 4w
x z
Solucién:
ow 2y 4 2)) _ ,2 2y . 2
% = 7 cos(y )% (In(z®)) = 2%cos(y );
ow _ d o 2 2\ _ 2 2
5 = @ (2%) In(z?) cos(y?) = 2z In(z?) cos(y?)
Ahora,
2
mln(mZ)g—: + g(z)aa—z;j = zIn(2?) 22 cos(y?) ';/—1— g(2) - 2z In(2?) cos(y?)
= 222In(z?) cos(y?) + g(2) - 22 In(z?) cos(y?)
Por lo tanto, si g(z) = z tendriamos lo que se pide:
0 0
xln(a:2)8—zj + za—f = 222 In(z?) cos(y?) + z - 2z In(z?) cos(y?) = 42%In(z?) cos(y?) = 4w V
—

Ejemplo 5.9
of of

. _ .20 hC
Si f(t,0) = e*¢(t, ), calcule 5 Y 20

Solucion: : En este caso, como ¢ no es conocida, sus derivadas parciales solo se dejan indicadas.
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Of _ 9909
o E = € E
of 9 ( 20 29 9 20 20 0¢
o — = — - o(t,0 — = 2e¢% - ¢(t,0 —
il GORCCURSS I S CURSGS
—
Ejemplo 5.10
Sean f,g: R—R funciones derivables y u = 2° + y3. Si z = 22g(u) + f*(u), calcule 8_Z y %
€z Y
Solucién: : Como f y ¢ no son conocidas, sus derivadas solo se dejan indicadas.
0z odg du 3 df du
dg df
= . 229 5t 3 .2 . 54
= 2z-g(u)+zx T S5z% + 4f°(u) Tu %
0z odg du df du
e — = . 4 3 [
oy T du dy + 4% (w) du dy
dg df
_ 279 9.2 3 e 2
= @t 3y + Afu) o3y
—

d dg dx

By 1CD) — 9 . pg. Y. %%

dz (a ) “ B du

d o a1 df

2 (@) = a f@er T
Si z = (senz)¥’, calcular % y %

€z Y

Solucién:

62 8 2 2 d 2

—_ = s ./y :2‘L y_l‘i; 11:2'L .y_l‘ S L
° 5~ B ([%en ] ) y“ - [senz] T (senzx) =y~ - [sen z] cos T
° g—;j = (% ([senx]y2> = [senav]y2 -In(senz) - CZ/ (v*) = [senx]y2 -In(senz) - 2y
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Ejemplo 5.12 (Cdlculo directo y por definicion).

Sea f(x,y) = /x&y. Cuando derivamos respecto a z, el factor &% lo podemos ver como una “constante” y
cuando derivamos respecto a y, el factor </x lo podemos ver como una “constante”.

df

d
Aplicando la regla: T (k- f(u)=Fk- 2y ©On k constante, tenemos
u u

of — 9 (\ﬁ\?’/y) d 3 37 — 1 2/3 3
ox ox dz (Vo) ¥y = 37 vy

8f_8(\3/§\3/§)_3d3 _ a1 oo

9 — o = Vo (Vo) = Vagy

Esta es la manera de derivar f respecto a x y respecto a y usando teoremas de derivadas. Sin embargo esto no
decide si la funcién es derivable o no en (0, 0). Para saber si estas derivadas parciales existen en (0,0), se debe

calcular usando la definicion,

g(o,o) _ i OFRO =700 _ oy 020 =0,
ox h—0 h h—0
ay 00 = lim h =k =0
, , o . Of
es decir, en este caso la derivada parcial 9z existe en (0,0)y es cero y también 0 (0,0) = 0.
T Y

5.5 Derivadas parciales de orden superior

Si f es una funcién de dos variables = e y, entonces sus derivadas parciales f, y f, también son funciones de dos
variables, de modo que podemos considerar sus derivadas parciales (f;)z, (fz)y, (fy)z ¥ (fy)y, las cuales se llaman
segundas derivadas parciales de f.

G- 20 -3
0z?2 Oz \ Ox dydxr Oy \ Ox
o 21 0 (01) o B (@)

oy? Oy \ Oy 00y  Ox \ Oy

Si z = f(z,y), se utilizan diferentes notaciones para estas derivadas parciales,
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0? 92
° (fx)x:fzx:fnza_m:};: a_xz

52
° (fx)y = fxy = f12 = Wa,z

0%z

o (fy):]c = fyz = f21 = 81‘82]

82
@ (fy)y=fy="T2= 8_y§

2

0yox
calcular f,, el orden se invierte.

La notacién f, o significa que primero derivamos con respecto a x y luego con respecto a y, mientras que para

Ejemplo 5.13

2 2 2 2
Si f(x,y) = 23 + 2%y? + 43, calcule oF oF 9 o

022" 0y’ Oxdy o Oyox

Solucion: Las primeras derivadas parciales son

0 0
—f = 322 4 2xy° y —f = 22%y + 3y°
ox oy
De donde obtenemos que :
0% f 2 0*f 2
i :2[3332—}—23: ] =4da i :i[m? +3y°] =4z
oydxr  Jy g J 0xdy  Ox A o

Ejemplo 5.14

Sea f: R — R una funcién dos veces derivable y sea z = f(u) con u = z3y*. Entonces,
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o 22— pllu). a7y 0 % _ fu).at 1y’

Or 57y oy L7,

&_1/ 2,4 2,4 4 ¢/ &_1/ 3,3 3,3 3,2 ¢l
06]‘2—f(u)-3:ny-3:ny + 6xy” f'(u) anQ—f(u)-4:Uy-4:L’y + 122°y° f'(u)

322_// 3 3 2 4 2. 31 322_// 2 4 3.3 2.3 1
° [ (u) - 42°y® - 327y + 1227y° f'(u) ° f(u) - 3z7y™ - day” + 1227y° f'(u)

oyor

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se usan para expresar leyes fisicas. Por ejemplo, la ecuacién
. . . 0%u Q%
diferencial parcial —— + ——
ox oy
1827). Las soluciones de esta ecuacion se llaman funciones armoénicas y desempefian un papel fundamental en las
aplicaciones relacionadas con conduccion de calor, flujo de fluidos y potencial eléctrico.

0xdy
—

= 0, se conoce como ecuacién de Laplace, en honor a Pierre Laplace (1749 -

Compruebe que la funcién u(x,y) = e¥ senx satisface la ecuacion de Laplace.

Solucion: Las primeras derivadas parciales estdn dadas por

@ = eYcosx
or
ou
7 = eYsenz
Y
con lo cual
9%u
922 = —éeYsenx
9%u y
— = e¢eYsenz
Oy?
*u  O%u
dedonde — + — = —e¥Ysenz +eYsenz =0 v
ox2 0y

Ejemplo 5.16
2 2

0°u u
La ecuacién de onda —— = a®——,

ot? Ox?
una onda de sonido, una onda de luz o una onda que viaja a lo largo de una cuerda vibrante. Si f y g son funciones
de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcion u(z,t) = f(x + at) + g(x — at) satisface la

donde a es una constante, describe el movimiento de una onda, que puede ser
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ecuacion de onda.

Solucién: Primero un cambio de variable. Sea A =2 +at y B = x — at. De esta manera u = f(A) + g(B).
Las derivadas de u(z,y) con respecto a x estdn dadas por :

a / / 62 1" 1
=D +g((B), 55 =1(A)+g"(B)

Las derivadas de u(z,y) con respecto a ¢ estdn dadas por :

ou 0%u

ot = @f/(A) - aQ/(B)a ) =

Sustituyendo obtenemos

d’u 2 o1 2 n 20 g1 Z
O = @1(A) + @’ (B) = 2/"(A) + ' (B)] = a

Ejemplo 5.17

Consideremos f y g funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcién
uw(z,y) = xf(x +y) +yg(z +y) satisface la ecuacién diferencial parcial g, — 2y, + u,, = 0.

Solucion: Primero un cambio de variable. Sea A = x + y, entonces u = xf(A) + yg(A). Las derivadas de
u(z,y) conrespecto a x estdn dadas por

us = f(A) +zf'(A) +yg'(4)

Uz = f'(A) + f'(A) + 2 f"(A) + yg"(A) = 2f'(A) + 2f'(A) + yg'(A)

ugy = f'(A) + zf"(A) + g'(A) + yg"(4)

uy = zf'(A) + g(A) +yg'(A)

uyy = of"(A) + ¢'(A) + ¢'(A) + yg"(4) = 2f"(A) + 2¢'(A) + yg"(A)
Sustituyendo,

Upr — 2Uay +uyy = 2 f'(A)+af’(z+y) +yg"(4) — 2f'(4) —22f"(A) — 2¢'(4)

—2yg"(A) + zf"(A) +2¢'(A) +yg"(4) = 0 v
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Ejemplo 5.18

Compruebe que la funcién u(z,y) = /22 + y? + 22 satisface la ecuacién diferencial de Laplace en derivadas
ol 32u+ 82u+82u 0
arciales — + — + ——5 =
P 0x2  Oy? 022

Solucion: Calculemos las derivadas parciales

ou —2x ou B Y ou B z

o 2@+ +20 0y @+ + 8 @R+ )Y
ou I ou —g? I Uyt = ou —x2 — g% + 222
or2 (x2 + 42 +z2)5/2’ dy? - ($2 + 42 +z2)5/2’ 822 (a:2 + 2 +z2)5/2'

y al sumarlas obtenemos el resultado deseado.
—

Observacion: Note que las derivadas parciales mixtas fqy y fye en el ejemplo anterior son iguales. El siguiente teorema,

da las condiciones bajo las cuales podemos afirmar que estas derivadas son iguales. El teorema es conocido de Clairaut o
también como Teorema de Schwarz.

Teorema 5.3 (Teorema de Clairaut o Teorema de Schwarz).

Sea f: D CR — R una funcién escalar donde D es un disco abierto con centro en (a,b) y radio J, si las
funciones f;, y fyz son continuas en D, entonces

fxy(a? b) = fyiv(aa b)

Ejemplo 5.19 (Hipotesis en el Teorema de Clairaut).

2 y2

Sea f(x,y) = o:y;—;yz y  f(0,0)=0. Setiene £2(0,0) = £,(0,0) = 0, pero f(0,0) # f,2(0,0). En

efecto, aunque fy, y fyo estdn definidas en (0,0), no son continuas en este punto. Para ver esto, podemos calcular
estas derivadas de dos maneras distintas y observar que el valor difiere. Primero derivamos sobre larecta x =0 y
luego sobre larecta y = 0.

ERY f(hvy)_f(oay)_ . h'y(hQ_yQ)__
2(0,y) = lim h =M

y
f(w? h) — f($> O) ; h$(h2 — y2)

T 5 = 1, = 1 _— =
(2, 0) = Jim h oo h(h2+y%)
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Ahora
- fy(h,0) = f,(0,0) . h-0 . f2(0,k) — f2(0,0)
zy\Y, =1 =1 — =1 a0 = 1]
22y(0,0) 750 h hso  h Y #e(0,0) k50 h
o 2=
h—0 k N
Esto muestra que f3,(0,0) # fy2(0,0). El grafico de f(x,y) muestra un salto en (0,0)
I

Ejercicios
0
@551 Sea f(a,y) = -2 Caleule 2L, 2Ly 1 21y,
Jy’ Ox
@552 Sea f(x,y) = In°(a¥ + 22 + 2¥) Calcule —f, g
oy’ Oz’
2 2, .2 2 32 : %z | 0%z
@ 5.5.3 Sea z(z,y) = 2(ax + by)* — (z* +y*) con a® + b* = 1. Verifique que 92 T o =0.
Y
z? 0z 0z
@554 Sea z= f | — | con f derivable. Verifique que To + an =0.
Y Y
Y 0z 0z
@ 5.5.5 Sea z = ,/xy + arctan (—) Demuestre que zx— + 2y— =2y
T or dy
@ 5.5.6 Sea k unaconstante y C(x,t) = %e / . Verifique que esta funcidn satisface la ecuacién (de difusion)
k00 _oc
4 0x2 Ot
_ of of
@5.5.7 Sea z = f(z®y +y) - /x + y?. Calcule 3 B’
dy’ Ox
. . y 0?u  0%u
@ 5.5.8 Verifique que u(x,y) = e¥senx satisface la ecuacién de Laplace 922 + 902 = 0
T Y

@ 5.5.9 Sea a € R una constante. Verifique que u(x,t) = sen(x — at) + In(x + at) es solucién de la ecuacién de onda

_ 2
Utt = A" Ugy-

@5.5.10 Sea a € R unaconstantey f y g funciones dos veces derivables. Verifique que u(x,t) =
es solucién de la ecuacién de onda uy = a®uyy.

0z 0Oz
es solucién de las ecuacion diferencial — + —

@ 5.5.11 Verifique que z = In(e” + €Y) 3 3
€z Y

o e (o)
ox? 0y oxdy )

diferencial

f(z—at)+g(x+at)

= 1 y de la ecuacién
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@ 5.5.12 Sea f una funcién derivable en todo R y sea w(x,y) = f(ysenx). Verifique que

cos(z) g: + ysen(z) ?;yv =yf (ysenx)

@ 5.5.13 Sea g(x,y) = 2%sen(3x — 2y). Verifique la identidad

&g _ 09
: =2—=+6x- ).
@ 5.5.14 Laresistencia total R producida por tres conductores con resistencias R;, Ry y R3 conectadas en paralelo en
n circuito eléctrico estd dado por la férmula ! + L + L Calcule oRr S ia: deri bos lad
u 1rcul 1 u —_ = e -—_—. u —. dYugerencia: derive a amoos 1adosS
P R R Ry Ry OR, T °

respecto a Ry .

@ 5.5.15 La ley de gases para un gas ideal de masa fija m, temperatura absoluta 7', presion P y volumen V es

oP oV oT
PV =mRT donde R esl tante uni ldel ideales. Verifi — — —=-1
m onde R es la constante universal de los gases ideales. Verifique que 3V 9T 9P
1 0K 9*°K
@ 5.5.16 La energia cinética de un cuerpo de masa m y velocidad v es K = imUZ. Verifique que I 9L
m Ov

@5.5.17 Sea f y g funciones dos veces derivables. Sea v = 2?+y? y w(z,y) = f(u)-g(y). Calcule ow w Fw
’ ox’ 0x2’ Oydx
ow
y 87/
@ 5.5.18 Sea f y g funciones dos veces derivables. Sea w(z,y) = f(u) + g(v) donde u =
ow O*w
A’ dydx”

y v = Ly Calcule
x

< |8

2
@5.5.19 Sea w = 3 - f(x? — 4y?), donde f es una funcién dos veces diferenciable. Calcule

20y’
@ 5.5.20 Sea u(r,0) = r"cos(nd) con n € N una constante. Verfique que u satisface la ecuacén

Uy Ugg
Upp + — ?”T =

Funcion diferenciable. Diferencial total.

Definicion 5.4 (Funcion diferenciable)
Sea f: U C R™ — R. Silas derivadas parciales de f existen y son continuas en un entorno de xo € U, entonces
f se dice diferenciable en xy.

El diferencial dx puede ser cualquier nimero (grande o pequefio), si dz es pequenio, Ay = f(xo + Ax) — f(xzo) se
puede aproximar con el diferencial dy = f/(x) dz.
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YA

(x+dx, f(x+dx))

Ay
ro T T )
— | |
| ———— d_x —_
| |
| |
| |
| | >
X x+dx X

El cambio en f en dos variables es

Af = f(xo + Al', Yo + Ay) - f($07y0)

y se puede aproximar con el diferencial total,

df = fz(z0,v0) dz + f,(x0,%0) dy

Es decir, si f es diferenciable en (xg,y0) ysi Az =z — 9 y Ay = y — yp son pequeiios, entonces f se puede
aproximar usando el plano tangente:

f(xo + Az, yo + Ay) = f(z,y) = f(x0,v0) + fz(z0,y0) Az + f, (0, y0) Ay.

Plano
z= f(x0,0) + fx(x0,Y0) (x — x0) + fy(x0,¥0) (y — o) (xo +Ax, )0 +4y, fxo+Ax,yo +A4y))

Af

f(x0,50) + fx(x0,¥0)Ax + fy(x0,y0)Ay

f%0,¥0)

(-Xanva(anyO))

(X(),y(),())'

Figura 5.5: Diferencial total df

Si z = f(z,y) es diferenciable, el diferencial total df representa el incremento de f alo largo del plano tangente a f en
el punto (x,y). Serfa como calcular con el plano tangente en vez de usar la superficie S (ver figura 5.5).
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Regla de la cadena.

Recordemos que en una variable, si f(u) y u(x) son derivables, entonces la regla de la cadena establece

df  df du

dr ~ dudx

La regla de la cadena nos indica como varia f conforme recorremos la trayectoria u(z). Formalmente es la deriva-
dade f enpresencia de un cambio de variable u. En funciones de varias variables la relacion persiste en el siguiente sentido

Teorema 5.4 (Regla de la cadena - Caso |).

Sean = = z(t) y y = y(t) derivables y z = f(x,y) diferenciable en (x,y) = (x(t),y(t)), entonces si
z = f(x(t),y(t)) es derivable,

C Yo+ gfy“yf@) = Va(a(t), y(t) - (2'(1), ¥/ (1))

dz
Una interpretacion en Fisica es que m es un porcentaje del vector velocidad (interpretacion del producto punto).

Teorema 5.5 (Regla de la cadena - Caso ll.)

Sean u = wu(x,y) y v = v(z,y) con derivadas parciales en (x,y). Si z = f(u,v) es diferenciable en
(u,v) = (u(z,y),v(z,y)) entonces z = f(u,v) tiene derivadas parciales de primer orden en (z,y) y

0: _ ofou, of v
ox ou Ox ov Oz
0: _ 0fou  0f o
oy ou Jy v Jy

Ejemplo 5.20

3}
Sea z(x,y) = \/arctan(y/z) + tan(zy). Podemos hacer un cambio de variable y calcular 8—2 usando la regla de
x

la cadena. Sea u(x,y) = arctan(y/z) y v(z,y) = tan(xy), entonces z = /u + v.

0: _ 0zou 020w
or  Ou dx ov Ox

- — sec”(x
2vu+v 1+ (y/z)?  2? 2vu+v g &

Al sustituir v y v obtenemos el resultado completo, si fuera necesario.
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Sea z(x,y) = 2% + 3y?, donde x = €' y y = cos(t) entonces

dt Ox dt Oy dt

= 2wel—6ysen(t) = 2% — 6cos(t)sen(t)

Sea z(u,v) = 2%e¥’, donde z = uv y y = u?

— ’03 entonces

0z 8z@ az@

du ~ wdu ' dyou
0 0
= 2ge® %" + 33:2y26y3—y = e’ v+ 3m2y26y3 2u
ou ou
0z 020z i 0z Oy
ov Oz dv  Oydv
0 0
= e E 3x2y26y3—y = 2ze¥ u+ 3m2y26y3 - —30v?
ov v

Sea f una funcién diferenciable y z(z,y) = f(2?, xy?). Para derivar usando la regla de la cadena usamos el

cambio de variable u = 2% y v = xy?, entonces z(x,y) = f(u,v) y

0z of 8u+8f @

oz du dr ' v O
_of of 5
0z g ou % ov % af

3 = ou oy Tov oy - aw VTan P

Ejemplo 5.24

Sea f una funcion derivabley z = f(x,y) con = = rcos@, y = rsenf, entonces
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0z  O0fdx Ofdy  Of of
or Oz or + oy or  Ox cosd+ oy sen
0z  Ofox Ofoy  Of af
90 = os00 " oyos ~ an "semit g, rmeost
—
: RV o
Sea V=V (P,T). Si P(V —b)e"™" = RT, con b, R constantes, calcule 3T
Solucién: V' es funcién de P y T. Derivamos a ambos lados respecto a T,
0 rvy O
— [P(V —b)e™] = 5T [RT]
P[Vpe™ +(V —b)e™RVy] = R
v — R
"7 PeRV(1+ (V —b)R).
—

Regla de la cadena y segundas derivadas parciales. Si z = f(u,v) tiene segundas derivadas parciales continuas,
entonces las derivadas parciales de f siguen siendo funciones de u y v.

. 9 (of
Si z = f(u,v), entonces o (Gu (u,v))

P o, P o
 ou? 9r  Ovdu Ox

Esquematicamente se podria ver asi:

2 2 (a0
ox (f(bi’v\)—)’-\ ox <8u (V Q)’\

_9f du _af Iv _ 9 ou_ 9f v

T du dx  dv ox N 8u2$+8v8u.$

of of 0%z 0%z

Si 2z = g(2?) + f(arctanz, tany), calcule 3 9y 010y Y 52
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2

=z
Solucién: : Primero un cambio de variable z = g(u) + f(v,w) con{ v = arctanz .
w = tany
0 _ 1y oans O 5 O
a.) o =Y (u) - 2x + En 2z + e 0
0%z 0 of
b) —=2 = = g L2
) 0z Ox (2:E g(u)+2 v (v,w))
of 0% f o0 f 1
_ / 1" . “J ZJ . .
= 24 (u) +2z2g"(u) 2x+2av +2x(8v2 O+8v8w 1+x2)
0z of of 9
c.) ay_0+8v 0+8w sec”y

0%z 0 o adf
d) o0y 8x<sec y-aw(v,w))

92 f 92 f
2 ) :
= =Y <8u8w 2 ow? O)

Ejemplo 5.27

Si 2(z,y) = g(y) - f(xz — 2y, y*). Calcule z; y 24y

Solucién: Sea u = = — 2y, v = y>. Entonces z(x,y) = g(y) f(u,v).
ze = g(Y) [fu-1 + fo- 0] = g(y) fulu,v)

Rry = g/(y) -1 fu(u,v) + g(y) [_2 fuu + 3y2fuv]

Ejemplo 5.28

Sea z(z,y) = g(u,v) con u = 2%y? y v = xy. Calcule

2

Oyox”
Solucion:
0z  0gOu 9dgov  Og , 0Og
or 8u8x+8v8x - Ou 2y -I-%-y
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&z 9 [9g(u,v) 2, O, 9 99  Og(u,v) 9 [9g(u,v)
= — | =2ABY| g —[2 o il
oyox 8y[ ou Tyt 8;1/[ wy] ou + ov Ty Ay v
0%g 0%g g dg(u,v) 0%g 0%g
= [|=£. —Z . . 2x1? Aoy - =2 ’ N =Y
[31&2 My ¥ ovou V| =Y Ty ou * ov Ty oudv Y * a2
9%y 9%g dg , 9g(u,v) 9%g °g
= - 2yx? x| - 2xy? + day - == ’ : N
[8u2 Y25 T Beou T] Wt e Y | Guew YT T a2
—
Ejemplo 5.29
Sea F(u,v)=—u—-veconuw’=z—yyvi=x+y Siu#0yv#O0, verifique
a) F,— u U v'
2uv
v—u
b.) F,=— .
) 2uv
Solucién: Primero veamos que 2uu, =1, 2vv, =1, 2uuy, = —1 y 2vv, = 1. Por lo tanto
1 1 U+ v
J F,=Fu.,+Fvuv,=-1-—-1-—=— .
a) B e T Ly O 2u 2v 2uv
1 1 v —U
b)) Fy=F,uy+ Fyvy,=—1- <_ﬁ> -1 7% = " 2w
—
Ejercicios
d
@5.7.1 Sea z = xy?+x con x =sent y y = tan(t). Calcule @

dt

d
@5.7.2 Sea w = 2% + 2xy +y* con x =tcost y y = tsent. Calcule ditu

0z

Calcule % y —.
dy

@5.7.3 Sea z =uvu—+v? con u=uxy y v=arctan(y/x). 3
x

@5.7.4 Sea z=g(y) - f(x,y) con f y g funciones con derivadas de segundo orden.
0z

.) Calcule —
a.) Calcule 97
b.) Calcule %
Ay
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0z 0z
) Siz=t"yy=u?+t* calcule —— y ——
c) Sizx yy=u"+ ,cacueatyau
2
@5.7.5 Sea z = f(xy,x). Si f tiene derivadas parciales de segundo orden, calcular EW
yox
82
@5.7.6 Sea z = In3(zy) + f(zy,x). Si f tiene derivadas parciales de segundo orden, calcular 5 82 .
yox
32
@ 5.7.7 Sea g derivable y f una funcion con derivadas parciales de segundo orden continuas. Determine 3 82 si
oY

z = f(zsen(y), g(z))

@ 5.7.8 Sea T(x,t) = e 3¥sen(2t — 3z). Determine una constante K tal que

oT 0T oT
65+3axat_2% = KT(x,t)

@ 5.7.9 Sea z definida mediante z = xf(y) + yg(z) ,con f y g funciones dos veces derivables. Calcule K € R de
tal manera que se verifique la identidad

0%z 0z 0

z
2 —Kr— — Ky— +2z=0.
xy@xay Yor y@y e

_af . of ~ 5 . o,
@ 5.7.10 Sea z = Iz + 20 donde f = f(z,y) es una funcién con derivadas de segundo orden. Si z = u® 4+ v y
v 0y
= u+ 02, caleule = oz
v ’ ou” v

@5.7.11 Sea z = f(u,v),donde u = 2% +y%, v==xy. Si f tiene derivadas parciales de segundo orden fy, fuv, fuu
y fuy continuas (es decir, f,, = fuy, ). Verifique que:
0%z of 0*f 0’ f 502 f

G2 _ 99 4 429 1y g7
0x2 ou + A ou? + xyau(% Tty ov?

@5.7.12 Sea z = f(2%+cosy, 22 — 1) — g(3xy?) con g derivabley f con derivadas parciales continuas y de segundo
orden. Calcule z;y

@ 5.7.13 Sea z = 22 f4(zy,y?) con f con derivadas parciales continuas. Calcule 2y Y Zg

@ 5.7.14 Considere z = x - f ( Yy , €3 4+ 3z ) + h ( x2y? ), donde f es una funcién con derivadas parciales de
x

0%z

0xdy’

segundo orden continuas y A una funcién con derivadas de segundo orden continuas, calcule:

@ 5.7.15 Considere z = f(2z%y — vy, 2%) + g(2® — 42), donde f es una funcién con derivadas parciales de segundo
2

orden continuas y g una funcién con derivadas de segundo orden continuas, calcule:

dxdy’
2 2 of of .
@ 5.7.16 Sea z = f(z* — vy, :cy) donde s = 2* —y y t = zy. Calcule e y D5 (Sugerencia: Calcule 2, y z, y
despeje lo que se pide).
@ 5.7.17 Verifique que si f es diferenciable, la funcién z = f(xy) satisface la ecuacién 30% - yg; =
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@ 5.7.18 Sea u = f(r) con f derivabley r? = 22 + y? + 22. Mostrar que

ou ou ou
x%'f‘ya—y‘l—Z&—Tf(’r‘)

@ 5.7.19 Supongamos que se sabe que

0 0
xa—; + ya—z =22%sen(xy) con x>0 y y>0. (%)
Verifique que aplicando un cambio de variable de (z,y) a (u,v) donde uw = zy y v = z/y; entonces la ecuacién (x) se
convierte en la ecuacién
0z
— =vsenu

ou

Sugerencia: Como z = z(u,v); calcule las derivadas parciales y luego despeje « y y en el cambio de variable. Al
sustituir, obtiene el resultado.

Derivadas de una funciéon definida de manera implicita.
Supongamos que se conoce que z es una funciéon de x e y, es decir, z = f(z,y), pero que z estd definida de manera
implicita por una ecuacion del tipo

F(z,y,2) =0

Estas situaciones ya las hemos encontrado antes, por ejemplo en la ecuacién de una esfera: x2 + y? + 22 = . Esta
ecuacién define a z como una funcién de x y y y en este caso, z se puede despejar:

r=Va2—a2—y y z=—/a% — 22 — 2

Cuando una funcién esté definida de manera implicita, no siempre es posible despejarla: Si y? + 2z + 22 —e* —1 =0 no
hay posibilidad de despejar z = z(z,y), aunque tedricamente podria ser posible en un entorno de algin punto. En todo
caso, si podemos calcular las derivadas parciales.

Figura 5.6: Superficie S: y? +xz+ 22 —e* —1=0
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Podemos deducir, de manera informal, las férmulas para z, y z,. Supongamos que z = z(x,y) y que F(x,y, 2(z,y)) =0
y que en algin conjunto abierto D las derivadas parciales de z existen y la funcién F' es diferenciable en D.

Sea g(xz,y) = F(x,y,z) = 0, aplicando la regla de la cadena a g(z,y) = F(u,v,w), con = = u(z,y), y = v(x,y) y

w(z,y) = z(z,y), obtenemos

dg _OF du OF v OF ou
or  Ou Oz ov Oz  Ow Oz
y
Og _OF ou  OF ov OF Ow
dy  ou dy = v dy  Ow dy
Ahora, como @ =0y @ = 0, entonces
Oox ox
dg _, OF | OF 0z _
or ~ Ou Ow Or
Despejando,
oFr
0z _ o5
r ~OF en todos los puntos de D donde 5 £0
. (z.y,2(z,y))
0z
oF
. 0z By
De manera similar, a—y = — @
0z

Teorema 5.6

Si F' es diferenciable en un conjunto abierto D de R™ y sila ecuaciéon F'(z1,x9,...,x,) = 0 define a x,, como
una funcién diferenciable x,, = f(x1,x2,...,2,—1) en algdn conjunto abierto de R™ !, entonces

Oxy, 7 0.

en aquellos puntos en los que

of
858,’ a

oF
6:@-
oF
Oxy,

Una funcién z = z(z,y) definida de manera implicita por F(z,y, z) = 0.

Si z = z(x,y) estd definida de manera implicita por F'(x,y, z) = 0, de acuerdo a las hipdtesis del teorema 5.6,

entonces
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En el teorema de la funcién implicita podemos intercambiar variables. Por ejemplo, si  y z son las variables independientes
y si se cumplen las hipétesis del teorema,

Fy

Yo = —77 ¥ Y= —

F;
Iy Fy,

Este teorema se puede generalizar para ecuaciones F'(x,y, z,u) = 0.

Ejemplo 5.30

Sea z definida de manera implicita por F'(z,y,z) = xyz +  +y — z = 0. Como se cumplen las condiciones del
teorema 5.6 entonces

F, zy+1 Fy zx +1
Rpg — ——/— — ———— Zy:——:—
F, xy —1 F, xy —1
—
Calcule 2, y 2z, si F(z,y,2) =22 —2y? + 322 —yz +y =0 define a z como z = z(z, y).
Solucién: Dado que F, =2z, |, = -4y — 2+ 1, F, = 6z —y, entonces si F, # 0,
2x
2y = —
* 6z —y
1—4y—=2
Zy=——"—
6z —y
en R? — {(z,y) € R? : 6z(x,y) —y=0.}
—

Considere la funcién z definida de manera implicita por z2 + 3% + 22 — 1 =0. Calcular 2, 2ys Zzzy Zyy ¥ Jyx

Solucién:
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2 estd definida de manera implicita por F(z,y, z) = 2? + y*> + 22 — 1 = 0. Entonces,

Para calcular 2y, z;z Y %y, debemos notar que z, y 2, no son funciones definidas de implicita, como tal
derivamos de manera ordinaria.

Ryx = 9 = aix _; - 22 - Z2 2
L Nzy) _ 8 (_g) loz—yzy  22+9¢°
W oy oy z) 72 N 23 7

Si F(zz,yz) = 0 define a z como funcién implicita de x e y y ademds cumple con las condiciones del teorema
5.6 en cada punto de una regién D, entonces verifique que, en D, se satisface la ecuacion

.%_‘_x.%—_z
Y 5y oz

Solucion: Sea u = zz y v = yz, entonces F(zz,yz) = F(u,v) = 0.

9z _  F,  F,-0+4+F -z
Oy B Fz_ Fy-z + F,-y
% _ _&__FU-Z-FFU-O
dr F, B Fo-z+ Fy-y
Luego
0z 0z F, -z F, -z
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Ejercicios

@ 5.8.1 Si 22y? 4 sen(ayz) + 22 = 4 define a z como funcién implicita de x e y, verifique que

0z 0z 0
r——y— =0.
Ox 4 oy
@ 5.8.2 Sea g ﬁ, 22 +y?) = 0 una ecuaci6n que define a z como una funcién de z e y. Verifique que si gz, ¢
o q que q y Y

g existen y son continuas en toda la regién en la que g, # 0, entonces

0z 0z 2(2? — y?)
e
Ox oy Ty
. 0z 0z )
@ 5.8.3 Sea z = f(z/xy) con f dos veces derivable. Calcule 92" 90 ) verifique que
x’ Oy
0z 0z 0
r— —y— =0.
Ox y(‘?y

0z 0z 0%z 0%z 0%z

@ 5.8.4 Sea z = l‘ln(yz) Calcule %, 87y, @, 873/2 y 8?@

@585 Si f(zz,y*) = vy define a z como funcién implicitade x y y, calcule 2z,
@5.8.6 Si f(z2x,y%) + g(2?) =5 define a z como funcién implicita de z y y, calcule z; y 2,

@ 5.8.7 Sea f una funcion con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos veces derivable. Supongamos
que la ecuacién 2g(z) + f(x? , y?) = 0 define a z como funcén implicitade z y y.

0z 9%z
b) Calcule By

z
a) Calcule — y —

) Calcule I y 3y
@ 5.8.8 Repita el ejercicios anterior con la funcién zz + f(22,52) = 0.

@ 5.8.9 Sea f una funcion con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos veces derivable. Supongamos

0 0
que la ecuacién g(z)f3(x? , y?) = 0 define a 2 como funcén implicita de z y y. Calcule 8—2 y 8—2
€T Y

@ 5.8.10 Sea z definido implicitamente por medio de la relacion z = z - f (y) con f una funcién con derivada continua.
z
Verifique que z satisface la ecuacion:

0z n 0z
T — =z
ox y@y
- e 0%z
@5.8.11 Si zx + €*¥ = x define a z como funcién implicita de = y y, calcule z,, 2,y 922
x

@ 5.8.12 Sea f una funcion con derivadas de segundo orden continuas y ¢ una funcién dos veces derivable. Si
0%z

y = g(2%) + f(y?, 2%) define a z como funcién implicitade x y y, calcule 2, z, y 27
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TZ2CL

Pt —
VTV (V 4 nb)
son pardmetros, R es la constante de gas 'y n el nimero de moles. La funcién 7' = T'(P, V) esté definida de manera

@ 5.8.13 La ecuacion de Redlich-Kwong de dos pardmetros es [V —nb] —nRT = 0 donde a,b

S . oT
implicita por esta ecuacion. Calcule P

(*) Derivacion implicita: Caso de dos ecuaciones.

Supongamos que u = u(x,y) y v = v(x,y) son funciones definidas de manera implicita por las ecuaciones

F(r,y,u,v) =0 'y G(z,y,u,v)=0

Para deducir las expresiones para u,, u,, vz, vy, S€ resuelve el sistema

dFF = Fpdxr + Fydy + Fydu+ Fydv =0
dG = Gudx+ Gydy + Gudu + Gydv =0

F, F,

1| F, F, ;
G, G, y

, obtenemos du = -3 G G

I‘Fy F,

“=Fla, a

para du y dv. Si J:‘

como du = u, dx + u, dy entonces se obtienen las férmulas (siempre y cuando J # 0.)

‘ F, F, ‘ ‘ Fy F, ‘
G. Gy G, G,
o = —“7 7 W T 7 J
y
‘ F, Fy ' ‘ F, F, ‘
G. G, Gy Ga
Uy = —_ J N U.Z’ = —_ J

Ejemplo 5.34

Si u=u(z,y) y v=wv(z,y) son funciones definidas de manera implicita por las ecuaciones

F=u+v2—22—y=0,

G=ut+v—z°+y=0,

calcular ug, y uy.
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‘s F, F 2u 2v z(l—2v 1+2v
Solucién: Como J = ' GZ GZ = ‘ 1 1 1= 2(u — v), entonces, uy; = (u—v) y Uy = 2u—v)
—

Sea z = f(x,y) definida por z = u + v donde u = u(z,y) y v = v(x,y) son funciones definidas de manera
implicita por las ecuaciones

F = u+e“t" —z=0
G = v+e" " —y=0

Si u=wv =0 entonces x = y = 1. Calcular z,(1,1).

Solucién: z, = u, + v,. Podemos calcular u, y v, usando las férmulas respectivas, sin embargo, para célculos
numéricos es mds practico derivar respecto a x las expresiones F' =0 y G = 0. En efecto, derivando respecto a
z obtenemos

g + " (ug +vz) —1=0 y vp+e" Y(uy —vy) =0

de modo que cuando z =1,y = 1,v = u = 0 se obtiene

2; +v;, —1=0 y u=0

conloque u, =0 vy =1siz=1,y=1Lv=u=0. Asique z,(1,1) =0+1=1.

5.10 Gradiente.
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Definicién 5.5 (Campo Gradiente).

Sea f: D CR®™ — R una funcién (o campo) escalar diferenciable en una regién R, entonces la funcién (o

campo) gradiente de f es la funcion vectorial Vf: R C R" — R" definida por

Vf(xl,wa--’xn) = (fl‘lv f$2)"'7f:(:n)

of . of .

. DCR? s —(f f) =Yg Y

Enelcaso f: DCR R, Vf(z,y) = (fz, fy) D l+ayJ
Enelcaso f: D CR? — R, Vf(z,y,2) = (fo, fy f2) = gi i—i—g‘;j—i—aﬁf(

Interpretacién geométrica del campo gradiente. El gradiente Vz : R?>—+R? es un campo vectorial (campo
gradiente). Una manera de visualizar el campo gradiente graficamente es anclar en cada punto (z,y) el respectivo vector
Vz(x,y) (se traslada desde el origen). Pero también se puede anclar el vector de tal manera que el punto quede en el medio
del vector (como si el vector fuera parte de una recta tangente). En general, la representacion gréfica se hace anclando el
vector de esta segunda manera y escalando el tamafio de los vectores de tal manera que unos no se sobrepongan sobre los
otros, para tener una mejor vizualizacion de la direccién de “flujo” del campo gradiente. Asi lo hace el software (como

Wolfram Mathematica).

Por ejemplo, consideremos el campo Vz = (—y, x). En la figura 5.7 a.) se dibujan dos vectores anclados en el punto, en
la figura 5.7 b.) se dibujan dos vectores anclados con el punto en el medio y en la figura 5.7 ¢.) se hace la representacién

gréafica del campo escalando los vectores, tal y como se acostumbra.

Vz(2,1) = (~1,2)

~

[\
1
[\
1

P W W W |

Vz(1,1) = (=1,1)

1

- —_

Enmaan et S N R R |
eSO OR
aahad O N N N\ | |
aahebad S S 0 0 Q¥

e O
r N\
AV
~ > NN NN
- AYRY
. VA
P \

i

ettt Pl /

.4

L Bt A
+—mm A AT

B
AN
AT,
——— A,

a.) b.)
Figura 5.7: Campo gradiente Vz = (—y, ).

Ejemplo 5.36

¢.) Escalamiento

Consideremos el paraboloide z — 1 = 22 + 32, el campo gradiente de 2 es Vz = (2x,2y). Una representacién
grafica de esta superficie y de algunos vectores (trasladados) se ve en la figura 5.8. Los vectores apuntan en la
direcciéon de maximo crecimiento del paraboloide (respecto al punto en el que se evalda el gradiente) y la magnitud

de estos vectores nos dan una medida de la ‘intensidad’ de esta razén de cambio.
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En las figuras 5.8, 5.9, 5.10y 5.11, se muestran algunas superficies y su campo gradiente (en el plano XY')

3\ 2oy 3y2
Campo Gradiente: 7 — | :);Z«l»yz = Vz=(2x,2y). Campo gradiente de: 7 = 10 (yf E) e 2=0-3)

Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player

"L_*“
_—T -
— e
B S
B e
e o
14 Al
17N
L

Figura 5.8: Vz(P) apunta en la direccién de mdximo crecimienFigura 5.9: Vz(P) apunta en la direccién de maximo crecimien-
to respecto a cada punto P to respecto a cada punto P

3(x—1)

Campogradientede: 2=2— ——
(1+x2+y?)

Campo gradiente: z— 4 = —x> —y?> = Vz=(—2x,—2y).
Wolfram CDF Player
Wolfram CDF Player

PN

Z

Figura 5.11: Superficie z = 2 — y su campo

(1+22+y?)

Figura 5.10: z — 4 = —x? — 2 y su campo gradiente  gradiente
|

Ejemplo 5.37

@ Si f(x,y) =senxy+ x2y?, calcule Vf(r, 1).

Solucion: El gradiente estd dado por :

Vi(z,y) = (y cosxy + 2:cy2) i+ (m cosxy + 2x2y) j
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y evaluando

Vi(r,1)=2r—1)1+ (27T2 -7

@ Si 22 +y? + 22 =1, calcule Vz(x,y).
Solucién: Excepto en la circunferencia 22 4+ 4% = 1 (curva de nivel z = 0), se puede calcular
J

F, F, T L
Vf(.’l?,y) = <_?7 _FJ7> = _; 1+ —

SIS

@ Si G(ZC, Y, Z) = $2Z + ZSZ/ + zyz, calcule VG(.CC, Y, Z)

Solucién:

VG(z,y,2) = (Gz, Gy, G) = 2z +y2) 1 + (B 4+22)] + (22 +32%y +z2)k

—
Ejemplo 5.38
Consideremos la superficie S de ecuacién 22 + y? + 22 = 1.
Sea P = (1/v/3,1/V3,1/V/3) € S. 4
El gradiente de z es Vaz(x,y) = <—£, —£> .
z' oz
Vz(P) = (-1, —-1). Y

El gradiente no estd definido si z = 0 porque las derivadas
parciales se indefinen (las tangentes a la superficies sobre la
circunfencia 2 + y? = 1 son rectas verticales)
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Gradiente, curvas y superficies de nivel.

Recordemos que si z = f(z,y) entonces la curva z = ¢
(es decir, ¢ = f(z,y)) la llamamos “curva de nivel”. Si
tenemos w = g(x,y,z), la superficie w = 0 (es de-
cir 0 = g(z,y, z) ), se denomina superficie de nivel w = 0.

Vamos analizar un caso sencillo de manera informal: Si
tenemos una superficie S de ecuacién S : z = f(z,y)
entonces consideremos la curva de nivel z = ¢, es decir,
C :c= f(x,y). Siestaecuacion define a y como funcién
implicita de x, entonces una parametrizacion de la curva
de nivel es r(z) = (x,y(z)) y un vector tangente (en el
caso de que exista) seria

r'(z) = (1,9 (z)) = (1’ _,ch”z>

10f

0.5}

c=f(x,y) Vz(P)

Figura 5.12: El gradiente es perpendicular a las curvas de nivel

N

Ahora, como Vz = (f,, f,) entonces Vz - <1, ) = 0. Como el producto punto es cero, estos dos vecores son

y
perpendiculares.

En general, si S es una superficie de ecuacién
G(z,y,z) = 0, con G derivable con continuidad en el
plano XY ,ysi P = (zo,y0,20) € S, entonces,

1. Si se cumplen las condiciones del teorema de la
funcién implicita, en P se tiene,

G, G
vz(q"?y) = <Ga C;/)

El vector Vz(xo,yo) es perpendicular a la curva de
nivel z = zy, es decir Vz(zg,yo) es perpendicu-
lar al vector tangente en (xg,yo). Si necesitamos
un vector perpendicular, podriamos usar solamente
(=G, —Gy). Por supuesto, si la ecuacion de la super-
ficiees z = f(z,y), podemos calcular el gradiente
de la manera usual tomando G =z — f(z,y) =0y
entonces G, = 1.

Wolfram CDF Player

Vz(P)

Figura 5.13: Vz(x, yo, 20) es perpendicular a la
curva de nivel z = 2z .

2. Elvector VG(z, Y0, 20) es perpendicular a la superficie de nivel w = 0, es decir VG(xq, Yo, 20) es perpendicular

a cada curva de la superficie S, que pasa por P = (xg, Yo, 20)-
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Wolfram CDF Player

VG(x0.0.20) R ' Ty, z) =

=
X

Figura 5.14: VG(P) es perpendicular (al plano tangente) a S en P.

Ejemplo 5.39

Considere la curva C' de ecuacién y? — 2%(1 4+ z) = 0. Sea P = (1/6, v/7/\/216) . Observe que P € C.
Calcule un vector perpendicular a la curvaen P.

Solucion: Podemos ver C' como una curva de nivel de
z = y>—2?(1+x), concretamente la curva de nivel z = 0.

De acuerdo a la teoria, el vector Vz(P) es perpendicular a
la curva de nivel C' en P. Veamos

Vz(z,y) = (—z% — 2z(z + 1), 2y)

Vz(P) = (=5/12, ﬁ/m) Figura 5.15: Vz(P) es un vector perpendicular a la

curvaen P

En la figura 5.15 se muestra graficamente la situacion.
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Ejemplo 5.40

Considere la superficie S de ecuacién

%(z—1)2-|—(x—2)2+(y—2)2—4=0-

Sea P = (3,2,1+ 3/3). Observe que P € S. Calcule
un vector perpendicular a la superficie .S en P.

Solucion: De acuerdo a la teoria, el vector VG(P) es
perpendicular a la curva de nivel S en P donde

e y3) = %(z 1P (@ — 224 (y—2) —4

VG(z,y,2) = (Ga, Gy, G)

= (2(95 —2), 2(y — 2), %(z - 1))

En la figura se muestra graficamente la situacion.

—
5.12 Derivada direccional
Suponga que deseamos calcular la tasa de cambio de Wolfram COF Player
z = f(x,y) enel punto x = (zg,y0) en la direccion J
de un vector unitario arbitrario v . = (a,b), para esto

consideremos la superficie S con ecuacién z = f(x,y)
(la grificade f)ysea zp = f(zo,yo) . Entonces el punto
P = (z0, y0, 20) pertenece a S . El plano vertical generado
por la recta L que pasa por el punto (xo,%0,0) en la
direccién del vector v, interseca a la superficie S en la
curva C'. La pendiente de la recta tangente 7' a la curva
C enel punto P es la tasa de cambio de z en la direccion
del vector v .

Figura 5.16: Derivada direccional
Sea Q = (z,y, z) otro punto sobre la curva C', y sean P’ = (z0,y0) y Q = P’ + hv las proyecciones ortogonales
sobre el plano XY de los puntos P y (), entonces

P/Ql :QI_PI — hV
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Wolfram COF Player

para algun escalar h . Asi pues,

x—x9 = ha =2 = 29+ ha

Yy—yo = hb=y =yo+hb

Figura 5.17: ||P'Q/|| = h||v]|

El cambio sobre recta L es ||P’'Q’|| = h||v|| = h pues v es unitario, por tanto la razén de cambio estd dada por

Az Az  z—z2 _ f(xo+ ha, yo+hb) — f(x0,Y0)

Wivl~ R h h

y al tomar el limite cuando h — 0 (siempre y cuando este limite exista) obtenemos la tasa de cambio instantdnea de z
(con respecto a la distancia) en la direccién de v, la cual se llama derivada direccional de f en la direccién de v .

Definicion 5.6 (Derivada direccional).

Sea f: D C R? — R una funcién escalar y sean (7g,y0) € D y v = (a,b) un vector unitario, entonces la
derivada direccional de f en (xg,yo) en la direccién del vector unitario v, estd dada por :

{ 4 +ha7 + hb) — X0,
Dyf(zo,y0) = lim f(@o ek ) — f (o, 0)

Aplicando regla de la cadena, obtenemos una férmula para la derivada direccional en términos del gradiente. Supongamos
que queremos calcular la derivada direccional en la direccién de un vector v = (a, b) no necesariamente unitario, entonces
si (.’L’, y) = (:EO + ha, Yo + hb)7

f(zo + ha, yo + hd) — f(xo,yo)

Dy f(zo, ) = lim hlvl|
1
— o 7f$7y
M T
- (Y s 2
v "\ @ g
A%
— Vf(xo,yo)'m
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Teorema 5.7 (Cdlculo de la derivada direccional).

Sea f: D C R®™ — R una funcién escalar diferenciable en D, entonces f tiene derivada direccional en la
direccion de cualquier vector no nulo v = (a, b) y estd dada por:

A%

Dof(z,y) = Vi(z,y)— = fm,y)ﬁw(w)

vl vl

Ejemplo 5.41

Calcule la derivada direccional Dy f(z,y) si f(x,y) = 2 — 3zy +4y?> y v = (v/3, 1). Calcule Dy, f(1,2).

Solucioén:

@ Evaluar el gradiente: Como Vf(z,y) = (322 — 3y, —3x +8y) entonces Vf(1,2) = (-3, 13)

® |lv][=2
( v
3,1
@ Cilculo: = (-3, 13)-(\[2’ )
V3 1
= —3X%413=
3 > + 32

Ejemplo 5.42

Calcule la derivada direccional de f(z,y,2) = x sen(yz), en el punto P = (1, 3,0) en la direccién del vector

A

v=1+2j—k
Solucioén:
@ El vector gradiente de la funcién f esta dado por
Vi(z,y,z) = (sen(yz),zz cos(yz), zy cos(yz))
evaluando en P tenemos que Vf(1,3,0) = (0,0,3).

@ Por otro lado, como ||v|| = v/6, un vector unitario en la direccién de v es

V_LHiA_Lf(_(Li_L)
VI~ Ve Ve T Ve
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v 1 2 -1 3
@ Cilculo: Dy f(1,3,0) = Vf(1,3,0)-—— = (0,0,3)- [ —=, —=, —= | = ———
10.3.0 = V.80 = 009 (Z 7 ) = -7
—
Componente. La férmula \Zi (P ) \
A%
va(xvy) = Vf(ﬂl‘,y) : T v

Dﬂ@

Figura 5.18

nos dice que la derivada direccional es la componente del vector gradiente Vf(P) en P
la direccion del vector v

Direccion de mdximo y minimo cambio. Suponga que tenemos una funcién f de dos o de tres variables y
consideramos todas las posibles derivadas direccionales de f en un punto P dado. Esto proporciona las tasas de cambio de
f entodas las posibles direcciones. De modo que podemos plantear la siguiente pregunta : ;En cudl de estas direcciones
f cambia con mayor velocidad?, y ;cudl es la mdxima razoén de cambio?.

Intuitivamente, de acuerdo a la figura 5.18, la derivada direccional en P aumenta conforme el vector v se acerca al gradiente.

Las respuestas a estas preguntas las da el siguiente teorema.

Teorema 5.8 (Direccion de maximo cambio).

Sea f: D C R? — R una funcién escalar. El valor méximo de la derivada direccional Dy f en (z,y) es
||VE(z,y)|| y se presenta cuando el vector no nulo v tiene la misma direccion que el vector gradiente V{(z,y).

Podemos justificar esto, informalmente, de la manera que sigue. Primero recordemos que si 0 = fu,v entonces
w-v =|lul| - ||v]| cos(f). Ahora

v

va(.’E,y) - Vf(.l',y) : M

— [|VE(, )| coso.

donde 0 es el dngulo entre el vector unitario y el vector Vf(z,y).

v
vl
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V£(x,y)

El valor de Dy f(x,y) aumenta o disminuye solo si cos cambia
(si giramos el vector v ).

Asi que el maximo valor se obtiene cuando cosf = 1 (es decir
6 = 0). Por tanto Dy, f(x,y) es maxima cuando 6 = 0 y en ese
caso v y Vf(x,y) son paralelos.

0
v
Figura 5.19

Valor minimo: El valor minimo de la derivada direccional en (x,y) es —||Vf(z,y)|| y ocurre cuando v tiene la misma
direccion —Vf(z,vy).

Observacion: f se mantiene constante sobre las curvas de nivel; la direccién (un vector % ) en la que el cambio
(instantdneo) de f respectoa P es nulo es la direccion de un vector perpendicular a Vf(P). Que la derivada direccional
se anule en P en la direccién de U no significa, por supuesto que en esta direccion la funcién se mantenga constante (esto
solo pasa sobre las curvas de nivel) excepto que la curva de nivel sea una recta.

Ejemplo 5.43

Considere la placa rectangular que se muestra en la figura
de la derecha. Si la temperatura en un punto (x,y) de la
placa estd dada por

T(z,y) = 4(z — 2)? — 7(y — 0.4)?

determine la direccién en la que debe de ir un insecto que
estd en el punto P = (0,0), para que se caliente lo mds
rapidamente. ;Y qué debe hacer el insecto si desea ir por un L7 ! ,
camino en el que la temperatura se mantenga constante? Figura 5.20: Mejor direccion, respecto a (0, 0).

Solucién:

La direccioén en la que la temperatura aumenta mds rdpidamente respeto a P es la direccion del gradiente (vector
negro en la figura): VT(z,y) = (8(z —2),—14(y — 0.4)) = VT(0,0) = (—16,5.6)

En cuanto a la otra pregunta, aunque la derivada direccional es nula en la direccién de un vector perpendicular al
gradiente (vector rojo en la figura) esto solo dice que la razén de cambio instdntaneo en esa direccién es cero. La
trayectoria en la que la temperatra se mantiene constante es la curva de nivel 7'(z,y) = 7°(0,0) (curvas blancas).

Es por ahi donde deberia caminar el insecto.
—
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Ejemplo 5.44

Suponga que la temperatura en un punto (z, y, z) en el espacio estd dada por

206

80
T(z,y,2) = 1+ 22+ 2y2 + 322

donde T' estd medida en grados centigrados y x,y, z estdn en metros. {En qué direccién aumenta mds rapido la
temperatura respecto al punto (1,1, —2) ? ;Cudl es la mdxima tasa de incremento ?

Solucion: El gradiente de T es

160 320
VT (z,y,2) = — I 1 y

. 480z N
(14 22 + 2y2 + 322)2 ' (14 22 + 2y2 + 322)2 1= (14 22 + 2y2 + 322)2

) A
Evaluando en el punto P = (1,1, —2) obtenemos VT (1,1, —2) = s (—1-2j+6k)

Por tanto, la temperatura se incrementa con mayor rapidez en la direccidn del vector gradiente

v=—-1-2j+6k

La tasa mdxima de incremento es la longitud del vector gradiente |[VT(1,1,—2)||
) ,\ n A 5v/41

. ||-1-2j+6k|| = —

8

Ejemplo 5.45

Considere la superficie S : 2?2 +y>+22 =4y P = (1 /V3,1/4/3,4/10/ 3) . Derivando implicitamente
obtenemos,

va=(-2,-1) y Vz(P):( L1 )

V10T V10

En particular, la pendiente de la recta tangente en P en la direccién de v = (1,1) es

D(11y2(P) = Vz(1/V3,1/v3) - (1};) = V2~ —1.41421

mientras que la pendiente de la recta tangente en P en la direccion de Vz(P) es
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Vz(P) 1
Vector V Direccién de maximo crecimiento respectoa P es Vz(P)

Wolfram CDF Player

Mover
P = (x0,%0,2(%0,Y0))

Y

00 05 10 15

5.13 Plano tangente y el vector normal.

Podemos obtener la ecuacién cartesiana del plano tangente (si existe) usando un vector normal a la superficie
S :G(z,y,z) = 0. Si G es derivable con continuidad en P = (x¢, Y0, 20) € S y si el gradiente en P es no nulo, los
vectores tangentes a cada curvaen S que pasan por P estdn en el plano tangente a esta superficieen Py VG(zo, 30, 20)
es un vector normal a este plano

Wolfram CDF Player

VG(xp,y0,20)

X

Figura 5.21: VG(P) es perpendicular (al plano tangente) a S en P.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap5-CSCDFGradienteyTangentes.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap5-CSCDFPlanoTangente.cdf

5.13 Plano tangente y el vector normal. 208

Asf, una ecuacion del plano tangente en P = (x¢, 30, 2z0) € S es

ar+by+cz=d con (a,b,¢c)=VG(zo,y0,20) y d=VG(xo,y0,%20) P.

( Plano Tengente)

@ Si la superficie S tiene ecuacién G(z,y,z) = 0 con G diferenciable, el plano tangente en P € S tiene
ecuacion cartesiana

Gz(P)z + Gy(P)y + G,(P)z=VG(P)-P

@ Si S tiene ecuacién z = f(x,y) con f diferenciable, entonces G(x,y,2) = z — f(z,y) y VG(P) =
(= fz(P), —fy(P), 1), por tanto el plano tangente en P € S tiene ecuacion cartesiana

G.(P)z + Gy(P)y + G.(P)z = VG(P)-P

fﬂ:(l‘l)u yO):C + fy('TOa yO)y + z = (_f'l‘(x07 yO)a _fy($0) yO)u 1) : (1’07?/07«20)
Es decir,

fx(xo, yo) (z — x0) + fy($07 Yo) (¥ —v0) = 2 — 20

(Rectas tangentes)

Si S tiene ecuacién z = f(z,y) con f diferenciable, entonces si P = (xo,yo0,20) € S, el plano tangente en
P € S tiene ecuacion cartesiana

fe(zo, yo) (x — x0) + fy (0, yo) (¥ —v0) = z— 20

En particular, una ecuacién paramétrica de las rectas tangentes a P en la direccién del eje X y del eje Y, serian
(respectivamente),

Ly (z) = (z, yo, (x — w0) f2(20, y0)) © 2= (z —m0)fs(Z0, Yo) +20 enelplano XZ

L, (y) = (zo, ¥, (¥ —yo) fy(®0, ¥0)) © 2= (y—yo)fy(z0, yo) + 20 enelplano YZ

(Un vector normal)

No hay un solo vector normal, aunque todos tienen la misma direccién, el tamafo puede variar.

@ Si S tiene ecuacién z = z(x,y) entonces si ponemos G(z,y,z) = z — z(x,y), un vector normal es

N = (-2, —2y,1)


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

5.13 Plano tangente y el vector normal. (htfps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 209

@ Si S estd definida de manera implicita por G(x,y, z) = 0, entonces un vector normal es

= 1
N1 =(G;, Gy, G,) otambién Ny = (G ﬂ ) = G—(Gx, Gy, G;) si G, #0.

G.' G,

Rectas tangentes yun vector normal en P

Wolfram CDF Player

Mover

P = (x0,y0,2(x0.30))

00 05 1.0 15

Figura 5.22: Tangentes y un vector normala S en P.

Ejemplo 5.46

Sea S la superficie de ecuacion f(z,y) = %’ si (z,y) # (0,0) y f(0,0) = 0. Aunque f,(0,0) =

f4(0,0) = 0, no hay plano tangente pues la funcién es discontinua en este punto (aunque esté definida).
—

Ejemplo 5.47

Sea S la superficie de ecuacién z = 2 + 2y2. Obtener una ecuacién cartesiana del plano tangente a S en
P=(1,1,3).

Solucién:

Primera manera. En este caso f,(z,y) =2z y fy(z,y) = 4y. Entonces una ecuacién cartesiana serfa,

A, (x-1)+ f,(1,1) (y—1) = z-3,

es decir,

2c—-1)+4(y—1) = z-3,

Otra manera. Sea S : G(z,y,z) = z — x> — 2y? = 0. Entonces un vector normal al plano tangente a S en P
es VG = (—2x, —4y, 1). Ahora, VG(1,1,3) = (=2, —4, 1), entonces una ecuacién del plano tangente es
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—2z—4y+1z = VG(1,1,3)-P

Ejemplo 5.48

Consideremos la superficie S de ecuacién z% + y2 + 22 = 1. Sea P = (1/v/3, 1/v/3, 1/1/3) € S. Calculemos
la ecuacion cartesiana del plano tangente en P.

@ Laecuaciénde S es G(z,y,2) =22 + 32+ 22 —-1=0.
@ VG(z,y,z2) = (2z, 2y, 22).
@ N =VG(P)=(2/V3,2/V3,2/V3)yd=P-VG(P) =2

2 2
+ — z = 2 o también :c+y+z:\/§.

2
BT BYT A

@ Una ecuacion cartesiana del plano tangente:

Ejemplo 5.49

Consideremos la superficie S de ecuacién 22 +y? + 22 =1.y P = (0, 1, 0) € S. Calcule la ecuacién del plano
tangente a S en P.

Solucién: Sea G(z,y,2) = 2% + y? + 22 — 1. Entonces z
VG(z,y,2) = (2z, 2y, 2z). Por tanto un vector normal
es N =G(0, 1, 0) = (0, 2, 0)

La ecuacion cartesiana del plano tangente a S en P es
O-z2+2-y+0-2=2, esdecir y = 1. Y

% a4
Observe que en este punto, como Vz(z,y) = (— =, - —) ,
A

la derivada direccional no existe.

Ejemplo 5.50

Consideremos la superficie S de ecuaciéon x? + 32 + 22 = 1. Encuentre los puntos Q = (a,b,c) € S tal que el
plano tangente en () sea paralelo al plano 2z — y + 3z = 1.
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Solucién: () tiene tres incGgnitas asi que necesitamos, en principio, tres ecuaciones.
@ Como (Q € S, esto nos da una ecuacién: a® + b? + ¢ = 1.

@ Como el plano tangente en () es paralelo al plano 2z —y+ 3z = 1, sus vectores normales deben ser paralelos,
es decir

VG(Q) = A(2,—-1,3)

esto nos da tres ecuaciones adicionales y una incégnita mds, A.

@ Para encontrar () solo debemos resolver el sistema

a2+’ +2 =1

VG(Q) = A(2,-1,3)

es decir,
WP =
A+ 4+ =1 20 = 2\
=
(2a,2b,2¢) = A(2,-1,3) 26 = =\
2c = 3\
Resolviendo, obtenemos las dos soluciones
1 1 3 1 1 3
— (- , - L A= —/2/7 = 9 =—% s A=2/T
¢ < V2t Vi m) A ( 27 Vi m) /

Ejercicios

@ 5.13.1 Sea f(z,y) = 4 — 22 — 3 la ecuacién de una superficie S.

a.) Calcule Dy f(Q) si u=(-2,1) y Q = (1,1,2) es un punto en la superficie.
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b.) Determine el punto P = (a,b,c) € S para el cual la derivada direccional de f en P es /2 en direccién de
u=(-2,1) y V5 enladireccién de v = (1,1).

c.) Encuentre la ecuacion cartesiana del plano tangente a S enel punto R = (1,—1,2) € S.

d.) Determine un vector u para el cual la derivada direccional en R = (1,—1,2) € S es mdxima y calcule su valor.
@ 5.13.2 Sea 2% + xyz + 22 = 1 la ecuacién de una superficie S.

a.) Calcule Dyz(Q) si u=(-2,1) y @ =(1,2,0) € S

b.) Determine b € R — {0} talqueen P = (1,b,0) € S y Dyz(P) = V2.

c.) Encuentre la ecuacién cartesiana del plano tangente a S enel punto R = (1,—1,1) € S.

d.) Determine un vector u para el cual la derivada direccional en R = (1,—1,1) € S es minima y calcule su valor.
@ 5.13.3 Considere la superficie S de ecuacién 22 + 2z +y=1. P=(1,1,0) € S

a.) Calcule Dyz(P) donde u = (1,-2)

b.) (Cuadl es el maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P y en cudl direccién v se alcanza?

c.) Calcule la ecuacidn cartesiana del plano tangente en el punto P
@ 5.13.4 Considere la superficie S de ecuacién zyz? =8z. P = (1,1,8) € S

a.) Calcule Dyz(P) donde u = (—5,/2)

b.) (Cuadl es el maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P y en cudl direccién v se alcanza?

c.) Calcule la ecuacidn cartesiana del plano tangente en el punto P

@ 5.13.5 Calcule la ecuacién vectorial de la recta normal a la superficie S : 2 + y? + 22 = 1 en el punto

P=(1/2,1/2,1/v3)
@ 5.13.6 Considere la superficie S de ecuacién e** + zy = yz + 1. Sea P = (0,1,0) € S.

a.) Calcule la derivada direccional de z en P en la direccién del vector u = (1,2).

b.) Calcule la ecuacion del plano tangente a .S en P.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

5.13 Plano tangente y el vector normal. (htfps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 213

Revisado: Enero, 2019
Version actualizada de este libro y el formato CDF:

https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/




6.1

6 — Maximos y Minimos

Introduccién

(Por qué, en una variable, en un punto critico p, f alcanza un méximo local si f”(p) < 0?. En una variable, los puntos
criticos de f son los puntos x = p enlos que f’(p) =0 (o enlos que f’ seindefine). Muchas veces se puede clasificar
este punto critico con el signo de f”(p). Esto se puede establecer usando polinomios de Taylor. Segin el teorema de
Taylor, en los alrededores de p,

f(n+1)(£) pntl
(n+1)!

1 (n)
f(@) = f(p)=f'(p)h+ fép) IR n!(P)hn n

con ¢ entre py h 'y z=p+h

En particular, si p es un punto critico de f, es decir, f’(p) = 0, entonces para n = 2,

O,
2

f(z) = f(p)

con ¢ entre p y h.

Si f” escontinuay f”(p) # 0, entonces hay un entorno alrededor de p (con h pequefio) donde f”(£) y f”(p) tienen
tiene el mismo signo! por lo que, en un entorno suficientemente pequefio de p,

f(x) > f(p) si  f"(p) >0 (f alcanzaun minimo localen p)

f(x) < f(p) si  f"(p)<0 (f alcanzaun mdximo localen p)

Interpretacion geométrica. Observe que le signo de f”(p) # 0 decide el signo (y por tanto la concavidad) del polinomio
de Taylor de orden dos: Como f'(p) =0,

1Si f” escontinuay f”(p) # 0, entonces f’' conserva el signo. Si h es suficientemente pequefio, p + h estd en este entorno 'y f”(p),
f"(€) yportanto f(p+h) — f(p), tienen todos el mismo signo; por esto el signo de f(p +h) — f(p) eselsignode f’(p) si h es
suficientemente pequefio. Se concluye que si f”/(p) > 0 entonces f(p + h) > f(p) enunentornode p y,en p f alcanza un minimo local y si
f"(p) < 0 entonces f(p+ h) < f(p) enunentornode p y,en p f alcanza un méximo local.
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f@) = f®)= 5 /" P)& — B) + Ra(p,2)

por tanto, la cuadritica y = f”(p)(x — p)? siempre es positiva o siempre es negativa y ademas domina al resto Ry en
algtin entorno de p. Si f”(p) = 0 no podemos decir algo del signo (solo nos queda el resto Ra(p, )).

En la figura que sigue se muestra la grafica del polinomio de Taylor P, y la grifica de f. Recordemos que

/"(p)

Po(2) = (o) + £/ (0)(& — p) + 2 (& — h)?
A Wolfram CDF Player
4
()| ——
[
. P(x)
P - p -
Figura 6.1: El signo de f”/(p) se usa para clasificar puntos criticos.
Formalmente, el signo de f(p + h) — f(p) coincide con el signo del término de segundo orden (la pardbola)
y = f"(p)(z — p)? enun entorno de p
A A
Pz(x) -
p
P > Py(x)

Figura 6.2: Pardbolas f”(p)(z — p)? con f(p) >0y f'(p) <0

6.2 Maximos y minimos locales en dos variables.

Como en cdlculo en una variable, los extremos locales de una funcién de dos variables son puntos donde la funcién alcanza
un méaximo o un minimo en un entorno del dominio de la funcién. Si la funcién estd definida en una regién U, los extremos
globales son los puntos donde la funcién toma valores mdximos o minimos en toda esta region, y esto podria suceder en
cualquier parte de la regién en consideracién. Recordemos que un entorno abierto alrededor de p € R? de radio 6 es el
conjunto Us(p) = {x € R? : ||x — p|| < &}, es decir, un disco (sin borde) con centro en p y de radio .
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Definicion 6.1 (Extremos locales).
Sea f funcién de dos variables, f : R? — R. f tiene un maximo local en p = (p1,p2) € R? si existe un entorno

abierto Us(p) tal que f(z,y) < f(p) paratodo (x,y) € Us(p). El punto (p1,p2, f(p)) se dice un maximo local
de f yelnimero f(p) esel maximo de f en el entorno Ds(p).

Sea f funcién de dos variables, f : R? — R. f tiene un minimo local en p = (p1,p2) € R? si existe un entorno
abierto Us(p) tal que f(z,y) > f(p) paratodo (x,y) € Us(p). El punto (p1,p2, f(p)) se dice un minimo local
de f yelnimero f(p) esel minimo de f en el entorno Us(p).

Wolfram CDOF Flayer
Maximo local

(P P2y flpLp2))
1 I.lg : rFZ

1
Sl \
oo I ———
] .= T
Lo e »
: i o
. v
L A= Uglp)
Puntos criticos

Figura 6.3: Puntos criticos y un maximo y un minimo local.

Si las desigualdades de la definicion anterior se cumplen para todos los puntos en el dominio de f, entonces f tiene un
mdaximo absoluto (o minimo absoluto) en p.

Puntos criticos y extremos locales

Definicion 6.2 (Punto critico).

0 0
Un punto p € R? es un punto criticode f si Vf(p) = 0, es decir, si a—f(p) =0y 87]0(13) =0
z Yy

También p es punto critico si f no esta definida en este punto, pero aqui solo consideramos extremos “suaves’.

Definicion 6.3 (Punto de silla).
Un punto critico p donde f no alcanza un maximo ni minimo local se llama punto de silla, es decir, en cualquier
entorno alrededor de p, hay puntos x en los que f(x) > 0 y puntos x en los que f(x) <0
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Esta definicion de “punto de silla” puede variar segun el texto (ver [25] )

Como en célculo en una variable, los extremos locales se alcanzan en puntos criticos, es decir, en el caso de que f sea
diferenciable, la derivada de f se anula en los puntos criticos. Pero también hay puntos criticos en los que f no alcanza
maximos ni minimos locales (los llamados puntos de silla).

Teorema 6.1

Sea U C R? un conjunto abiertoy f : U C R? — R diferenciable, si p € R? es un extremo local de f entonces
Vf(p) =0, esdecir, p es punto critico de f.

Wolfram CDF Player A Wolfram CDF Player

4

Figura 6.4: En los extremos locales, Vf(p) =0 Figura 6.5: En los puntos de silla, Vf(p) =0

Clasificacion de puntos criticos

De manera andloga al caso de una variable, usamos el polinomio de Taylor de segundo orden (como una primera opcion)
para clasificar puntos criticos.

La formula de Taylor de segundo orden en dos variables, alrededor de (a, b) se puede definir en un entorno U abierto
alrededor de (a,b), si f:U C R? — R, es de clase C?. En ese caso,

Tr(z,y) = f(a,b)+ fola,b)(z —a) + fy(a,b)(y —b)
+ 5 faa(a,0) (@ — a)* + fay(a,b)(z — a)(y — b)
+ %fyy(av b)(y — b)2

Haciendo x = (z,y), p = (a,b), (h,k)=(x —a,y—0), A= frz(a,b), B= fayla,b) y C = fy,(a,b) se tiene

f(x) = f(p) "’fx(p)h“‘fy(p)k“‘ % [fzx(p)hz +2f:ry(p)hk+ fyy(p)kj}
= f(p)+Vf(p): (hk)+ & [Ah? +2Bhk + CK*] +r(x,p)
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r(x,p)
||x — p|[?

donde el resto r(x, p) disminuye m4s rdpido que ||x — p||?, es decir, —0 si x—p

Ahora, si p es un punto critico de f, entonces

£(x) — f(p) = % [AR? + 2Bhk + CK?] + r(x,p)

Para determinar si en el el punto critico p, la funcién f alcanza un maximo o minimo local, debemos determinar el signo
de f(x) — f(p) en un entorno de p, parasabersi f(x) > f(p) o f(x) < f(p). Sien cualquier entorno de p hay
puntos donde f cambia de signo, entonces tenemos un punto de silla.

La teoria es similar al caso de una variable: En presencia de extremos locales, el signo de f(x) — f(p) es el signo de
Ah? 4 2Bhk + Ck? en un entorno suficientemente pequefio de cada punto critico donde f alcanza méximos o minimos
locales?.

Si el determinante Dy = AC — B? > 0, entonces la forma cuadritica Ah? + 2Bhk + Ck?, es siempre positiva o
siempre negativa. Si Dy = AC' — B < 0 la forma cuadritica cambia de signo.

Podemos analizar el signo de Ah? + 2Bhk + Ck? completando cuadrados. Sea Dy = AC — B2, entonces

Ah? +2Bhk +Ck> >0 si D3>0 y A>0
A(AR?+2Bhk+Ck?) = (Ah+BEk)*+(AC-B*)k?> —
AR? +2Bhk+CEk?> <0 si Dy >0 y A<O0

con esto se puede establecer que

a.) f(x)— f(p) >0 enunentornode p si Dy >0 ysi A>0

b.) f(x)— f(p) <0 enunentornode p si Dy >0 ysi A<0

Si Dy < 0 entonces, podemos razonar con varios casos. Por simplicidad solo consideremos dos casos con A £ 0 y
C #0.Si B=0 entonces A y C tienen signos contrarios, por lo que la forma cuadratica cambia de signo sobre las
rectas z =0y y = 0. Si B # 0, entonces la forma cuadritica cambia de signo sobre las rectas y = 0 y By = —Ax.
Entonces se podria establecer, comparando f(x) — f(p) > 0 con la forma cuadratica, que p es un punto de silla.

Si Dy = 0 entonces en general, si A #% 0 y B # 0, hay rectas que pasan por el origen, sobre las que el término
(Ah+Bk)? seanula, entonces f(x)— f(p) = r(x, p) sobre estas rectas, es decir, no podemos decir algo acerca del signo.

2Est es asi porque una propiedad de las formas cuadréticas que son siempre positivas, es que existe un M > 0 tal que para todo h

% [AR? + 2Bhk + Ck?] > M||x — p]|?

r(x . . -
y como % — 0 si x — p, entonces hay un entorno alrededor de p en el que |r(x, p)| < M||x — p||?, es decir, la forma cuadrética
X—p

domina al resto R es este entorno. El caso de una forma cuadratica o siempre negativa es similar. Se usa la misma idea si la forma cuadratica cambia

de signo para mostrar que ¢ f también cambia de signo (ver [26], [18])
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Wolfram CDF Player

D, >0ANA>0 D, >0ANA<O D, <0

Figura 6.6: Forma cuadritica Ah? + 2Bhk + Ck? para distintos valores de Dy y A

Especificamente: Si f tiene segundas derivadas continuas y si el determinante Dy = AC — B? es positivo, entonces
el signo de f(x) — f(p) es el signo de Ah® + 2Bhk + Ck?, en un entorno suficientemente pequeiio de p. Si el
determinante Do es negativo, entonces f(x) — f(p) cambia de signo con la forma cuadrdtica, en trayectorias contenidas
en un entorno de p (ver [26]).

En vista de la anterior afirmacion, la clasificacion de los puntos criticos depende del signo de la forma cuadratica (si
D, # 0). El signo de la forma cuadritica es facil de establecer usando el discriminante Ds. La idea geométrica es la que se
muestra a continuacion.

Wolfram CDF Player

V4 Polinomio de Taylor j___ z

Polinomio de Taylor

Figura 6.7: Polinomio de Taylor P (x,y) y la forma cuadratica, sobre la superficie S

Teorema 6.2 (Condicion suficiente).

Sea f:U C R? — R de clase C? en un subconjunto abierto U de R?. Consideremos el “discriminante”
Dy(z,y) = faz(x,y) - fyy(z,y) — [fxy(m,y)]Q. Si (zo,y0) € U es punto critico de f, entonces

a.) si Da(zo,y0) >0y fax(zo,y0) > 0, entonces f alcanza un minimo local en (xq, o).

b.) si Da(zo,y0) >0y faoz(xo,y0) <0, entonces f alcanza un médximo local en (xo, yo).
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c.) Si Da(zo,yo) < 0, entonces (zo, Yo, f(xo,y0)) es un punto de silla.

El teorema solo da condiciones suficientes: No nos dice algo si Da(xo,yo) = 0 pues, como ya vimos en este caso, en un
entorno de p,

f(x)—f(p) = r(x,p)

por lo que no podemos determinar el signo de f(x) — f(p) (ver el ejercicio 6.2.1). En este caso se podria usar otros
métodos para clasificar.

En el teorema se puede usar f,, envezde f,, puessi Da(zg,y0) > 0, ambas tienen el mismo signo.

Ejemplo 6.1

Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = 23 + 3y — y> — 32.

Solucién:
of
2z — 0 312-3 = 0 — z=+1
Puntos criticos: —
9 _ 3-322 = 0 — y==+1
dy

En este caso, cualquier combinacién de signos anula el sistema, por eso los puntos criticosson (1,1), (1,—1), (—1,1)
y (_ 1’ - 1) :

Clasificacién. Dy(xz,y) = (6x)(—6y) — (0)?

(zo,90) D1 = fau(20,y0) D2 = Da(xo,y0) Clasificacion

(1,1) 6 —36 (1,1,0) es punto de silla
(1,-1) 6 36 (1,—1,—1.2) es minimo local.
(—1,1) —6 36 (—1,1,1.2) es méximo local.
(-1,-1) —6 —36 (—=1,-1,0) es punto de silla

La representacion grafica de f se muestra en al figura.
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Wolfram CDF Player

Figura 6.8: f(z,y) = 2% +3y —y® — 32

—
Ejemplo 6.2
Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x* 4+ y* — 222 + 4zy — 2y°.
Solucién:
of
% ~ 0 4z + 4y —dx = 0
Puntos criticos: —
of _ 4P —dy+4z = 0 (B2)
Ay
Sumando miembro a miembro obtenemos 2> + y> = 0 = x = —y. Ahora sustituimos en la ecuacién
(E2), queda 423 — 42 — 4z = 0 = x(x? — 2) = 0; con lo cual obtenemos los puntos criticos
(070)7 (\/57 _\/5)7 (_\/ia \/5)
Clasificacién. Dy (z,y) = (1222 — 4)(12y? — 4) — (4)?
(20,Y0) Dy = fox(20,y0) | D2 = Da(x0,%0) Clasificacion
(0,0) —4 0 Criterio no decide.
(\/—, —\/5) 20 384 (\/—, —V2, —8) es minimo local.
(—\/5, \/5) 20 384 (—\/§, V2, —8) es minimo local.

La representacion graficade f se muestra en al figura. Aunque Dy (0,0) = 0y el criterio no proporciona informacion,
la gréfica a la derecha nos indica que se trata de un punto de silla.
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Wolfram CDF Player

Figura 6.9: f(z,y) = 2* + y* — 202 + 4oy — 2y®

Ejemplo 6.3

Wolfram CDF Player

4
Calcule el volumen de la caja rectangular mds grande *J
que esté en el primer octante con tres de sus caras en los
planos coordenados y un vértice en el plano x +2y+3z = 6.

Solucién: Debemos maximizar V' = zyz. Como
z = 2 — x/3 — 2y/3, el volumen de la caja es
V=zxy(2—2/3-2y/3).

Puntos criticos. Nos interesa solo > 0 y y > 0. Entonces,

2
V.. = 0 —?y(—?"f‘x"‘y) =0 -3+z+y = 0
— N == =2, y=1
Vy = 0 —g(—6+x—|—4y) = 0 —6+x+dy = 0
. ) 2y dx  [2 2
Clasificacion. Dy = Da(z,y) = ViaVyy — Vi = —3 T3~ §($ +2y—3)| . Asi Dy(2,1)=4/3>0
y D1 =V (2,1) = —2/3 < 0. Esto nos dice que el volumen es mdximo cuando las dimensiones de la caja son

4
r=2,y=1yz= 3 Por otro lado, el volumen maximo es —ul>.
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Ejemplo 6.4

Sea f(x,y) = 62y — 22%y — 3zy?. Calcule y clasifique los puntos criticos de f.

Solucion: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema V f = (0,0),

of

% - 0 6y —day —3y2 = 0 y6—4z—3y) = 0 = y=0 o y=
— —

? = 0 6 —22% —6zy = 0 6r —222 —6zy = 0 (E2)

Yy

@ Siy = 0, al sustituir en la ecuacién (E2) obtenemos los puntos criticos (0, 0), (3, 0).

2
@Siy = Tx, al sustituir en la ecuacién (E2) obtenemos los puntos criticos (0, 2), (1, 5) .

Clasificacién. Dy(z,y) = (—4y)(—6z) — [6 — 4z — 6y]?

(z0;Y0) | D1 = fox(Z0,¥0) | D2 = Da(z0,Y0) Clasificacion
(0,0) 0 —36 (0,0,0) es punto de silla
(3,0) 0 —36 (3,0,0) es punto de silla
(0,2) -8 —36 (0,2,0) es punto de silla
(1,2/3) -8/3 12 (1,2/3,4/3) es maximo local.

Wolfram CDF Player

Figura 6.10: f(z,y) = 6zy — 22%y — 3xy?

6 — 4x

3
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Ejemplo 6.5

Sea z = yxe~® + y2. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Solucion: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vz = (0,0),

0z
ox

9z
dy

e Yy —e Txy

e x4+ 2y

I caso. Si y = 0, sustituimos en (E2) y obtenemos x = 0.

1

II caso Si x = 1 sustituimos en (E2) y obtenemos y = ——

Clasificacion. Ds(z,y) =2ye ™™ (r —2) — (e™% — e *x)

2¢’
2

y(1—z)

e x4+ 2y

=0

(z0,y0)

Dy = fm:r(xm yO)

Dy = Ds(x0,yo)

Clasificacion

(0,0)

1
-
<’2<B

)

0
1

@>0

-1<0
1
?>0

(0,0,0) es punto de silla

(1,—1/2e, —1/4¢?) es minimo local

Ejemplo 6.6

Sea z = 2%y? — x — y. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Solucién: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vz = (0, 0),

Como y = 0 no es solucion, podemos despejar z =

3 1 P 3 1 3
y=1{/3- Entonces tenemos el punto critico 2 V3

0z
%—0
0z
5 = °

2y — 1
=
202y — 1
2y
1

Clasificacién. Dy(x,y) = 2y? - 222 — (4xy)?

= 0

=0

(ED)

(E2)

de (E1). Ahora sustituimos en (E2) y obtenemos
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(w0, Yo D1 = faa(x0,90) | D2 = Da(z0,%0) Clasificacién

)
1 1 1 1 1
(3 3 i/;) 3 5 —3Y4 <0 <§/;, i’/;, —%) es punto de silla

Ejemplo 6.7

Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = 22.

Solucion: Primero calculamos los puntos criticos

fz = 2z =0

fy = 0=0

El sistema tiene infinitas soluciones de la forma (0, y). Asi que tenemos un nimero infinito de puntos criticos.
Ds(x,y) = (2)(0) — (0)2 = 0 asf que este criterio no da informacién aunque, de acuerdo a la gréfica , se trata de
puntos donde f alcanza minimos locales.

Ejercicios

@ 6.2.1 & Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = —3z2%y + 22 + z7°.
@ 6.2.2 Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(z,y) = z% + y* — 4oy + 1.

@ 6.2.3 Determine y clasifique los puntos criticos de f(x,y) = 23 + 3zy? — 322 — 3y% + 4.

b
@ 6.2.4 Seaz =xy + 4 + — la ecuacion de una superficie (con a y b constantes). Si P = (1, 2) es un punto critico de z,
T

determine si en P la funcién alcanza un méximo relativo, un minimo relativo o un punto de silla.

@ 6.2.5 Calcular y clasificar los puntos criticos de z = 422 — 2y + y2.

2 2

2 yQ)e—x -y

@ 6.2.6 Calcule y clasifique los puntos criticos de z = (x
@ 6.2.7 Hallar el punto del paraboloide P : z = 22 + y? + 2 mds cercano al punto Q = (2,2,2) .
@ 6.2.8 Calcule y clasifique los puntos criticos de z = 4ay — 222 — y/*

@ 6.2.9 (Cudles deben ser las dimensiones de un envase de forma rectangular, de volumen de 10 cm? y costo minimo,
si el material de los lados de la caja cuestan 10 colones el centimetro cuadrado y el material de la tapa y el fondo cuestan 20
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colones el centimetro cuadrado?.

@ 6.2.10 Calcule el volumen de la caja de base rectdngular mds grande, que tenga caras en los planosx = 0, y =0, 2 = 0,
en el primer octante, y un vértice en el plano 2z + 2y + 2z = 10 (haga un dibujo).

L . . . LYy 2 . .
@ 6.2.11 Resuelva el ejercicio anterior si el plano tiene ecuacién — + 3 + — =1, con a, b, c nlimeros positivos.
a c

@ 6.2.12 Encuentre las dimensiones da la caja rectdngular de maximo volumen, si el drea de su superficie total debe ser de
64cm?

@ 6.2.13 Sea z = yre~* 4 y?. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange

Supdngase que queremos hallar los médximos y los minimos relativos de z = f(x, y) sujeto a la restriccion g(z,y) = 0.
Esto significa que la funcién f(z, y) solo podra ser evaluada en los puntos (x, y) que estén en la curva de nivel g(x,y) = 0,
es decir f(x,y) estd restringida (o sujeta) a g(z,y) = 0. Una manera de resolver este problema se puede obtener con un
andlisis geométrico de la situacién. En las cercanias de un mdximo local, nos desplazamos sobre g en la direccién de
maximo crecimiento de f, hasta el punto “mds profundo” que puede alcanzarse sobre g en esta direccion. Este punto
podria ser el mdximo local con restricciones que andamos buscando. Digamos que es P = (a, b, ¢). Para poder determinar
este punto con una ecuacién, podemos pensar que viajamos a “este punto mds profundo” atravesando curvas de nivel,
entonces la “dltima” curva de nivel deberia ser una curva de nivel z = c tangente a g en P (si P no es un punto terminal
de g). Que estas curvas sean tangentes significa que sus gradientes son paralelos, es decir, Vz(a,b) = AVg(a,b.) Esta es
la ecuacién que usamos para determinar P.

El andlisis es similar para determinar un minimo local con restricciones: En las cercanfas de un minim local, nos
desplazamos sobre g en la direccién de mdximo decrecimiento hasta el punto méds profundo que podamos alcanzar, sobre g.

Teorema 6.3 (Multiplicadores Lagrange. Condicién de primer orden)

Sea U C R? un conjunto abierto y sean f,g: U — R funciones C' y sea x* un extremo local de f en el
conjunto D = {x € U |g(x) = 0.} Entonces, si Vg(x*) # (0,0), existe A € R (que puede ser cero) tal que

V") = AVg(x") = (0,0)

El teorema dice que los extremos locales x* de f sujetos a la restriccion g(z,y) = 0 (y Vg(x*) # (0,0) ), son puntos
criticos de la funcién “lagrangiana” L(x,y,\) = f(x,y) — A g(z,y), pero no necesariamente viceversa. Puede suceder
que algunos puntos criticos de L no sean extremos locales de f sujeto a la restriccién g(x,y) = 0.

Enelcasode z = f(x,y) sujetaa g(z,y) = 0, podriamos informalmente justificar el teorema asi: Sea r(t) = (z(t),y(t))
una parametrizacion de la curva g y sea x* = r(tp) un extremo local de este problema con restricciones. Entonces, usando
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regla de la cadena,

of 1o 9F

t=to - <(995m ®) 8yy (t)) = Vf(x*)-r'(to) =0

t=to

1 Vz(r(s))

Va(x¥

g:r(t)= (x(n), y(1)

Vg(x

Esto nos dice que V f(x*) es perpendicular al vector tangente a la curva de restriccion en x*, es decir, Vf(x*) y
Vg(x*) son paralelos donde se alcanzan los extremos locales (si Vg(x*) # 0)... pero no necesariamente viceversa.

Multiplicadores de Lagrange wolfram CDF P|ayer

Arrastre el localizador para
recorrer |a restriccién g(x,y)=0

aly)=0

Ctrl- Rat6n: Zoom

Shift- Raton: Desplazar imagen | Cumnamrle g W M 6 Hﬁ @

Figura 6.11: Un problema de optimizacién con restricciones.
Método de los multiplicadores de Lagrange con una restriccion:
@ Para minimizar o maximizar f(x1,zo,...,z,) sujeta a la condicién g(z1,x2,...,z,) = 0, se busca los puntos

criticos de L(21, Y1, ..., Tny A) = f(21, X2, .oy ) — Ag(T1, T2, ooy Ty).

Para hallar los puntos criticos de L(x1,y1, ..., Zn, A) se debe resolver el sistema
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L, =0
Lo, = 0
g(z1,22, ..., zn) = 0

En tres variables, podriamos encontrar los puntos criticos del problema de optimizacién, como soluciones del sistema

L(f,y, 2, )‘) = f(xvy, Z) - /\g(xvyaz>

A ) se le llama multiplicador (de Lagrange). Observe que A podria ser cero. Esto pasa por ejemplo cuando un
extremo local con restricciones coincide con un extremo local (sin restricciones).

@ Ciriterio de clasificacion. Para determinar si los puntos criticos son maximos, minimos o no son ni maximos ni

minimos, se podria recurrir a al criterio de la Hessiana orlada (seccion 6.9). Sin embargo, en los problemas que si-
guen, los puntos criticos se pueden clasificar de manera directa (usando la geometria del problema o una comparacién).

Ejemplo 6.8

1 3 2 4 2
Maximizar y minimizar f(:r;,y):x2+3<y—2) + 1 sujeto a la restriccién x2+%:1.
. 1 3\ 2 42
Solucién: Sea L(:U,y,)\):x2+3<y_2> +1_)‘<$2+g_1>'
L, = 0 (22 — 2)\x =0 = z(1-X)=0 (E
2 3 8y
Ly =0 S(y-S)-=2 = 0 B2
Ly, = 0
42
e = 0 (E3)

De (E1) vemos que la solucidn del sistema requiere que x =0 o A =1 . Si & = 0, sustituyendo en (E3) obtenemos
los puntos y = +3/2.

Si A =1, sustituimos en la ecuacion (E2) y obtenemos y = —4.5, pero al sustituir en la ecuacién (E2) nos da una
solucion compleja.

Los puntos criticos de L son (0,3/2) con A = 0 y (0,—3/2) con A = 1.5. Evaluando en f cada punto,
obtenemos que en (0,3/2) se alcanza un minimo local (coincide con el minimo de f, poreso A = 0) y en
(0, —3/2) se alcanza un maximo local.
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Multiplicadores de Lagrange Wolfram CDF Player

Ver gréfico de Lix,y,A) [ |
conA =15

Recorrer restriccion gix,y)=0

Vg(P)

Figura 6.12: Un problema de optimizacién con restricciones.

—
Minimizar z = 22 + y? sujetoaz — y = 0.
Solucién: Sea L(z,y,\) = 22+ y% — Az — ).
(Lo = 0 20— A = 0
Ly =0 2W+A = 0
=10 z—y = 0 (B3)
\
Sustituyendo 2z = A\/2 y y = —\/2 en (E3) obtenemos A = 0 y, por tanto, = = 0, y = 0.
En este caso, A = ( indica que el minimo con restricciones coincide con un minimo local de z.
—

Ejemplo 6.10

Determine tres nimeros reales positivos z, y, z cuya suma sea 10 y su producto maximo.

Solucién: Hay que maximizar el producto P = xyz sujeto a la restricciéon x + y + z = 10.
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Sea L(z,y,\) = zyz — Mz + y + z — 10).

(L, =0 ([ yz— A\ =0
L, =0 Tz — A =0
=
L, = 0 Ty — A = 0
g(z,y,2) = 0 r+y+z—10 = 0 (E4

Despejando A obtenemos

yz=2xz |y TZ=21xY.

Como z, y y z son, en este caso, positivos; podemos cancelar y entonces © = y = z. Sustituyendo en (E4) nos
10

queda 3x — 10 =0, esdecir, z =y = 2z = =

Ejemplo 6.11

Determine el méximo y el minimo de f(z,y) = 2% +y? sujetoa z* +y* =1
Solucién: La lagrangiana es L(x,y, \) = 22 + 3% — A(a* + y* — 1)

@ Puntos criticos:

Ly = 2z — Max? =0 22(1 —2\z?) = 0
Ly =2—My3 = 0 = q 2y(1-2x%) = 0
Ly=—z*—9y*+1 = 0 (E3) —zt—yt+1 = 0 (E3)

Casos para anular las tres ecuaciones:
@ Caso z =0y y = 0. Al sustituir en (E3) obtenemos 1 = 0. No obtenemos puntos criticos.
@ Caso =0y 1 —2)\y? = 0. Al sustituir en (E3) obtenemos los puntos criticos (0,+£1) y A = 1/2.
@ Caso y =0y 1 —2\z? = 0. Al sustituir en (E3) obtenemos los puntos criticos (£1,0) y A = 1/2.

@ Caso 1 —2\y? = 0 y 1 —2\z? = 0. Elevando al cuadrado obtenemos 4\%y* = 1 y 4\%z* = 1.
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gell =ell
Multiplicando (E3) por 4\? a ambos lados y sustituyendo, obtenemos los cuatro puntos criticos <%, %)
y A2 =1/2.

Para clasificar los puntos de manera “empirica”, podemos evaluar en la funcion f . Para visualizar la situacion,
dibujamos la curva de interseccién entre la superficie z = x2 + y? y la superficie generada por la curva z* + y* = 1.

+1 +1 2
V2 V2 V2

asf, tenemos cuatro puntos mdiximos relativos, < ) y cuatro puntos minimos relativos,

(0,£1,1), (£1,0,1)

Ejemplo 6.12

Calcule el valor minimo de la funcién f(z,y) = 2? + (y — 2)? si (z,y) son puntos de la hipérbola 22 — 3% = 1.

Solucién: . El problema es minimizar la funcién objetivo f(z,y) = 22 + (y — 2)? sujeto a la restriccién
2 _ 2
z¢—y“—1=0.

La lagrangianaes L(z,y,\) = 22 + (y — 2)? — A(2? —y% — 1)

@ Puntos criticos: Debemos resolver el sistema VL = 0, es decir,

Ly = 2z —2)\x = 0 2z(1 —A) = 0 (ED
Ly=2—2)+2\y = 0 = < (y—2)+xy = 0 (E2)

Ly =22 —y2 -1 =0 22—y*—1 = 0 (E3)

De (E1) vemos que tenemos dos casos, x =0y A = 1.

El caso = = 0 no es solucién pues no satisface (E3).
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El caso A =1 lo sustituimos en (E2) y obtenemos y = 1 y este valor de y lo sustituimos en (E3) y obtenemos
x = ++/2. Este procedimiento nos garantiza que todas las ecuaciones se anularon y que son la solucién del sistema.

Los puntos criticos son (v/2,1) y (—v2,1).
Para determinar de manera empirica el minimo,
evaluamos estos puntos en f.

f(\/§,1)23
f(_\/i’l):3

En este caso, los dos puntos (v/2,1,3) vy
(—+/2,1,3) son minimos locales.

Figura 6.13: Minimos locales

6.4 Cuando las condiciones de primer orden no se cumplen.

En general, el método de multiplicadores de Lagrange es muy eficiente, sin embargo los puntos criticos de L no
necesariamente son solucién del problema de optimizacién que da origen a L.

B Consideremos el problema: Minimizar f(z,y) = 2% + y3 sujeto a la
restriccion g = —y = 0.

(0,0) no es ni maximo ni minimo local de f en D pues Ve > 0, x—y =0
(,€) € Dy (—e,—€) € D pero f(0,0) = 0 > f(—¢,—€) = =263 y
£(0,0) =0 < f(e,€) = 263.

Sin embargo (0,0) satisface Vg(0,0) = (1,—1) # (0,0) y es la tnica
solucién (con A = 0) del sistema VL(z,y,\) =0,

L, = 322—X =0
L, = 3>\ =0 z=a49°
Ly = z—y =20

Figura 6.14: (0,0, 0) es punto criticode L
pero no es solucién del problema

B Cuando Vg se anula. El método de multiplicadores de Lagrange requiere que Vg no se anule en los puntos criticos
de f sobre D para que el conjunto de puntos criticos de L contenga al conjunto de puntos criticos de f sobre D. Si
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Vg(x) se anula podrian pasar varias cosas de cuidado.

» Consideramos el problema de minimizar la distancia de la curva
(r —1)3 — % = 0 al origen, es decir, minimizar d = /22 + 32 sujeta
a (z —1)% — 32 = 0. Este problema es equivalente al problema:

Minimizar d = 22 + y? sujetaa (z —1)% — ¢y = 0.

® 2z =1y y = 0 es una solucién del problema (como se ve
graficamente), pues este punto estd en la curva de restriccion y también
(r —1)3 = y? entonces (x —1)> >0 == 2z > 1. Portantode D,
d(z,y) = 2% +y* > d(1,0) = 1.

Figura 6.15: La distancia de la curva al
origen se minimizasi t =1y y =0

® (1,0) no es punto critico de L. La lagrangiana seria L(x,y,\) = 22 + 3% — \[(x — 1)3 — 4?] y debemos
resolver el sistema

2z —3\(xz—1)2 = 0 (El)
2y +2y\ = 0 (E2)
(r—1)3—9%2 = 0 (E3)

Factorizando en (E2) obtenemos y = 0 y A = —1. Sustituyendo y = 0 en (E3) nos da = = 1, pero este valor no
es solucién pues no satisface (E1). Sustituyendo A = —1 en (E1) nos da la cuadrética 322 — 4z + 3 = 0 que tiene
raices complejas, asi que el sistema no tiene soluciones en R y los puntos criticos de L no detectan el minimo
local (1,0,1)

» Problema: Maximizar z = —y sujeto a la restriccion
y3 o $2 =0

° (0,0,0) es un maximo local para este problema
pues como y®> = z? entonces y > 0 por lo que

z2(z,y) = —y <=0=2(0,0) V (z,y) € D.

° (0,0) no es punto critico de L(z,y,\) =
—y—A(y® —2?). Elsistema VL = 0 no tiene solucién. El
método de multiplicadores de Lagrange no detecta el 6ptimo.

Figura 6.16: Méximo local en (0,0, 0)

P Problema: Maximizar z = 22> — 322 sujeto a la restriccién (3 — x)3 — 3% =0
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Este problema tiene solo un maximo

local cuando =z = 3 yy= 0 pero este Maximizar z =2x> —3x* sujeto a la restriccién (3 —x)>+y> =0
maximo no esta dentro de los cuatro Wolfram COF Player
puntos criticos de L. 4
-
Recorrer restriccion
. . Y
El sistema VL = 0 tiene cuatro

soluciones, todas con A =0,
(0,43+/3,0),
(1,4£2v/2,0)

y no detecta el maximo local en (3,0).

05 10 15 20 25

Figura 6.17: Mdximo local se alcanza en (3,0), pero éste no es punto critico de L

» Problema: Minimo z = 22 4 y? sujeto a la restriccién z? — y? = 0

El minimo local se alcanza en (0,0) y aunque Vg(0,0) = (0,0), ahora si (0,0) es solucién del problema de
optimizacién. En este caso V f(0,0) = (0,0) por lo que trivialmente la ecuacién Vf — AVg = 0 tiene infinitas
solucién (0,0,A) con A € R.

B Multiplicadores de Lagrange vs sustituir la restriccion. Consideremos el problema

Optimizar z = 2 —y? sujeto a la restriccién 22 + 3% =1

Con multiplicadores de Lagrange Con una sustitucion
Si hacemos la sustitucién 32 =1 — 22 en z = 22 — 2,

=222 -1
(0771771)
(0717_1) d
VL=0 = (z,y,\) = dz _ _ ) (0,-1)
(1,0,1) o =0 = (z,9) (0,1)
(-1,0,1)

El método de sustitucién funciona si hacemos la otra sustitucién z? = 1 — 2... pero...
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Determinar exiremos absolutos. Si el conjunto de puntos A, donde la restriccién g se anula, es cerrado y
acotado y si f es continua entonces si hay extremos absolutos en A,. Formalmente uno obtiene los valores de la fun-
cién en los puntos criticos y los compara con los valores de la funcién en la frontera de A, y asi obtiene los extremos absolutos.

Los puntos criticos los detectamos usando el método de multiplicadores de Lagrange, pero también a veces hay extremos
excepcionales en A, en los que el gradiente de f o el de g se indefinen o puntos donde el gradiente de g se anula como el
ejemplo anterior.

Ejercicios

@ 6.4.1 Se quiere construir un cilindro circular recto con
fondo pero sin tapa (ver figura). Si se dispone de 487 cm?
de lata para construirlo; use multiplicadores de Lagrange
para determinar las dimensiones del cilindro de tal manera
que su volumen sea maximo.

@ 6.4.2 Considere la superficie S de ecuacién zy%z = 32.

a.) Si (z,y,z) € S entonces  # 0, y #0 y z # 0, ;Porqué?
b.) Use multiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos Q = (z,y,2) € S que estdn mds cerca del origen
0 = (0,0,0).

@ 6.4.3 Se desea construir un tanque para almacenar agua
caliente en un cilindro con un tope esférico (media esfera).

El tanque se debe disefiar de tal manera que puede T
almacenar 300m? de liquido. Determinar la altura total :
y el didmetro del tanque de tal manera que la pérdida de A

calor en la superficie sea minima. (La pérdida de calor en la
superficie serd minima si su drea es minima). l

@ 6.4.4 La densidad de una superficie metdlica esférica de ecuacion 22 + y? + 22 = 4 estd dada por p = 2 + zz + y°.
Encuentre los puntos donde la densidad es mayor y menor.
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@ 6.4.5 Maximizar z = 1 — y sujeto a la condicién 2% 4 5 = 1.
@ 6.4.6 Obtener el maximo local de f(x,y) =9 — 22 — y? sujetaax +y = 3

@ 6.4.7 Sean k una constante positiva y C(r, h) = 2kr® + 2.5(2krh) conr,h > 0. Minimizar C(r,h) sujeta a la
restriccién kr2h = 1000.

@ 6.4.8 Calcule los puntos criticos de z = 22y sujeta a la condicién 2% + y? = 1.
@ 6.4.9 Calcule el valor minimo de la funcién f(z,y) = 22+ (y —2)? si (z,y) son puntos de la hipérbola 2% —y? = 1.

@ 6.4.10 (*) Consideremos el problema: Minimizar f(z,y) = x> + y sujeto a la restricciéon g = = —y = 0.
(0,0) no es ni maximo ni minimo local de f en D pues Ve > 0, () € D y (—e,—€) € D pero
f(0,0) =0> f(—¢,—€) = =26y £(0,0) =0 < f(e, ) = 2¢3.

Sin embargo, verifique que (0,0) es la tnica solucién del sistema VL(z,y,A) =0

@ 6.4.11 (*) Consideremos el problema: Maximizar z = —y sujeto a la restriccién y> — 22 = 0. El punto (0,0, 0)
es un méaximo local para este problema pues como y* = 22 entonces y > 0 por lo que z(z,y) = —y <=0 = 2(0,0)
V (z,y) € D. Verfique que (0,0) no es punto critico de L(z,y,A) = —y — A(y> — z?).

Maximos y minimos locales en varias variables.

Como en cdlculo en una variable, los extremos locales de una funcién de varias variables son puntos donde la funcién
alcanza un maximo o un minimo en un entorno del dominio de la funcién. Si la funcién estd definida en una regién D, los
extremos globales son los puntos donde la funcién toma valores maximos o minimos y esto podria suceder en cualquier
parte de la regién en consideracion. Recordemos que un entorno abierto alrededor de p € R"™ de radio § es el conjunto
Ds(p) = {x € R™ : ||x — p|| < &} (discos sin borde en R? y el interior de esferas en R?).

Definicion 6.4 (Extremos locales).
Sea f funcion de n variables, f : R® — R.

f tiene un mdximo local en p = (p1,p2,...,Pn) € R™ si existe un entorno abierto Ds(p) tal que
f(z1,29,....,2y) < f(p) paratodo (z1,x2,...,2,) € Ds(p). El punto (p1,p2,...,pn, f(P)) se dice un maximo
local de f y el nimero f(p) esel maximo de f enel entorno Ds(p).

f tiene un minimo local en p = (p1,p2,...,pn) € R™ si existe un entorno abierto Dj(p) tal que

f(z1,29,....,xy) > f(p) paratodo (x1,x2,...,x,) € Ds(p). El punto (p1,p2, ..., pn, f(p)) se dice un minimo
local de f y el nimero f(p) esel minimode f en el entorno Ds(p).

Si las desigualdades de la definicién anterior se cumplen para todos los puntos en el dominio de f, entonces f tiene un
mdaximo absoluto (o minimo absoluto) en p.
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Puntos criticos y extremos locales

Sea f continua. Un punto p € R™ es un punto critico de f si Df(p) = 0 (o si Df no esta definida en es-

te punto), es decir, si =0, ¢ = 1,2, ...,n. Unpunto critico que no es ni maximo ni minimo local se llama punto de silla.

Como en célculo en una variable, los extremos locales son puntos criticos, es decir, en el caso de que f sea diferenciable,
la derivada de f se anula en los puntos criticos.

Teorema 6.4
Sea U C R"™ un conjunto abiertoy f : U C R® — R diferenciable, si p € R” es un extremo local de f
entonces D f(p) = 0, es decir, p es punto critico de f.

Clasificacion de puntos criticos

La férmula de Taylor de segundo orden en n variables dice quesi f : U C R® — R, es de clase C% en x € U, entonces
si h=(h1,...,hy) € R", existe 0 < £ < 1 tal que

f(x+h) = +Zh 6% x) + Ri(x,h) con R;(x,h) Z“Zlh h]a%ax] x + ¢h).
0*f 0* f
8$18£E1 8x18xn
. . 2, . . . _ 2 T
Si definimos D*f = : : : , entonces ZZhh]a oz, (x+&h)=h-D°f(x+¢&h)-h
821‘ 62]0 i=1 j=1
0,01 =~ OxnOxn

Asi, la férmula de Taylor de segundo orden se puede escribir como,

Flx+ 1) = () + DF(x) - BT+ L he DR (x4 €h) b7, 0<E< L

La matriz Hesssiana® de f en x es la matriz D?f(x).

Evaluando en un punto critico p, D f(p) = 0 y la férmula de Taylor de segundo orden queda
fp+h)— f(p)=h-D*f(x+&h)-h', 0<E<1.

2

8@(%]-

vecindario de p, entonces si el determinante de la matriz hessiana es positivo, f(p +h) — f(p) tiene el mismo signo que

son continuas en un

El signo de laresta f(p +h) — f(p) eselsignode h-D?f(x +¢h)-h”. Silas derivadas

3En honor a Ludwing Otto Hesse (1811 — 1874).
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h - D?f(x) - h” en un entorno de este punto, asi que en este caso, el signo de h - D2 f(p) - h” decide si en p la funcién
f alcanza un maximo o un minimo local.

Pero h- D% f(p) - h” depende de h. Para establecer si h- D% f(p) - h’ es positiva o negativa para todos los valores de
h en un entorno, se usa la teoria de formas cuadraticas.

Matriz definida positiva y matriz definida negativa. Una forma cuadritica g : R® — R, g(h) =h- A, «, -h?, es
definida positiva si g(h) > 0 paratodo h € R™ y g(h) = 0 solosi h = 0. Similarmente, g es definida negativa si
g(h) <0 paratodo h € R" y g(h) =0 solosi h=0.

Del dlgebra lineal se sabe que si A = (aij)nxn, D1 = a11, D2 :Det<a11 a12>,..., D,, =Det : : ,
a G2

entonces
@ h-A,., -h” esdefinitiva positivasi D; > 0 para i = 1,2,...,n

@ h- A, -h” es definitiva negativa si sgn(D;) = (—1)* para i =1,2,....n

Test de clasificacién. En varias variables la clasificacién de un punto critico p se puede establecer si h - D?f(p) - h”

es definida positiva o definida negativa. Esto se hace calculando D1, D>, etc.

Teorema 6.5 (Condicion suficiente).
Sea f:U CR"” — R declase C® y p € U un punto critico de f. Si h- D?f(p) - h” es definida positiva,
entonces p es un minimo relativo de f. Similarmente, si h- D?f(p) - h” es definida negativa, entonces p es un
maximo relativo de f.

En la demostracién de este teorema se establece que si h - D% f(p) - h” es definida positiva entonces en la férmula de
Taylor obtenemos f(p +h) — f(p) > 0 en un entorno de p, es decir f(p) es un valor minimo local. Similarmente, si
h-D2f(p)-h” es definida negativa entonces en la férmula de Taylor obtenemos f(p +h) — f(p) < 0 en un entorno de
p, esdecir f(p) es un valor maximo local.

Clasificacion de puntos criticos en el caso de dos variables.

De acuerdo a lo que hemos establecido en la seccién anterior, en el caso de dos variables es sencillo determinar si
h- D?f(p) - h” es definida positiva o definida negativa. En este caso,

fox(P)  fay(P) hy
h-D*f(p)-h" = (h1 ho)

fyac(p) fyy(p) ha


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

6.9 Criterio de clasificacion paran > 3. 240

Si f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, las derivadas mixtas son iguales y entonces D1(p) = fzz(P)
Y Do = fuor(D) - fyy(P) — [f2y(P)]* . Eneste caso a veces se usa fu(p) envezde Dy y Do(p) en vezde Do.

Teorema 6.6 (Condicion suficiente).

Sea f : R? — R de clase C? en un conjunto abierto U de R?. Sea Ds(z,y) = fou(z,y) - fyy(z,y) —
[fuy(z,9)]* . Si (z0,50) € U es punto critico de f, entonces

a.) si Da(x0,90) >0y fax(x0,90) > 0, entonces f alcanza un minimo local en (z,yp).
b.) si Da(zo,y0) >0y fax(xo,y0) < 0, entonces f alcanza un méximo local en (zg, yo).

c.) Si Da(zo,yo) < 0, entonces (zo, Yo, f(x0,%0)) es u punto de silla.

6.9 Criterio de clasificacion para n > 3.

En problemas de extremos sin restricciones solo presentamos el criterio de clasificacién para dos variables. Ahora vamos a
presentar el caso general. Como antes, este criterio de clasificacién no siempre funciona y se debe recurrir a otras técnicas.

Tambien presentamos un criterio de clasificacion par el caso de problemas de optimizacidn con restricciones.

Formas cuadrdticas.

La forma cuadrdtica general, con n variables, es
F — 2 + 2 _|_ .. + 2
(1,22, ..., Tn) = a11x] + ars; Apn s
+ 2a19x129 + 20137173 + - - - + 201,212

+  2a93x973 + 20247074 + - - + 2a2,T2Ty

+ 2a(n71)naj(n71)xn

En particular, para dos y tres variables tendriamos:

F(z,y) = az? +2bxy +cy® y F(x,y,2) = ax? + by? + 2% + 2a10y + 20022 + 2a3yz

Forma matricial

@ Siponemos 2a;jz1T; = a;;T;xj + a;T;T; con a;j = aj;, entonces F(x1,x2,...,zy,) se puede reescribir asi
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_ 2

F(z1,29,...;xy) = anzi+ a122122 + -+ + 41,212,
+  a21x9x1 + a22$% + -+ agpTaTy
+ a1 TpT1 + Ap2TnT2 + -+ A

Entonces, la forma F'(zy,x9,...,x,) se puede escribir matricialmente asi:

F(xy,x9,...;xn) = (1,22, ..., xy) A (21, 29, xn)T = XAXT

donde A = (a;j)nxn . Observe que A es simétrica.

Ejemplo 6.13

Sea F(z,y,2) = 22 + 4y + 222z — Ty? — 6yz + 522, entonces

1 2 1
F(Jj,y, Z) = (l‘, Y, Z) 2 -7 =3 (‘T: Y, z)T
1 -3 5)

Formas definidas positivas y definidas negativas. El estudio algebraico de las formas cuadriticas esta centrado, en
determinar si una forma tiene siempre el mismo signo, i.e., si la forma es positiva o negativa

Definicion 6.5
F(x1,x9,--- ,xy,) sedice definida positiva si F(x1,x2, - ,x,) > 0, Y21, 22, ..., T, no todos iguales a cero.

F(x1,29, -+ ,xz,) sedice definida negativa si F(x1,22,-- ,xy,) <0, Va1, 2, ...,2,, no todos iguales a cero.

Teorema 6.7

F(z,y) = az? + 2bxy + cy? > 0, Va,y, no todos iguales a cero, si y s6lo si

a b
0 DET 0
0y per(2 )
F(z,y) = az? + 2bxy + cy? < 0, Vz,y, no todos iguales a cero, si y sélo si

a b
a<0 vy DET<b C>>0
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ac — b2

bo\2
Este teorema se puede probar completando cuadrados: F'(z,y) = a (x + y> + Y%, asi, F (x,y) >0, Vx,y
a

—b?
e y> >0, osea, a >0y ac—b*>> 0.

no todos iguales a cero, siy sélosi a >0 y

Generalizacion. Para establecer la generalizacion de este teorema a n variables, necesitamos las siguientes definiciones:

@ Sea D,, = |A| es decir:

ail  ai2 A1n
D, =| @21 a22 a2n
anl Aan2 Gnn

@ Sea D; definido de la siguiente manera:

ailp ai2 ai;
D; = | G21 a22 a2;
i1 @2 027}

Los D; son los menores principales de D,, .

Teorema 6.8
F(z1,29, -+ ,xy) esdefinida positivasi D1 >0, Dy >0, ---, D, >0
F(x1,x9,--- ,xy,) esdefinida negativa si D; > 0 para i par,y D; < 0 para ¢ impar.

Ejemplo 6.14

Sea F(z,y,2) = 222 — 4oy + 4xz + 6y — 4yz + 822, F es definida positiva, pues
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2 =2 2
2 =2
Ds=| -2 6 —2 |=48>0, Dy = =8>0, Di=2>0
-2 6
2 =2 8
——
Formas cuadrdticas con restricciones lineales.
Supongamos que F(xi,x9, -+ ,xy) estd restringida a que sus variables cumplan la relacién lineal
a1x1 + agxo + - + apxy, = 0 . ‘Orlando’ los determinantes D); obtenemos los nuevos determinantes
ﬁz‘ .
@ SeaD;, i > 2, definido de la siguiente manera:
0 a1 a9 Qo
Qo air aiz ot a4
Di=DET| ) 4y ap - ay
Q; Apl Ap2 - Q4
0 a1 (e (077}
a1 ailp a2t Qlp
D, = DET
" Qg agl G2 - A2y
Qn Apl QAp2 *°+ App
A D; se le llama determinante orlado.
Teorema 6.9
F(x1,29,- -+ ,zy), restringida a que sus variables cumplan la relacion lineal ajz; + asxo + -+ apxy, = 0, es
definida positiva siDy < 0, D3 <0, ---, D, <0
F(x1,x9,--- ,xy,), restringida a que sus variables cumplan la relacién lineal ayx1 + aoxg + - - apx, =0, es

definida negativa si D; > 0 parai > 2, par;y D; < 0 parai impar.
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Ejemplo 6.15

La forma cuadrdtica f(x,y,2) = 2% — y? — 722 + 2y, sujeta a la relacién lineal x + y + 22 = 0, es definida
negativa, pues

=1>0.

N = = O
=N =

O NI =
Il
|
[\
AN
=
ol
N
Il
—_
NI =

Ejercicios
@ 6.9.1 Verifique que F(z,y) = 4xy — 222 — 3y?, es definida negativa.

@ 6.9.2 Verifique que F(z,y,2) = 2% +y? + 22 — yz, es definida positiva.

@ 6.9.3 Verifique que la forma F(z,y) = 22 + y? + 3xy, restringida a que sus variables cumplan la relacién lineal
2x +y = 0, es definida negativa.

@ 6.9.4 (Es F(z,y) = 2% + y? 4 3zy, definida negativa?

@ 6.9.5 Verifique que la forma F(z,y, 2) = —2% — y? — 22 + 2y + yz + 2z, restringida a que sus variables cumplan la
relacion lineal z 4+ y 4+ z = 0, es definida negativa.

Clasificacion de puntos criticos.

Recordemos la definicion de extremos locales.

Definicion 6.6
Un punto P se dice minimo local de f(x1,x2, ..., 2, ) siexiste un vecindario Vp alrededor de P en que se cumple

que f(P) < f(Q), VQ € Vp .

Un punto P se dice maximo local de f(x1,zo, ..., 2, ) siexiste un vecindario Vp alrededor de P en que se cumple
que f(P) > f(Q), VQ € Vp .

Un punto P se dice punto de ensilladura (o de silla) de f(z1,x2, ..., 2y) siexiste un vecindario Vp alrededor de P
en que se cumple tanto f(P) < f(Q) como f(P) > f(R), para distintos puntos @), R de Vp.
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Criterio para mdximos y minimos. El teorema de Taylor se puede generalizar a varias variables asi:

Sea V' un conjunto convexo abierto. Si f es continua y tiene derivadas parciales continuas de segundo orden, sobre V,
entonces existe ¢ € [0, 1] tal que, para cualesquiera dos puntos P, Q € V; Q = P+ h

f(P+h)= f(P)+Vf(P)~h+%hH[tQ+ (1—t)P]nT

donde h = (hy,ha, ..., hy)
f:rl:m(R) fmwz(R) fan(R)

H es llamada matriz Hessiana, |H[R]| = DET | foso:(R)  fasao(R) -+ fasa, (R)

Fons(R) forea(R) - foren(R)

Del teorema de Taylor y de la teoria previa de formas cuadraticas, podemos obtener las siguientes condiciones suficientes
para un maximo o un minimo local.

Teorema 6.10
Sea D1(P), Dy(P), ..., Dy(P), n determinantes definidos como sigue:

fx1:v1(P) fx1:v2(P) fx1$i<P)
DZ(P) = DET fm2$1(P) fm2$2(P) waIz(P)

fxim(P) fxixz(P) fl‘zl‘z(P)

Entonces,
e f alcanza un un minimo en P si D1(P) > 0, Da(P) >0, ...,Dp(P) >0

e f alcanza un un mdximo en P si todos los determinantes pares son positivos y todos los determinantes
impares son negativos, i. e., D;(P) > 0 sii es par D;(P) < 0 si4 es impar

e Sininguna de estas condiciones es satisfecha, entonces en P podria haber o no haber un extremo local.

Ejemplo 6.16

Encontrar los extremos de f(z,y, z) = 2% + 3y? + 422 — 22y — 2yz + 272

Solucién:
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fo= a-y+z = 0
@ Puntos criticos: Resolvemos el sistema ¢ f, = —2z+3y—2z = 0
i = r—y+4z = 0

asi, el unico punto critico es P = (0,0, 0).

@ Test: Como tenemos una funcién de tres variables, calculamos D1 (P), Dy(P) y Ds3(P)

Dy(P)=DET | f,u(P) fyy(P) f(P) |=DET| -2 6 -2 | =48>0

Fee(P) foy(P) fre(P) 2 =% 8
2 =2
Dy(P) = DET —8>0, Di(P)=fox(P)=2>0
-2 6

por lo tanto en P = (0,0,0) f alcanza un minimo local.

Ejemplo 6.17

Calcule y clasifique los puntos criticos de f(z,y, z) = 22 — 3% — zy.
Solucion:

@ Puntos criticos: Resolvemos el sistema

fu= 2y—=2 = 0
fz= -y = 0

asi, el unico punto critico es P = (0,0, 0).

@ Test: Como tenemos una funcién de tres variables, calculamos D1 (P), Da(P) y Ds3(P)
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Jax(P)  fay(P)  faz(P) 2 0 0
D3(P) = DET | fye(P) fu(P) f.(P) |=DET]| 0 -2 -1 | =-2<0
fea(P)  fzy(P)  foe(P) 0 -1 0
2 0
Do(P) = DET = —4<0, Dy(P)=fuz(P)=2>0
0 —2

Clasificacion de puntos criticos para problemas con restricciones.

Consideremos el problema

E)

“Optimizar la funcion objetivo: f(x1, x2, ...,x,) sujeta alarestriccion: g(x1,xo,...,z,) = ¢

La funcién lagrangiana ser4:

L(z1,...,xn, A1) = f(21, .0y n) — A(c— g(21, ..y )

Asi, los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema (condiciones de primer orden)

Lxl = fx1 - /\gazl =0
LIQ = fmz - )\gxg = 0
La:n = fxn - /\gxn =0
Ly = g(z1,29,....,0y) =0

El criterio que se usard para clasificar los puntos criticos difiere del criterio que se usa en el problema de optimizacion sin
restricciones.

Teorema 6.11
Consideremos el hessiano orlado
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0 9z, (P) Gu, (P)
9u1 (P) Ly (P)  Lgyay (P)

ﬁn(P) - 9o (P) LI25L‘1 (P) LxQIQ(P)

gfvn (P) L-T'nxl (P) anxQ (‘P)

y sus menores principales

0 9u1 (P) 9uy (P)
9z (P)  Layay (P)  Layz, (P)

Di(P)=| 4. .(P) Lusoy(P) Luyes(P)

9u; (P) 'La:ian (P) Lrirg(P)

Entonces, si P es un punto critico de f sujeto a la restriccion g(zy, ..

e En P f alcanza un minimo local si Dy(P) < 0, D3(P) <0, ...

Gz, (P)
frr12,(P)

LIan (P)

an-l'n (P)

9o, (P)
Laya,(P)

Laya, (P)

Lo, (P)

., Tp) = C, se tiene

,D,(P) <0

e En P f alcanza un maximo local si todos los determinantes pares son positivos y todos los determinantes

impares son negativos, i. €.,
D;(P) >0 sii> 2, espar

D;(P) <0 sii esimpar

En el anterior teorema, no aparece D; . Este siempre es negativo.

Cuando aparece mds de una restriccion, se debe considerar un hessiano con mas de una orla:

Si hay n variables y m restricciones (m < n) de la forma g¢*(z1, ..., z,) = ¢; entonces la lagrangiana serd

m

L= f(er, e wn) + 3 Ailei — g1, o)

=1

y el hessiano orlado sera:
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00 ---0 g% g% 9711

00 ---0 g gy g™

g% g% T g{n Lxlxl Lxlxg s Lxlxn
Lg2 ... gm [ L oo L

9n 9n In Tn1 TnT2 Tnin

Ejemplo 6.18

Hallar los extremos de z = z? 4 y? sujeto a la restriccién = + 4y = 2.

Solucién: La funcién lagrangiana es x2 + 3% — \(2 — z — 4y).

L,=2x—\ = 0
Puntos criticos: { L, = 2y — 4\ = 0 :>)\:1i7, x:%w y:%'
L,\:2—a:—4y =0

Asi, el Gnico punto critico es: P = (&, %)

Test: Usemos el teorema para clasificar los puntos criticos. En este caso, solo debemos calcular el hessiano orlado
D,

. 2 8 8 .
asf que (7%, 7%, 2(5%, 77)) €s un minimo local.

Ejemplo 6.19

Maximizar f(x,y) =2y —x sujetoa y =senz, 0 <z <27
Solucion: F(z,y,\) =2y — z — A(y — senx)

Puntos criticos:
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F,=—14+MXcosz = 0

_ _ _ _ 1 _ 7
F,=2- ) = 0 = A=2, cosx =308, =75, T=7"4.

Fy=—-y+senz = 0

S

Asf los puntos criticos son: P} = (, B)Yy Po= (%8, _T\/g)

Test: Usemos el teorema para clasificar los puntos criticos. En este caso, solo debemos calcular el hessiano orlado
D,

0 —cosx 1
D; = —Ccosx 0 0
1 0 0

asi que Do(Py) = Da(P3) = 0 y, en este caso, el criterio no da informacién.

Ejercicios

En los siguentes ejercicios, la clasificacion de los puntos criticos puede hacerse usando el criterio del Hessiano orlado o
haciendo una curva (si se pudiera).

@ 6.9.6 Obtener el maximo de f(z,y) =9 — 2% — y? sujetaaz +y = 3

@ 6.9.7 Minimizar C(r, h) = 2kr? + 2.5(2krh) sujeta a la restriccién Kr2h = 1000, K, r, h > 0.

@ 6.9.8 Calcule méximos y minimos de z = 4z2 4 9y2 sujeta a la condicién 22 + y? = 1.

@ 6.9.9 Calcule mdximos y minimos de z = 4zy sujeta a la condicién %2 + % =1.

@ 6.9.10 Calcule maximos y minimos de z = 2y sujeta a la condicién z2 + y% = 1.

@ 6.9.11 Calcule mdximos y minimos de z = yz + y? sujeta a la condicién Inz —Iny =1, = >0, y > 0.

@ 6.9.12 Calcule maximos y minimos de w = zyx sujeta a la condicién x? + y2/9 + 22/4 — 1 = 0.

6.10 (*) Extremos globales. Condiciones de Kuhn-Tucker.

Haremos aqui, una pequefo acercamiento a la programacién no lineal. Sea w una funcién posiblemente no lineal,
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@ Un problema de maximizacién en programacién no lineal, tiene la siguiente forma:
“Maximizar w = f(x1,x2,...2,) sujetoa g;(z1,...,2,) < ¢, 1=1,2,...,m con z; >0, j=1,2,....,n.
@ Un problema de minimizacién en programacion no lineal, tiene la siguiente forma:

“Minimizar w = f(x1,22,...2,) sujetoa g;(x1,...,Tn) > ¢, i =1,2,...,m con x; >0, j=1,2,...,n.

Solucion grdfica. Para obtener una solucién gréfica de un problema de programacion no lineal (o lineal) sencillo, usamos
las mismas ideas que se discutieron en la seccién de multiplicadores de Lagrange. Las restricciones g; < 0 y las
condiciones de no negatividad, determinan una regién factible para encontrar una solucién. Nos movemos luego, sobre esta
regién o hacia esta regién, sobre las curvas de nivel de w, en la direccién en la que w crece o decrece, segtin sea el
problema (maximizacién o minimizacién).

Una vez encontrada una solucién, el problema de determinar si es un maximo (o minimo) global depende de que se
satisfagan ciertas condiciones.

Ejemplo 6.20

Minimizar w = (x — 4)? + (y — 4)?, sujeto a las condiciones 2z +3y >6, y 3x+2y<12, z, y>0.

Solucion: Aqui las restricciones son lineales. La region factible es la region sombreada en las figuras. La funcién w

es un paraboloide con vértice en (4,4,0) . La direccion de decrecimiento es hacia el vértice (entre mas me acerco al
centro, mds pequeflo se hace w). El punto P, donde w alcanza el minimo local, se encontraria en el “punto mas
profundo” de la region factible en la direccién de decrecimiento.

A y

7

3x+2y=12

Para calcular este punto, observamos que la recta de contacto es 3z + 2y = 12. La curva de nivel de contacto
es (z —4)?+ (y — 4)?> = k. Asi que tenemos que calcular los puntos P, sobre esta curva de nivel, donde la
recta tangente es 3x + 2y = 12, o mds precisamente, los puntos P = (a,b), sobre esta curva de nivel, donde la
pendiente de la recta tangente es —3/2

La pendiente de la recta tangente a la curva de nivel (z —4)%2 + (y —4)2 =k, en P es
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Fe(P) a—
F,(P)  b-—

4
y'(a,b) = =3/2 =— q

y, puesto que P estd también sobre la recta 3x + 2y = 12, entonces tendriamos que 3a + 2b = 12.

—4
_2 = —3/2
. b—4 98 36
Resolvemos entonces el sistema: = a=13, b= 3
3a+2b = 12

Condiciones de Kuhn-Tucker.

Consideremos el problema
“Maximizar w = f(z1,x2,...2,) sujetoa g;(z1,...,x,) < ¢, 1=1,2,..,m con z; >0, j=1,2,...,n”

Entonces, consideremos la funcién lagrangiana

m

L= f(:cl, Jjn) + Zyi[ci - gi(xlv 7xn)]

=1

Las y; son los multiplicadores de Lagrange.

@ Las condiciones de Kuhn-Tucker para un mdximo son
Ly; <0, x; >0, wjLy; =0, j=1,2,..n

y; = YUy inO, yiLinO, i:1,2,...,m

@ Las condiciones de Kuhn-Tucker para un minimo son
Lm]. > 0, T 5 > O, Zj Lm]. = 0, ] = 1,2,...77,

Lyj <0, ¥vi=0, wy Lyi =0, 1=12,..,m

Bajo ciertas hipétesis, las condiciones de Kuhn-Tucker, son condiciones necesarias y suficientes para determinar si en un
punto P, la funcién objetivo w alcanza un maximo o minimo global.
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Teorema 6.12 (Version para restricciones lineales).
Dado el problema no lineal

“Maximizar (o Minimizar) w = f(x1,2z9,...z,) sujeto a g;(x1,....,z,) < ¢, i = 1,2,..,m con
z; >20,5=12,..,n7
si se satisfacen las siguientes condiciones:

a.) las g; son lineales (diferenciables y convexas) en el octante no negativo,

b.) f esdiferenciable y concava en el octante no negativo,

c.) el punto P satisface las condiciones de Kuhn-Tucker

entonces en P, la funcién objetivo w alcanza un maximo (o minimo) global.

Para verificar que un punto P satisface las condiciones de Kuhn-Tucker, se desarrollan estas condiciones, i.e. , se calculan
las derivadas parciales L., ylas Ly, ,luegolas L, seevalianen Py se debe verificar que existen y1,y2,...,yn tal
que se satisface todo el conjunto de condiciones.

Ejemplo 6.21

Minimizar w = (x — 4)% + (y — 4)2, sujeto a las condiciones 2z + 3y > 6, —3z —2y > —12, xz, y > 0.

Solucién: Ya sabemos que w podria alcanzar un a minimo globalen P = (%, %) Ahora verificamos si satisface

las condiciones de Kuhn-Tucker, pues las condiciones a.) y b.) ya se cumplen.

Sea L = (x—4)%+ (y —4)? +y1(6 — 22 — 3y) + y2(—12 + 3z + 2y). Como es un problema de minimizacion,
las condiciones son

L Ly =2(z—4)—2y1 +3y2 >0

2. Ly =2(y—4)—3y1 +2y2 >0

3. Ly, =6—22—3y<0

4. Ly, = —-12+32+2y <0

5. x Ly =2x(x —4) — 2zy1 + 3zy2 = 0
6. yLy =2y(y —4) — 3yy1 + 2yy2 = 0

7. y1Ly, = 6y1 — 22y1 — 3yy1 = 0
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8. yoLy, = —12ys + 3wys + 2yys = 0

Las condiciones de no negatividad, claramente se cumplen para el punto P. Ahora debemos evaluar estas ocho
condiciones en nuestro punto P y verificar que existen i,y tales que las condiciones se cumplen.

Al sustituir en las condiciones 5. y 6. obtenemos que L,(P) =0 yque L,(P) =0, de donde se obtiene

—2y1 +3y2 = 48/13 16

- y1:07 y2:ﬁa

—3y1+2ys = 32/13

que son no negativas como se pedia. Con estos valores de las y; y P, se cumplen todas las condiciones de
Kuhn-Tucker. Por tanto en P la funcién objetivo w alcanza un minimo global.

Ejercicios

Resuelva los siguientes ejercicios usando el método gréfico. Aplique, si se puede, las condiciones de Kuhn-Tucker.

@ 6.10.1 Maximizar w = x> 4+ y?, sujeto a las condiciones 2z + 3y > 6, —3z —2y > —12, =z, y > 0.

@ 6.10.2 Maximizar z = 3x + 2y , sujeta a las restricciones —3z +2y <6 y —4x +9y <36, z,y >0

@ 6.10.3 Maximizar z = 4z + 3y , sujeta a las restricciones 2x + 3y < 18 y 4x+2y <10, =,y >0

@ 6.10.4 Minimizar z = (z — 1)% + (y — 2)?, sujeta a las restricciones —3z +2y <6 y —4x + 9y < 36, z,y >0
@ 6.10.5 Minimizar z = 322 + (y — 1)? , sujeta a las restricciones —3z —y <6 y —4z+y <6, z,y >0

@ 6.10.6 Minimizar z = —x?*, sujeta a las restricciones * <6 y x > —2
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7.1

-
w A

-

Integral doble.

Sea R = [a,b] x [c,d], ysea f : R? = R una
funcién definida y acotada sobre R. Supongamos
que Mp = {Ri,Ra,...R,} es un conjunto de
n rectdngulos que conforman una malla que
cubre R (ver figura). El 4drea de cada celda R; la
denotamos con AA;. Lamalla My es el conjunto
de rectangulos R;j = [z, Tit1] X [y, yj+1] de drea
AAZ']‘ = Axiij.

Una suma de Riemann de f sobre R es una
n

expresion de la forma Z f(zi,yi)AA; donde

=1

(zi yi) € Ri.
fxi, i)
Si f es continua y positiva sobre R, entonces
f(zi,yi)AA; aproxima el volumen de cada paralele-
pipedo P; de base R; y altura f(x;,y;); eneste
caso la suma de Riemann aproxima el volumen del
sélido entre la region R y el grafico de f.

Malla M R

(xl',yl') X Celda Ri

Diametro de la malla. El didmetro de cada celda R; es la maxima distancia entre todas las distancias entre cualesquiera
dos puntos en R; y se denota ||R;||. El didmetro de la malla Mg es ||Mg|| = Sup,{||Ri||}. Conforme ||Mpg||—0, el
area de cada celda tiende a cero, es decir, AA;—0 y la cantidad de celdas se hace infinitamente grande: n—oc.

Volumen. Si f es no negativa en la regiéon R, entonces
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n

lim flxi,y;))AA; con n = Card(M
i 3 o) (ar)

es el volumen de sélido @, limitado por la regién R y la superficie S : z = f(x,y). El limite se toma sobre todas las
posibles mallas rectdangulares Mp con (x;,y;) cualquier punto de R;.

Wolfram CDF Player

z &/
:

Figura 7.1: Aproximacion del volumen de un sélido con sumas de Riemann

Caso general. Silaregién R es unaregion cerrada y acotaday f estd definida y es acotada sobre R, entonces usamos
una malla de rectdngulos R; de drea AA; contenidos en R. Si f es no negativa en laregiéon R, entonces el volumen V'
del sélido @ limitado por R y la superficie S : z = f(z,y) se aproxima con

VY fan, yr) Ady
ik

siendo AA, = Az Ayy.

Suponiendo que f es continua sobre R y que laregion R esta limitada por una curva suave a trozos (con un nimero
finito de trozos), entonces conforme ||Mpr||—0, el drea de cada celda tiende a cero, es decir, AA;—0 y la cantidad de
celdas se hace infinitamente grande, n—oco y la unioén de los rectdngulos Ry se va ajustando a la region R conforme
[|Mg||—0 y el volumen de () se obtiene como

lim Zf(xk,yk)AAk con n = Card(M)

1M]|-0 &
YA YA
= & =
/ \\ y4 “\\
\\ N
\ IR
yk \\ Rk \ N
\\ //"N hN = ==t~
S _ // . |
Xk X X
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El limite se toma sobre todas las mallas Mp y con (zy,yx) cualquier punto de Rj. La generalizacion de estas ideas no
requiere que f sea no negativa, solo requiere que el limite anterior exista.

Definicién 7.1 (Funcién integrable).
Si las sumas de Riemann de f tienen un limite (que se toma sobre todas las posibles mallas rectangulares Mp
contenidas en la region R ) independiente de la escogencia de los (z;,y;), conforme ||[Mg|| — 0, entonces decimos
que f esintegrable sobre R y que la integral es este limite. En este caso escribimos,

n

// f(z,y)dA = lim Zf(:ci,yi)AAi con n = Card(M)
R

M
1M][-0 &

Las propiedades de las funciones integrables en dos variables son similares a las propiedades de las funiones integrables en
una variable.

Teorema 7.1 (Propiedades de la funciones integrables).
a.) Si f escontinua sobre R, entonces f es integrable sobre R.

b.) Sea k€ R. Si f y g son integrables sobre R, entonces kf y f £ g son integrables sobre R y

//ka(x,y)dA:k//Rf(x,y)dA y //Rf(w,y)ig(x,y)d/l://Rf(x,y)dAi//Rg(x,y)dA

c.) Si f y g sonintegrables sobre regiones R y S que no se traslapan, entonces f es integrables sobre R U S

y //Rusf(x,y)dA://Rf(x,y)dA + //Sf(:p’y)dA

d.) Si f y g sonintegrables sobre Ry f(z,y) < g(z,y) paratodo (z,y) € R, entonces

//Rﬂx,y)dAs//Rg(x,y)dA

e.) Si f esintegrable sobre R y M < f(z,y) <m paratodo (x,y) € R, entonces

M A(R) < //Rf(x,y)dA <mA(R)

Otros tipos de integracion. El concepto de integral que hemos visto es el concepto de integral en el sentido de Riemann
y es suficiente para los cdlculos y las aplicaciones en este libro. Para otros propdsitos esta integral no es adecuada y se
requiere definir un tipo mas general de integracion, por ejemplo la integral en el sentido Lebesgue.

Las funciones continuas (integrables en el sentido de Riemann) se puede calcular usando “integracion parcial”, como se
describe en la siguiente seccion.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

7.2

7.2 Cdlculo de integrales dobles. Integral iterada. (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 260

Cdiculo de integrales dobles. Integral iterada.

Idea del volumen como una suma de “rebanadas”. Consideremos un sélido () cuya proyeccion sobre el plano XY

es un rectdngulo. Tomamos una particion del intervalo [a,b] eneleje X, a = ag < 1 < 2 < ... < xp, = b, luego

consideramos las rebanadas “planas” del s6lido que se obtienen intersecando el sélido con cada plano Py : x = xy.

Digamos que cada rebanada tiene drea A(zy). Cada seccion del sélido, entre los planos Pj_1 y Py, es aproximadamente
n

un prisma y, su volumen aproximado es A(zj)Axy. De esta manera: Volumende Q@ : Vo~ Z A(zg)Axy,
k=1

Wolfram CDF Player

Volumen
aproximado

A(xk)/_\.xk

Figura 7.2: Volumen de ) aproximado como una suma del volimenes de n rebanadas

Ahora, tomando una particién de [a, b] en n subintervalos de igual tamafio tenemos

n b
Volumende @ :Vp = TELH;OZA(QU’“)A%’C = / A(x) dz
k=1 @

Yk
Pero cada drea A(xy) se puede calcular en el plano = = x; como A(zy) = / f(zg,y) dy, entonces tendriamos
Yk—1

b b
Volumende @Q: Vg = / A(z)dx = / </q f(z,y) dy) dx
a a p

Integrales iteradas. La idea anterior se puede generalizar a s6lidos con una proyeccién mds general. Consideramos un
solido @ entre las superficies (suaves) S1: z = f(z,y) y S2: z = g(x,y), como se muestra en la figura que sigue;
conforme nos desplazamos por los planos = = xy, el drea A(zy) y el volumen Vj, se obtienen como

g2(z)

2(wk) b b
A(zy) = /g [f(zk,y) — 9(xk,y)] dy yentonces Vg = / A(x)dz = / </
g a a \Jg

1(zx)

. [f(x,y) — g(z,9)] dy) dzx
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Wolfram CDF Player

S1:z=f(x,y)

Figura 7.3: Célculo de integral iterada, en el orden dydx

Wolfram CDF Player

Figura 7.4: Célculo de integral iterada, en el orden dxdy

De manera andloga, si nos desplazamos sobre los planos y = yy, el drea A(xy) y el volumen Vj, se obtienen como

ha(x)

ha(yk) q q
A(xk)=/h [f(z,yx) — g(z,yx)] dz y entonces VQ:/ A(x)dy :/ (/h

1(yx)

() [f(xay) - g(x,y)] dl‘) dy

El teorema de Fubini establece que si f es continua sobre R (por tanto Riemann integrable) la integral doble se puede
evaluar por “integracién parcial” respecto a cada variable, una a la vez. Este es el método de “integrales iteradas”. Primero
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debemos especificar dos maneras de describir una misma region.

@ Regidn entre las curvas y = g1(x) y y = g2(x).

R={(z,y) € R? talque a<z<b y gi(z)<y<
g2(x)} con g1 y go funciones continuas en [a, b].

Y x=mh(Y)
q
@ Region entre las curvas x = hi(y) y = = ha(y).
R={(z,y) € R? talque p<y<q y My <
x < ha(y)} con h;y y ho funciones continuas en [p, q]. P )
xX=my

Teorema 7.2 (Fubini).

Sea R = {(z,y) € R? talque a<z<b y gi(z) <y < ga(x)} con Y
g1y go funciones continuas en [a,b]. Si f es continuaen R, entonces

//Rf(:r,y)dA—/ab/::) f(:v,y)dyda:—/ab [/gg((j) f(x,y)dy] dz

9 Y x=hy(¥)
Sea R = {(z,y) € R* talque p<y<gq y hi(y) <z <hy(y)} con q
hi y ho funciones continuas en [p, g]. Si f escontinua en R, entonces
q rha(y) q ha(y)
[ enaa= [ [""sepwa= [\ [ jepi e,
R p Jhi(y) D hi(y) 7z ,
x = hy(y)
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Ejemplo 7.1

Sea R laregion de la figura. Vamos a calcular / / xy dA usando el orden de Y A

R
integracién “dy dx” y el orden de integracién “dz dy.” ]| e /

Observe que R se puede describir como

[\

X

R :0<zx<2, 7§

<
IN
8

R:0<y<2 y

IA
8
IA
g
<

@ Integrando en el orden “dy dx”

I:ff xy-dA
R Wolfram CDF Player

2 [ ra
i 6n de integraci 6n
// rydA = / / zydy| dz e j
2 Orden de integraci 6n
R 0 = dydx [V dxdy []

2

0 2 |af

I=ff xy-dA
R~ Wolfram CDF Player
Regi 6n de integraci 6n
p
Orden de integraci 6n _

dydx [  dxdy [

2 ’\/@ Y
// zydA = / [/ Ty dm] dy
R 0 Y
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Ejemplo 7.2

En este ejemplo se muestra como el niimero de regiones de
integracion puede variar, de acuerdo a la eleccién del orden YA
de integracion. 2

Considere la integral I = / / (2 +¢%)dA, donde R

R
es la regién de la figura. Vamos a calcular esta integral
doble, usando el orden de integraciéon “dy dz” y el orden de j 5 NOX
integracién “dx dy.”

@ Orden “dy dz”: en este caso R = Ry |J Ra |J R3. La manera de ver la region es como sigue,

Calcular 1 :ff (*+y%)-dA
R

Wolfram CDF Player

Regi 6n de integracidn 4
¥ Orden de integracion
A dydx [V dxdy

15F

05+

2

1 @
//x2+y2dA = / / 22+ 2 dy
R 0 0

2 1 3 3—x
dx—i—/ {/ x2+y2dy]d1:—l—/ [/ $2+y2dy}dx
1 LJo 2 LJo

1

33—z
dx

3

’ y
d;v—i—/ oy + =
2

$2 2 y3
dx + / iy + =
1 3

1 3
2 Y
/0 31 3

1 6 2 3 3
R 1 9 5 4z 1207
= —d — d 9-9 62— —dr = ——
/Oﬂc+3 x+/13+x x+/2 r+06x 3 X 510

0 0
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@ Orden “dx dy” . I:ff (24 7%)-dA  wateam cor pyer
R y
1 [ 3—y ) ) Regi 6n de:i-.jtegra‘ci on ‘_/f
I = /0\ / x° + Yy d.CC dy , :.;:i:ﬂ dlf |nte3;§: Dn_J
L/ VY : : .
1[ .3 3—y
7
= / yg + $y2 ] dy
oL NG
! (3 — y)g \/53 Lol
L5 vty .
0P
1207 .
210 | | |
0.5 1.0 15 X

Ejemplo 7.3

1 pzx 4 prx
Considere la integral I = / f(z,y)dydr + / / f(z,y) dy dz. Dibuje la regién de integracién y
0 J—2a3 1 Jx—-2

reescriba la integral en el orden “dx dy.”

Solucién: La regién de integracién en la primera integrales 0 < x <1y x <y < —23. Laregi6n de integracion
en la segunda integrales 1 <x <4 yzrx<y<z—2

En la figura aparece la region de integracion. Si y es la variable independiente, R = R; |J R2 |J Rs.

@ Orden “dx dy”
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f(z,y)dA = fz,y)dA+ flz,y)dA+ fz,y)dA
/R /R3 /Rg /R1
= //f:vyd:vdy+//y+2fa:yda:dy+/ /y+2 f(z,y) dx dy

Ejemplo 7.4
-1 px+6 0 rx+6
SeaI:/ / dydxr + / / dy dzx.
—2 J4—4(z+2)2 —1Jz+1

a.) Dibuje la region de integracion.
b.) Plantear la integral o las integrales que corresponden a [ invirtiendo el orden de integracion.

Solucién: La region es

4—4(z+2)?2%<y<z+6 si

R
r+1<y<x+6 si
y=4—4(x+2)*
Dibujar laregion R Wolfram CDF Player
Para integrar en el orden “dx dy” hay que partir la Fegton de [ ntegraci on J
region en tres subregiones Ry, Ry, Rs3. o
Y/ —y
Ry: -2+ 2y§$§y—1
Y/ —
Ry: —2+Y—f<a<0
Rs3: y—6<z<0
\
Luego,
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7.3 Areay Volumen

@ De acuerdo con nuestra definicion de integral doble, el &rea Ar de una regién R se puede calcular con la integral

doble (“drea de la base x altura”)
Ap = / / 1dA
R

® Sea f(x,y) > 0 y continua en una regién cerrada R. Sea Vj el volumen del s6lido ) que tiene a R como base y
una altura de medida f(z,y) encada (x,y) € R, entonces

Vo= //Rf(x,y)dA

@ Sielsélido @ estd limitado, sobre la region cerrada R, por
dos superficies de ecuaciones z = f(x,y) y z = g(x,y)
con fy g continuasy f(z,y)— g(z,y) > 0 sobre R,
entonces

Wolfram CDF Player

z=f(x,y) .

Pared

Vo= //Ry flxy) —g(x,y) dA

@ Muchas veces es conveniente considerar la region R como la proyeccién del sélido sobre los planos XZ o Y Z.

Ejemplo 7.5

Wolfram CDF Player

Z 0 j\

Sea (@ el sdlido limitado por las superficies
z = 1— 22, y x+y = 1 en el primer octan-
te. Calcule Vp usando como regiéon R cada una de

las proyecciones del s6lido sobre los planos XY, Y Z, X Z.

Solucién:

@ Cdlculo de V,, proyectando sobre el plano X Z. La proyeccion sobre el plano X Z se muestra en la figura.
La region estd entre la curva Cy : z = 1 — 22 y el eje X.
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Calculando el volumen de Q : Vg

Elija el
plano de proyeccién

Proyeccién

—

Separar superficies
51—
S o

Recta guia [ |

(recta entre las superficies)

Wolfram CDF Player
4

Regidn de integracién

Orden de integracian

dzdx dedz D

Desde el punto de vista del plano X Z, el s6lido esta limitado por las superficies =0 y y = 1 — z. Integrando

en el orden “dz dz” queda

1 pl—2?
Vo = // 1—2 — 0dzdx
01 0

)
= 2 —zzlg™" da

1
= /O(l—ﬁ)(l—mQ)dx = =

@ Cdlculo de V,, proyectando sobre el plano XY. La proyeccién sobre el plano zy se muestra en la figura

Calculando el volumen de Q : Vg

Elija el Z
plano de proyeccién

Proyeccién

_D_

Separar superficies
5 F—
R ——

L

Recta guia [ | X

(recta entre las superficies)

- —

}

Wolfram CDF Player

/o

-
Regién de integracién

Orden de integracian

dydx dedy ]

La ecuacion de la curva C3 corresponde a y = 1 — = con x € [0,1]. Desde el punto de vista del plano XY el

s6lido ) esta entre las superficies z =1 — 2% y z = 0.
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Integrando en el orden “dy dz” queda

1 rl—z
Vo = // 1—-2? — 0dydx
0 Jo

1
= / l1-z—z2(1—2)dz = —
0

@ Cdlculo de V,, proyectando sobre el plano Y Z. En este caso, el s6lido no estd entre dos superificies. Desde
el punto de vista del plano Y Z, tenemos un sélido Q1 queestdentre z =0y z =1 — 22 enlaregién R; yun
sélido ()2 queestientre x =0 yelplano z +y =1 en Rp. Ademas, ) = ()1 U )2, como se muestra en la
figura, y entonces

Vo=V, + Vg,

Calculando el volumen de Q : Vo Wolfram CBF Player

Elija el Regién de integracion

plano de proyeccién
Orden de integracién

.--. dzdy [Jdydz [~

z
Proyeccién

—3

Separar superficies

A ciz=1(-12
1.0 o

08|
0.6

04|
Recta guia [

0.2

(recta entre las superficies)

Y
02 04T 06 08 10

La proyeccion sobre este plano se muestra en la figura. La curva de proyeccién C es la proyeccion sobre Y Z de la
curva de interseccion entre la superficie z = 1 — 22 yel plano z +y = 1. C; tiene ecuacién en términos de z e

Y.

5= 1l — 5" m r+y=1 = z2=1-(1-9)% yelo1]

La curva C divide la regién de integracion en dos partes, la region R; y laregion Rs.

Desde el punto de vista del plano Y Z, el s6lido estd limitado por las superficies

@ r=+1—2yx=0 sobre R;.
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@ r=1—yyxz=0 sobre Ry.

Integrando en el orden “dz dy” queda
Lol 1 r2y—y?
Vo = // \/1—z—Odzdy+// 1—y — 0dzdy
0 J2y—y? 0 J0

3/2

B /12(1—2y+y2)
0

1
3 dy+/ (2y—3y° +y°) dy = >
0

12

Nota: (1—2y+32)*% = /y—1)0 = |(y— 1)*| = —(y— 1)® si y € [0,1].

Ejemplo 7.6 (Volumen en coordenadas rectangulares).

Plantee la integral (o las integrales) con las que se puede obtener el volumen del s6lido @ limitado por las superficies
Si:y=a2+2% Sy:y=1, S3:y=4, enelprimer octante.

Wolfram CDF Player
i

Y

Solucién: Vamos calcular el volumen usando la proyeccién del sélido ) en el plano X Z, usando el orden de
integracion “dzdzx”. La proyeccion del s6lido ) es R = R; + R + R3, como se muestra en la figura de abajo. El
cdlculo con las otras dos proyecciones lo puede ver en el CDF.

Observemos que en la region R; el sélido estd entre las superficies y = 1 y y = 4 mientras que en las otras dos
regiones, el sélido estd entre las superficies y = 22 + 22 y y = 4.
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Volumende Q: Vi (en coordenadas rectangulares) Wolfram CDF Player
Y
Elija un J
plano de proyeccions Ecuaciéndelas curva Ci: y =x?+22 Nz =0= C;:y =x?+z.Curva C;: 4 =x%4z%
Regidn de integracidn

Prc'yec‘:ién Orden de integracién
-D— dzdx I—\/_dxdz Il
Separar Superficies 7
| D—
S 2.0

G

15

A —

Recta gufa [ |

(recta entre las superficies)

Vv

Vo = //Rl?,dAJr//RQ(zx—x?—z?)dAJr//R (4—2"—2%) dA

1 pv1—22 1 pv4—22 2 pA—z2
= / / 3dzdx + / / (4 — - 22) dzdx + / / (4 — - 22) dzdx
0 0 0 V1—z2 1 0

Ejemplo 7.7

Sea @ el s6lido limitado por las superficies 22 + 22 = 4,
r+y=5 z=2, y=z=0.

Plantear la o las integrales dobles necesarias para
calcular Vg usando como region R cada una de las
proyecciones del s6lido sobre los planos YZ, XZ, XY

Solucién:

@ Cdilculo de V, proyectando sobre el plano X Z. La proyeccién R, sobre el plano zz se muestra en la
figura. La ecuacion de la curva Cy corresponde a x2 + 22 = 4 con x € [0,2].

Sobre laregiéon R, ., el sélido () esta entre las superficies y = 0 (abajo) y y = 5 — x (arriba).
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Volumende Q: Vg Wolfram CDF Player
4
Elija un Selido Q limitado por ,, A
- V
HED G2 propEEEkin: Sy: X2422=4, Sp: x4y=5, S3:2=2, | octante. -
Proyeccién
: Regién de integracién

Separar Superficies Orden de integracidn
S ) dzdx dxdz
S2 {} z

3 A
53 ) x=v4-7
Recta guia [ | 2.0
(recta entre las superficies) 15 \

% s LS >
v C
05 2
- X
1 2 3 4 5
-05

Usando el orden de integracion “dx dz” tenemos

2 15

Vo = // 5—x — O0dzxdz
0 JV/4—22
/————5\/ 4—22dz

= 8 — 571 ~ 11.9587

2
292 23 5z+A4—22 (z)
2 3

= —— — ————— — 10 arcsin

2 6 2
0

. Sy . 2t z .
Nota: Utilizando la sustitucion trigonométrica 5= sen 6, se obtiene (salvo constantes)

,/4_ 2
/\/4—z2dz = %+2arcsin(g).

@ Cdlculo de V,, proyectando sobre el plano Y Z.
La proyeccién R,. sobre el plano yz se muestra en la figura Para hallar la ecuacién de la curva C; observe que esta

curva esta arriba del eje y por lo que:

z=++/4—(5—y)? si ye [3,5
Cy: x2+z2:4ﬂx—|—y:5:> 0

y=5—v4—22 si z€ [0,2]
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Volumen de Q: Vo Wolfram CDF Player

Elija un Ecuacién de la curva C:
plano de proyeccion: ReP=anx+y=5= C:(y-52+2 =4 >,
Proyeccién

: Regidon de integracién
Separar Superficies Orden de integracién
S1 J4——— . dzdy dydz
S R e ——
R e ——

Recta gufa [ |

(recta entre las superficies)

Sobre laregion R, ., el sélido @) estd entre las superficies * = v4 — 22 (abajo)y x =5 — y (arriba).

Usando el orden de integracién “dy dz” tenemos

2 ph—V/4—22
VQ = /0/0 5—y — \/4—z2dydz = %—57{' ~ 11.9587

@ Cdlculo de V,, proyectando sobre el plano XY. La proyeccion sobre el plano se muestra en la figura.

Volumende Q: Vj Wolfram CDF Player
Elija un Solido Q limitado por rr
plano de proyeccién: S1: x2+2=4, Sp: x+y=5, S3:2=2, | octante. -/
Proyeccidn
_D_
Regidn de integracién

Separar Superficies ok
51 _] Orden de integracién
S ——— ayax_ondy |
S3 -]— N
Recta guia

guia ] x+y=S5

(recta entre las superficies)



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap7-CSCDFEjemplo57.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap7-CSCDFEjemplo57.cdf

7.3 Area y Volumen (https://tecdigital.fec.ac.cr/revistamatematica/). 274

La ecuaci6n de la curva C5 corresponde a y = 5 — = con x € [0,5]. Esta curva divide la regién de integracién en
dos regiones R; y Ro. Elsélido @) esta limitado por las superficies

@ 2 =+/4— z? (abajo) y z = 2 (arriba) sobre R

@ z =0 (abajo) y z = 2 (arriba) sobre Ry

Usando el orden de integracion “dy dz” tenemos

2 pb—=x 5 pb—zx
o = [ [T Vi@aa s [ [2 - odyas

= % — 57 =~ 11.9587

Ejemplo 7.8

Considere el sélido @ esta limitado por las superficies 4z = 22 + 1%, y =3, y =1, z=4, y x = 0. Usando
el CDF asociado, podremos ver también las proyecciones en cada plano.

a.) Dibuje la regiéon de integracién en los planos
XY, XZyYZ.

b.) Plantee la o las integrales correspondientes al
volumen del sélido utilizando las proyecciones
anteriores

Solucion: Solo vamos a calcular con la proyeccién en el
plano Y Z. Laregion de integracién aparece en la figura.

3 4
VQ:/1/2/4\/4z—y2—Odzdy
y
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Ejercicios

1 py 2 2—y
@ 7.3.1 El érea de laregion R, viene dada por / / drdy + / / dx dy. Dibuje laregion R, y calcule
0 Jo 1 Jo

la integral en el orden dy dx.

4 8-22/2 0 ,8—22%/2
@ 7.3.2 Considere la integral I = / / xy dydz + / / zy dydz. Dibuje la regién de integracién y
0 J4—=z —4 J4+z

plantear la integral I usando el orden de integracion dz dy.

Y “ Wolfram CDF Player
@ 7.3.3 Considere la regién R que se muestra a la derecha 5 ] ‘j
(regién sombreada). Esta region estd limitada por las curvas y=2-(r+2) \
y=0y=2;y=2—(z+2)? y z+y =2 Plantear la 2
integral / / f(x,y) dA en el orden “dzdy” y en el orden R
R
G‘dydx”
\ 2 X
Y A

@ 7.3.4 Considere la regiéon R a la derecha. Esta region 1
estd limitada por las curvas y = 0; y = 2; y = 2 — (z + 2)? y=(z—3)?2

y y = (z — 3)2. Plantear la integral // f(z,y)dAenel
R
orden “dzdy” y en el orden “dydx”

i

Wolfram CDF Player
@ 7.3.5 Sea @ el sélido comprendido entre las superficies i
S1: y=2a2 Sy: y+z2=4, 8: y—x =3y

Sy : z =0; tal y como se muestra en la figura a la derecha.

a.) Dibuje la region de integracion en el plano XY yen
el plano X7
b.) Calcule el volumen del sélido Q. X
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@ 7.3.6 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen del
sélido @ si este sélido estd limitado por 22 + y? = 4; 2 +y = 2; y = 1;
z=0; y=0yz=0,enelloctante

@ 7.3.7 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen
del sélido @ si este sélido estd limitado por las superficies y = 2 — 2z
y=1—2% y+22=2; =0 y z = 0; en el I octante.

X
@ 7.3.9 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen sélido o

Q si este sélido estd limitado por la superficie y? + 22> = 4 y los planos <S>/
2c —2y+2=2;, =0y 2 =0. v

4 r2-1V4—2
@ 7.3.10 Considere la integral I:/ fly,z)dA = / /
0

Ry. 0

a.) Dibuje la regién de integracién R

b.) Plantee [ = / f(y,z)dA enel orden ”dz dy”
Ry-
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x? +y*=1/4 Wolfram CDF Player

@ 7.3.11 Considere el sélido () limitado por el cilin- Z
dro 22 + 3?2 = 1/4, el cono 322 = 22 + y?, la esfera
22+ y?+22=1ylosplanos = 0 y x = y; tal y como se
muestra en la figura.

Plantear la integral (o las integrales) necesarias para calcular el
volumen del sélido ()

Cambio de variable en una integral doble.

En una variable, si f tiene una derivada continua en [a, b] y © = z(u) estd definida en [u;, ug] con a = x(u1) y
b=x(uz),ysi f(z(u)) escontinuaen [uj, ug], entonces

[ - [ e fa

U

La inversa v = u(z) existe solo si z(u) es strictamente creciente o decreciente, pero no es una condicién que se pida en
la férmula ().

Hay una férmula anédloga a (x) para integrales dobles;

or oo
ou Ov

J[ tamdeas =[] fatuo vwon) G dudo con G20~ pet
Racy Ruv 8(”, 'U) (u, ’U) @ @
ou Ov

Se asume que las funciones = = z(u,v), y = y(u,v) estdn definidas y tienen derivadas parciales continua en la regién de
integracién R, en el plano wv. En este caso si se asume que las funciones inversas u = u(z,y), v = v(z,y) estdn
definidas y son continuas en ., y que hay un mapeo invertible entre el interior de R, y el interior de R,,. La funcién
f(z,y) se asume continuaen R, y asi f(z(u,v), y(u,v)) es continuaen R,,. También se asume que el Jacobiano

o(x
J(u,v) = (z,9) es no nulo en el interior de Ry,.

A(u,v)
La restriccion de que el cambio de variable sea invertible en el interior de R, (y por tanto que .J(u,v) no se anule en el
interior de R, ) es necesaria para poder usar cambio de variable con coordenadas polares en regiones que contienen el
origen.
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VA Y

<Y
=Y

Teorema 7.3 (Cambio de variable).

Sea R, unaregién compacta y conexa en el plano contenida en un cojunto abierto A de R?. Sea r : A — R?
conr(u,v) = (z(u,v), y(u,v) ), una funcién continua con derivadas parciales continuas tal que r es invertible

r  Ox
ou v
en el interior de R, y J(u,v) = Det es no nulo en el interior de R,,. Sea Ryy = r(Ryy) y
dy Oy
ou v

f : Rzy — R una funcién continua. Entonces,

/ £, y)da dy = / £, 0), y(u, )| (u, v)] dud
Ruy Ruo

Notas. Observe que el Jacobiano J(u,v) va en valor absoluto dentro de la integral. Ademds solo se requiere que
r(u,v) sea invertible en el interior de R, y por tanto |J(u,v)| no se anule en el interior de R,

Para verificar que un cambio de variable es invertible en una regién, uno podria, si se puede, calcular
la transformacién inversa r~!(z,y). En los ejemplos de este libro es sencillo calcular esta inversa. El
“Teorema de la Funcién Inversa” solo dice, con las hipétesis respectivas, que si J(ug,v9) no se anula,
entonces r(u,v) es invertible en un entorno de (ug,vp), pero no nos da informacién de si hay una inversa
“global”. Sin embargo en la literatura se encuentran teoremas con condiciones especiales para “globalizar” el resultado.

Idea geométrica. Consideremos el cambio de variable x = z(u,v), y = (u,v) que transforma R en S y que cumplen
las condicioes del teorema. Este cambio de variable define una funcién invertible r(u,v) = x(u,v) 1+ y(u,v)jen el
interiorde S'y S =r(R).
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(uiav')
v A X
NBE
R ~ ~
r(u,v) = 2(u,v) T+ y(u, v)J
>
> >
U X
Tomemos un rectdngulo R;; de una malla M de R. r transforma el lado v = wu; en la curva

C; @ r(ui,v), v € [vj,v; + Av] yellado v = v; enlacurva C; : r(u,vj), v € [us, u; + Aul.

1

Si ademds r~" es continua, r es un homeomorfismo y la frontera del rectdngulo R;; es 'mapeada’ en la frontera de

S =r(R;;) y el interior en el interior.

VA

<Y

U uZJ‘r Au ;

Or(u;,v)
v V=0

velocidad a la que se desplaza el punto r(u;,v) cuando v vade v; a v; + Av, entonces en la curva C;, (z;,y;) se

or(u;,v)

ov

Si r(ui,vj) = (x4,9;), un vector tangente en (x;,y;) en C; es . Como este vector representa la

desplaza, en el tiempo Aw, una distancia aproximada Av. Usando el teorema del valor medio para

V=V 5
derivadas lo diariamos asf,
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r(u;, v+ Av) —r(u;,v) = Aur,

or(u,v;
Analogamente, un vector tangente en (z;,y;) en C; es (8’]) . Como este vector representa la velocidad a la
v
u=1u;
que se desplaza el punto r(u,v;) cuando u vade u; a u; + Au, entonces en la curva Cj, (z;,y;) se desplaza, en el
or(u, v;
tiempo Aw, una distancia aproximada (a’j) Au.
u
u=1u;

Por tanto, el rectdngulo R;; en R, se transforma en una porcién del plano XY que es casi el paralelogramo de lados

or(u;, or(u, v,
M Av y M Awu. El drea de este paralelogramo es, en términos de producto vectorial,
av V= 8“ U=U;
Or(u;,v) or(u,vj) Aule
dv V= du U=u;

En la figura que sigue se ilustra esta situacién con un punto genérico (u,v).

VA
x = x(u,v)
V4 AV o y:y(uvv)
r(u,v) = z(u,0)T+ y(u,v) 7
Av [E— .
QI
3 R
Q Au ‘
\ \ > | 3(
U u+ Au U
A 113 =14 99 . 2, 81‘ ar ,
El 4rea del paralelogramo “curvilineo” es aproximadamente el drea del paralelogramo de lados 8—Av y 8—Au. El 4rea de
v U

este ultimo paralelogramo es

i j k
or Oy
or 0 or %y ou ou
a%xafz Aulv = | Ou  du =l oy oy |= Mok
9y Oy 0 Oou Ov
ou Ov
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De esta manera, si J(u,v) =1, el cambio de variable conserva las dreas. Sino, el drea de cada paralelogramo en XY es
aproximadamente el drea de cada rectdngulo en UV, miiltiplicada por |J(u,v)|. Por eso decimos que |J(u,v)| opera
como un factor de compensacién por la ‘deformacion’ sufrida por la regién ante un cambio de variable. Si la integral existe,
deberfamos tener

AS—//ldxdy ZZASW ZZUu V) |u=;, v= vJAuAv—/ |J(u,v)| du dv

i=1 i=1 i=1 i=1
Y en general,

//fxy dedy =~ ZZf T3, ;) As,; ZZ r(ui, v))|J (W, V)| u=u;, v= UJAuAv-//fuv|Juv)|dudv

i=1 i=1

Ejemplo 7.9

Calcular / / v dA usando el cambio de variable u = y—xyv=y+x. Laregion R;, estdlimitada por
R,

lasrectas x+y =2, =0y y =0.
Solucion: . Primero debemos dibujar las regién de integracion R, para luego integrar.
Nueva region de integracion. El cambio de variable es invertible y la inversa es continua, entonces aplicamos

el cambio de variable a la frontera de la regiéon R,, para calcular las curvas frontera de la regiéon R,,. Como
v =19y + z, el segmento de recta x + y = 2 corresponde a v = 2. Si x = 0 entonces u = v y si y = 0 entonces

u=—v.
YA
|
A 15 = i
R U=y — /
/ _ UY V=Y +T x:0_ £E+y_2
%
T T » T T »
U i X
y=0
- . . . . U Yy— 1 1
El cambio de variable es invertible: Resolviendo ; Y+ obtenemos = = §(U —u)yy= 5(1} +u).
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. -1/2 1/2
Icul | b =D =-1/2.
Calculamos el Jacobiano. J(u,v) et ( 1/2 1/2) /
Cdiculo de la integral.
// evie dA = // ev |J(u,v)| dudv
Rwy uv
i
= / / ev dudv
2 0 —v
1
= e— —.
e
—

Ejemplo 7.10

Calcule / / (y? — 2 e@t9)* 4 A, donde R, es la regi6n mostrada
Ry

en la figura. Utilice el cambio de variable {u =y—z
v=y+zx
1
= — xr = i(v _ 'LL)
Solucion: Si {u Y N ¥ entonces
v = y x
vy = %(U +v)

Como la inversa es continua, aplicando el cambio de variable a la frontera
de R, , obtenemos la frontera de la region R,,. A y = -z +4 le
corresponde, sustituyendo x e y, v = 4. A y = —x le corresponde
v=0yA y=2x+4 le corresponde u = 4. La nueva region es mas
simple.

4 4
// (y* — 2?) @ty 44 = / / wve’ dvdu =4 - X6 — 4.
Ray o Jo

y=4+z y=4—=zx
1 R

y=-a | y==

X
‘2“ v=4

o <t
Il
13’ R’U/U 3

v=20 4



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

7.5

7.5 Coordenadas Polares. 283

Como se ve en los ejemplos anteriores, se usa el cambio de variable en la forma x = z(u,v), y = (u,v) tanto como
u=u(z,y), v=uv(z,y). Siempre hay que estar al tanto de que se cumplan las hipdstesis, en particular la invertibilidad.

Coordenadas Polares.

Este cambio de variable es muy util cuando la regidn de integracion tiene curvas frontera fciles de describir en coordenadas
polares.

Recordemos que un punto P = (z,y) € R? se puede especificar en coordenadas polares (r,6) donde r es la distancia
del origena P y 6 es el angulo medido desde el eje X contrareloj. La conversion de coordenadas polares a coordenadas
cartesianas se hace con la transformacién

x = rcos(f)
() D
y = rsen(h)

T X

Para efectos de cambio de variable, esta transformacion es invertible si 7 > 0 y si 6 € [0y, 6y + 27]. Podemos definir la
inversa desde RT x [0, 27 a R? — {(0,0)} con r = y/x2 + 42 y @ el dnico dngulo 6 € [0, 27| que satisface (x), es
decir 0 = arctan(y/x) si >0y 6 = arctan(y/z) + 7 si x < 0 pues arctan(t) estd definidaen | — 7/2, 7/2[ (si
r = 0, el cambio de variable aplica todo el eje 6 en el origen (0,0).)

i
0 A \o
64“
)
A
3, o) —> - >
A//
/6
3 r

S

x = rcos(h)
Poniendo «w = r y v = 6 tenemos el cambio de variable
y = rsen(0)
En este caso,
0z 0z
or 00
J(r,0) = =r
oy Oy

or 90
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0 A Y A
N
/
Q
~Q
B q-nmnmmnne : A
N 7
T =rcosf
R/ y =rsenf
R
91 B -
' / ',’ > r=aq
: : > >
a b r X

Como ya indicamos, este cambio de variable es invertible si » > 0 y si 6 € [6y, Oy + 27 [ (a veces es comodo tomar

angulos negativos).
Sien Ry R’ se cumplen las condiciones del teorema de cambio de variable, entonces

//Rf(%y) dA:/R/ f(rcos(0), rsen(f) )rdrdd

@ En el caso de coordenadas polares, la nueva regién RR,¢ se puede describir en el mismo sistema XY

@ Si una regién R se puede describir como una region en coordenadas Y A PO
polares tal que Q7
/QQ
0<@of) <r<epi(f) si p<0<6; donde 6 —6y <2m Q7
R
—r=¢1(0)
—> = (P()(e)
entonces Y X
01 re1(0)
// f(z,y)dA = / f(rcos(0), rsen(0))rdrdd
R N C))
@ Si una regién R se puede describir como una regién en coordenadas YA P
polares tal que 7
Q
o7
0<r<pi(f) si 6p<6<6; ——>r:(p](9)
entonces r—0

<Y
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01 re1(0)
// f(z,y)dA = / f(rcos(@), rsen() ) rdrdd
R 6o JO

Nota. En este caso, el cambio de variable es invertible en el interior de la regién (7 > 0) y ademds aqui el Jacobiano no se
anula, asi que no afecta que r = 0.

Nota. Las férmulas anteriores requieren conocer de manera correcta el intervalo de integracién. En algunas curvas en coorde-
nadas polares se requiere ser especialmente cuidadoso con este detalle, sobre todo las curvas que tienen lazos. Si una regién
estd entre dos curvas, hay que tener el cuidado de que las dos curvas “barran” la regién en el mismo intervalo para el angulo 6.

Coordenadas polares y elipses
2 2
T
Para regiones elipticas se puede proceder de la siguiente manera: La regién R = {(at, y) € R?| ) + ‘Z—Q < 1} se puede
convertir en un circulo centrado en el origen con el cambio de variable (“coordenadas polares generalizadas™)

x =ar cost y y=brsent; ellJacobianoes J=rab
Lanuevaregiénes D = {(u,v) € R?|u? + v? < 1}. Laintegral se puede hacer usando coordenadas polares u = 7 cos 6

y v=rsend.

Y, por supuesto, una elipse (o un circulo) con traslacion se le puede aplicar una trasformacion previa. Por ejemplo, la regién

—h 2 —k 2
R= {(x,y) € R?| (z 5 ) + €] 2 ) < 1} se le aplica el cambio de variable
a

-1 -2 1
u="2 , U= v—=s El jacobianoes |J| = —.
a b ab

Lanuevaregiénes D = {(u,v) € R?|u? + v? < 1}. Laintegral se puede hacer usando coordenadas polares u = 7 cos

y v =rsenf.

Ejemplo 7.11

Calcule, usando corrdenadas polares, el drea de la region R tal y como
2 2 _ Wolfram CDF Player
se muestra en la figura. 24y +2x= /a2 + 72 g

Solucién: La ecuacién de la curva es 22 + % + 22 = /22 + y2. Como
r2 = 2% + 42, haciendo la conversién a coordenadas polares obtenemos
la ecuacién

r2 4+ 2rcosf =r

es decir,r =1 — 2cos0
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Tangentes al polo: Resolvemos 7 =0 == 1 —2cosf =0 = 6 = £7/3 en [0, 27]. Asi, la region estd entre
los rayos § = 7/3 y 6 = . Entonces,

Wolfram CDF Player

: "4
Ar = // 1. rdrdf 2 ~7
R \
T 1—2cos 6
= / / 1. rdrdf
w/3J0

r=1-2cos6 n
. 6
1
= - (27r — 3\/5)
4
m - > 0
X
—
Ejemplo 7.12
Considere laregiéon R que se muestra en la figura. Plantear, usando
corrdenadas polares Y r=4sen20 e
’ J
I= // V2 +y?2dA.
R ’
X
Y Wolfram CDF Player

Solucion: La region estd entre las curvas » = 2 y r = 4sen 26.
Comor=0=— r=sen20=0=60=0 vy G =L,
Podemos verificar con la figura que el dominio de la curva
r=4sen26 es [0, 7/2.]

Para obtener los limites de integracién, buscamos la intersecciéon
entre las curvas: 7 =2 N r = 4sen 26, es decir,
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™ T
2—4sen29=>9—ﬁ y H—E.

Entonces,

I = //r rdrdf
R
57/12 p4dsen26
= / / r? drdf
/12 J2

Ejemplo 7.13

q Q.2 .. Wolfram CDF Player
Calcule I = / / xydA si R es la region limitada por i j‘
R \ o4
las curvas r =1 —2cosf y r = 2senf, tal y como se r=1-2cos6% P

muestra en la figura.
Solucion: Ambas curvas “barren” la region R en el

mismo intervalo!. La region de integracién llega hasta la
interseccion de las curvas en 6 = 6.

@ Tangentes al polo:

1—2cosf =0 = 92%

Wolfram CDF Player

2senff = 0 — 6=0 4

Y N Z
0, ="
@ Cilculo de 64 : 3

r =1-2cos(@.

1—2cosf = 2sen(f), 2sen(0)
r = 2sen

elevamos al cuadrado,
—3 —4cosf +8cos’ = 0,

hacemos sustitucién y resolvemos,

44 /112 1 x

16

cosf =

4—@) ~ 1.994

Nos sirve 671 = arc cos ( i
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Iz//:cydA
R

w/3 r2sen(f) 01 r2sen(6)
= / / [rcos(0) rsen(6)] - rdrdf + / / 3 cos(6) sen() drdf
0 0 1

w/3 J1—2cos(0)
—
Ejemplo 7.14
Calcule, usando coordenadas polares, el area de la regiéon R tal y - ffeem — coel) | Wolfram CDF player
como se muestra en la figura. jN
>

Solucion: Hay varias regiones: R = Ry + Ry + R3 + Ry Yo

=)
Tangentes al polo: %o

° 4(sen9—cos€)=0=>tan9=1=>0=%

3
02—|—2se119:0:>9:77r X

Ar = AR, +Ag, + AR, + AR,

_ //RlydA+//R21-dA+//R31-dA+//R41-dA

w/4 pr24+2send w/2 p2+42send
= / / 1-rdrd9+/ / 1. rdrdf
0 0 w/4 J4(senf—cos )

™ 4(sen 6—cos 0) 27 242 sen 6
—i—/ / 1. rdrdd+ / 1. rdrdf
w/2 J24+2sen 6 3r/2J0

A Wolfram CDF Player

r =4(senf —cos6) 4
J
r=2+2senf

0,
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Ejemplo 7.15

Calcular el drea de la region limitada por la curva de ecuacion
(22 + %)% — 22 + y? = 0, & > 0 (region celeste en la figura).

Solucién: Cambio de variable * = rcosf y y = rsenf y
sustituyendo en (22 + 3?)? — 22 4+ y? = 0, obtenemos

2

<r2 cos(6)* + r? sin(9)2> — 12 cos(#)? + r?sen(6)® = 0

Simplificando queda 72 = cos(26), que es la ecuacién de la lemniscata. Entonces podemos tomar 7 =

s

Tangentes al Polo: » = 0 = /c0s(20) =0 =0 = j:4

De la figura, podemos ver que estos rayos corresponden a los
limites integracion.

Luego, el drea de la region es

7/4  py/cos(26) /4
Ap = / / rdrdf = 1/2/ cos(260)do = 1/2.
0

—m/4 —7/4

Ejemplo 7.16

Calcular el drea A, del circulo de radio a.

Solucion: Para este cdlculo podemos usar un circu-
lo de radio a, centrado en el origen. La circunferencia
del circulo tiene ecuacion cartesiana 2 4 y? = a. Para
obtener la ecuacién en polares, sustituimos « = rcosf e
y = rsenf y despejamos r :

2 + 2 = a? — (rcosf)? + (rsenf)? =
2
a

= = a2.

<

Asi, en coordenadas polares, la region de integracién va
desde r =0 hasta r=a y 0 < 60 < 2m.

1N

cos(20).
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27 ra 27 7,2 a 2w a2 a2 2
A, = //1-dA=/ /rdrdﬁz/ - d9=/ —df = —0| = ma?
R o Jo 0o 2o 0o 2 2 o
—
Ejemplo 7.17 (Volumen)
Plantear una integral, en polares, para calcular el volumen del s6lido @) limitado por las superficies z = %—1-4’

22 +y’=4yz2=0conz>0yy>0.

Solucion: El sélido y su proyeccion sobre el plano XY se ven en la figura.

Pasando a coordenadas polares tenemos

w/2 2
B Yy B B rsen(0) o
Vo —//R(x2+4 0> alA—/0 /0 —T2COSQ(9)+4Tde9

Nota: Esta tltima integral se puede calcular observando que

° /x arctan(z)dz = = (—z + (1+ mQ) arctan z) , salvo constantes.

1
2
w/2 2 2 pm/2
° / / f(r,0)drdd = / / f(r,0)do dr, pues estamos integrando sobre un rectiangulo.
0o Jo 0 Jo

Veamos,
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w/2
y 2 sen (6
Vo = dr do
Q //1;3324-4 / /0 7“2COS2 ‘|‘4 "

72 sen( ) 2 1 L2 '
- / / r2cos?(f) + 4 a0 dr = /0 /0 4 + r2u? dudr, (haciendo u = cosf).

2 1 ) ,
= /0 /o g%dudr = /0 g arctan(ru/Z)‘O dr = /0 g arctan(r/2) dr = 5(7r— 2).

Ejemplo 7.18 (Volumen en coordenadas polares).

Plantee la integral (o las integrales) con las que se puede obtener el volumen del s6lido @) limitado por las superficies
Si:y=a2+2% Sy:y=1, S3:y=4, enel primer octante.

Wolfram CDF Player
4

'}f

Solucion: La proyeccién del sélido @ es R = R; + Rz, como se muestra en la figura de la derecha. Usamos el
cambio de variable x = rcos#, z = rsenf. La proyeccién del sélido @) en el plano X Z estd entre las curvas
r=0yr=1yentre r=1yr=2.

@ Ci:y=22+22Ny=1 = Cp: 1=22+42°

@ Cr: y=22+22Ny=4 = Cy: 4=2%+22
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Volumende Q: Vg Wolfram CDF Player
Elija un y /)
plano de proyeccion: Solido Qlimitado por 8 : y=x?+2%, So: y=4, S3: y=1, I octante. -z’
. Regidn de integracion
Proyeccion
D Orden de integracién
Separar Superficies drd® E D
51 - ‘
Sz -:’_
S3 -:’_
Recta guia [ ]
(recta entre las superficies) |
05 10 15 207 "
Vo = // (4—1)dA+// (4 —x%—2%)dA
Ry Ro
/2 1 /2 2
= / / (4 —1)rdrd + / / (4 — r2)r drdf
0 0 0 1
I

Ejemplo 7.19 (Volumen).

1
Calcule el volumen del sélido ¢ limitado por las superficies z =

1+ a2 +y?’

Solucién:

2+y?=1y 2z=0.
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1
El sélido y su proyeccion sobre el plano XY se ven en la figura. El sélido () estd limitado por z = 520 y
ey
z = 0. Aplicando coordenadas polares (y como no hay singularidades) tenemos
Vo = [ i
Q = R 1+ $2 + y2
/27r/1 1 27r1 ( 2)1 27r1 () ()
= rdrd@z/ —In(1+4+7r d9:/ In(2) df = 7 1n(2
0 0 1 7'2 0 2 0 0 2
—
Ejemplo 7.20
1Y : 2, .2
Calcule ———dA si R={(z,y) e R : z2+y* <1, >0, y >0}
//R(l+$2+y2)2 {(z,y) y y > 0}

Solucion: Laregion R es la parte del circulo de radio 1, centrado en el origen, que estd en el primer octante. Aqui

usamos el hecho de que / / f@)g(r)drdo = / f(0)do - / g(r)dr.
w/2
// x2y A :/ / cosHsenGdrda
r (1422 +y?)? (1472)?

/2
= —_— = —ln4— =
/0 cosf@senddo - / —|—7“2) dr 3 n 3

Ejercicios

Wolfram CDF Player

Y r =4sen26,

@ 7.5.1 Considere la region R que se muestra en la figura.
Calcule, usando coordenadas polares,

I://R(ﬁ+y2)dA
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@ 7.5.2 Considere la region R de la figura. Calcular el
drea Ap delaregion R, usando coordenadas polares.

@ 7.5.3 Calcular el 4rea de la regién limitada por el lazo
de la curva r = 1/2 + cosf. Ayuda: Notar que el lazo
interno vade 6 = 27/3 a 6 = 4x/3.

@ 7.5.4 Verifique, usando coordenadas polares, que el
drea de la regién R (region sombreada mostrada en la

11 14
V3 + 227~ 24.187.

2 3

figura) es

@ 7.5.5 Calcule, usando coordenadas polares, el drea de la
regiéon R tal y como se muestra en la figura.

Y

Yy=-—-r 1 Yy==x
L A
V2

1 Tx

V2

$2+y2:1
1
r=§+cost9

r =3+ 2sent

(D
S

= 4 + 4sen(30)

> ¥
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@ 7.5.6 Calcular el area de las regiones sombreadas.

r=2+2senf

a)

r =4sen26

r =2+ 2sen(30)

c) d)

@ 7.5.7 Calcule, usando coordenadas polares, el volumen
del sélido @ limitado por el cono z? = x2 +y? y la esfera
24?422 =1

@ 7.5.8 Calcule el volumen del sélido () limitado por las
superficies 22 + 22 =4, 2>+ (z - 12 =1yx =4 —y,
en el primer octante; como se muestra en la figura. Ayuda:
Proyectar sobre X 7 y usar coordenadas polares.
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@ 7.5.9 Considere el soélido ) limitado por el cilindro 2 +12—1/4 Wolfram CDF Player
22 +y? =1/4,elcono 322 = 22 +y?, laesfera 22 +y?+2%2 =1
y los planos x =0 y x = y; tal y como se muestra en la figura.
Calcular el volumen del sélido @)

@ 7.5.10 Calcule // e t¥)/(#=9) g A usando el cambio de variable u = 2 + vy, v =2 —y; donde T es el trapecio de
T
vértices (1,0), (2,0), (0,-2) y (0,-1).

@ 7.5.11 Calcule // cos <y1x> dA donde T' es el trapecio de vértices (1,0), (2,0), (0,2) y (0,1). Ayuda: Usar
T 4

x
cambio de variable u =y —x, v =y + =.

@ 7.5.12 Calcule // xydA donde T es laregion limitada por y = x, y = 3z, zy = 1 y zy = 3; en el primer
T

cuadrante. Use el cambio de variable z = u/v y y = v.

Integral triple.

Consideremos un cubo ) como el de la figura a la derecha.
Su volumen es Vy = abe. Sila densidad p es constante
en todo el cubo, la masa viene dada por

Mq = pVq

Si la densidad no es constante y p = p(x,y, z), entonces
para obtener una aproximacion de la masa, dividimos @ en
N cubos @; de volumen

Asi, 1a densidad en el punto P;(z;,y;, 2;) es

AMi ~ p({L‘@', Yis Z@)Al‘lAyzAzl
La masa total del cubo () seria,

N N
M =~ Z AM; = Z (x5, iy 2i) Az Ay; Az

i=1 =1
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Ahora, tomando el limite cuando N — oo (si existe), obtenemos

N
M= I s 2 AL A Az
Ngnoo;p(mmyuzl) TiRQY; Az

Esto es muy parecido a la integral de Riemann que definimos al principio de este capitulo. En realidad podemos reemplazar
lamalla Mp por Mg = {Q1,Q2,..Qn} y definir la integral triple de Riemann de una funcién f(z,y,z) sobre una
region tridimensional () como

C(Mgq)

//Qﬂx,y,z)dv: FIND S CAZRIN

[Mq|[—o0
Los teoremas para integral doble se extienden de manera natural a la integral triple.

(Integral Triple).

Sea @ un sélido limitado por dos superficies suaves de ecuacion z = f(z,y) (arriba) y z = g(z,y) (abajo), con
f, g con derivadas parciales continuas. Sea R, su proyeccion, limitada por funciones con derivadas continuas. Si
h(z,y,z) es continua sobre (), entonces

Wolfram CDF Player

=flx,y) 7

dA
Pared

f(zyy)
[[[ nwyzyav= [ [/ Bz, y,2) d2
Q Rzy g(x,y)
f(xvy g :
En particular, Vg = / / / 1-dV = / / / 1d=dA X A A
Riﬂy g(a:,y >

Ejemplo 7.21

Calcular, usando el orden “dx dz dy”, I = / / / 2x cos(y + z)dV con @ el sélido limitado por las superficies
Q

(verfigura) y+z=m, y=+z, t=2=0
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Solucioén: Por el orden de integracién que se pide, debemos proyectar sobre el plano Y Z.
Usaremos las integral /y4 senydy = — (24 —12¢% + y4) cosy + 4y (—6 + y2) siny + K, que se calcula

“por partes”. El s6lido @ estdentre x =0y x = y°.

[[[ 2 ewwearar = [ [ [ [

T pT—y 2
= / / z% cos(y + Z)‘o dz dy
0o Jo

T ey
= / / y* cos(y + z) dzdy
o Jo

= /0 y* sen(y + z)‘g_y dy

2

2z cos(y + 2) d:z;] dz dy

¥
= / —yt sen(y)dy = —48 4+ 1272 — 7t
0
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Ejemplo 7.22

Considere el sdlido ) limitado por z = 0,
y+22=2 =0y y=1—22 tal y como se
muestra en la figura. Usando integral triple, Plantear
la integrales necesarias para calcular el volumen de
Q@ proyectando en cada uno de los planos XY,

YZy XZ

Solucioén:

Proyectando sobre XV La region de integracion R, estd entre lascurvas y =1 — 22 y y =2 — 222 yenesta
region el sélidoestaentre 2 =0y z =1—y/2.

Yz
g =

1 p2—222 1—y/2
Vo = / / / ldz| dydx
0 J1—zx2 0

Proyectando sobre Y 7. La region de integracion es R, = R1 + Ro. Laregion R; estd entre lasrectas z =0 y

z=1—y/2 yelsdlidoestdentre v = /1 —yy z=+/1—1y/2.

La region Ry estd entre las rectas z = 0 y z = 1 — y/2 y en esta region el sélido estd entre = = 0
yr=+/1—y/2.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

7.6 Integral triple. (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 300

V1-y/2 2 rl-y/2 V1-y/2
/ ldx| dzdy + / / / ldx| dzdy
Vi-y 1 Jo 0

1 pl—y/2
o - [,
0o Jo

Proyectando sobre X7. R,, = Ry + Rs. Lacurva C; que divide ambas regiones es la cruva de interseccion
entre y = 2 — 2z y y = 2 — 222, Igualdando obtenemos C : z = 22. La curva Oy se obtiene como la
interseccion de y = 1 — 2% y y = 2 — 22. Entonces Cs : z = (1 + 22)/2.
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Ejemplo 7.23

Calcular /// x cos(y + z) dV con @ el sélido limitadopor y +z =7, y=2, t =2=10
Q

Solucion: Para calcular esta integral triple vamos a necesitar la integral / zcosxdr =cosx + xsenz + K (se

calcula “por partes”.) El s6lido () estd entre las superficies z =0y z =7 — y.

T T T—Yy
///:vcos(y-l—z)dV = // [/ :vcos(y+z)dz]dyd:v
Q 0 Jzx 0
T T 7T2
/ / z sen(y + z)|g Y dydx = / / —x sen(y)dydr = 2—7
0 a2

Ejemplo 7.24

Considere el sélido @ limitado por z = 4 — 22, y + z = 6,
y==z, y=25, 2z=0y x =0, como se muestra en la figura.
Usando integral triple, plantear la integrales necesarias para
calcular el volumen de @) proyectando en cada uno de los planos
XY, YZy XZ
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Proyectando sobre el plano XY. La regién de integracién es R,, = Ri + Ry + R3. La curva C' divide las
regiones Ry y Ry ylarecta z = /3 divide la regién R; y la regi(’)n Rs3. Lacurva C es la proyeccion de la
curva de interseccion entre las superficies z +y =6 y z = 4 — 22, es decir, C': y = 2 + 22. Laregién Ry es-
tientre y = x y y = 2422, laregién Ry estdentre y = 2+22 y y =5 ylaregién R3 estdentre y = x y y = 5.

VQ://dV—i-//dV—i-//dV
Ry Ry R3
V3 242 4—x2

= / / / ldz| dydx
0 43 0
V3 5 6—y
i / / [/ ldz] dy dx
0 2422 LJO
2 (5 4—g?
/ / / 1dz| dydx
V3Jzx 0

_|_

y=2+x?

Proyectando sobre el plano Y Z. La curva C' es la proyeccion de la curva de interseccion entre las superficies
y=1xyz=4—2x2 esdecir, C:2z=4—1>

V4

vo = [T v [ v e [ [ ] e
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Proyectando sobre el plano X 7.

1 VA2 [ 5 4 Iz [ 6z A=E
VQ:// [/ 1dy} dmdz+// [/ 1dy} dx dz y=6-=z

0 JO 43 1 0 a3

68 123
o=3 -5 y=5

X
Y
y==x
—
Ejercicios

@ 7.6.1 Calcular el volumen / / / 1-dV de los sélidos que siguen a continuacion,
Q

Wolfram CDF Player

¥ =-2(z-8)

X xt+y=4

a)

@ 7.6.2 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular el volumen
del sélido Q si este s6lido estd limitado por 22 + y? = 4; 2 +y =2; y = 1;
z=0; y=0yz=0,enelloctante
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y=1-2? 2=2 y=2—-222

@ 7.6.3 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular el volumen
del sélido @ si este sélido estd limitado por las superficies y = 1 — 2?;
y=2—-22% y+22=2; x=0, enelloctante.

@ 7.6.4 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular el volumen
s6lido @ si este s6lido esta limitado por la superficie 42 + 22 = 4 y los planos
20 =2y +2=2; =0y 2=0.

7.7 Cambio de variables en integral triple.
La version del teorema de cambio de variable para integrales triples es la siguiente,

Teorema 7.4 (Cambio de variable).

Sea () una regién acotada en R?® cuya frontera consiste de un niimero finito de superficies suaves. Supongamos que
@ esté contenido en un conjunto abierto U y sea L(u,v,w) = (z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) un cambio
de variable de U en R? invertible en el interior de @) y con derivadas parciales continuas. Sea f una funcién

Jdxr Ox Ox
ou Ov Ow
. dy 0Oy OJy o
continua y acotada sobre L(Q) ysea J(u,v,w)=Det | =2 =2 =2 | no nulo en el interior de @), entonces
ou Ov Ow
9z 0z 0z

du dw

ov
/// f(L(u,v,w))|J (u,v,u)|dudvdw = / flz,y, z)dxdydz
Q L(Q)

Ejemplo 7.25 (Volumen de un Paralelepipedo).

Consideremos un paralelepipedo @ generado por los vectores A = (2,0,0), B = (0,2,2) y C = (0,2,0). Como
se sabe del dlgebra lineal, el volumen de Q es Vi = |Det(A B C)| = 8. Si L : R® — R? es una transformacién
lineal, entonces el paralelepipedo generado por L(A), L(B) y L(C), el cual denotamos con L((Q), tiene volumen
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Vi) = [Det(L)| Vo = [Det(L)]-8.

Verifiquemos en este caso el teorema de cambio de variable aplicando al sélido () de la figura, la transformacion
lineal L(u,v,w) = (u/2, v/2w/2).

1 z+1 1 2 w—+2 2
VL(Q):/O / /0 l-drdyd> =1 'y Vg = /0 /0 ldudvdw = 8

Ahora, como una verificaci6n, calculamos V() aplicando un cambio de variable. Sea x = u/2, y = v/2, z = w/2
sobre (), obtenemos el nuevo sélido L(Q). En este caso,

12 0 0\ ,
J(u,v,w)y=1 0 1/2 0 =3
0 0 1/2

y entonces, por el teorema de cambio de variable,

2
Vi = // {/0 1-]J(u,v,w)\dw} du dv
2 w+2 2 1 1
/O/w [/0 ‘8‘6110] dudv 3 8

7.8 Coordenadas cilindricas.

Las coordenadas cilindricas se usan para describir regiones que son simétricas respecto a alguno de los ejes. La posicién de
un punto P(z,y, z) en el espacio estd determinada por los nimeros r, 6, z donde (r,6) son las coordenadas polares del

punto (x,y).


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

7.8 Coordenadas cilindricas. (hitps://tecdigital tec.ac.cr/revistamatematical). 306

Si integramos proyectando sobre el plano XY, el cambio de

variable es Zh,
x = rcosf
cosf —rsenf 0
y = rsenf, ademds |J(r,0,z)| = (sin@ rcos f O) =
0 0 1
z = z

Como J(r,0,z) = r entonces el cambio de variable es invertible si r # 0. Entonces, si se cumplen las condiciones del

teorema de cambio de variable,

(Coordenadas Cilindricas).

f(rcos@,rsen®)
/// h(x,y,z)de// [/ h(rcos@,rsenb,z)dz| rdrdd
Q Ry g(r cos0,rsen )
Ejemplo 7.26

Verifique que el volumen de un cilindro recto @) de radio
a yaltura h, es V = wa?h.

Solucién: @ es el cilindro x? + 32 = a? limitado por

z =0y z = h. La proyeccién sobre el plano XY es el

circulo 22 4 y? = a?.

27 a h
V=///dV:/ /[/rdz]drd&
Q o Jo LJo
2 a 2 2 2
- / /rhdrd@ :/ Y hdo = Lne
0 0 0 2 2

Ejemplo 7.27
Sea @ el sélido limitado por y = 1, y = 22 + 2?2 y y = 4; como se muestra en la figura. Calcule

///Q ﬁ W
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Solucién: Proyectamos sobre el plano X 7.

Wolfram CDF Player
Elija un
plano de proyeccidn: Regién de integracién
.-”. Orden de integracién
drde [V ]
Proyeccidn z
—D. A 0
2,

Separar Superficies 0
S1 J—m—— 15
S5 _] 1.0 Ro
S3 05} /Ry

) 05 1.0 15 20
Recta guia [ |
(recta entre las superficies)

Usamos coordenadas cilindricas: © = rcosf, z = rsenf y y = y. De esta manera, las curvas 1 = 2> + 22 y
4 = 22 + 22 tienen ecuaciones r = 1 y r = 2, respectivamente. La regién Ry estientre r =0y r =1 yla

regiéon Ry estaentre r =1y r = 2.

1 w/2 1l p4 7 T/2 r2 4 r
—dV = dydrdf + / / / dy dr df.
///chx2+22+1 /0 /0/17“'1‘1 ! 0 1 Jr2T+1 /

1
Para terminar el célculo, observe que (dividiendo) - y que =rl_r4+1-
r+1 r+1

r4+1 r+1


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap7-CSCDFEjemplo527.cdf

7.8 Coordenadas cilindricas. (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematical).

308

Ejemplo 7.28

Considere el sélido @ limitado por el cilindro 22 + y% = 1/4, el
cono 322 = 22 + 9?2, laesfera 22 + y? + 22> = 1 y los planos
z =0y x = y; tal y como se muestra en la figura. Calcular

I:///QZz-dV

“A

22+ yZ —1/4 Wolfram CDF Player

2
*
o2
Y
e
y=x
§
m//*
i/%i___ii_g

Solucién: Proyectamos sobre X Z y usamos coordenadas cilindricas. Calculando la interseccién entre las superficies

podemos establecer que la region de integracion IR, estd entre las curvas 22492 =

3
T 2 +y? = 1 y las rectas

y =y x = 0. Esdecir, laregion de integracién esté entre las curvas = 1/2 y r = \/3/2 con 0 entre w/4 y 7/2.

I = ///sz.dv

/2 pV3/2 1— z2
= / / / 22 dz| rdrdf
. \/m

Wolfram CDF Player
Z A Y

Ejemplo 7.29

Verifique que el volumen una esfera S de radio o tiene volumen V =

4 3
§7T(l 0
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Solucion: Podemos calcular el volumen de un octavo de esfera y multiplicar por 8 (ver figura). La esfera tiene
ecuacién z2 + y? + 22 = a?. Como la proyeccién es un circulo, usamos coordenadas cilindricas: 2 = 7 cos#,
y =rsenf y z = 2. Laesfera estd entre las superficies z =0y z = v/a? — 22 — y2 = Va2 — r2.

T/2 ra Va2—r? T/2 ra
V = 8// dV:8-/ / [/ rdz] drd0:8-/ /r\/az—r2drd9
Q 0 0 0 0 0
w2 —4/ a2_7«23a /2 3 3
:8-/ %dgzg./ a_d9:8i9
0 0

0

Ejemplo 7.30

Considere el s6lido ) limitado por las superficies

22 = 2% + y? (cono), y el plano z = 1.

a.) Calcular /// 2zdV.
Q

b.) Calcular el volumen de Q.

Solucién:
a.) En coordenadas rectangulares tendriamos
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[[[=a =[] [ / d] v
- // /my 2zdzdydz

La regién de integracion se describe facil si usamos coordenadas cilindricas. La proyeccion R so-
bre el plano XY es un circulo de radio 1. En coordenadas polares esta regién se describe como
R:0<0<2m 0<r<1.

Usando el cambio de variable x = r cos 6, y = rsen 6, entonces el s6lido estd entre las superficies z =7 y
z=1.

2r pl1 pl
/// 2zdV = / /[/ 2zdz} rdrdf
Q 0 0 r
27 1 1
= / /z2‘r7"drd9
0 0
21 1
= / / r—r3drdd = =
0 0

b.) Volumen de Q).

2r plr pl
/ / [/ dz} rdrdf
0 0 P
2T 1
= / / z|irdrd9
0 0
21 1
= / / r—r2drdd = =
0 0

///de

Ejemplo 7.31

Elsélido @ de la figura esta limitado por el cilindro 2 4+ 4% = 4 y el plano y + z = 4. Calcular el volumen de Q.
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Soluciéon: Usamos coordenadas cilindricas: = =
rcosf, y = rsenf y z = z. Observemos que () estd
entre las superficies 2 =0y 2 =4 —y =4 — rsen6.
La region de integracion en el plano XY es el circu-
lo 22 +y? =4, esdecirel circulo 7 = 2 con 0 < 6 < 27.

2r 2 4—rsenf
Vo = /// dV=/ / [/ rdz]drd@
Q o Jo LJo

2T p2
= / / r (4 —r senf) drdf
o Jo

27
— / g_ o5l o 16r.
; 3

Ejemplo 7.32

Calcule el volumen del sélido de la figura. Este s6lido @ est4 limitado por la esfera 22 + y? + 22 = 4 y el cilindro
2+ (y—-12=1, z>0.

2+ (y—1)2=1

Solucién: El Sélido @ estd entre las superficies z =0y z = y/4 — 22 — y? La proyecci6n del sélido es el circulo
22 4 (y — 1)? < 1. Este circulo se describe en coordenadas polares como

0<r<2send, —ggeg otambién, 0 <7 <2senf, 0<0<r

m
2

El volumen de () es,
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w/2 r2senf V4—r?
// dv = / / dz| rdrdf
Q —/2J0 0

w/2 2sen 6

_ / a5 dr df
—7/2J0
/2 2sen 6

_ / rv/4— 12 drdf
—7r/2J0
/2 2senf

_ / / 1 (4 r2)3/2 do
—7/2 3 0
1 [m/? 2

- _- (4 — 4sen?6)%/% — 8df
3 —7/2
1 71'/2

= —5/ 800539—8619:—;(4/3_77)‘

—7/2
Aqui se us6 la integral /COS3tdt = ’ ST(t) + Sml(s t)'

Ejemplo 7.33

Calcule el volumen de sélido ), mostrado en la figura, el cual estd limitado por la esfera 22 + y? + 22 = 3% y los
cilindros 2% + 22 = 22, 22 + 22 =12

Wolfram CDF Player
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Solucién: La proyeccion sobre X Z es una region entre un par de segmentos de circulo. Usamos coordenadas
r = rcosf

cilindricas, el cambio de variable seria ¢ =z = rsenf ycomo antes, J(r,0,y) =r.

y =¥y

La proyeccién R, estd entre las circunferencias » =1 y » =2 yel dngulo 0 < 6 < 7/2. El sélido @) estd entre

y=0yy=+32—x2—22=+32_r2

/2 2 Vo—r2
Vo = / / / 1-dy| rdrdf
0 1 0

_ /W/Z/Q (1§ raras
0 1

w/2 2
= / / rv9 —r2drdf, hacemos w =9 —r?, du= —2rdr,
0 1

)2 1 2\3/2
- [T 50—

" — %(16\f—5\/5>.

1
I

Ejemplo 7.34

Calcule, usando coordenadas cilindricas, el volumen del sélido (), limitado por la porcién de paraboloide
2z =4 — x? — y?, laporcién de esfera z? + y? + 22 = 16 y el plano x = y; en el primer octante (figura).

Solucion: La region e integracion, proyectando sobre XY, es R = R; U Rs.
@ R :0<r<2 7n/4<60<7/2,

@ Ry: 2<r<4, n/4<6<7/2
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@ Enlaregién R, el sélido estd entre la porcién de esfera 22 4+ y? + 22 = 16 y la porcién de paraboloide
z2=4—122 -2

@ Enlaregién Ry, el sélido esté entre la porcién de esfera z2 4+ y2 + 22 = 16 y el plano z = 0.

w/2 2 16—r2
o = [[[av - /[/v "
Q w/4 JO 4—r2

w/2 4 pV/16—12
drdf + / / / rdzdrdf
/4 J2 Jo

/2 2 w/2 4

= / V16 —r2 — (4 —r?) drdf + / / rv/ 16 — r2dr df
w/4 JO w/4 J2
w/2 42 w/2 4

- / le—r2p2 g2y T gg 4 / _Lu6—r232| ap
n/4 3 4 o x4 3 9
/2 42 /2 4

= / —1(16—r2)3/2—2r2+r— o + / —1(16—73)3/2 do
m/4 3 4 0 w/4 3 2

w/2 9 /2 1 1
:/ %—8\/§d0+/ 8\/§d0:(§3—2\/§)7r+27r\/§:%.

/4 w/4

Ejemplo 7.35

El sélido @ de la figura es un casquete, de altura h, de una esfera de radio a.

Vamos a usar coordenadas cilindricas. Para calcular su volumen proyectamos sobre el plano XY. La proyeccién
del casquete es un circulo de radio v/2ha — h2. Este radio se obtiene calculando la interseccion de la curva
22+y?=a® ylarecta 2 =a — h.

El sélido @ estd limitado arriba por la superficie z = y/a2 — 22 — y2 = Va2 — 72 y por abajo por la superficie
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z = a — h. Entonces

27 pv/2ha—h2 Vaz—r2
Vo = / / / rdzdrdf
0 0 r(a—h)

1
Como (usando “‘sustitucion”) / rva? —r2dr = == \/ (a2 = r2)? salvo constantes, se sigue que
2m  pv/2ha—h?2
Vo = / / rva?—r2—r(a—h)drdd
o Jo

- /02“ _% V(a2 —72)* — ‘Tz(a; . 0

2m _H2 —
_ / _% (a—1) — (2ha — h*)(a — h) —i—la?’dﬁ
0

v2ha—h?
df

2 3

= gh2(3a —h)

Ejercicios
@ 7.8.1 Verifique, que el volumen del cono de base circular de
2
ma“h

radio a y altura h es Vo = 3

Ayuda: El cono se puede modelar con la ecuacién
a*(z — h)?
B2

h
ra. Elconoestdentre z =0y z=h— —+/22 + 92 pues z < h.
a

z? + 92 = , tal y como se muestra en la figu-

@ 7.8.2 Calcule el volumen del s6lido @ limitado por el cono
22 =224+ 9% ylaesfera 22 + 3> + 22 = 1.

@ 7.8.3 Calcule, usando coordenadas esféricas, el volumen del s6lido () limitado por un casquete de la esfera
22 4+ y? + 22 = 4 yelcilindro 22 4 y? = 1, como se muestra en la figura.
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Z

2 pVAaA—z2 py/16—22—y2
@7.8.4 Sea]z/// \/a:2+y2dV:/ / / Va2 + y? dzdydx
Q o Jo 0

a.) Dibuje el sélido Q. Observe que el sélido estd entre las superficies 22 + 22 +y% = 16, 22 +y?> =4, z € [0,2].

b.) Calcule I usando coordenadas cilindricas.

@ 7.8.5 Calcule el volumen del sélido @) limitado por
S1: x> +22 =4, So: y+ax =2 S3: z =4,
Ss:y=0, Sg: x=0.

7.9 (*) Coordenadas esféricas.

En el caso de coordenadas esféricas, la posicion de un punto P = (x,y, z) en el espacio estd determinada por los nimeros
p, 0,0 donde p es la distancia del punto al origen, € es la medida del angulo de la proyeccién del punto en el plano XY
conel eje X (llamado “longitud”) y ¢ es la medida del 4ngulo entre el vector P y el eje Z (llamado “latitud”). Est dltimo
angulo se mide desde el eje Z. Los dngulos 6 y ¢ se pueden tomar respecto a los otros ejes.
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7.9.1 Describiendo Superficies en Coordenadas Esféricas.

En lo que sigue, ¢ lo tomaremos como aparece en la figura anterior. El cambo de variable de coordenadas rectangulares a
coordenadas esféricas es

r = psenyp cosb
y = psenpsentd con p>0, 0<f<2r, 0<p<m.
z = pcosp

= pseny cosf = rcosb

.. P z
Observe que hay una relacién entre coordenadas polares y esféricas:
= psenpsenf = rsenf

A las coordenadas esféricas a veces se les llama “coordenada polares esféricas”.

Ejemplo 7.36 (Semi-cono 22 = z2 + 32 con z > 0)

2

En la ecuacién del cono 2% = 22 4 y? hacemos la sustituciéon x = psen ¢ cos, y = psenpsenf, z = pcosy

y obtenemos

p?cos? @ = p?sen’ o cos? O + psen? ¢ sen?d = cos?(p) = sen?(p)

"2 ™ 2 . 25
Podemos tomar la solucién ¢ = T Asi, esta rama del cono se describe (en coordenadas esféricas) como

<p=%, 0<6<2m p>0.
. 0.2 . s ™ e
Una parametrizacién de esta superficie es r(p,0) = (p sen - cos 0, psen — sen 0, pcos Z) ,con 0 <0 <

2, p > 0.
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VA

Ejemplo 7.37

Consideremos el sélido limitado por la esfera 22 +y?> + 22 =1y
el plano y = z, en el primer octante.

La esfera de radio 1 se describe en coordenadas esféricas
por p = 1 pues, haciendo la sustitucion x = psen ¢ cos#,
y = psenpsenf, z=pcosyp en x>+ y?+ 22 =1 obtenemos
p=1

Este sélido se puede describir en coordenadas esféricas
con 0<p<1, 7/4<0<7w/2 y 0<p<m/2

—
Ejemplo 7.38 (Superficie de la esfera 22 + 32 + 22 = a2).
Haciendo el cambio de variable y simplificando queda
p = a. Luego, laesfera 22 + y% + 22 = a? se describe (en
coordenadas esféricas) como y
p=a, 0<0<2r, 0<p<m
Una parametrizacion de esta superficie es r(yp,0) = (asengacosf, asengpsenf, cosyp), con

0<O<2m, 0<p<m.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

7.9 () Coordenadas esféricas. (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematical/). 319

Ejemplo 7.39

Para hacer la descripcién de la esfera (z — 1)? + y2 + 22 = 1 en coordenadas esféricas, hacemos el cambio de
variable y, simplificando, queda

p = 2seny cosl

Luego, la esfera se describe (en coordenadas esféricas) como

p=2seny cosb, —%gegg, 0<p<m
Una parametrizacion de esta esfera es
™ T
r(p,p,0) =2senp cosf (senp cosf, senpsend, cosyp) con — 5 <6< > 0<p<m

4

4%

Ejemplo 7.40

Para hacer la descripcién en coordenadas esférica de la superficie
S: (@2 +y?+22)38 =24

hacemos el cambio de variable y simplificando queda

p=cos’yp

Luego, la superficie se describe (en coordenadas esféricas) como

p=cosip, 0<0<2m 0< <.
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7.9.2 Cambio de variable con coordenadas esféricas.

En coordenadas esféricas ponemos u = r, v = 6 y w = (. Como dijimos antes, vamos a tomar el cambio de variable,

x = psenp cost
r: y = psenpsend en este caso |T(p,p,0)| = p*sen .
z = pcosyp

con p>0, 0<60<2m, 0<p <. Elinterior de la regién de integracién requiere p > 0y ¢ # kn, k € Z, para que
el jacobiano no se anule. Si se cumplen las condiciones del teorema de cambio de variable, entonces

(Coordenadas Esféricas).

// flz,y,2)dV = /// f(pcoscos@, pcospsend, psen ) p?|sen | dp db dp
Q’ Q

Ejemplo 7.41

Calcule, usando coordenadas esféricas, la integral
/ / / zdV si Q es el sélido limitado por las superficies
Q

y=2xy 2% +y?+ 2% = 1; en el primer octante.

Solucién: Haciendo el cambio de variable, p =1, 7/4 <0 <7/2 y 0 < ¢ < /2. Luego,
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w/2 prw/2 pl
/// z2dV / / pcos(y) - p?sen(p) dpdy db
Q r/a Jo 0

/2 /2 p4 1
= / — cos(yp) - sen(p)| dedb
r/4 Jo 4 0
w/2 /2 1
= / —cos(¢p) - sen(yp) de do
w/4 JO 4

/2
do

/”/2 1sen?(p)
/4 4 2

0

7r/21
= / Sdo = L,
/4 8 32

Ejemplo 7.42

Calcular, usando coordenadas esféricas, el volumen de la
esfera Q: 22 +92+22=1.

Solucién: Vamos a calcular el volumen de un octa-
vo de esfera. Aplicando el cambio de variable, p = 1,
/4 < 0 < 7w/2 y 0 < ¢ < w/2. Notemos que
|sen | =senp en [0,7/2].
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Vo = 8/// av
Q

w/2 pw/2 pl
= 8-/ / / p?|sen | dp d dyp

0 0 0

/2 /2 3 1
= 8-/ / —senp| dfdy

o Jo 3 0
_ g /”/2/”/2seng0d9d _g.(_Tcose T2\ _ 4r
N 0 0 3 = 6 0 - 3

—

Ejemplo 7.43

Calcular /// 2?2 + y? de dy dz donde Q es la esfera (x—12+9y2+22=1.
Q

Solucién: Como ya vimos, esta esfera se puede describir, en coordenadas esféricas, como

p=2seny cosf, — SHS%,OSQDSW

oS

Notemos ademds que |sen¢| =senp en [0, 7]. Luego

) ) B m /2 r2senp cosf ) ) )
(*+y?)dV = (p” sen” @) p“sen p dp df deo
Q 0 0

/2
T /2 9

= // 3—cos5ﬁsin8g0d9dgp
0 J—m/2 D

/2 32 m 12 2
= / 3cos59d9-/ sin® pdp = 512 35w ST
—xj2 O 0

75 128 15
Aqui usamos las integrales

° /cos5t9d¢9 _ 5 sin(6) n 5 sin(36) n sin(5 )

8 48 80
o /sins pdp = 840 ¢ — 672 sin(2 ) + 168 S;I(l)(;;(p) — 32 sin(6 o) + 3 sin(8 )
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Ejemplo 7.44

Calcular el volumen del sélido @ de ecuacién (22 + y? + 22)% = 24 (ver figura).

Solucién: @ se puede describir, en coordenadas esféricas, como

r=coszg0,0§9<27r,0§cp§7r

Notemos ademds que |sen ¢| = sen¢ en [0, 7]. Luego,

T 27 pcos? @
/// derdydz = / / / r? sen o dr df dy
Q 0 Jo Jo

- /W/chos(‘p)ﬁ—sm(@dedcp + /7r27TCOS(<p)6 sin(ip) de = 2 eoslg)' -7
0 Jo 3 v s ’ ! -
0
—

Ejemplo 7.45 (Intercambio de ejes).

El solido ) estd limitado por las superficies y = z y
22 4+ 32 4+ 22 = 1; en el primer octante.

Vamos a calcular / / / zdV, usando coordenadas esféricas
Q

de tres maneras distintas (variando el orden de integracién
dxdydz).

@ La manera “complicada’. En este caso ¢ varfa entre 0 y el plano y = z. Entonces,

psen@send = pcosp = ¢ = arctan(csc(6)).

0 < ¢ < arctan(csc(f))

Luego, p =7/2 si # =0y 0 < ¢ < arctan(csc(d))

si0<6<m7/2

El cambio de variable seria

T = psenp cosb,
y = psenpsend, |J| = p?sen(p).
z = pcoso.

Como tenemos ¢ = (), integramos en el orden dy df. Debemos calcular (la integral impropia)
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w/2 parctan(csc(d)) p,1
I= / / / pcos(y) - p?sen(p) dpdyp db
o Jo 0

Aunque parece una integral complicada, en realidad no lo es. Solo debemos usar algunas identidades.

@ ¢ = arctan(x)
1 x

tang =z x VZZ +1 @ cos(arctan(z)) = NS @ sen(arctan(z)) = e
¢ = arctan(z) I\ 1 e DR (or

@ cos?(arctan(cscf)) =

1 csc2 0 +1°
ke Z}
Esta tltima identidad se obtiene poniendo z = cscf si cscf > 0 (no debemos usar ¢!). Si
cscf < 0 = —cscf > 0 y la identidad se obtiene usando las identidades arctan(—t) = — arctan(t) (pues

tan(—t) = —tant)y cos(—t) = cos(t).

El célculo de la integral es como sigue,

1
de df

w/2 parctan(csc(d)) r1 /2 ,04
/ / / rcos(p) - p?sen(p)dpdpdf = / — cos(p) - sen(yp)
0 0 0 0 4 0

/2 1
= / —cos(¢p) - sen(p) dy df
o 4
arctan(csc(6))

de df

w/2
= — ———— —14df
8/0 csc? 0+ 1

1
Hacemos el cambio 6 = arctan(t), df = Te dt.
1 1
[ I P
t 1+ ¢2 1+ 2t2
() +1
241
_ arctan(v/2t) Lo = arctan(v/2 tan 6) LC
V2 V2
Luego,
1 tan(v2tan6) \ |
(;T/Z Oarctan(csc(e)) fol TCOS((p) 2 Sen(gp) drdpdd = lim = arc an( an )
0—5~ 8 \/§ 0
lz/2 «

8 V2 162
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@ La manera fdcil: Simplificacion con un El cambio de variable seria
intercambio de ejes.

z = pseny cosb,
z t = psenpsen, |J| = p?sen(p).
LTI 0<0<n/4 x = pcose.

w/4 pm/2 1,_/2‘
/ / [psen(e) cos(6)] ¢ sen(p) dp dip d6
0 0

p 1

w/4 /2
/ = sen?(y) cos(0)| dpdf
o 4 0

/
/,

- /Oﬂ/4/0ﬂ/2i Sen2(§0) cos()dpdf = /ﬂ/4 (g _ 111 sen(29)) Co:&
/

cosé 7 senf|™4

m
4 4 16

o 16v2’

Ejercicios

@ 7.9.1 Sea S laesfera de radio 1 centrada en el origen. Verifique que

/ 3
///e (Fse®) av = %7‘(’(6—1)
S

@ 7.9.2 Calcule, usando coordenadas esféricas, el volumen
del sélido @ limitado por el cono 22 = z? + 42 y la esfera
2y =1

@ 7.9.3 Verifique, usando coordenadas esféricas, que el volumen del cono de base circular de radio a y altura h es
Ve — na’h
c=g

9 9
ZZ(Y,_

h?

Ayuda: El cono se puede modelar con la ecuacién x2 + y? = tal y como se muestra en la figura.
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h
COS p = —=—
Ve
o = arctan(a/h)
a

@ 7.9.4 Use coordenadas esféricas para evaluar la integral

2 /A-y? A2 —y?
/ / v/ a2 +y? + 22 dzdx dy
-2J0 —\/4—z2—y?

@ 7.9.5 (Volumen de un casquete de esfera). El sélido ) estd limitado por la esfera 2% + 32 + 22 = a2 y el plano

z=h con 0 < h < a (el caso h = a corresponde a media esfera). Usando coordenadas esféricas, verifique que el
2

h
volumen de @ es Vg = Tﬂ(?,a —h).

,— h
Ayuda: Esta es una integral sencilla (aunque asusta). Como sen(v¢) = . (ver figura), entonces ¢ =
a

s
2

a—h . L : .
arcsen < ) . La integral simplifica totalmente, pues el recorrido de ¢ seria evaluado con cos¢ y
a

( <a—h>) ( ((L—h)) a—nh
cos | /2 — arcsen = sen | arcsen = .
a a a
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7.10 (*) Singularidades.

El método preferido para analizar el comportamiento de las funciones en sus singularidades es el paso al limite. Si f(z,y)
es continua en una regién R excepto en un punto (a,b) entonces definimos R, = R — B, donde B, es un circulo de

radio € > 0 alrededor de (a,b). Si lim
e—0

/ f(z,y) dx dy existe, entonces
Re

// f(z,y)dxdy = lim f(z,y)dxdy
R e—0 Re

Ejemplo 7.46
1 p1 z

Calcular / / —dydx.
0Jo /1—1y?

Solucién: Tenemos una singularidad en y = 1. Entonces

I =

Ejemplo 7.47

Sea R el rectangulo [0, 1] x [0, 1]. Calcular /

Solucién: Hay un problemaen z = 0,y = 0.

//Wix_ydxdy

dy dx

1 pl—e T
lim / / —dydx
=0 Jo Jo /1 — y2

1
lim [ zarcseny|y © dz

e—0 0

1

lim [ xarcsen(l —€)dx
e—0 0

2 1

x
lim — 1-—
lim = arcsen(1 — €)

0

1
lg% 5 arcsen(l —e€) =

e

1
—— dx dy.
R VTY

1 rl 1
) [ e

lim 4(1 — v/€)? = 4.

e—0
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Integrales impropias y primitivas. El Teorema de Darboux dice que si una funcién P es primitiva de otra funcién,
entonces P debe cumplir el Teorema del Valor Intermedio: La imagen de un intervalo es también un intervalo. En particular,
las funciones que tienen una discontiniudad de salto en un intervalo, no pueden tener primitiva en este intervalo. Por ejemplo,

1 1
1 1
/ —dr = —— —|— K pero / — dx # 0, en realidad / — dx es divergente
1T T

2. Variaciones de este ejemplo son

5 1 1
——d —d
/2 (@—4a2 " /m v

3. En varias variables, si calculamos sin tener en cuenta las singularidades podemos obtener cosas como

/ / v —y 5 drdy = —m mientras que / / 5 dvdy = 7
x2—|—y 332—|—y

Ejercicios

1 8
@ 7.10.1 Verifique que // ———dxdy = - donde R eselrectangulo |0, 1] x [0, 1].
= - 0,1] % [0,1]

@ 7.10.2 Verifique que // Inzdrdy = 2—e donde R={(z,y) € R? : 0<2z<e¥, 0<y <1}

@ 7.10.3 Sea a > 0. Calcular //\/ v’ +y dA si D eseldisco 22 + y? < a.
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8.1

Supefrficies parametrizadas.

Recordemos que un conjunto D C R? es conexo si no puede ser expresado como unién disjunta de dos conjuntos abiertos
no vacios. Intuitivamente, un conjunto conexo es un conjunto de una sola pieza.

[
{

Figura 8.1: Conjunto conexo Figura 8.2: Conjunto no conexo

Superficie parametrizada. Si D C R? es abierto y conexo. Una parametrizacién continua r : D C R2—=R3, inyectiva
sobre D (excepto talvez en la frontera de D) se le llama “parametrizacion de la superfice” S = r(D). Escribimos

A

S: or(u,v) =x(u,v) 1+y(u,v) j+ 2(u,v) k, (u,v) € D.
Curvas en S. Los conjuntos r(ug,v) y r(u,vg) (conugy vp fijos) son curvas de la superficie S.

Vectores tangentes y un vector normal Sea S : r(u,v) = z(u,v) i+ y(u,v) j+ z(u,v) k con (u,v) € D.
r es de clase C' si z(u,v), y(u,v) y 2(u,v) son de clase C! (funciones continuamente diferenciables). Si P =
(uo,vo, 2(ug, vo)) € S, los vectores

(00 oy 02 _ (00 oy 0z
»  \Ou du’ du » \Ov 9v’ Ov
son vectores tangentes a las curvas r(ug,v) y r(u,vo) y decimos que estos vectores son tangentes a S en P. El vector

or or
MGW%)

@
ou

@
P 4 81}

P

esnormala S en P.
P
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Definicion 8.1 (Superficie suave o regular).

Sea D abiertoy sea S una superficie parametrizada por r: D C R? — R3 de clase C'. Decimos que S es
Or Or

una superficie suave o regular en (u,v) si 90 X 3 # 0. Si S se puede partir en un nimero finito de elementos
U v
regulares se dice regular a trozos.

Caso S: z = f(z,y)
Una superficie suave S : z = f(x,y), (z,y) € D se puede parametrizar como

r(z,y) =z i+y §+ fz,y) k, (z,y)€ D

r or
En este caso, Fr (1,0,27) vy v (0,1, z,) son vectores tangentes en cada punto (x,y).
i y

Un vector normal a la superficie S en P es

or Or A
N=—x—=(— —2zy, 1 0.
oz~ Oy ( 2 Yo ) -
or or ) )
Llamamos al vector N = — x — el vector normal estdndar asociado a r.
u )

i i . Multiplicadores de Lagrange
S:r(uw) =x(uv) T+y(u,v) §+z(u,v) k Wolfram CDF Player
4

ar
a = (L 0, ZJ)

or
a—y =(1,0, zy)
Arrastre el punto P

v

15

4

10

0.5

0.0 X
00 05 10 15

Ejemplo 8.1

Considere la superficie S : 22+ y? <1, z = 0. Claramente S es el circulo de radio 1 en el plano XY,
centrado en el origen.
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Para describir a S podemos escribir S : z = 0 en el
dominio D = {2% + y? < 1}. Pero mds conveniente es
parametrizar S como

r(z,y) =2 i+y j+ 0-k (v,9)€ D.

Ejemplo 8.2

Sea S la porcién del paraboloide z = 22 + 2 entre z = 0
y z = 1. Entonces S se puede parametrizar como,

S: r(z,y) =2 HHy j+@*+y?) k, (2,y) € D= {(z,y) : 2>+y*

También, z = 22 + y? se podria ver como circunferencias
de radio +/z, entonces

S: r(6,z) =+zcost i+y/zsint j+z k, 6 [0,27] y ze [0,1].

—
Ejemplo 8.3
Sea Sy :22+ 9> =a% 0<z<h. S eselcilindro de la figura.
Esta superficie se puede parametrizar como
r(f,z) = acos® i+asend j+z k, con (0,z) € D =[0,2x[x[0,A].
—

8.2 Area de una supefficie.

La idea de la definicién de drea de una superficie paramétrica consiste en aproximar el drea de S, denotada Ag,
sumando las dreas de una familia de trozos de planos tangentes, en una malla de puntos, es decir el drea de los pa-
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ralelogramos generados por los vectores escalados Au;r, y Avjr,. Luego tomados el limite cuando Av;—0 y Au;—0.

AV

-Dij A'Uj

Aui

7 b)U

Figura 8.3: Aproximacién del drea de una Superficie.

Consideremos el caso particular de una region rectangular. Sea D = [a, b] X [¢,d] y sea S una superficie parametrizada
por r(xz,y) en D, con r una funcién definida y acotada sobre D. Supongamos que Mp es una particion de
D con n? rectdngulos D;;. Si a = 290 < 71 < ... < xp =byc =1y <y1 < .. <y, = d (igualmente
espaciados, es decir, si n—oo0 entonces Axz;, Ay;, —0), cada rectingulo D;; tiene un vértice en (x;,y;). Sea AA;;
el drea de la imagen r(D;;). Cada imagen r(D;;) es aproximadamente un paralelogramo si Axz; y Ay; son pe-
quenios (Figura 8.3), es decir, cada imagen r(D;;) se puede aproximar muy bien con un trozo de plano tangente en ese punto.

En el punto r(z;,y;) de la superficie S, el plano tangente T; tiene ecuacién vectorial
Ti(s,t) : v(xi,yj) +tre(zi,y;) + sry(xi,y;), con t,s€ R.

La porcion de superficie de S que es imagen de a Dij se puede aproximar con un paralelogramo: una porcion de el plano
tangente,cuyos lados son Ax; ry(x;,y;), Ay;ry(zs,y;). Como es sabido, este paralelogramo tiene drea

[|Az;ry (25, y5) x Ay;ry(xi, y;)l|

n
Sacando los escalares y sumando, tenemos, Ag ~ Z [|ro(xs,y;) x ry(zi,y;)||Az; Ay; y entonces, dado que si
i,j=0
n—oo entonces Ax;, Ay;—0, tenemos
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n
As = lim Y ||ra(piy) x ry(pig)l|Azi Ay; con pij = (23, 1)
i,j=0

Definicidn 8.2 (Area de una supefficie).
Sea S una superficie regular definida sobre un conjunto abierto medible D. Digamos que

A

S r(u,v) =z(u,v) 1+y(u,v) j+ 2(u,v) k con (u,v)€ D.

Entonces, si llamamos dS = ‘ gz X gz dA, el area Ag de la superficie S es
or Or
Ag = 1-dS = — x —|| dA
§ //S //D du " v

Si §=57U...US,, eslaunién finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas que
forman parte de sus fronteras entonces,

Ag = A51 + A,S'l + A52 + ...+ Agk

Caso S: z = f(x,y),

~ 0 0
Si S: z= f(x,y), una parametrizacién es r(z,y) =z i+ yj+ f(z,y)k y ‘ X

oz "y
AS://Sl-dS://DmdA

= T+ 2+

Entonces,

Caso S: F(z,y,2) =0

Si S: F(z,y,z) =0 donde S se puede proyectar uno a uno sobre una regién D del plano XY ysi F define a
z como funciénde z e y ysi F, # 0 entonces z, = —F,/F, y z, = —F,/F, y laformula anterior quedarfa

F2 + F2+ F2
As=[[1.as = [[ aA
S D |Fz|

Area de una superficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F' es continuamente diferenciable e inyectiva sobre D.

a) Proyectando sobre XY:Si S : 2= z(z,y) 0 S : F(z,y,2) =0, con (2,y) € Dyy
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F2+F2+F2
AS—// 1+ 22+ 22dA o también AS—// dA con F,#0 en
Day Day

b) Proyectando sobre XZ:Si S : y=y(x,z) 0 S : F(z,y,2z) =0, con (z,2) € D,,
F2 +F2—|—F2
AS—// V1+y2+y2dA o también AS_// dA con Fy#0 en

¢) ProyectandosobreYZ:Si S : x =ux(y,2) 0 S : F(x,y,2) =0, con (y,z) € Dy,

As=// 1+ 22 4+ 22dA
Dy:

o también

//
D

Ejemplo 8.4

La superficie S : x2 4+ 22 = 4 estd e el primer octante estd limitada por el plano = + 3 = 5, tal y como se muestra
en la figura de la derecha. Plantee las integrales necesarias para calcular el drea de la superficie S.

Wolfram CDF Player

A+yr=4

x+y=>5 5 e

Solucién: Podemos proyectar sobre el plano XY. Como S : z? + 22 = 4, podemos usar la férmula para el drea
con F(z,y,z) = x?+ 22 — 4.
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As = //ws
S
F2 + F?+ F?
= // %dA
Dyy Fz
A2 2 2
_ // /:c+02+4z JA
Day 4z
_ /2/5—:5 16 " (I )
= s ”16—4332 ydr (Impropia

= —4— lim 10arcsen (%) =—4—571

a—2~

Plano de proyeccién:  \Weolfram CDF Player 2 -
S1:x2+z%2=4 Proyeccién
51| Xy Xz Yzl ok
P z

Proyeccién

4

Y Y
05 10 15
—
Ejemplo 8.5 (Usando coordenadas rectangulares).
Calcular las integrales que dan el drea de la superficie 7 Wolfram COF Player
S=51+5
tal y como se muestra en la figura de la derecha. z/—l/—y =2
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Solucién: Podemos proyectar sobre el plano Y Z. Tenemos 7 Wolfram COF Player

| S,

As = Ag, + Ag,
ySi: Flz,y,2) =22 +y2>—4=0.

La superficie Sy tiene ecuacion = = 2\/3 — \/§y
Entonces,

Y
F2+F2+F2
Ag = // A+// \/ 72+ 22 +1dA
D1 D2
2=y [y 4q/2 2 2 2y
_ / / \/’3 0 ey +/ V3 10+ Ldzdy
1/2 1 Jo
2y 4(4 — 2 22—y
_ / / \/ y +4§’ +0 dzdy—i—// 2 by
1/2 ) 1 Jo
1 4_2y 2
= —dy + / 4 —2y)dy ~ 1.674
/1/2\/4—;4/2 1( )
—

Ejemplo 8.6 (Usando coordenadas rectangulares).

Calcular el drea de la superficie S : y + 22+ 22 =4 enel
primer octante.

Solucién: La proyeccion sobre X Z esta limitada por el
circulo 22 4 2% = 4 y la ecuacién de la superficie es

S:y=4—2z%-22

4

Figura 8.4: Superficie S

Primera manera: Proyectando sobre X Z (un cuarto de circulo) y usando coordenadas cilindricas.
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As = // V1+y2+y2dA

r = rcosf
= / / V1+422+422dA, cambio de variable: y = vy
xz Z = rsen 0,

/2 2
= / / V14 472 cos? 0 + 4r2 sen2 0 r drdf
0 0

T/2 2
= / / rv 1+ 4r2 drdf
0 0

3 2
2

/2 14 472
_ / (A +4r?)? d9 = = (17V17 — 1) ~ 9.04423.
) 12 24

Segunda manera: Podemos usar la parametrizacion r(y,0) = /4 —y cosf 1+ yj+ /4 —y send k con
ye 0,4 y 6 e [0,7/2].

D

Calcular el drea de la superficie S : y + z = 6 tal y como se ve en la figura (a).

w/2 r4
dydf = / / V1T —ydydf = 214(17\/ﬁ—1).
0 0

o or
oy 00

Z A

Solucién: Como S : y(z,z) = 6 — 2, usamos la parametrizacién r(z, z) = = 1+ (6 — 2)j + zk sobre la regién
D definidapor = € [0,/2] y 2 <z <4 — 2> Entonces y, = 0y y. = —1. La proyeccién sobre D, se ve


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

8.2 Area de una superficie. (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematicay). 340

en la figura (b).

As = // V1t+y:+yzdA

\/5 4—g2
= / V2 dzdx
0 2

v2 8
= / V22 —2?)dx = =
0 3

—
Ejemplo 8.8 (Parametrizando con coordenadas esféricas y con coordenadas rectangulares).
Calcular el drea de la superficie de la esfera S : x? + y? + 22 = a?. Z?
Solucion: Vamos a calcular de dos maneras, parametrizando con
coordenadas esféricas y parametrizando con coordenadas rectangulares
Y

(méas complicado). e
x¥

Primera manera: Coordenadas esféricas. La esfera la podemos parametrizar con coordenadas esféricas,

S: r(f,p) =asenpcosf i + asenpsenf j + acosp k, con (0,9) € D= [0,2x[x[0,7]

0
0l - (—asen@ senp, acosf senp, 0)

a0 B

‘ ‘ — = a’sen g

or

° o = (acosf cosp, acosy senf, —asen )
14
21
Ag = dpdf = / / a’senpdpdd = 4a’n.
Segunda manera: Coordenadas rectangulares. Usamos la parametrizacién r(z,y) = z1 + yj +

Va2 — 2 — y2k. Solo vamos a calcular el drea de la parte superior de la esfera. El 4rea total la obtenemos
multiplicando por dos.

x
02 = ~F———
a2 —z2 —y
1/1+z2 z2dA z* —;y 2dA
a—x —y
Yy
0z, =

a2—x2—y2
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Conviene hacer cambio de variable y usar coordenadas polares. Observe que las derivadas se indefinen en la frontera
del circulo (si r = a). La integral se calcula desde 0 hasta » = € con 0 < € < a. Al final hacemos ¢ — a.

x2 +y
Ag = dA
o //\/ a—xz—y2

27 €
a
= % ————rdrdf si ;e — a (integral impropia!
/O /0 = (integ propia!)

27
= 2/ a’dd = 4a’n
0

@ Para calcular rdr hacemos u = a® — 2, du = —2r dr. Queda

€ a
/O VaZ —r2

=a’—ava®—e — a® si e —a.

1 /7 a
_Z — dy = — =N~
2/a2 Vit T 212,
102 AR 2 A

||
22 + y? + 22 — a® = 0. Puesto que esta férmula solo se puede usar si la proyeccién es uno a uno con la superficie,
solo podemos considerar la parte superior de la esfera. Pasando a cilindricas, la integral queda igual al cdlculo

Nota: Observe que Ag también se pudo calcular con Ag = / / dA. En este caso F(z,y,z) =
D

anterior.
I

Ejemplo 8.9 (Usando una parametrizacion de S).

Calcular el 4rea del cilindro 22 + 42 = a? de altura h, es decir
0<z<h.

Solucién: Como ya vimos, la parametrizacién de esta superficie
es

r(f,z) = acos® it+asend j+z k, (6,z) € D =[0,2x[x][0,h].

Luego,

® ryp=(—asenf, acosb, 0)
@ r,=(0,0,1)

or
00

= ||(acosf,asend,0)|| = a.
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21 h
A,g:// dzdf = / / adzdf = 2hma.
D o Jo

8.3 Flujo través de una supefficie S

Entonces,
or Or

90 92

Campos escalares y campos vectoriales.

Definicion 8.3
Sea U C R" un conjunto abierto. Una aplicaciéon f: U — R se denomina campo escalar o funcién escalar.
Una funcién f: U — R"™ se denomina campo vectorial.

Ejemplo 8.10 (Representacion grdfica).

Una manera de visualizar el campo graficamente es anclar en cada punto (x,y) el respectivo vector F(z,y) (se
traslada desde el origen). Pero también se puede anclar el vector de tal manera que el punto quede en el medio del
vector (como si el vector fuera parte de una recta tangente). En general, la representacion grafica se hace anclando el
vector de esta segunda manera y escalando el tamafio de los vectores de tal manera que unos no se sobrepongan
sobre los otros, para tener una mejor vizualizacién de la direccién de “flujo” del campo vectorial. Asi lo hace el
software (como Wolfram Mathematica).

Por ejemplo, Consideremos el campo F(z,y) = (—y,x). En la figura a.) se dibujan dos vectores anclados en
el punto, en la figura b.) se dibujan dos vectores anclados con el punto en el medio y en la figura c.) se hace la
representacion grafica del campo escalando los vectores, tal y como se acostumbra.

vz(2,1) = (~1,2)

D e S S A
2-] 2. D e e N

Enmhae S SRR \
....\\\\\\\\\

S Eakabeheh O O NN

1 l - == NN\N
- - ~~~N\ N\
Vz(1,1) = (-1,1) NN

=~ S NN

ISR NN

Y

N T T}

1 1
T X T
a.) b.) c.) Escalamiento

Figura 8.5: Campo F(z,y) = (—y, )

e = A S S ///5//(

tt

i1

Iy,
//
77/
/7
vy
/7

L e

et OOV
e OO S

L el OOV
Ll
S A A
b T AN,

Ejemplo 8.11

Representacion grafica del campo vectorial Fy(z,y) = (2z, 2y) y del campo vectorial Fy(z,y) = (—y, ) sobre
la circunferencia 2 + y? = 1. Observe que si z = 22 + 32 entonces F1(z,y) = Vz, por eso los vectores son
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perpendiculares a esta circunferencia (la curva de nivel z = 1).

‘ /

) ) / |

PN oA

Figura 8.6: F, sobre 2% + ¢y = 1. Figura 8.7: F, sobre 22 + y? = 1.

Ejemplo 8.12

En la figura 8.8a.) se presenta la representacion grafica del campo vectorial F(z,y) = (seny, senx) y su paso sobre
lacurva C de ecuacién (z —h)?+ (y — k)? = 1. En al figura 8.8b.) se presenta la representacién grafica del campo
vectorial F(z,y,y) = (—y,z,xy) y su paso sobre la superficie S de ecuacién z =2 — (z — 1)? — (y — 1),

F(z,y) = (= (seny, senz)) sobre C: (z —h)*+ (y—k)*=1 B=as
Wolfram CDF Player = Wolfram CDf Player

a.) b.)

Figura 8.8: Campos vectoriales y su paso por una curva y una superficie

Flujo a través de una supefrficie

Supongamos que tenemos una region plana S y queremos determinar la cantidad de “fluido” a través de S (se supone
que el fluido puede atravesar la superficie sin ninguna resistencia). La cantidad de fluido es “densidad por el ‘volumen’
que ocupa”. Si el flujo se mueve con velocidad constante V, entonces durante un intervalo de tiempo At llenard un
paralelepipedo de base S y “extensién” (arista) At V. El volumen de este paralelepipedo es “drea de la base” AS por
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“altura”, la altura h se calcula con la norma de la proyeccion de V' sobre el vector normal unitario a S, denotado IN.
Como se sabe, h = |[(AtV - N) NJ|| = AtV - N, entonces

Volumen del paralelepipedo sobre S es V- -NASAt

Figura 8.9: El fluido sobre .S llena un paralelepipedo

Si el fluido tiene densidad p, la masa del fluido es AM = pV - N ASAt. La densidad del fluido es F = p'V y el flujo
total es la masa de fluido que pasa a través de S en una unidad de tiempo: F - N ASS kilogramos por segundo.

Ahora digamos que tenemos una corriente de fluido en el espacio con velocidad V(z,y, z) y densidad (masa por unidad
de volumen) p(zx,y, z) en cada punto (z,vy, z). El vector densidad de flujo

F(x,y,2) = V(x,y,2)p(x,y, 2)

tiene la misma direccion que la velocidad y nos dice cudnta masa de fluido circula por el punto (z,y, z) en la direccién de
V(z,y, z), por unidad de drea y de tiempo.

Para sugerir una definicion razonable de cémo medir la masa total de fluido que atraviesa una determinada superficie S
en la unidad de tiempo, se considera la superficie S parametrizada por r(u,v) en una region rectangular D. Sea N el
vector unitario normal que tiene la misma direccién que el producto vectorial fundamental,

o or
_ _Ou_ 0Ov

N—igxg (8.1)
ou Ov

Para medir la cantidad de fluido que pasa a través de .S’ en la unidad de tiempo y en “la direccién” de N, se descompone el
rectangulo D en m subrectdngulos Dy, Ds, ..., Dy,. Sean Si, So, ..., Sy, las correspondientes porciones de superficie
en S. Llamamos ASj ala k—ésima porcién Sj. Sila densidad p y la velocidad V son constantes en S y Sk es
suficientemente plana, el fluido que atraviesa Sj en la unidad de tiempo ocupa un paralelepipedo con base S y eje
determinado por el vector velocidad V.
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& A’Uk
v
Avkel Dk
Aukel Auk %
U
U
Figura 8.10: El fluido sobre .S, ocupa un paralelepipedo
i or Or _ .
Como el dreade S es ASy, = 9u X N Auy, Avyg, el fluido sobre S, ocupa un paralelepipedo de volumen (base por
U v
altura),
Jor Or
ASkaN:FNASk%FNH X — AukAvk
ou  Ov
N Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player
4 N
A -
\ AN
\ / N
= — W
\ X
i —
Figura 8.11: El fluido sobre Sj, en “direccion” de IN Figura 8.12: El fluido sobre S}, en contra la “direccién” de N

8.4 Integral de flujo.

m
La discusién anterior sugiere que la suma ZF - N AS} puede ser una aproximacion aceptable de la masa total de fluido

k=1
que atraviesa S en la unidad de tiempo.
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Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player

Figura 8.13: El flujo neto, por unidad de tiempo, es la suma de los flujos (volimenes de los paralelepipedos)

Si F es la densidad de flujo de una corriente de fluido y IN es el vector unitario normal a S definido por

or

or

* v

N = ou

or

or Or
ou Ov

’ I

entonces la masa total de fluido (fluido neto) que pasa por .S por unidad de tiempo “en la direcciéon” de N es

8r or
] _ 8u v _ @ @
//SF NdS = //DF(I‘(u,v)) 81’ or H A = //DF(I'(u,v)) 90 < 90 dA
ou " v

Orientacién. Nuestra expresion para el flujo total lleva implicita la escongencia de uno de los dos vectores normales

unitarios. Escoger un vector unitario para la regién S es equivalente a “orientar” la regién (como veremos ma adelante).
Oor Or
—_ X _

Esta escogencia de N decide el signo de F - N. En lo que sigue, siempre vamos a escoger N =

F-N<O0
Figura 8.14: S se orienta con N. / / F - N dS calcula el flujo neto en “la direccion” del N escogido
s
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En las aplicaciones es frecuente convenir en cudl N se escoge, para poder interpretar el resultado de / / F-NdS como
S

“flujo neto” en la direccién escogida. La integral / / F - N dS calcula el flujo neto: El flujo que pasa en la “direccién”

g
de el vector N escogido, “suma” y el flujo que pasa en la “direccién contraria”, “resta®. La suma de todo esto es el flujo neto.

Caso z = f(z,vy)

Como consecuencia tenemos que si S : z = f(z,y) con f declase C' sobre D, se puede parametrizar S con
r(z,y) =z i+y j+ f(x,y)k y entonces

//SF.NdS = //DmyF(x,%Z).(fx? o 1)dA

Integral de Flujo—Proyectando sobre varios varios planos.

a) Proyectando sobre XY:Si S : z=z(z,y) 0o § : G(z,y,2) =0, con (z,y) € Dyy

//g F-Nd5= //Dy F(z,y,2(z,y)) - (—22, =2y, 1) dA,

0, en “version implicita”,

// F-NdS = // F(x,y,z(:z;./y)) (Ga, Gya Gz) idA
S Dy G

b) Proyectando sobre XZ:Si S : y=y(z,z) 0o S : G(z,y,z) =0, con (x,2) € Dy,

//SF-NdS://ZZF(:E,y(x,z)’Z).(_yx’l’_yz)dA

0, en “version implicita”,

1
// F-NdS = // F(z,y(z,2),2) - (Gz, Gy, G») 5 dA
S zz Gy

¢) ProyectandosobreYZ:Si S : = =x(y,2) 0 S : G(x,y,2) =0, con (y,z) € Dy,

//SF.NdS://DyZ F(z(y, 2),y, 2) - (1, 2y, —;) dA

0, en “versioén implicita”,

1
S Dyz G:I:
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Ejemplo 8.13

Calcular //F-NdS si F(z,y,2)=(z4+1) ky S es
5

la superficie z =2 +y con 22 + 5% = 1.

Solucién: La superficie S tiene ecuacién z = 2 + y.
D, es el circulo de radio 1. Entonces,

//F-NdS _ // (0,0, 4+ 1) - (—20) —2,,1) dA
S Dyy

_ // (0,0,2+y+1) - (0,~1,1)dA
Dyy

2,1 2
= // y+3dA =/ /(3+rsen9)rdrd0 =/ 6—|—s—en(®d0:3w
Day o Jo 0 4

2

Ejemplo 8.14
X

Sea F(z,y,z) = (0,y,0) y S elcilindro z = 2 — =
desde y = 0 hasta y = 2, como se ve en la figura.

Calcular / / F-NdS
S

Solucion: Intuitivamente, el flujo no pasa a través de la
superficie S, asi que la integral de flujo deberia ser 0.

En este caso solo se puede proyectar sobre YZ o XY. La proyecciéon sobre Y Z es un rectingulo. Sea
2

S: G(x,y,z) =0 con G(z,y,2) =2—2+ % Entonces,
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//F-NdS = // F-azulfVGdA
S Dy Gy

2 3/2 1
= / / (07y70) ' (17071>_d2dy
o Jo £

2 £3/2
= / / Odzdy = 0
0o Jo

Ejemplo 8.15

Calcular //F-NdS si F(x,y,2) = 4xz1 +y225+
s

2k y S eslasuperficie 22 +y? +2>=4entre z =1y
3=

Solucion: La superficie S tiene ecuacion G(z,y,z) =0
con G(z,y,2) = 2 + y*> + 22 — 4. La proyeccién Dy,
es el circulo z2 + y2 = 3. Entonces,

//F-NdS = // (4xz,yz3,22)-VGdA
S Dyy G
— 3.2y, (2 Y
= //Dmy(élxz,yz,z) (Z,Z,1> dA

= // 4% + 9222 + 22 dA
Doy

= // 472 + P4 — 22 —y?) +4 - 22 — 42 dA
Dy

1 /2 V3
= / / (8 + 612 — 1t + 1 cos 20)r drdf
o Jo

217
1
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Ejemplo 8.16
Calcular / / F-NdS si
S

F(zr,y,2) = (z,yz,zy)

y S el cilindro de ecuacién y = 4 — 22 limitado por el plano
Z + z = 2, tal y como se muestra en la figura de la derecha.

Solucion: La superficie S tiene ecuaciéon G(z,y,z) = 0
con G(x,y,2) =y + 22+ 4. La proyeccién de S sobre el plano
X Z es un tridngulo.

//F‘NdS = // (x,yz,xy)-%dfl donde S: G(z,y,2)=y+ 2> +4=0.
S Tz y

_ // (@) (201,004

2 r2—x
= / / 222 + yz dzdx
0 Jo

2 pr2—z
112
= // 222 4+ (4 — 2z dede = ==
0 Jo 15

Ejercicios

@ 8.4.1 Calcule I = // F - NdS donde F es el campo
S

vectorial dado por F(z,y,2) = y i —2j + 8zky S
la parte de la esfera de ecuacién z2 + 32 + 22 = 9 que
se encuentra dentro del cilindro z2 + 2 = 4, como se
observa en la figura.
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@ 8.4.2 Sea F(z,y,2) = x> i+ 2%y j+yk. Sea S
es la frontera del sélido () limitado por

Si:a?+y?=1,8:2=1y S3: z=-1

-

como se ve en la figura. Calcule / / F-NdS donde N
s

es el vector normal unitario exterior a ().

@84.3 SeaF(x,y,z) =z i+yj+ 2 ky Ees la super-
ficie de ecuacién z =1+ 22 + y2, con 1<z<3 taly

como se muestra en la figura. Calcular / / F-NdS.
E

@8.4.4 SeaF(x,y,z) = (0, x+y, z).Calculelaintegral

de superficie / / F-INdS, donde S es el trozo de cilindro
S
de ecuacién z = 1 — (z — 2)? que estd limitado por los

planosy =0,y =3, 2 = 1y z = 2 tal y como se muestra
en la figura. X

@ 8.4.5 Sea S la superficie de ecuacién z = 2 + 32
que se encuentra limitada por los planos z = 1, z = 3,
y = x yelplano x = 0, tal y como se muestra en la figura.

Calcule // F-NdS siF(z,y,2) = (z, y, 2%)
S
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@ 8.4.6 Sea F(z,y,z) = (zy, =, z+ 1) ysea S la
porcién de superficie de ecuacién z = 4 — y? limitada por
las superficies z =3, x =4, z =0y x = y, tal ycomo se

muestra en la figura de la derecha. Calcular F-N dS.
S

Supefrficies orientables.

Sea S una superficie y r(u,v) una parametrizacién de S'. Los vectores normales a S, en (u,v), puede escogerse entre

los dos vectores unitarios opuestos

N(u,v) = £+

Caso S: z= f(x,y)

H@r or

o or
Oou  Ov

Xi

ou v

Enelcasode que S: z= f(x,y), si r(z,y) =z i+y j+ f(x,y) k y entonces

(_fl‘v _fy’ 1)

NIER !

N+($7y) =

N—(xvy) = =

(_fwv _fy’ 1)

NI ER

Si la superficie tiene dos “caras”, el signo hace que cada vector normal esté en un lado u otro de la superficie. Este hecho se usa
para “orientar” una superficie. Orientar una superficie significa escoger un signo para IN, una cara de la superficie es caracteri-
zado N ylaotracarapor —IN. Como N depende de la parametrizacion r, esestd laque al finy al cabo orienta la superficie.

En el caso de una esfera, cada vector N (x, y) (con signo positivo) apunta al exterior y el cada vector N_(z,y) apunta

al interior
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T2,Y2)

Definicion 8.4
Si en cada punto (z,y, z) de la superficie regular S es posible asociar un vector unitario IN(z,y, z) de tal manera
que como funcién, N sea continua sobre toda la superficie S, entonces se dice que S es orientable.

Como deciamos, la definicion supone que la superficie tiene dos lados. Uno de los lados queda determinado por la funcién
continua N(z,y, z) sobre S y el otro lado por la normal de signo contrario.

Hay superficies de una sola cara, como la banda de Mobius,
que no son orientables. En la figura que sigue tenemos una
banda de Mobius. Note que la escogenciade IN no orienta la
banda, es decir, si escogemos uno de los N, la presencia de
estos vectores IN “arriba” y “abajo” de la banda, muestran
que hay una sola cara.

En las integrales de flujo que hemos calculado, hemos usado el vector normal unitario fundamental N . No siempre
este es el vector que se elige para los cdlculos. Algunos teoremas requieren superficies orientadas con vectores normales
unitarios hacia el exterior.

Convenio para superficies cerradas. En el caso de superficies cerradas, se conviene en que si IN apunta hacia afuera,
estaes “la orientacion positiva” y si N apunta hacia adentro, esta es “la orientacion negativa”.

Teorema de la Divergencia.

Ahora nos interesa analizar el flujo de un campo vectorial F(z,y,2) = (P,Q, R) continuamente diferenciable, a
través de la frontera S = 9@ de un sélido simple ), en la direccién del vector normal unitario exterior a 0Q. El
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flujo total se puede separar entre el flujo que entra al s6lido y el flujo que sale, en cada cara del s6lido el flujo podria ser distinto.

Divergencia significa “alejarse de”. Intuitivamente, la “divergencia” es la densidad de flujo o flujo neto por unidad de
volumen; es la cantidad de flujo que entra o sale en un punto y se calcula como el “cambio de flujo total”, es decir, la
suma de el cambio de F' enladireccionde X, el cambiode F' enladireccionde Y yelcambiode F' enladirecciénde Z.

En un caso sencillo, se toma un cubo ) centrado en (a, b, c) con aristas paralelas a los ejes. Calcular el flujo sobre
S = 9(Q) requiere calcular el flujo sobre cada una de las caras.
S=0Q N = (0,0,1)

Q ‘F(a,-x—Ax/Za,b,C)

En la cara que contiene al punto (a + Az/2,b,¢) (punto rojo en la figura anterior) la estimacién del flujo total Ft, seria

Ftyr =~ F(a+ Ax/2,b,¢)-(1,0,0)AyAz = P(a+ Az /2,b,c) AyAz

En la cara (opuesta) que contiene al punto (a — Az /2,b,¢) la estimacién del flujo total Ft,_ seria

Ft,_ =~ F(a+ Azx/2,b,¢) - (—1,0,0)AyAz = —P(a — Az /2,b,c) AyAz

Luego el flujo total estimado en ambas caras serfa,

Ftyy + Fty— =~ [Pla+ Ax/2,b,c) — P(a— Azx/2,b,c)|AyAz = gp(ajb,c)AxAyAz si Az~ 0
x

De manera similar, si AV es el volumen de la caja, el flujo total en las caras paralelas a los planos y = 0 y z = 0 seria

aproximadamente 8—Q(a, b,c)AV y gR(a, b, c) AV, respectivamente.
z

Oy

Asi, el flujo total a través de S = 9@ con vector normal exterior, serfa aproximadamente

— A
8x+8y+6z v

(a,b,c)

(ap aQ aR>
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Asi, el flujo total que pasa a través de la frontera de una pequeiia caja de centro (a, b, ¢) es un escalamiento del volumen, el

oP 0 OR
factor de escalamiento — + —Q + ——, evaluado en el centro, se llama divergencia.
dr 0Ody 0z

Definicion 8.5
La divergencia del campo vectorial F = (P, Q, R) es el campo escalar

oP 0Q OR
DivF=—+ — + —
v or Oy + 0z

Si F es continuamente diferenciable, DivF es continuo y si (); es una caja de didmetro pequefio, entonces

DivF AV ~ /// DivF dV

Pero como DivF AV es aproximadamente el flujo total a través de la frontera de ();, en la direccion del vector normal

/// DiVFdV%// F-NdA
Qi 0Q;

La generalizacion es llamada el Teorema de la divergencia o Teorema de Gauss.

exterior, entonces

Teorema 8.1 (Teorema de la Divergencia).
Sea () un sélido limitado por una superficie orientable S y sea IN el vector normal unitario siempre exterior a ().
Si F es un campo vectorial de clase C! sobre () entonces

///QDideV: //SF-NdS

donde DivF = P, + Q, + R, si F = (P,Q, R).
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Ejemplo 8.17

Calcular // F-NdS si F(z,y,z) = (z+1) k, Sesla
s

frontera del sélido @ limitado por el cilindro z2 +y% = 1,
elplano z =2+ y y 2 =0, como se ve en la figura,y N
es el vector unitario siempre exterior a ().

Solucién: En vez de calcular la integral sobre cada una de
las tres superficies que conforman la frontera de @ (ver
los ejemplos ??, 8.4 y 8.14), usamos el teorema de la
divergencia.

@ F(z,y,2) =(0,0,z+1) y DivF=0+0+1=1.

Proyectando sobre el plano XY y usando coordenadas cilindricas, tenemos

//SF-NdS = ///QDiVFdV

2+y
= / / / 1dzdA (la cantidad de flujo coincide con el volumen de  Q!)
D Jo

27 1 2+7rsen 6
= / / / lrdzdrdf = 27
0 0 0

La importancia de que N se exterior a . Se pide N se exterior a () por convenio, para medir el flujo en esa
direccién. Si N no es siempre exterior a (), el flujo neto, por supuesto, cambia.

Consideremos los ejemplos ??, 8.4 y 8.14. El cdlculo de la integral de flujo se hizo siempre con

Nl = (_fZa _fya 1)

pero este vector no siempre es exterior a (). En el caso de la superficie S, (figura siguiente), este vector no es exterior'y

// F-NdS =mr.
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*X

El resultado es

//SF.NdS:// F.(N)dSJr//SF-NdSJr//F.ngz_7H_37r+0:///Q])ideV:27r

Ejemplo 8.18

Calcular / / F-NdS si
S

1
F(z,y,2) =ycosz T+ §yQSenx J+zKk

y S es la frontera del sélido ) comprendido entre las superficies
z=1+y, 224+y> =1y 2=0, y N es el vector normal
unitario siempre exterior a ().

Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia. La
proyeccién del sélido sobre el plano XY es un circulo
22 +y2 =1

@ DivF = —ysenx +ysenx + 1 = 1.

[[r-Nas = [[[ pivEav
S Q
Lty
= /// lrdzdA
D Jo
2 pl pl4rsend 2 pl
= / // rdzdrdf =/ /(1+rsen0)rdrd9 =
o Jo Jo o Jo
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Ejemplo 8.19

Sea @ el so6lido limitado por las superficies

Se @ z=sen(zy), Sp : x:gySC S ) = 5.

Sea S la frontera del s6lido @@ y N es el vector normal
unitario y exterior a Q.

3
Calcule /// F-NdSsi F= (x—, z, yx)
S 3

Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia. La
proyeccién del sélido sobre el plano XY es el tridngulo
0<z<n/2y0<y<uz.

@ DivF = 22

//F-NdS = ///DiVFdV
g Q
5 [z rsen(zy)
= / // 22 dzdydx
o Jo Jo
3 (" 2 7 2 L( o m?
= / /:c sen(xy)dydx :/ :c—a:cos(x)da: = — | —4sen | —
o Jo 0 8 4

Ejemplo 8.20

Calcular //F-NdS si F(z,y,2) =2 1+y j+=2 ky Sesla
S

frontera del sélido Q comprendido entre las superficies z = 10— 2 —1/?

y z = 2422442, y N es el vector normal unitario siempre exteriora Q.
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Solucién: Podemos usar el teorema de la divergencia.

@ F(z,y,z) = (z,y,2) yDivF=1+1+4+1=3.

@ La proyeccion del sélido sobre el plano xy es un circulo de radio 2 pues
z2=10—22 -2 N z2=2+22+1y? = 4=22+4°

Usando coordenadas cilindricas obtenemos,

//F-NdS = ///DiVFdV
S Q
10—:1;2—y2
_ / / / 3d-dA
D J2+z24y2
27 2 p10—r2
= / // 3rdzdrdf = 48w
0 0 2412

Ejercicios

@ 8.6.1 Consideremos el campo de fuerzas F con
F(z,y,2) = (z+sen(y)) +(In(xz)—y) j+(2z+arctan(zy)) k

Calcule la integral de superficie / / F - N dS donde S es

S
la frontera del sélido @, el cual se muestra en la figura a la
derechay N es el vector normal unitario siempre exterior

a Q.

@ 8.6.2 Use el teorema de la divergencia para calcular
/ / F-NdS donde S es la frontera del sélido @, li-
s

mitado por la superficie z = 22 + %> + 5 y el plano
z = 10, tal y como se muestra en la figura a la derecha,
F(z,y,2) =2z 1+yj+ 2k y N es el vector normal
unitario exterior a ().
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@8.6.3 Sea F(z,y,2) =ay? i+22yj+yk ysea S
es la frontera del s6lido () limitado por

S1:a?+y?=1,85:2=1y S3: z=-1

-

como se ve en la figura. Calcule / F-NdS donde N
S

es el vector normal unitario exterior a Q).

@ 8.6.4 Sea F la frontera del s6lido @) limitado por la
esfera 22 + y? + 22 = 2 y el cono 222 = 32 + 22, tal y

como se muestra en la figura.
2

Si F(z,y,2) = xz 1+ xarctan(zz) j + % k, calcular

/ / F -NdS si N es el vector normal unitario siempre
E

exterior a ().

@ 8.6.5 Sea ( el sélido que se muestra en la figura a la
derecha y sea S la frontera de @), es decir, S = 9Q).

Calcule / / F - NdS donde
s

F(x,y, 2) = (2® 4 sen z, 2%y + cos z, tan(z? + %))

y N es el vector normal unitario siempre exterior a ().

@8.6.6 SeaF(x,y,2) = (22 +2)k, S eslafrontera del /
s6lido @, el cual se muestra a la derecha, y N es un vector \
normal exterior a ().
a.) Calcule / / F - N dS sin usar el Teorema de la Di-
vergencia. ° L/ L v
b.) Calcule / / F - NdS usando el teorema de la |
s 2y=6—x
Divergencia.
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@ 8.6.7 Sea F(z,y,2) = 3yi —zzj + yzk, Sesla
frontera del sélido @, el cual se muestra a la derecha, y N
es un vector normal exterior a Q).

a.) Calcule / / F - N dS sin usar el Teorema de la Di-
vergencia. °

b.) Calcule / / F - NdS usando el teorema de la
S

Divergencia.

8.7 Integral sobre una superfice.

La anterior discusion sobre inetegrales de flujo, nos lleva a una propuesta razonable de lo que puede ser una integral sobre
una superficie. Si ponemos f(z,y,z) = F - N, tenemos la siguiente definicion,

Definicion 8.6
Sea D un conjunto abierto y medible y S una superficie regular parametrizada por la funcién r(u,v), de clase

C! en D = interior(D) U 0D, donde (u,v) € D, de modo que Or

8—2 X = > 0 paratodo (u,v) € D,y r

es una biyeccién entre D y S.

Sea f(z,y, z) una funcién definida y acotada sobre S. Se define la integral de superficie de f sobre S por

/ /S fo.p.2)as = [ /D F(x(u,v))

Si S =57U...US,, eslaunion finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas que

o or
uw  Ov

dA.

forman parte de sus fronteras entonces,
m
J|a@v2is =3 [[ awnjas
i i

Integral de superficie con coordenadas rectangulares.
Caso S: z= f(z,y)

Si S: z= f(z,y) con f declase C" sobre D, se puede parametrizar S concon r(z,y) = = i+yj+ f(z,y)k
y entonces

//Sg(a:,y,z)dS = //Dg(x,y,f(x,y))\/mdA_
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Integral superficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F' es continuamente diferenciable e inyectiva sobre D.

a) Proyectando sobre XY:Si S : 2= z(z,y) 0o S : F(z,y,2) =0, con (2,y) € Dyy

g(z,y,2 dS:// g(z,y, z(z,y 1422+ 22dA,
J[a@v.2 [ ) y/ 2

0, en “version implicita”,

F2+F2—|—F2
// 9(x,y,2)dS = //D 9(z,y, 2(x,y)) — dA

b) Proyectando sobre XZ:Si S : y=vy(z,z) 0 S : F(z,y,2) =0, con (x,z) € Dy,

/ / o, )BT = / / 3, 2 2) 0 = o - A
S xTrz

0, en “version implicita”,

F2 —|—F2+F2
// g(x,y,z) dsS = // g(x,y(a:,z),z) Lzsz
S Tz Fy

¢) Proyectando sobre YZ:Si S : = x(y,z) o § : F(z,y,2) =0, con (y,2) € D,

// g(x,y,2)dS = // r(y,2),y,2) /1 + 22 +x2dA
Dy.

0, en “version implicita”,

F2 + F2 + F?
// x,y,2)dS = // r(y,2),Y, 2) F—yz dA
Dy T
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Ejemplo 8.21
z + x2

Calcular la integral de superficie / / ———dS con S la
2 v sV 1+ 4x?

porcién de la superficie z = 4 — x? limitada por el plano = +2y = 4,
como se muestra en la figura

Solucion: En coordenadas rectangulares,

1+ 22422 = /14 4x?

z4+x — 2 -I-as
= V1+422dA
//sx/l—i—élsc //D V1 + 4z2

2 2-x/2
= / / ddydr = 12.
0 JO

Ejemplo 8.22 (Integrando sobre Y 7).

Calcular la integral de superficie / / 22yz dS con S la parte del plano y = x limitado por z = 2 + y2, como
s

se muestra en la figura.

z=x24y A

Figura 8.15: Superficie S

Solucion: La superficie S solo se puede proyectar en los planos XZ o en YZ. La curva C
de la proyeccion en el plano YZ se obtiene como la interseccion del plano y el paraboloide:

C:y=znNz=z*+y? = C: 2=2°

Como proyectamos en Y Z, entonces S: 2=y y ,/1+ mg + a2 = V2. Luego,
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2xyz dS = // 2eyz (/1 + 22 + 22 dA
/1, 2 et
1 29?2
= / / 2%z V2 dz dy
0 Jo

= 4V2/7

Ejemplo 8.23

4
Calcular la integral de superficie / / z+2x 4+ 3 y dS con S la parte del plano g T % + Z =1 situada en el
S

primer octante.

Zh

|
/

Y

Xa

+
wilw
Il
[

. 4 .
Solucion: Como S : z =4 — 2z — 3V entonces /1 + 22 + 22 = /61/3. Las variables de integracién son z e
y asi que debemos sustituir z en el integrando,

z2+2x+4/3ydS = // 24+2x+4/3y) \/1+ 22+ 22dA
/I / L /35) \/1+ 2+ 22
2 r3-3z/2 4 4 1
= // (42:1:y+2m+—y) \/G_dydx
0 Jo

3 3 3

2 3-3x/2 1
= / / 4 @dydm = 4v61.
0 Jo
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Ejemplo 8.24

1
Seaa>0yseal = //m dS con S elcilindro 22 4y? = a? limitado porlos planos z =0y z = h > 0.
sa z

a.) Calcular [ usando coordenadas rectangulares, S : = = \/a? — y2.
b.) Calcular I usando la parametrizacién S; : r(0,z) = acosf i+asenf j+ 2 k, (0,2) € D =
[—7/2,7/2] x [0, h.

Solucioén:

a.) Proyectando sobre YZ, S: x = —y2. Eneste caso, |/1+ 22 + 22 =
T VaEop

1 1
//ﬁds — // . —E
g a‘+z pat+z a2_y2

¢ a oo
/ Wy [ e
7a«/a2—y2 0 CL2+Z2

(la primera integral es impropia),

h T ™\ 1 h
:<a—+a—>—arctan — .
2 2/ a a

0

a—e 1 z
- —arctan (—)
—a+e a

b.) En este caso, esta es la manera facil. Usando la parametrizacién uno-uno

L Y
= lim aarcsen (=
e—0t a

r(f,z) =acos® i+asend j+z k, (6,2) € D=[-7n/2,7/2] x [0, ).

@ r9g=(—asenf, acosb, 0)

[+ TZZ(O, 0, 1)
@
00
//a2+z2 //Da2+z2

= ||(acosf,asend,0)|| = a.

w/2 h
o 8r dzde—/ / " dzdf = marctan (’1>
pi/2J0 ac +z a
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Note que usando esta parametrizacién no tenemos problemas de singularidades.

Ejemplo 8.25 (Usando coordenadas esféricas).

Considere la integral de superficie I = / / InzdS con

S el casquete de esfera 22 + y% + 22 = 1, % <z<1.

¢=n/3

a.) Calcular I usando coordenadas rectangulares

b.) Calcular I usando la parametrizacion (coordenadas esféricas)
S1:r(f,p) = (senyp cosb, senpsend, cosp), con (6,¢) € [0,2m[x[0,7/3].
c.) Calcular I usando la parametrizacién

Si:r(z,0) =1 —22cost i+1—22sentj+2zk con =<z<1 y 6¢e [0,2x].

N | —

Solucién:

a.) En coordenadas rectangulares S : z = /1 — 22 — y2, con z € [1/2,1]. Entonces la proyeccion sobre el
plano XY est4 entre las circunferencias 22 + y? = 3/4 y 22 + y? = 1. Las variables de integracién son z
e y asi que debemos sustituir z en el integrando,

//lnzdS’ = //ln l—i-z2 z2dA
S

= // log 1—22—y > \/1 + - & —;—y dA, (pasamos a polares),

y2

27 pl

r

= log(\/1 —r2)————drdf  (usamos la sustitucién u? = 1 — r2),
/0 / \/3/4 V1—1r2

= 7 (ln2 - 1) (la integral es impropia, se calcula con u—0).
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b.) Vamos a usar una parametrizacién del casquete de la esfera basada en coordenadas esféricas. Observe que los
parametros son 6 y . Eneste caso, p=1.

;

x = seny cosf
y = sampumng r(0,p) = (seng cosf, senpsen, cosy), (0,¢) € [0,2n[x[0,7/3].
z = cosg

El valor ¢ = /3 se obtiene de resolver z = 1 - cos ¢ = % Luego,
@ 19 = (—sinf sinp,cosb sinp,0)
® 1, = (cosf cosy,cosp sinb, —sinp)

Or Or
° H@Ox&p =senp >0 en [0,7/3],

Las variables de integracion son ¢ y 6, asi que debemos sustituir z en el integrando. Para resolver la integral
se hace la sustituciéon u = cos ¢,

2w /3 2w pcosT/3
// InzdS = / / In(cos p)sen @ dpdf = —/ / In(u)dudfd = 7 (In2 — 1)
5 o Jo o Ji

c.) Como S: 22 +y? =1— 22 con % < z < 1; podemos parametrizar el casquete como

A 1
r(z,0) =v1—2%2cost i+ V1 —2%2sentj+zk con igzgl y 6 € [0,2n].
or Or
5. X 39 :H(—\/l—zgcost, —v/1— 22%sent, —z)Hzl
2

En este caso las variables de integracion son z y 6 asi que no hay nada que sustituir en la integral,
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2 prl1
//lnzdS:/ / In(z)-1dzdf = = 7 (In2 — 1)
S 0o Ji/2

Ejercicios

@ 8.7.1 Determine el drea de la superficie S de Z
ecuacién z = x2 4 y? que se encuentra limitada por

losplanos z =4, z=1, y=x yelplano y =0,

tal y como se muestra en la figura

Z=x2+y2 1

@ 8.7.2 Sea S la superficie del cono z? = z2 + 32
comprendida entre z = 0 y 2 = 1. Usando integral de
superficie, calcular el area de la superficie S.

@ 8.7.3 Calcule // 22 —2y+2dS donde S es la

s
superficie de la figura.
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@ 8.7.4 Sea S laporcién de superficie de ecuacién z = 4 — y?
limitada por las superficies z =3, v =4, 2 =0y z =
y, tal y como se muestra en la figura de la derecha. Calcular

/(2xy+z+1)dS
S

@ 8.7.5 Calcule la integral de superficie / / (:c2 + 42 +
Y 2

) dS donde S es la superficie de ecuacién z = 9 — 22 — 32,
limitada por el plano z = 0 tal y como se muestra en la
figura a la derecha.

@ 8.7.6 Sea () el sdlido que se muestra en la figu-
ra a la derecha y sea S la frontera de (), es decir,

S = 0Q. Calcule //F - NdS donde F(z,y, z) =

s
(23 4 sen z, 2%y + cos z, tan(x? + y?))
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@ 8.7.7 Calcule el drea de la superficie S tal y como se
muestra en la figura a la derecha.

@ 8.7.8 Lasuperficie S es el trozo del cilindro z— 22 = 0
que estd limitado por los planos y =0, y =z y 2 =4, en
el primer octante. La Superficie S se muestra en la figura
que sigue. Calcule el drea de S.

@ 8.7.9 Determine el drea de la superficie S de ecuacién
2z = x? + y? que se encuentra limitada por los planos z = 1,
z =3, y =z yelplano x = 0, tal y como se muestra en la figura.
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y+z2=6

@ 8.7.10 Calcule el drea de la superficie S tal y como se
muestra en la figura a la derecha.
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““ 9 — InT rql_de Linea.

1 s =

En el capitulo 4 estudiamos las curvas y sus parametrizaciones. Recordemos que una trayectoria C' en R™ es una funcién
continua r : [a, b]—R™. Si la funcién vectorial r es continua en [a, b], entonces a la representacion grafica de r se le
llama curva y decimos que esta curva esta descrita paramétricamente por r(¢). Escribimos

C:r(t) con te€ [a,b

@ Si r(a) = r(b), la curva se dice cerrada.

@ Si r es inyectiva en [a,b], la curva se dice simple. Si r es cerrada y es inyectiva en |a, b, la curva se dice
cerrada simple. Las curvas cerradas simples se llaman curvas de Jordan.

@ A r le llamamos una parametrizacion de C.

@\/D@O

Curva Curva simple Curva cerrada Curva cerrada simple
Figura 9.1: Curvas

Curvas regulares. Decimos que la curva C' es regular o 'suave’ en [a,b] si r/(t) es continuaen [a,b] y r'(t) # 0 para
todo t € [a,b] (es decir las componentes de r no se anulan simultineamente). También decimos que una curva C' es
regular a trozos en [a, b] si es regular en cada subintervalo de alguna particion finita de [a, b].
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Ejemplo 9.1 (Curvas Orientadas).

Consideremos las curvas C7 y Cy

Una parametrizacién de Cj :y =x Una parametrizacién de —C, :y:x2

Parametro x =1 D: =2 Parametro x =1 [}: =2
Wolfram CDF Player A Wolfram CDF Player A
y (‘/ .\
J ') = (2.4) J r(2) = 2.4)
B 4t a 4t
3 3
2 2
r(=1)=(-1,1) r(-1)=(-1,1)
1 1k
1 1 2 > 1 1 2 >

Figura 9.2: Curvas Cy y Cs.

Ambas curvas tienen ecuacién, en coordenadas rectangulares, y = 22 con x € [~1,2]. Pero C; inicia en
A= (-1,1) yterminaen B = (2,4); mientras que Co iniciaen B y terminaen A.

Para parametrizar cada curva debemos tomar en cuenta su orientacion.

@ Una parametrizacién de C'; es (tomando a z = ¢ como parametro),

r(t) = (z(t), y(t) = (t_. &> ) otambién r(t)=_t i+ 2 § con te [-1,2].

(t) (o) 2() y(®)
r(-1) = (z(-1), y(-1) = (-1, (-1)?) = Ayr(2) = (2,22 =B

@ (5 solo difiere de ' en la orientacion. Podemos usar la misma parametrizacién de C; pero usando la
notacion —Cs para indicar que la orientacion estd invertida.

—Cy: r(t) = (2(t), y(t)) = (t, t3), t € [-1,2].

(Cambio de orientacién).

si r(t) es una parametrizacién con ¢ € [a,b], entonces una parametrizaciéon que invierte la orientacion es
ri(t) = r(a+b—t) cont € [a,b]
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(Curvas r = g(0)).

Silacurva C tiene ecuacién r = g(#) entonces una parametrizacién es r(t) = (g(t) cost, g(t)sent).

(Parametrizar una elipse contra-reloj).

x —h)? — k)2
CEL

r(t) = (h+acost)i + (k+bsent)j con te 0,27

Una elipse de ecuacion

=1 se puede parametrizar con

En particular la circunferencia (z — h)? + (y — k)? = a? se puede parametrizar con

r(t)=(h+acost)i + (k+asent)j con te€ [0,2n][

Ejemplo 9.2

Sea C la curva de ecuacion
(x—1)2+ (y—2)2=16; z=3.

Se trata de una circunferencia en el plano z = 3, es decir, un caso particular de elipse. Una parametrizacion es

r(t)=(1+4cost) T + (2+4sen t)j + 3k, te [0,2n]
Observe que r(0) = (5,2,3) = r(2n).

Mover el (G5 {E2= 1)2"'(}1 2°=16;z=3
parametro t Wolfram CDF Player
7 )
3_“ E n $0\-¢\ C
4 4 q }{IX-
0‘3"”
mn
E E—\
4 an 4 .
)/\// P Y
P
=
=

('l Facost; 2 4sent,0)

Figura 9.3: Curva C.
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Ejemplo 9.3

Considere la curva C = C; + Cy + C5 + Cy + C5 + Cg. La curva inicia en A = (2,0,0) y fnaliza en
B = (2,4,1). Lacurva C; es el trozo de circunferencia z% + 22 = 4 y las otras curvas son segmentos de recta, tal
y como se ve en la figura. Parametrizar C.

CurvaC= C;+Cy;+C3+Cy+Cs5+Cs desde A=(2,0,0) hasta B=(2,4,1)
Wolfram CDF Player

Cy: ri(t) = (2cost, 0, 2sent), t€ [0,7/2] J

[ cafca|co s o

Cq: Parametro 8 =t 2

t: -.j—

2 (Zl:osl.ﬂ.zsenr)
x& A

Solucion:
@ (' esun cuarto de circunferencia de radio 2, en el plano X Z. La podemos parametrizar con
Cy: ri(t) = (2cost, 0, 2sent), t € [0, /2]

@ (5 esun segmento de recta paralelo el eje Y. Podemos tomar como pardmetro a y = ¢, ademds z(t) =0 y
z(t) = 2. Una parametrizacion es

Cy: I'Q(t) = (O, t, 2), t e [0,2],

@ ('3 es un segmento de recta paralelo el eje X. Podemos tomar como pardmetro a x = ¢, ademds y(t) =2y
z(t) = 2. Una parametrizacion es

Cs: 1'3(15) = (t, 2, 2), te [0,2],

@ () esun segmento de recta paralelo el eje Z. Podemos tomar como pardmetro a z = ¢, ademds y(t) =2 y
x(t) =2. Si t € [0,2], laorientacién queda invertida, lo cual denotamos con —Cj en la parametrizacién
que sigue,

—Cy:rg(t)=1(2, 2, t), te [0,2]

@ (5 esun segmento de recta paralelo el eje Y. Podemos tomar como pardmetro a y = ¢, ademds z(t) =2 y
z(t) = 0. Una parametrizacion es

Cs: rs(t) = (2, ¢, 0), te [2,4]
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@ Cj esun segmento de recta paralelo el eje Z. Podemos tomar como pardmetro a z = ¢, ademds y(t) =4y
x(t) = 2. Una parametrizacion es

Cs : I'G(t) = (2, 4, t), t e [0, 1]

Segmentos de recta. Recordemos del capitulo 4 que el segmento de recta que va de A hasta B se puede parametrizar
con

r(t)=A+ t(B—A) con te [0,1].

El punto inicial es r(0) = A+ 0-(B— A) = A; elpunto finales r(1) = A+1.(B—A) = B.

@ Los segmentos paralelos a los ejes es mejor parametrizarlos usando x = ¢, y =t o z = t, seglin corresponda.

Ejemplo 9.4

Considere la curva C' = Cy 4+ Cy + C3 tal y como se
muestra en la figura. Parametrizar C.

Solucion:
@ (1 esun segmento de recta sobre el eje Y por tanto
x(t) =0y z(t) = 0. Una parametrizacion es

ri(t) = (0, t, 0) con te [0,3].

@ (5 esun cuarto de circunferencia de radio 3, en el
plano Y Z. Lo podemos parametrizar con

ra(t) = (0, 3cost, 3sent) con te€ [0,7/2].

@ ('3 esun segmento de recta que vade (2,1,2) hasta (0,0,3). Podemos parametrizar con

r3(t) = (2,1,2) +¢(0,0,3) — (2,1,2)] = (2—2¢t, 1 —¢,2+2t) con te [0,1]

Ejemplo 9.5

Determine una parametrizacioén para C' = C; + C2 + C5 de la figura adjunta.
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Seleccione y arrastre cada parametro (deslizador) {
Parametros
Wolfram CDF Player
4

—Cy:t: L 0.50 z 9

0 02 04 06 08 1
Gyt Y

Cz 8 {58 & q 5 . 2

—Cy:1: ¥ 400

z 25 53 35 4.

v
X
Figura 9.4: Curva C = C; + Cs + C3
Solucion: El segmento C; lo parametrizamos con la formula ri(t) = A+t (B — A), t € [0,1]. Parael

segmento C'5 podemos usar x = ¢ como pardmetro y para el segmento C3 podemos usar y = ¢ como parametro.
En los tres casos la orientacién queda invertida.

—C1: ri(t) =(2,0,2) +t-[(0,2,0) — (2,0,2)] = (2 — 2t) i+ 2tj+ (2—2t)k, te [0,1]
C: —C5y : TQ(t):ti+2j, te [0,3]

—Cs: I‘3(t)=3i+tj, t e [2,4]

Ejemplo 9.6

Considere las curvas C; : z =4 — 22, y =0 y Cy lacurva de interseccién entre las superficies Sy : z = 4 — 22
y el plano So : = 4+ y = 3 en el primer octante. Determine una parametrizacién para C; y Cs.

—Cr:r()=(t, 0, 4= (3=-0)%), t€ 0,2, Ca: x(t)=(t, 3—1, 4—(3-1)%), 1€ [0,2]

Parametro A
5 (t, 3, 4-12) Wolfram CDF Player

x=t y=t|z=t 4

t: {]=
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Solucion:
~C1:ri(t) = (+,0,4—1t2), t€ [0,2]

@ Sit =t, ent
1 tomamos a x* , entonces C2 : I'Q(t) = (t,3 —t,4_t2)7 t € [072]

@ Sitomamosa y = t, entonces —C5 : ro(t) = (3 —t, t,4 — (3 —1)?), t € [1,3]

Cy rl(t) = (\/4—t,0,t),t€ [0,4]
—Cy I‘Q(t) = (\/4—t,3—\/4—t,t),t€ [0,4]

@ Sitomamos a z = t, entonces

Ejemplo 9.7

Considere la curva C' de interseccién entre el plano
2x — 2y + z = 2 y el cilindro 32 + 22 = 4. Determine
una parametrizacion para C'.

Solucion: Los puntos de C' son puntos (z(t),y(t), z(t)) (0, 2¢ost, 2sent)

en donde y(t) y =z(t) estin en la circunferencia
y? + 22 = 4, es decir, podemos poner y(t) = 2cost y
z(t) = 2sent.

(142 cost — sent,2cost, 2sent)

Como x(t) estd en el plano 2z — 2y + z = 2, despejando:
z(t) =1—2(t)/2 + y(t), ahora podemos escribir

C: r(t)=(1+2cost —sent, 2cost, 2sent) con t¢€ [0,7/2]

Ejemplo 9.8

Considere la curva C de interseccion entre el cilindro
2?2+ y? =1 yelplano z = 2 — z. Parametrizar C.

Solucion: Hay varias maneras de parametrizar C. Veamos
dos maneras.

@ Primera manera: Los puntos de C' son puntos
(x(t), y(t), z(t)) con z(t) y y(t) sobre la circunfe-
rencia 2% + 42 = 1, por lo tanto podemos poner
x(t) = cost y y(t) = sent. Como z(t) estd en el
plano z = 2 — x, entonces z(t) = 2 — x(t).
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Una parametrizacion podria ser

C: r(t) = (cost, sent, 2 —cost) con te€ [0,7/2]

Observe que r(0) = (1,0,1) y que r(7/2) = (0,1, 2).

@ Segunda manera: Ver los puntos de C' con x(t) y z(t) sobrelarecta z =2 — x y y(¢) en el el cilindro
2?2 4+ y% = 1. Una parametrizacion se podria obtener tomando a 2 = ¢ como paramétro:

—C:r(t) = (t, V11—t 2—1t) con te [0,1]

La parametrizacion invierte la orientacion, eso lo indicamos con ” —C”.

Ejercicios

@ 9.0.1 Determine una parametrizacion para cada una de las siguientes curvas.

a.) b.)

w ¥

o3 -1)

(x—3)2+y>=1

c.)
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e.) f.)

9.1 Longitud de una curva.

Consideremos una curva C' regular y simple, parametrizada por r en [a, b]. Para calcular la longitud de C, la idea es
partir el intervalo [a,b] en n partes [a,t1] U [t1,t2] U ... U [t,—1,b] y considerar una linea poligonal inscrita en C, como

se muestra en la figura.

Figura 9.5: Longitud de arco como una integral de Riemann.

La longitud de la curva (“rectificable”) se define como el limite al cual tiende la suma de las longitudes de los segmentos de
la linea poligonal cuando ||P|| = Max(t;—1 —t;) — 0 si n — oo, es decir

s = tim 3 [le(t) — r(tiy)]]
=1

n—00 4
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Si C es regular, por el teorema del valor medio podemos poner ||r(t;) —r(t;—1)|| = ||r/(&) (¢ —ti—1)|| con & € |t;, ti—1]
y concluir

n b
., Ie _ /
Jim 3 (6t = | w@lar

Definicién 9.1 (Longitud de una curva).
Sea C regular, simple y parametrizada por r(t), ¢t € [a,b]. Si ds = ||r/(¢)||dt, entonces la longitud (de arco) de

C es )
s:/l-ds _ / e (£)]]d
C a

Ademis, la longitud de arco no depende de la parametrizaciéon de C' (ni, por tanto, de la orientacion).

Sea C' parametrizada por r(t) con t € [a,b].

Caso C: r(t) =z(t) T+y(t)]

Si r(t) =x(t) 1+ y(t)j con t € [a,b] entonces

b b
- /C ds = / (8| dt = / V@R T G0 dt

Caso C: y= f(z)

Si y = f(x) entonces tomando = = ¢ tenemos

b
o= [l = [ VI+T@Pda

Caso C: r(t)=z(t) T+y(t)j+ 2(t) k

Si r(t) = x(t) i+ y(t)j+ 2z(t)k con t € [a,b] entonces

b b
5= /C ds = / I/(6) |t = / VEORT GO+ @02t

Ejemplo 9.9

Calcular la longitud de la circunferencia de un circulo de radio a.

Solucion: La circunferencia C' se puede parametrizar con
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C: r(t)=acos(t) 1+asen(t)j con te [0,2n].
SN—— SN——
a(t) y(®)
r'(t) = —asen(t) 1+ acos(t) J
SN———r- SN——
' (t) y'(t)
b 2T 2T
s = / ds = / ||’ (¢)||dt = V(asent)? + (acost)?dt = / adt = 2arm
C a 0 0

|

Ejemplo 9.10

Calcular la longitud de la la hélice x(t) = 2cos(t), y(t) = 2sen(t), z(t) =t/4 con t € [0, 27].
Solucién:
r(t) = 2cos(t) i + 2sen(t)j + t/4 k con t € [0,27].
~—— ~—— ~~
x(t) y(®) 2(t)
r'(t) = —2sen(t) 1 + 2cos(t)j + 1/4
— ~—— \/
' (t) y'(t) 2/ (t)
b 1
/ ds = / |’ (t)||dt = \/ sen?(t) + 4 cos?(t) + — dt
c “ 16
NP

|

Ejercicios
@ 9.1.1 Calcular la longitud de lacurva C' : y = Va3, x € [0,44]

2
@ 9.1.2 Calcular la longitud de lacurva C': = = g(y —1)%2 ye 1, 4.

@ 9.1.3 Calcular lalongitud de lacurva C: y? = (22 — 1)3, x € [1/2, 4] (Ayuda: La curva tiene dos ramas).

@ 9.1.4 Calcular la longitud de la curva C': y =log(secz), z € [0, w/4]

SL‘3+1
6

@ 9.1.5 Calcular la longitud de lacurva C': y = op ¥
z

€ [1, 2]


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

9.2 Integral de linea para campos escalares. (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 384

@ 9.1.6 Plantear la o las integrales que dan la longitud de las siguientes curvas,

a.) b.)

9.2 Integral de linea para campos escalares.

Masa de un alambre. Consideremos un trozo de alambre delgado cuya masa varia continuamente y tiene valor p(x)
gramos por centimetro en el punto x sobre C.

Para estimar la masa total sobre C, hacemos una particién de C' : {r(to),r(t1),...,r(tx+1)} donde r es una
parametrizacion de C.

Si As; = ||r(tir1) — r(t;)|| centimetros, la masa del segemento que va de r(¢;+1) a r(¢;) es aproximadamente
p(r(t;))As; gramosy la masa total m del alambre seria

k
Y
Esta es una suma de Riemman y por tanto podemos tomar el limite (si existe): m = / p(x)ds
c
Generalizando la formula, si As; = ||v(t;+1) — r(t;)|] = ||r'(&;)||At, entonces

| fds=lim > Zf IF (&)l At
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Wolfram CDF Player

J

Wolfr&m CDF Player

S:z=f(x)

[

Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player

Q) 7z

- >

. Curva C ‘estirada’
lIr¢ollat

—
NrEnlat
Definicién 9.2

Sea f:U C R" — R continuay C' una curva suave y simple, contenida en U y parametrizada por r(¢) con
t € [a,b], entonces la integral de linea de f sobre C' es

b
/C fds = / @) @) de

Ejemplo 9.11

Sea C' el arco de pardbola = = y? con y € [0, \/5] Calcular / 2z — 2y% 4 8y ds
C

Solucién: Usemos y = ¢ como pardmetro,

C: r(t)=_t> i+ _t j con te [0,V2]
x(t) y(?)
/ _ a A
rt)y=_2t 1+ 1 7]
' (t) y'(t)

Entonces ds = |[t/(¢)||dt = /[Z/®)2+ [y (®)]2dt = /(2t)2 +12dt
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V2
/2x—2y2—|—8yds = / (2t — 2t + 8t)\/(2t)2 + 12 dt
C 0

V2
:/ St\/4t2 + 1 dt
0

9 V2
= §(4t2 +1)%2| = 52/3
0
—
Ejemplo 9.12
Calcular / (2% 4+ y*)5 ds con C lacircunferencia x2 + 32 = 4.
c
Solucién: Una parametrizacion de la circunferencia es
C: r(t)=2cost 1 + 2sent j, con te [0,2n].
Como ds = ||r/(t)||dt = ||4sen®t +4cos®t||dt = 2dt entonces
2m
/(x2 + y2)° ds :/ 452dt = 2-4°. 2.
c 0
—

Ejemplo 9.13

2
Calcular / % ds con C' la espira (una vuelta) de la hélice z(t) = 2cos(t), y(t) = 2sen(t), z(t) = 2t.
cxr Ty

Solucién: Como ||r/(t)|| = ||4sen®t + 4 cos? t + 4|| = /8, entonces

2 21 442
4t 16v/2
/%dSZ/ _\/édt: —\/_71'3.
cT +vy 0 4 3
Ejercicios
@ 9.2.1 Calcular / zy? ds donde C' es la mitad superior de la circunferencia de ecuacién z2 + y2 = 16
c

@ 9.2.2 Calcular / xds donde C' es el arco de pardbola C': y = 2% con = € [-1,1].
c
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@ 9.2.3 Calcular / vyt z
c2r—y

@ 9.2.4 Calcule la integral de linea
rT+y+=z
52 208
cxTF+y - +=z
donde C'es el segmento de recta que vadesde A = (1,1,1)

hasta el punto B = (2,2,2), tal y como se muestra en la
figura a la derecha

@ 9.2.5 Calcule la integral de linea

/ 2 + 2y
——ds
c V33— 8z

donde C es la curva que se muestra en la figura a la derecha

@ 9.2.6 Calcule la integral de linea

/:U—I—y—i—z—st
C

donde C' = Cy 4+ Cs + C3 4+ Cy es la curva que se muestra
en la figura a la derecha

(x) Longitud de arco en coordenadas polares.

(0,2,4)

G

ds donde C' es el segmento de recta que vade (0,0,0) a (1,1,0).

Z |
— 0,2,4)
Cy
G
2
(0,2,2)
G

Abhora el pardmetro serd 6. Si C esta dada por 7 = r(6) con 6; < 6§ < 65, entonces
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{:U(H) = r(f)cos(h) ' = 1'(0)cos(f) —r(0)sen(h)

y(@) = r(0)sen(h) y = 1'(0)sen() + r(0) cos(h)

Luego, desarrollando y simplificando: ||(z/,9)|| = \/(z/)2 + (v/)2 = 1/(r'(0))% + r2(0). Asf,

Longitud de arco en coordenadas polares

02
/Cfds = : f(r(6) cos(8),r(0) sen(0))/[r(0)]2 + r2(6) db

Ejemplo 9.14

\ 149 = 7r/4
r = 2v/cos 260
Calcular / zv/ 22 —y%ds con C la curva de ecuacién .
c 2
(22 +y2)? = 4(2% — y?), = > 0.
Y =—m/4

Figura 9.6: Curva C'

Solucion: Cambiando a polares la curva queda con ecuacién r = 21/cos(26) donde —% <0< % Ademds
2sen(26)\ 2 2 4
N2 /N2 / 2 2
=[r'(0 0)=|-——F——= 2 20)) =
P+ 0P = O +170) = (-2 ) 4 (2voo@) = oo
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w/4 4
/wva—yzds = / rcos 0 \/12cos? 0 — r2sen? § e
C

/4 cos(26)
/4
= 8 / cos 26 cosdf (sustituyendo r 'y simplificando).
—7/4

/4
= 8 / cos @ — 2sen? 0 cos 0 do (sustituyendo cos 20 = cos® 6 — sen’ 6)
—7/4

sen® 6
3

w/4 B 16\/5
o &

= senf —2

9.4 Integral de linea de campos vectoriales. Trabajo.

Trabajo. Si se aplica una fuerza (empuje) constante F (en la direcciéon del movimiento) para mover un objeto a una
distancia d en linea recta, entonces el trabajo que hace la fuerza es W = Fuerza - distancia. Si hay un dngulo 6 entre la
direccién en la que se aplica la fuerza constante y la direccién del movimiento, entonces solo la camponente de la fuerza en
la direccidon del desplazamiento hace algin trabajo.

Supongamos que el vector Ar es la direccion del desplazamiento. Si 6 es la medida del dngulo formado por F y Ar
entonces el escalar ||F||cos esla componente de la fuerza en la direccion del movimiento! (0 si 6 = 7/2 y ||F|| si
0 = 0). Luego el trabajo realizado es

W = ||F||||Ar||cosd = F - Ar

A

Figura 9.7: Trabajo.

I'F se descompone como la suma de su componente ortogonal y su proyeccién ortogonal sobre Ar. Solamente la proyeccién ortogonal es la
parte de F' responsable del trabajo que se efectia.
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F(z,y) = (= (seny, senz)) sobre C: (z —h)?+ (y—k)? =1
,,,,,,,,,,,,,,,,, Wolfram CDF Player
4 4
-~

Figura 9.8: F(x,y) = (seny, senx) sobre una curva C Figura 9.9: F(z,y, z) = —0.5(z sen y, 0, —sen z) sobre C

Para calcular el trabajo que hace una fuerza para mover una particula sobre una curva C' : r(t), usamos como vector de
desplazamiento el vector tangente dr. El escalar F - dr puede ser positivo o negativo, dependiendo de la orientacion de la
curva. Para calcular el trabajo sobre una curva C', se consideran pedazos muy pequefios de la curva, tan pequefios que son,
aproximadamente, segmentos de recta y la fuerza es casi constante sobre estos pedazos de tamafio ||dr||. El trabajo hecho
por F para mover la particula desde el inicio hasta el final de dr es F - dr. Sumando todos los trabajos (pasando a la
integral) obtenemos

W:/F-dr
C

Definicion 9.3 (Trabajo).
Sea F un campo vectorial continuo sobre la curva C. Suponemos que C' estd orientada, es regular y simple.
Entonces

k
W:/CF-dr: ICILII;IO ZF(ri)-Ari,
|| M]|—0 =1

si el limite existe cuando es tomado sobre todas las particiones ordenadas r(tg), r(t1), ...r(tx+1) de C con
IM|| = max;{||Ari[|} y Ar; =r(tip1) —r(ti), i=1,...k

o h s | v v |
Wolfram CDF Player

—= Trabajo X
\._‘ \\\‘ _/'

Cunva C (estirada’) I T
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Figura 9.10: Calculando el trabajo W

En la definicién anterior, C' puede ser regular, cerrada y simple. En particular si C' es la unién de curvas regulares y
simples C7, Cy, ...,Cy, escribimos C' = Cy + Cy + ... + (), y definimos

/F-dr:/ F-dr+/F-dr+-~+/ F-dr
C Cq Co n

/CF-drz/Oe(F.T)ds

La funcién escalar F - T' puede tener discontinuidades de primera espacie ligadas a algtin punto esquina de C.

/
t

@ El vector unitario tangente es T = M y dr = (dxi(t), dxa(t),....,dx,(t)) =

(zy(t)dt, xy(t)dt,...,x, (t)dt). Si C esta parametrizada por r(s) (usando la longitud de arco s como

/
t
pardmetro) con 0 < s < /¢, entonces como dr =r'(t)dt = r(t) ||’ (¢)||dt = T ds, tenemos
e @)l

@ Si C estd parametrizada por r(¢) con t € [a, b], entonces

_ b r'(t) / N b o
LFar= [(@e) a0 old = [Eew) voa

F(‘Tay) = P(x,y) T+ Q(‘T’y)i

Sea F(z,y) = P(x,y) 1+ Q(z,y)J, como dx = 2/(t)dt y dy = v/ (t)dt, podemos escribir

/CF-dr _ /abF(r(t))-r’(t)dt _ /adeerQdy

Es decir,

b
/F-dr - /de+Qdy
C a

b
= / (P(x(t),y(t), Qx(t),y(t)) - (2'(t), y'(t)) dt

F(z,y,2) = P(z,y,2) T+ Q(z,y,2) ] + R(x,y,2) Kk

Si F(z,,2) = P@,5,2) 1+ Q@,9,2)§ + Rz, 2)k como dv = #/(0dt, dy = y/(dt y
dz = 2/(t)dt, podemos escribir
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/CF-dr = /:F(r(t))'r’(t)dt = /adea:+Qdy+Rdz

Es decir,

b
/F-dr = /Pd:c+Qdy+Rdz
C a

b
= / (P(z(t),y(t), 2(8), Qz(t),y(t),2(t), R(x(t),y(t),2(t))) - (2'(t), y'(t), #'(t))dt

@ Cuando una curva C' es parametrizada por r(¢) con ¢ € [a,b], entonces inducimos una orientacién en C. Distintas
parametrizaciones pueden inducir distintas orientaciones.

Por ejemplo, en la figura se tiene la curva y = 2sen(x) con x € [0,3]. Dos parametrizaciones que inducen
orientaciones opuestas son ri(t) = (¢,sent) y ra(t) = (3 — t,sen(3 — t)) ambas con ¢ € [0, 3].

T

C C
Figura 9.11: Orientacién inducida por dos parametrizaciones.
Si ry(t) parametriza C' en una direccion con vector tangente 7" y ro(t) parametriza C' en sentido contrario, con

vector tangente —7', entonces denotamos la segunda curva como —C' y admitimos como valido que

Convenio

/ F~dr:—/F~dr
—-C C

@ Mis adelante, cuando veamos el teorema de Green, usaremos la siguiente nocién de orientacion: la curva cerrada
C esta orientada positivamente, respecto a una region D, si al movernos sobre C', la region siempre estd a nuestra
izquierda.

@ Note que el trabajo W puede ser un niimero negativo. Esto ocurre cuando la fuerza actda en contra del desplazamiento
de la particula.

@ En la seccidn 9.8, la integral / F - dr se interpreta como “la suma” de las componentes de F tangentes a la curva.

C
Si C es cerrada, esta integral indica cémo F tiende a circular alrededor de la curva. Esta interpretacion es la que
usamos para el teorema de Green.
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Ejemplo 9.15

Consideremos una fuerza constante F(z,y) = 11+ 0].

Calcule F - dr si C el segmento de recta que se

(&
muestra en la figura.

Solucién: Usamos a x = t como pardmetro. La parametri-
zacién r(t) =t 1+ 13, t € [0,2], parametriza a “—C” |
pues r(0) = (0,1) = By r(2) = (2,1) = A. Figura 9.12: Curva C

)| Eeeesaaas

Es costumbre escribir, —C': r(t) =t i+ 1], ¢ € [0,2]. Luego, r'(¢t) = 1 14 0j
Como F(z,y) =11+ 0] entonces P(z,y) =1y Q(z,y) =0.

/F-dr = / F - dr
C -C

= —/C(P(w(t)jy(t)), Q(z(t),y(1))) - (2'(1), ¥'(1)) dt

2 2
- _/0(1, 0)-(1, 0)dt = —/0 1dt = —2

Ejemplo 9.16

Sea F(z,y) = 1+ (z +y)j. Calcule / F.-drsi C
C
es la curva de ecuacién es y = 22, z € [~1,2] taly

como se muestra en la figura.

Solucion: Usamos a x = t como parametro. La para-
metrizacién r(t) =t 1+ t?j, t € [~1,2], parametriza
a“—C”puesr(—1)=(—-1,1)=Byr(2) =(2,4) = A.

Es costumbre escribir,

—C: r(t)=ti+#], te [-1,2].

Figura 9.13: Curva C'

Luegor/(t) = 11+ 2]
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Como F(z,y) =x 1+ (z +y)j entonces P(z,y) =z y Q(z,y) =z +y.

/F-dr = / F - dr
C -C

Ejemplo 9.17

Calcular / y’de + 2z?dy donde C es la elipse
c

2 2
€ Y
— ==,
4+9

Solucion: Podemos usar la parametrizacién

—C: r(f) =2cosf i+3senf j con 6 € [0,2n].

Como F(z,y) = (y?,2?) entonces P = 3> y Q = 22.
Entonces, Figura 9.14: Curva C.

/yzdx—i—xQdy = /F-dr
C C

27
= / (9sen? @, 4cos? ) - (—2send, 3cosb)df
0

2
= —/ —18sen®6 +12cos®fdf = 0 ( Usar: cos® = (1 —sen?h)cosb.)
0
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Ejemplo 9.18

Sea F(z,y) = (y?, #?). Calcule / F - dr donde C eslacurva de la figura 9.15.
@

Solucién: Parametrizamos C,

C1 : ri(t)=(t,0) con te [0,1]

Cy rg(t):(l,t) con te [0,1]

4

—C3 @ r3(t) = (t,t?) con te€ [0,1]

Figura 9.15: Curva C' = C, U Cy U Cs.

/ y2de + 22dy = / y2dx + x2dy + / yidx + 22dy — / y2dx + x3dy
C Cq Co —C3

1 1 1
_ 2\ 2 1y . B 4 2\
_ /O(O,t) (1,0)dt+/ (#2,1) - (0, 1) dt /(t,t) (1,20) dt

0 0
1 1 1 3
= /Odt+/ 1dt—/[t4+2t3]dt:—.
0 0 0 10

Ejemplo 9.19

Calcular / F - dr si
C

72 x2 N
F(z,y,2) = 2zn(yz) i+(§ - 5e’”> j+ (7 + Zz) k

y C' lacurva de la figura.

Solucién:

—C1: ri(t)=(0,t,1) con te [1,3],

(0,¢,1)
Figura 9.16: Curva C' = C; U (Cs.

Cy: ro(t)=(0,1,t) con te [1,2].


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

9.4 Integral de linea de campos vectoriales. Trabajo. (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematical). 396
Luego
3 2
/F' dr = / F-dr + / F-dr = —/ F(r(t)) - ri(t)dt + / F(ra(t)) - vh(t) dt
C Cq Co 1 1
3 2
= / F(0,t,1) - (t)dt + / F(0,1,t) - r(t) dt
1 1
3 2
_ / (0,-5,2) - (0,1,0) dt + / (0, —5,2¢) - (0,0, 1) dt
1 1
3 2
= / [0+(—5)-1+0]dt—|—/[0+0—|—(2t)-1]dt:13
1 1
——

Ejemplo 9.20

Sea F(z,y,2) = (z+vy) 1+ (y—2) j+ (¢ + 2) k ysea C lacurva de la figura 9.17. Calcular / F . dr.
C

Solucién: Primero parametrizamos C.

C se puede parametrizar usando la férmula para el segmento de recta que va desde A; = (1,2,0) hasta

As = (0,4,2), es decir,

Ci: rit)=A1+t(Ady—A)=(1—1t) i+(2+2t) j+2t k, con te[0,1].

Cs se puede parametrizar tomando z = ¢.

Figura 9.17: Curva C

Cr:r(t) = (1—t) i+@2+2)j+2tk te0,1],

—Co = ra(t) = (0,t2,t), t € [0,2], 1r2(0)=(0,0,0) y rs(2)= As.
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/F-dr = /F-dr—/ F - dr
C Ch Ca

1 2
= /F(rl(t))-r’l(t)dt— / F(ra(t)) - vh(t) dt
0 0

1
= /(3+t,2,1+t)-(—1,2,2)dt—/(tQ,tQ—t,t)-(O,Qt,l)dt
0 0

1 2 23
= /t+3dt—/t—2t2+2t3dt= -2
0 0 6

Ejemplo 9.21

Sea F(z,y,2) = (2 +cosz) i+ (22 + zcosz)j + z k.

Calcular F-drsi C=C)+ Cy+ Cs, taly como se

C
muestra en la figura de la derecha.

Solucién: Una parametrizacién para C' es

—Cy:r(t) = (2,1,¢), t € [0,2]

Figura 9.18

—Cy I'Q(t) = (t, 1,0), t e [0, 2]

Oy r3(t) = (0,4,0), t € [0,1]

2 2 1
/F~dr - —/ (t + cos(2), 2t + 2c08(2), 2)-r’1(t)dt—/ (s, Gty t)~r’2(t)dt—/ (£,0,0) - v (t)dt
C 0 0 0
2 2 1
= —/ (t + cos(2), 2t 4+ 2cos(2), 2)-(0,0,1) dt—/ (cost, tcost, t)-(1,0,0) dt—/ (¢,0,0) - (0,1,0)dt
0 0 0

2 2
= —/O 2tdt—/0 costdt —0 = —t2|§—sent|g = —4 —sen(2)


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

9.4 Integral de linea de campos vectoriales. Trabajo. (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematical).

398

Ejercicios

@ 9.4.1 Calcular / F.dr, F(z,y) = zi —yj, Cy :
C
(r —3)2 4+ 93 =1donde C = C; UCs.

@ 9.4.2 Calcule / xdy —ydxr donde C' = C; Uy
c

@ 9.4.3 Calcule la integral / F-drdonde C = Cj U
C

CyUC3, y ademds F(z, y) = 2y+v9+23)i+ (bz+

earctan y) .]

@ 9.4.4 Calcule / 22z dx—yaz? dy+3xz dz donde C =
C
C1 U Cy U5 (figura de la derecha).

@ 9.4.5 Evalde la integral de linea xds donde C =

C
C1 U Cse U5 es lacurva del ejercicio anterior.

x
0(3-1)
YA
(y—1)2+x2=1
X
YA
x2_|_y2:4
C1
Y
Y
Gs
== e == %
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@ 9.4.6 Calcule I = /xdaf + zdy + dz. La curva
C
C = C7 Uy es la curva que aparece en la figura; C)

es un trozo de la circunferencia 22 + y> =1y Co esel
segmento que vade (0,1,0) a B = (2,2,3).

@ 9.4.7 Considere el campo de fuerzas
F(z,y,2) = 4ve* 14 ycos(z) j+ 22%¢* k.

Sea C' lacurva de la figura a la derecha. Calcule / F.dr.
c

Campos conservativos. Independencia de la frayectoria.

Una condicién para que la integral de linea no dependa de la trayectoria que une a A con B es que exista ¢ tal que
F = Vo con ¢ € C'. En este caso podemos calcular la integral de linea usando cualquier camino que una A con B o

también, usando el Teorema Fundamental para la integral de linea.

Definicion 9.4

Un conjunto D C R"™ se dice conexo si todo par de puntos de D se pueden unir con una curva regular a trozos

contenida en D. Es decir, D es de “una sola pieza”.

Un conjunto D C R"™ abierto y conexo se dice simplemente conexo si toda curva cerrada simple C' en D, encierra

una regidn que estd también en D. Es decir, los conjuntos simplemente conexos no tienen “agujeros’.

Un conjunto D C R™ se dice convexo si para todo par de puntos A, B € D, el segmento de recta que une A con

B estd contenido en D, es decir, {A+t(B—A): te [0,1]} C D.
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i S m =

D es simplemente conexo, pero no convexo D es conexo pero no simplemente conexo D es convexo

Definicion 9.5
Sea F' un campo vectorial definido sobre un conjunto abierto U. Si ¢ es una funcién diferenciable sobre U tal que
F = V, decimos que ¢ es una funcién potencial de F. También decimos que F es conservativo.

Si U es conexo y F conservativo, las funciones potenciales de F son iguales salvo constantes. También se puede
mostrar que si F = (P,Q) y si Py # @, entonces F no es conservativo (no tiene funcién potencial). La condicién
P, = Q. essolonecesariaparaque F seaconservativo. La condicion es necesariay suficiente si U es simplemente conexo?.

Teorema 9.1 (Test de derivadas mixtas).

Sea F =P i+ Q j esdeclase C' en un conjunto simplemente conexo D del plano. Decimos que F es
conservativo sii

oF _ 9Q
dy  Ox

Sea F=P i+Q j+ R k esdeclase C' enun conjunto simplemente conexo D del espacio. Decimos que F
€es conservativo sii

oP  9Q 0P OR 0Q R

dy 0z’ 9z Oz’ 92 Oy

Teorema 9.2 (Teorema Fundamental para integrales de linea).

Sea ¢ : D C R® — R una funcién de clase C'* donde D es conexo y abierto. Sea C una curva regular a trozos
en D parametrizada por r y sean A =r(a) y B = r(b); se tiene

/ V- dr = ¢(B) — ¢(A)
C

2Un conjunto D es simplemente conexo si cualquier curva cerrada contenida en D tiene todo su interior contenido en D, es decir, si estd

formado por una sola pieza y no contiene “agujeros” (un punto cuenta como un agujero).
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Teorema 9.3 (Campos conservativos).

Sea D simplemente conexo. Sea C' una curva orientada y simple contenida en D y parametrizada por r.
Suponemos que C' iniciaen A yterminaen B. Sea F un campo definido en D.

@ F es conservativo <= existe ¢ de clase C! tal que F = V¢, sobre D.
@ Si F es conservativo, existe ¢ de clase C' tal que /F dr = ¢(B) — ¢(A)
@

@ (Independencia del camino) Si F es conservativo, / F.dr = / F - dr donde C’ es cualquier curva,

C
contenida en D, regular a trozosy que vade A a B.

@ F es conservativo <= / F - dr = 0 para cualquier curva cerrada simple C' contenidaen D .
@

Observe que si / F - dr = 0 para alguna curva cerrada simple C', esto no significa que F sea conservativo. El la parte

¢
3. del ejemplo 9.4 tenemos un campo con integral nula sobre una elipse pero que no es conservativo.

Ejemplo 9.22

2 2
Sea F(z,y,2) = (2xIn(yz) — bye®) 1+ <x — 569”) i+ (x + 2z> k y sea C una curva simple que une
y z
A=(2,2,1) con B = (3,1,e). Calcule /F dr.
C

Solucién: F es de clase C! enlaregion D = {(z,y,2) : © >0, y > 0, z > 0}. Estaregi6n es simplemente
conexa.

El campo es conservativo en esta region pues,

0P Q) OP OR 0Q OR

oy ¢ +2/fy ox’ 0z z/2 ox’ 0z oy
Luego, podemos calcular la integral de linea usando un camino C’ en D que una A con B o también podemos
calcular una funcién potencial ¢ y usar el teorema fundamental para integrales de linea.

En este caso vamos a calcular la integral usando una funcién potencial ¢. Como V¢ = [ entonces
e =P, 0y =0Q,y p. = R.
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0 = 2zln(yz) —5ye* = o(z,y,2)= /2:1: In(yz) — bye® de = z? In(yz) — bye” + K1(y, 2).
z2 z?
oy = — —5e" = @(w,y,z):/_wdy = 2’ Iny — 5ye® + Ka(z, 2).
Yy Y
z2 z?
Y = —+22 — @(x,y,z)=/+22dz = z’lnz + 2% + Kj(z,y).
z z

Observemos que z2Iny + 22 1nz = 22 In(yz). Recolectando primitivas podemos adivinar que

o(z,y,z) = z? In(yz) — 5ye® + K

lo cual podemos aceptar después de verificar que ¢, = P, ¢, = Q, y ¢. = R. Finalmente,

/ F.dr=¢(B)—¢(A) =8+11e? — 563 — 4 log(2) ~ —13.9207.
C

Ejemplo 9.23

Considere el campo de fuerzas F(xz,y,z) = 4xe* 1+ cos(y) §+

222¢* k. Sea C' la curva de la figura. Calcule / F - dr.

C
Solucién: F es de clase C! sobre D = R? que es simplemen-
te conexa. Dichosamente no tenemos que integrar sobre la curva C' pues
F es conservativo. En efecto

or

or oR 0Q_
oy

9Q 0P
== =4re® = —,

opP _OR
9’ 0z 0x y 0z

0 —87:[/

0
Figura 9.19: Curva C.

En este ejemplo vamos a calcular la integral de dos maneras distintas: usando una funcién potencial y también
usando un camino C’.
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Primer Manera: Con un camino C’ que inicia en (2,0,4) y termina
en (0,0,0). El camino que hemos escogido se ve en la figura.

—Cy & ri(t) =(t,0,4) con te [0,2]
(2.0,4)@

—C5 : ra(t) =(0,0,t) con te [0,4]

/F-dr = /F‘dr—i-/ F- dr
U Ch Co

2 4
= —/ F(t,0,4)-r'1(t)dt—/ F(0,0,t) - r(t) dt
0 0

—(Ov 07 t)
C>

2 4
= —/ (4e4t,1,264t2)-(1,0,0)dt—/ (0,1,0) - (0,0, 1) dt
0 0

5 Figura 9.20: Curva C' = C; U Cs.
= —/ 4tetdt = —8e?.
0

Segunda Manera: Con una funcién potencial.

oy = 4dzef = op(z,y,2) = /4mez dx = 22°%e* + K1 (y, 2),
py, = cos(y) = o(x,y,2) = /cosy dy = seny + Ks(z, 2), = o(x,y,2) = 222 +seny + C
0, = 2x%* = o@(z,9,2) = /29326"J dz = 22%e* + K3(z,y).

\

Finalmente, / F - dr = ¢(0,0,0) — ¢(2,0,4) = —8e’.
C

—y T
x2+y2’ -'1/'2+y2

@ La condicién “simplemente conexo” para que F sea conservativo. Sea F'(z,y) = ( > definido en

R? — {(0,0)} . Se verifica que P, = Q, pero
/ F.dr=2n si C eslacircunferencia z?+1> =1,
c

lo cual indica que F' no tiene funcién potencial.
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Lo mismo pasa si consideramos F'(z,y, z) = ( Q;y 5 3 j_ 5 0) para R3 — {(0,0,0)}
4 y= x Y

El problema en principio es que se requiere que F' esté definido en una regién simplemente conexa, pero la
explicacion detallada de este fenomeno con el campo F' es una cuestion topologica que tiene que ver con homotopias.
Un articulo sencillo de leer sobre esto, lo puede encontrar en V. Pati, “How Topology Governs Analysis” http:
//www.isibang.ac.in/~statmath/stinc/database/notes/puncturedplane.pdf

Ejercicios
@ 9.5.1 Sea F un campo de fuerzas tal que F'(z, y, z) = (2vy + 23)i + 22j + 3222 k .

a.) Demostrar que F' es un campo de fuerzas conservativo.

b.) Hallar una funcién potencial de F'.

c.) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicién (1,1, 1) hasta (1,1,2) .
@ 9.5.2 Sea F un campo de fuerzas tal que F'(z, y, z) = (yz — y? +222)i + (vz — 2zy) j + (zy + 2?) k.

a.) Demostrar que F' es un campo de fuerzas conservativo.

b.) Hallar una funcién potencial de F'.

c.) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicién (0, 1,0) hasta (—1,—1,0) .

1 .
@953 SeaF(r,y,2) = (2z+5) i+(3y?) j+- ky C
z
la trayectoria que vade A = (0,1,1) hasta B = (1,0,1) Z
de acuerdo a la figura de la derecha.

A=(0,1,1)
a.) Verifique que el campo vectorial F es conservativo.

4yt =1 z=1

b.) Calcule la integral de linea / F - dr utilizando una

C
funcién potencial.
c.) Calcule la integral de linea / F - dr, sin usar una ¥
C

funcién potencial.
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@ 9.5.4 Sea F definido por
F(x,y,2) = (y=+y cos(wy)) H(wz+a cos(zy)) +oy &

y C la trayectoria que va de A hasta B de acuerdo a la
figura de la derecha.

a.) Verifique que el campo vectorial F' es conservativo.

b.) Calcule la integral de linea / F - dr utilizando una

C
funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea / F - dr sin usar una

c
funcién potencial.

@ 9.5.5 Sea F definido por

F(z,y,2) =21 — yj+zk

y C = C1 + Cs + Cs + Cy lacurva que se muestra en la
figura de la derecha.

a.) Verifique que el campo vectorial F es conservativo.

b.) Calcule la integral de linea / F - dr utilizando una
C
funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea / F - dr sin usar una

C
funcién potencial.

@ 9.5.6 Sea F'un campo de fuerzas tal que

1 1
F = 7 ).
(o 2) = (yeoston) + o woostan), )

a.) Demostrar que F' es un campo de fuerzas conservati-
Vvo.

b.) Calcule la integral de linea / F-dr
C
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@ 9.5.7 Sea F' un campo de fuerzas tal que

F(z,y, 2) = —(22+32%2%) i — (2y+3y221) j— (203 2+41323) k

a.) Demostrar que F' es un campo de fuerzas conservati-
Vo.

b.) Calcule la integral de linea / F-dr
C

@ 9.5.8 Considere el campo vectorial F(z,y, z) = (yz2 —senx sen(m —y), 12>

curva que une los puntos (7,0,0) con (0,7,0), como se ve en la figura

—cos(m —y) cosz, 2zyz) ysea C la

a.) Verifique que F es conservativo.

b.) Calcule / F - dr usando una funcién potencial.
c

T

@959 Sea F(x,y) = <:L“2_+yy2’ = i?ﬂ) definido en R? — {(0,0)} . Verifique que P, = Q. pero que sin embargo,

/ F-dr=2n si C eslacircunferencia 22+ 3% =1.
C

9.6 Teorema de Green (en el plano).

El siguiente teorema, llamado “Teorema de Green en el plano”, aplica para regiones planas limitadas por curvas cerradas y
simples, regulares a trozos. Una idea intuitiva, en términos de “circulacién”, se puede ver en la seccién 9.8.

Teorema 9.4 (Teorema de Green en el plano).

Sean P y () campos escalares derivables con continuidad en un conjunto abierto S del plano XY. Sea C' una
curva simple cerrada regular a trozos y sea D la regién encerrada por C' (es decir, C' = 0D). Si D estd contenida
en S, se tiene la identidad

dex—i—Qdy //E)Q_@];
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donde C' es recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj.

@ Intuitivamente, C' es recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj si al caminar a lo largo de C' laregion D estd
siempre a la izquierda. Notar que C' = 0D indica que C es la frontera de D.

Ejemplo 9.24

Calcular / y?dx 4 z%dy si C es la curva de la figura.
C

Solucién:

En este caso, P(z,y) =v> y Q(z,y) = 2>. Como se

cumplen las condiciones del teorema de Green entonces,

0Q 0P
2 2 _ Y Y5
/Cydx—i-xdy = //Dﬁx ayd

1 x2 (o s 1 X
= / / 2x — 2y dy dx
0 Jo Figura 9.21: Curva C' = C, U Cy U (5.
1

3
= / 2% —atdx = —
0 10
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Ejemplo 9.25

Calcular / (x +y)dx + (3x + arctany) dy si C esla

@]
curva de la figura.

Solucion: En  este ejemplo, P(z,y)=x+y y
Q(z,y) = 3z + arctan(y). Como se cumplen las
condiciones del teorema de Green, entonces

9Q P

/C(l‘+y)da:—|-(3x+arctany)dy = //D%_@_ydA

1 3—3z
2
= / / 3—1ldydx
—1Jz2-1

1
2
= / 5—35—2x2dr = %
-1 3

Ejemplo 9.26

Calcular / (z + arcsenz)dz + (2 + In(y? — 3))dy si

C eslacurva de la figura.

Solucion: En este ejemplo, P(z,y) =z + arcsenz 'y
Q(z,y) = 2z + In(y? — 3). Como se cumplen las condi-
ciones del teorema de Green podemos poner
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/ (z + arcsenz)dz + (2z +In(y? —3))dy =
C

Ejercicios

@ 9.6.1 Sea F un campo vectorial dado por
F(r,y) = (x +y) i— (22 +3?) j. La curva C
es la frontera del trapecio limitado por las curvas y = 0,
r=1, x =3y y = x como se muestra en la figura.

a.) Calcular la integral / F - dr usando el teorema de
c
Green.

b.) Calcular la integral / F - dr sin utilizar el
C

teorema de Green.

@ 9.6.2 Considere el campo vectorial
F(z,y) =z i+ (z+7)].

Calcular F . dr donde C = C; + Cy tal y como se

C
muestra en la figura a la derecha.

// 0Q 8P
//1x2/42dydx

2
3
/ 6—7"”dx_16

-2
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@ 9.6.3 Considere el campo vectorial
F(z,y,2) =y i+2%]

Calcule la integral de linea [ F - dr donde C es la curva

C
que se muestra en la figura a la derecha

Y
x2+y2=4
C1
@ 9.6.4 Calcule la integral / F-drdonde C = C; U Y
C —3
CoUCy, v yF(x, y) = (ay’ +v2 + cos )i + (ya? -
e J
G
= ™~ > %

@ 9.6.5 Calcule / (4y + arctan(z/5) dx + (2% 4+ In(y +

C
1)) dy donde C es el camino representado en la figura a la
derecha.

Area como una integral de linea.

Si P(z,y) =0y Q(z,y) = = entonces ), — P, = 1, aplicando el teorema de Green (si se cumplen las condiciones)
obtenemos otra manera para calcular el drea de Ap siendo la frontera de la regién D una curva orientada contra-reloj.

?{de—l—xdy://ldA:AD
c D

Lo cual puede ser conveniente si la integral de linea no ofrece gran dificultad.
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Teorema 9.5
Si D es una regién plana limitada por una curva C, cerrada simple, regular a trozos y orientada contra-reloj,
entonces el area de D viene dada por

AD:j{xdy
C

Ejemplo 9.27
2 2

Calcular el 4rea de la region encerrada por la elipse a:_2 + i 1.
a

Solucion: Parametrizamos la elipse con r(t) = acost 1+ bsent j con t € [0, 27| Esta parametrizacién orienta
la elipse contra-reloj. En este caso, © = a cost mientras que y = bsent y dy = bcostdt,

2
AD:/a:dy :/ acost-bcostdt = mwab.
C 0

Ejemplo 9.28 (Area de un poligono simple).

Verifique que el drea de un poligono simple de n vértices {(xo,Yo), -, (Tn—1,Yn—1)} €8

—_

n—

A= Z (Tr+1 + ) (Y1 — Yk)

2

k=0

Asumimos que (o, Y0) = (Tn, Yn)-

NI
\,.xr,'\‘

Solucioén: El drea del poligono es, por el teorema de Green en el plano,

Apz%xdyz // 1dA
C D
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Aqui C =C1 4+ Cy + ... + C),—1 y cada segmento C;; estd parametrizado por
ri(t) = ((@k41 —zk) L+ 2k, (Y1 —yk)t+yk) con te [0,1],
entonces,
S @1+ 20) (G — )
k+1 + Tk)(Yk+1 — Yk
APZj{ﬂ?dy = 27{ (W1 — ) [(@pgr — zp) E+ 2p) dt = Y F =
k=0 i k=0
—

9.8 Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio).

Rotacional de un campo vectorial. Sea F = (P, Q, R) entonces el rotacional de F es

RotF = = (ry—Q:, P, —ry, Qz — Py).

Ul ~
@8‘@ >
= Yo w

El gradiente, la divergencia y el rotacional se puede expresar en términos del operador “nabla”,

o 0 0
V—(ay’ oy’ ay)

Este operador lo aplicamos como si fuera un vector. De esta manera,

_ (9 90 9 _ (9f 0F OF
vio= ((911’ oy’ 5y>f B (8@/’ oy’ 0y>
_ (90 9 9 _ 0P 0Q OR
V-F = <8y7 ay? ay> (P,Q,R) - O + ay + 92

o 9 0
VxF = (8y’ ay’ @)X(P,@R) = (ry = Qs P =1y, Qu — P))

Circulacion y vorticidad. La “vorticidad” es la tendencia de un fluido que se mueve a girar un objeto que es arrastrado

por este fluido.
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:[F LrL

. L . . . L F =c
La “circulacién” es el movimiento total del fluido a medida que viaja a lo largo Y i N
de una curva. La circulacién de un fluido sobre una circunferencia C' en un F.
plano z = ¢ se mide con la componente tangencial de F, es decir, se mide con

T
p N,=(0,0,1) \
F-T donde T = \T’EgH' DNt L.
r
N S

El “movimiento total” del fluido sobre C' se obtiene integrando respecto a la longitud de arco,

circulacion = /

F-Tds = /F~dr
c c

Si la circunferencia es C': r(t) = (a4 rcost) i+ (a +rsent)j+ ck con t € [0,27] ysi F(z,y,2) = (—ky,0,0),
entonces RotF = (0,0,k) y

circulacion = / F.dr = kmr? = RotF - N, Acfrculo
c

Sobre un cuadrado tenemos algo parecido. Sea C' la frontera de un cuadrado, )% k(b+s) ¢

orientada contrareloj, en el plano z = c. Supongamos que cada uno de b+s 4

sus lados miden L y que estos lados son paralelos a los ejes. Como antes _ X

F = (—ky,0,0). Eneste caso, F - T = 0 en loa lados paralelos al eje Y, En #

el lado de arriba (y = b + L) la velocidad tangencial es k(b+ L) y el lado de b

abajo (y = b) la velocidad tangencial es —kb; por lo tanto, —kb F
circulacién = k(b+ L)L — kbL = kL* = RotF - N. A.yadrado

Con un (buen poco) de esfuerzo, podemos calcular la circulacién de F a através de la frontera de rectdngulos en los
otros planos y generalizar este comportamiento local para llegar a la conclusion de que si S; es una superficie orientada,
entonces

circulacionde F atravésde 951 = Fluyjode RotF atravésde .51

/ F-Tds = / RotF -NdS = / / ”circulacién microscopica de F” dA
651 Sl D

Orientacién positiva de ¢ = 05, respecto a N. El teorema de Stokes (o de Green el el espacio) requiere que la curva
esté orientada “positivamente”, esto significa que la orientacion de la curva debe ser tal que gire contra-reloj respecto al
vector normal unitario N.
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Figura 9.22: Orientacién positiva de C' respecto a IN.

Teorema 9.6 (Teorema de Stokes).
Sea S) una superficie orientable, regular a trozos y limitada por una curva C' = 951, cerrada y regular a trozos. Si
F = (P,Q,R) esdeclase C' sobre S; ysi N (el vector normal unitario) es elegido de tal manera que C' tiene

orientacion positiva, entonces

/F-dr—/ RotF -NdS
@ S1

El teorema de Stokes se puede extender a dos o més curvas cerradas.

Ejemplo 9.29

Sea S la superficie de ecuacién z = 2 tal y como se muestra en la figura
Lacurva C es la fronterade S. Si F(z,y,2) = 3y i—zz j+ y22Kk,

a.) Calcular / F'- dr con la definicién de integral de linea.
C

[} .
- mm =y --
N

b.) Utilice el Teorema de Stokes para calcular / F - dr.
C

Solucién: Una parametrizacién para C' es

r(t) =2cost 1 + 2sent j+ 2 lA(, t € [0,2n]
z(t) y(t) 2(t)

a.)
F(r t)dt

/F-dr
@]

2m
(3-2sent, —(2cost)(2), (2sent)(2)?) - (—2sent,2cost,0) dt

O\(‘E)\

3

2
/ —12sen’t — 8cos® t dt = —207
0
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b.) Lasuperficiees S : z = 2 y la proyeccién es el circulo z? 4+ y? = 4. El vector N se debe tomar de acuerdo

g2y, 1
(Cza =2 D) (g g, 9),
(=22, =2y, D]

Luego, RotF = (x + 22, 0, —3 — z). Entonces,

/F-dr = //RotF-NdS:// (w+z2,0,—3—z)-(0,0,1)dA:// —3—=z2dA
C S Ra:y ny
= // —5dA, pues S: z=2
Ray
2m 2
= / / —5rdrdf = —207
o Jo

alaregla de la mano derecha: N =

Ejemplo 9.30

Utilice el teorema de Stokes para calcular / F - dr donde
C

F(z,y,2) = 3y i—zzj+yz2k y C es la curva de intersecci6n entre el
paraboloide 2z = 2% + 42 y el plano z = 2, tal y como se muestra en
la figura.

Solucion: La curva es borde de dos superficies, el plano z = 2
y también del paraboloide 2z = 2 4 y2. ;Cudl superficie escoger, el
paraboloide o el plano?.

De acuerdo al Teorema de Stokes, se puede escoger cualquiera de las dos. La mds simple es el plano z = 2. Si
S : z—2=0 entonces N = £(0,0, 1). ;Cual signo se escoge?.

Las integrales / F-dry / RotF - N dS tienen el mismo valor si N se escoge de acuerdo a la regla de la
C S

mano derecha (sino, difieren en el signo), en este caso particular y de acuerdo a la orientacién de C, el que se debe
escogeres N = (0,0, 1).

/F-dr // RotF -NdS
C S1

= // (2242, 0, —2—3)-(0,0,1)dA,
Izy

2 2 27 2
= / / (—z —3)rdrdf = / /(—2—3)rdrd9 = —109|" = —20m.
0 0 0 0
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Ejemplo 9.31

Sea F(z,y,2) = (v +y, 20 — 2z, y + z) y S1 laporcién
del plano 3z + 2y + z = 6 en el primer octante. Sea C' la

frontera de la superficie S;. Calcular [ F - dr.
C

Solucién: La ecuaciéon de la superficie S; es
z = 6 — 3z — 2y. La curva estd orientada a favor de reloj
respecto al vector normal Ny = (=2, —2y,1) = (3,2, 1),
como se ve en la figura, por lo tanto debemos usar el vector
N1 = (2g,2y,—1) = (=3, -2, —1). Recordemos que no
necesitamos hacerlo unitario por la cancelacion de normas
en la integral de superficie.

@ RotF = (2,0,1).

/F-dr — / RotF -N dS
c s

- // (2,0,1) - (=3, -2, —1) dyd=

D

2 3-3/2z
= —/ / Tdydr = —21.
0 Jo

Ejemplo 9.32

Calcular [ F - dr si F(z,y,2) = (yz,7,2?). C esla frontera de la superficie S : y = 22 + 1 limitada porlos

@
planos z =5 —y y 2z =0, como se ve en la figura.

f £

Solucién: Vamos a resolver el problema de dos maneras: Proyectando S; sobre X Z vy proyectando S; sobre Y Z.
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Proyectando S; sobre el plano XZ. Como S; : y = 1 + z2, un vector normal es Ni(z,y,2) =
+(—yz, 1, —y.). El normal adecuado es Ni(x,y,2) = (yz,—1,y.) = (2z,—1,0). En la figura aparece el
vector N1(1,2,2) = (2,—1,0). RotF = (0,y,1 — 2).

/F-dr = / RotF -N dS
c S1

2 pV4—x2?
= / / (0,y,1 —2)-(2z,—1,0) dzdz
0 0

2 V4d—z? 2 prV4d—2a?
= / / —ydzdzr = / / —2? — 1dzdz = —48/5.
0 JO 0 JO

Proyectando S; sobre el plano YZ. Como S; : z = /I —y, un vector normal es Ni(z,y,z) =
RotF = (0,y,1 — 2).

<1, 2\/%,0 .

+(1, —x,, —x.). El normal adecuado es N1 (z,y, 2) =

/F-dr = / RotF -N dS
C S1

5 5—y —1
= 0,y,1—2z2 -(1,,0>dzdy
/1 /0 ( ) 2vy -1

5 prb—y y
= ——~_dzdy = —48/5.
/1 /0 o y—1 Y /

Ejemplo 9.33
2 2

Sea S1 :y =4 — x“ — z° en el primer octante y C' = 0.5].

Calcular / F . dr si F(z,y,2) = (vy,2,9)

c
Solucién: La ecuacién de la superficie S1 es y = 4 — 22 — 22.
Vamos a proyectar sobre el plano X Z. El vector normal adecuado
para que se cumpla la identidad del teorema de Stokes es
Ni(z,y,2) = (=Ysz, 1,—y-) = (22,1,2z). Para ver esto, tome

un punto de la superficie S, digamos (1,2,1). En este caso X
Ni(1,2,1) = (2,1,2). Al trasladarlo a la superficie, vemos que Si:y=d-x'-2 Y
es el vector adecuado. Figura 9.23: Curva C.

@ RotF = (0,0, —x).
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/F-dr :/ RotF -N dS
c s

1
= // (0,0,—2x) - (2z,1,22) dzdx

D

2 pA—z2
= / / —2xz dzdr = —4.
0o Jo

Ejemplo 9.34

leﬁ Sy : z = sen(xy)
Sea @ el sdlido limitado por las superficies
S1 ¢ z=sen(zy), So : m:gy S3 i y=nu=x.
Calcule [ F-dr si F =(z, 2, z) y C esla

C
frontera de la superficie Sj.

/2

Solucion: Como S : z = sen(zy), entonces Ni(z,y, z) = (—ycos(zy), —x cos(zy), 1). Tomamos un punto
de la superficie, digamos (1, 1,sen(1)), en la figura de arriba se muestra la traslacién del vector Ny (1, 1,sen(1));
se nota que la curva C' no estd orientada positivamente, asi que debemos tomar N1 = (y cos(zy), = cos(zy), —1).

Ahora, RotF = (0,0, 1); proyectamos sobre el plano XY, la regién de integracién es el tridngulo 0 < x < /2y

0<y<uz.
/F~dr = // RotF -NdS
@ S1

w/2 rx
= [ ©.0.2) (seos(an). @ cos(ay), 1) dyda
0 0

/2 px 2
= / / —ldydx = T
0o Jo 8
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Ejercicios

@ 9.8.1 Calcule / F - dr donde C' es el camino que se

C
representa en la figura a la derecha y ademds F' es el
campo de fuerzas: F(z, y, 2) = 221 +4xy?j + zy® k .

@ 9.8.2 Considere el campo de fuerzas

F(z,y, z) = 2%y cos(xy) i +22x(14cos(zy)) j+2 sen(zy) k.

Calcule / F - drsi C es el camino que se indica en la

c
figura a la derecha.

@ 9.8.3 Sea F(x,y,2) = —y®> i+ 2§+ zk Con-
sideremos la superficie de la figura, S = S; |J S2 y
lacurva C' = C14Cs+C5+Cy el borde de la superficie .S.

a.) Calcular / F - dr usando la definicién de integral

de linea.

b.) Calcular / F - dr usando el Teorema de Stokes
C

@ 9.8.4 Usando el Teorema de Stokes calcule la integral
/ F-drdonde F(z, y, z) =xyi +yzj+zzk y C

C
es el camino indicado en la figura a la derecha.
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@9.85 Sea F(z,y,2) = —y i+ 2§+ (z+ 2) k. Use

el teorema de Stokes para calcular F - dr donde C es

C
la curva de la figura que sigue.

@9.8.6 SeaF(x,y,2) =2z i—4z j— 322k, yseaC
la curva que se obtiene al intersecar la superficie z = 4 — 22
con el plano y + z = 6, tal y como se muestra en la figura.

Calcular / F - dr.
C

@ 9.8.7 Plantee las integrales necesarias para calcular
/F- drsi F(z, y, 2) =3yi —22zj +y2°k yCes
C

el camino indicado en la figura a la derecha.

@ 9.8.8 Sea F(z,y,2) = (2> —y, yz —z, = + 2y).
Calcule la integral de linea / F - dr, donde C es la curva

C
que se muestra en la figura de la derecha.
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@989 SeaF(z,y,2) = (z+ 2, 2y, y — z). Calcule la
integral de linea / F-dr,donde C =C; + Cy + Cj3

C
tal y como se muestra en la figura de la derecha.

@ 9.8.10 Calcule la integral / F - dr donde

C
F = (zz, zy, x) yademds C = C; + Cy + C5 + Cy es
la curva que se muestra en la figura.
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10 — Soluciones de los ejercicios ﬂ
: |

Soluciones del Capitulo 1
Soluciones del Capitulo 2
Soluciones del Capitulo 3

171 6@

(2,-1,1,3).

—
&“'—‘
ot

172 84@

173 @

o=

o
|

sk

1.74 8@

1.7.54M® 738 (ul)?

>
Il
D=

1.7.6 & @

1.7.7 8@

o

1.7.8 @

1.794@® Z

1.7.10 y @ 0= g

1711 @ (-1,0,0)
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1.7. 12 @

19.1 6@

192 @

193 O@

194 4@

195 @

r—1

_yt2

z—4

11 —-10

V13

Va5

3

Una solucion general para los tres itemes puede ser: Lo(t) = (1,1,1) +tv y L3(t) = (1,1,1) + t w. Los vectores

v = (v1,v2,0) y w = (w1, ws,0) son una solucién particular del sistema

1.13.1 @

a.)

b.)

c.)

1132 @
1.13.3 4@
1134 @
1.13.5®
1.141 8@ Se omite

a) (1,0

b.) (1,0)

c)  (1,v3)

d) (—1,—

a.) (5,—m/2)

b)  (5,7)

c)  (V6,5m/4)

e)  (V5,arctan(,/3/2))
1.144 @ r = cosf
L145 @ 0 =m/4
1.14.6 O @® r=—2cosb
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1.14.7 8@ r =24 cosf

1L148 @
a.)
b.)
c.)
d)
e.)
f.)
g)
h.)

Soluciones del Capitulo 4

221 @

) 2 driloy = e 1P=yrl = (o= Ly
2 8,3

by yr=—glatg)

c) (y+1)?=4(z+2)

d) (z+1)2=2(y-2)

e) 22=(y—2)

22240@ El vértice es (h,k) = (1, 3). Por la posicion del foco se deduce que el eje es paralelo al eje X y la
parédbola abre hacia la derecha. Entonces la ecuacién canénica es (y —3)% = 4p(x —1). Como p = [|(2,3) — (1,3)]| = 1,
la ecuacion canénicaes (y — 3)? = 4(z — 1).

223 4@ La ecuacion canénica es de la forma (y — k)2 = 4p(x — h). Como contiene los tres puntos, entonces

(0—k)* = 4p(0—h)
2-k? = dp(-1-h) = h=—,p=—% y k=1
(=2—k)? = 4p(-2-h)

Por tanto, la pardbol N, 2 1
or tanto, la parabola €S — — = - — _

2240® Como (h,k) = (—1,1) y p=1, entonces (z + 1)% = 4(y — 1).

225 M@ La ecuacién es (y — k)? = 4p(x — h) y abre a la izquierda. El vértice es (h, k) = (5,4) y p = —2.
Entonces la ecuacién canénica es (y — 4)% = —8(x — 5).

226 N® (x —2)% =2(y - 3).

227 N® De acuerdo a d.) la pardbola abre hacia arriba o hacia abajo. Por la posicién del vértice y el punto
(8,b), solo podria abrir hacia arriba. El vértice es (h,k) = (2,0) por lo que lo que la ecuacién de la pardbola es
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(z—2)% =4p(y —0); p>0.
La directrizes y = k — p = —p. Para determinarp y b tenemos dos datos

@ La distancia de (8,b) ala directriz es 10, es decirb + p = 10

@ El punto (8,b) estd en la pardbola, es decir, (8 — 2)? = 4p(b)

b = 10—p
36 = 4pb = 36 =4p(10 —p) = 36 —40p +4p* =0

Conloquep =1 op = 9. Por lo tanto, las pardbolas que cumplen estas condiciones son (z — 2)? = 4y (cuando b = 1)
o(x —2)? = 36y (cuando b = 9). Ambas pardbolas se muestran en la figura que sigue.

228 ¢N® El vértice es (h, k) = (2,0). Como b > 2, la pardbola solo podria abrir hacia arriba o hacia la derecha.
@ Si abre hacia arriba, la ecuacién canénica es (x — 2)2 = 4py. En este caso,como 8 +p =10 = p=2y
entonces b = 10. En este caso tenemos la pard]bola (z — 2)2 = 8y.

@ Si abre hacia la derecha, la ecuacién canénica es y? = 4p(z — 2). En este caso, como la directriz tiene ecuacion
T = 2 — p, tenemos

{b—(2—p) = 10

=8 b=4 =2; b=10.
64:4p(b—2):>p 8 b o p=2; b=10

Las tres pardbolas son (z —2)? = 8y; y? =32(x —2) y 3? = 8(z — 2).
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2290@ Si el foco estd en la directriz tendriamos una recta (una cénica degenerada).

2210 @ Completando cuadrados obtenemos

b\* b
2 _
ax+br+c—y = alz+—) ——+c—y
< 2(1,> 4a
b\? b +4ac b\? A
= —_— Yy = — ] —— - i A =0b’—4dac.
a(:c—|—2a> * 4a Y a<x+2a> a7 e

b\> 1 A b A
Entonces, az® + bz +c—y=0 = (z+—) = —(y+ y el vérticees [ ——, —— |.
a 4a 2a 4a

2a
2211 @ Se trata de una parabola con foco en (2, 3) y directriz con ecuacién x = 4. Por lo tanto, la pardbola
tiene vértice en (3, 3) y abre hacia la izquierda. Su ecuacién es (y — 3)? = —4(x — 3).

(e +1) | (y—5/4? _

231 4@ i i 1.
2320M® , ,
2) (y—41) +(x—|(;2) _q
5
2 2
(z+2)?  (y+4)?*

c.) 1 + ] T 1
@ 28Dy

2

233M@ La ecuacién candnica la obtenemos completando cuadrados.
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=37, @=27 _
1

@ Ecuacién candnica:
@ Centro: (h, k) = (2,3)

[~ a2:4,b2:1 yc:\/g
@ Focos: (2, 3+ /3)

@ No hay interseccién con ejes.

2340®@ Los datos los podemos representar en la figura de la derecha.

Como el centro es (h, k) = (0,0), entonces la ecuacion es

2 2
o vy

b2 a2

Esto es asi pues el vértice (0,5) nos indica que el eje mayor estd
(en este caso) sobre el eje Y.

Ahora, como (0,5) es un vértice y el centro estd en (0,0), se sigue quea =5y

Por otra parte, como (—1, 3) estd en la elipse

(_1)2 32

R
b2 25

25
de aqui, despejando, obtenemos b? = 6 Finalmente, la ecuacién candnica de la elipse es

2 2
L Y
T

16
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Solucion: El eje mayor de la elipse es paralelo al eje Y. Como
la longitud del eje menor es de 6 unidades, entonces b = 3.
Como los vértices estdn en (3,1) y (3,9), entonces el centro es
(h,k) = (3,5) y por tanto a = 4. La ecuacién candnica es

235M@® (z — 3)2 . (y — 5)2
9 16

La grafica de la elipse se muestra en la figura de la derecha. Solo
hay una interseccién conel eje Y en y = 5.

2360N® La elipse se puede ver en la figura de la derecha.

Como la elipse es tangente a los ejes en el primer cuadrante, el
otro vértice debe ser (0,2) (su eje mayor no puede ser paralelo al
eje Y pues su semieje menor seria de 8 unidades y el mayor de
1 unidad!). Luego, (h,k) = (4,2), a =4y b= 2. Laecuacién
candnica es

(-1, w-2"_,

16 4

237 4N® La elipse se puede ver en la figura de la derecha.
Segtin los datos, (h,k) = (0,0) y (4,0) es el vértice de la
derecha, entonces a = 4 y (3,1) satisface la ecuacién de la

elipse:
32 12 16
i =1= p¥==.L i6 6ni
G + B - a ecuacion candnica es
2 2
r + v =1
16 16

96

7 9
@ focos: (0 + 976,0
@ vértices: (4,0) y (—4

(y— 1)

238¢M® (x—2)%+ 5

=1.



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/

432

@ Centro: (h, k) = (2,1),
® c=158,

@ focos: (2,14 /)

@ vértices: (2,1 + 3).

2394M@® La elipse se puede ver en la figura de la derecha.

La ecuaci6n canénica de la pardbola es y? = —4(x — 8). De esta
ecuacion se obtiene el otro foco y un vértice derecho de la elipse.
La ecuacién canodnica es

(x —3.5)2 yjzl
et g .

4.52 *

@ Centro: (h, k) = (3.5,0),
@ c=3.5,

@ focos: (0,0) y (7,0),

@ vértices: (—1,0) y(8,0).

22 2
2310 @ La ecuacidn candnicaes — + =— = 1.

64 55
@ Centro: (h, k) = (0,0),
@ c=3,
@ focos: (£3,0),
@ vértices: (£8,0).

(@-2? , (+37

2311 0@ La ecuacidén canénica es 9 16

@ Centro: (h, k) = (2,-3),
° c=7,

@ focos: (2, —3 +/7),

@ vértices: (2, -3 +4).

= 1. Por lo tanto es una elipse.

23.1200@ Si consideramos los lados del cuadrado como ejes coordenados, el circulo inscrito es un circulo con
centro en (r,7) y (z,y) = (3,4) es un punto en la circunferencia.
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Por lo tanto,

\/

r = 7—2\/6z2.1
r = 74+2V6~11.8

Como r < 4 entonces r = 7 — 21/6.

23.13@®
a.) C es una pardbola de ecuacién canénica

(z—2)> = —8(y+1).

b.) Centro de la elipse (2,—1)

c) d(F1,Fh) =4 = 2c=4 = c¢=2
d) d(FA,V1)=3 = a—-¢c=3 = a=5
e) b2 =21

f.) Ecuacién candnica de la elipse:

_22 12
-2, W+ _ |
21 25

g.) Vértices (2,4), (2,—6).
h.) Focos (2,1), (2,—-3).

2314 0@®
De la informacién que nos dan deducimos:
@ El foco de la pardbola (v —2)2 = —4(y —6) es V4 = (2, 6-1) = (2,5) pues p = —1.
@ El centro de la hipérbola (z —2)? — (y —1)2 =1 es Vo = (2,1).
@ Los vértices nos indican que la elipse tiene centro en (h, k) = (2,3) y su ecuacién canénica es

(r—2)*  (y—3)
e ot

@ Como la elipse contiene el punto (1,2),

(-2 (2-37

4
=1 = V¥ =-_.
b2 22 3
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6
5
(=2 (=37 _,
Laecuacion canénicade laelipse es 4 + 22
3
1 4
2
X
23154®
241 @ La ecuacidn candnica es
22 2
T
64 36

Como ¢ = 10, los focos son (+10,0) y los vértices son (+8,0). La ecuacién de las asintotas es 3z — 4y = 0 y
3z +4y =0.

2 -1 2

2420®@ La ecuacién canodnica es % — (907) =1.

4 2 —1 2
243 0® Elcentroes (—4,1). a =6 y b= 4. La ecuacién candnica es (= ;LG F_ b 16 ) =1
—1)? 2)?

244 0® La ecuacién canénica es (@ 15 S (yg ) = 1. Vértices en (—3,2), (5,—2) y focos en
3

(—4,-2),(6,—2). Las asintotas son y = +—(z — 1) — 2.

4

245 N@® La ecuacidén canénica es

(=32 w-2?
9 4 )

Como ¢ = v/13, los focos son (3 £+ +/13,2) y los vértices son (3 + 3, 2).

24.6 @ Como /3-4 > 6, laasintota y = /3 x va por arriba del punto (4,6). Esto nos dice que la ecuacién de
2 2
36

la hipérbola es — — Y —1. Como (4,6) estd en la hipérbola y como b? = 3a?, entonces — —
a? a?  3a?

2 =1 = a=4.
Asi, la ecuacién candnica es
z2 vy

2
— = 1.
4 12
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22 2
247 N® La ecuacion canénica es 5 9= 1.
2484® La parédbola tiene ecuacién canénica (y — 1) = —8(z + 2), por tanto el centro de la hipérbola es

(_2¢ 1)
Como un foco esta en (3,1) y un vértice esta en (1,1), el eje
transversal es paralelo al eje X, a =3, c=5y b= 4. La
ecuacion candnica es

(x+2)? (y—17° _

— =1.
9 16

Sus focos son (3,1), (—7,1) y sus vértices (1,1), (—5,1). Las
asfntotas son y = +3(x + 2) + 1. La hipérbola interseca al eje
X en z~ —5.093 y x ~ 1.0933.

2490M@

a) Como k >0y k—16 > 0, se trata de una elipse.

b.) Como k£ >0y k— 16 <0, se trata de una hipérbola.

c.) Como k< 0y k—16 <0, laecuaciéon no tiene solucion, es decir, no es la ecuacién de una curva.

Solucion: Se trata de un hipérbola con focos A y B y por tanto
¢ = 1.5 y el centro es (h, k) = (-3, 3/2). Como |d(P, F1) —
d(P, F»)| = 2a entoncesa = 1. y entoncesb? = 5/4. Luego
ecuacion candnica es

2410 A @ (y=3° (z+3° |
1 5/4

1
Las asintotas son y = im (x+3)+3/2. Lainterseccién con

losejesson y ~ —1.363, y ~ 4.363, x =~ —4.25 y x = —1.75,

2411 @ Se trata de una hipérbola.
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1 2
La ecuacién canénica es (z — 1)? — M =1.
@ Centro (1,-1),
@ a’=1yv*=9,
@ ?=1+9 = c=10,
@ Focos (14++/10, —1).
@ Asintotas: y = :I:I(a: -1)—1
2412 4@
Soluciones del Capitulo 5
32140 Diy={(z,y) e R? q (z—4)?+y>*>1 y 2#0 y y+#0.} Este dominio corresponde al

exterior de la elipse (incluye el borde) y se debe excluir los ejes X y Y (lineas punteadas).

-..

S
he C 2

AR

Z 4

322M™@® Como log(1) = 0 debemos excluir los puntos para los cuales x — y = 1.

Diy={(z,y) €R? tq (y+1)?2>z+1 y y#z—-1y y<a}
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323¢N@® Se omite

32400@® Se omite

331 ¢M@®

a.) z2=4—2% y=0.
7
2
1
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d.) z4+2y=4; x=0

e.)
f.)

g)

3324M® Es un punto, P = (1,—2,0)

3334
a.) Plano 2z +y = 2.
4
1
X ‘ \

b.) Plano z = 2.
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z

| —

<~

c.) Plano x —y — 2 = 0. Podemos usar lasrectas y =z y 2z = z.

d.) Plano = +y — z = 2. Podemos usar las intersecciones con los ejes: z =2; y =2; z = —1.

e.) Plano 2z + 2y + 2z = 2. Podemos usar las intersecciones con los ejes: z=1; y=1; z=1.

3340@ Plano 4x — 4y + 2z = 4 en el primer octante. En este caso el plano lo dibujamos desde el segmento que
vade z =1 hasta z = 2.
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341 0@
a) y=(z—-2°+(z—2)’

Wolfram CDF Player
’ 4
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34240@® Se trata del paraboloide 4 — z = 22 + (y — 2)%. El vértice es (0,2,4).

a.) Si z =0 entonces 4 — z = (y — 2)%. Por tanto la trazaes (y — 2)? = —(z — 4),
b.) Si z =3 obtenemos la traza 1 = 22 + (y — 2)?, 2 =3.
c.) Si z =0 obtenemos la traza 4 = 2% + (y — 2)%, 2z =0.

xz = 0.
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343 ¢® Se trata de un elipsoide con centro en (3, 3, 1). Una estrategia de dibujo es la siguiente: Los elipsoides se
puede dibujar con tres elipses (trazas). En este caso, se pueden usar x = 3; y =3 y 2z = 1 (estos valores corresponden al
centro de la cuddrica).

=37, -1

@ Latraza x = 3 corresponde a la elipse 1

=1, = = 3; que se dibuja en el plano x = 3.

@ Si y = 3 obtenemos la elipse (circunferencia) (x — 3)% + (z — 1)2 =4, y = 3; que se dibuja en el plano y = 3.

(z —3)° N (y —3)

@ Si z = 1 obtenemos la elipse 1 9

=1, z=1; que se dibujaen el plano z = 1.

REN B T
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354 M@ Sélido Qs.

355M@® Sélido Q4.
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’ N
/ Sl
/ SS
3 1
/I \\\
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.
,

356 N® Sélido Qs.
z A

357 ¢N@® Sélido Q.
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T+2Y+2=2

\
-~
\
\

Sélido Q7.

35.8MN@®

o~
I
N
+
>
]
+
53

Sélido Qs.

359M®

2z + 3y =18

r+y==06
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3510 @ Sélido Q.

3511 ¢™® Sélido Q1p.

z2=9—=zx

oy —ox + 22 =0

3.5.12 h@ Sélido QH.
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Sélido ng.

3513 M®

Sélido Q13 .

354@
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3515M@ Sélido Q14.

y=1-— 22
y=2— 222

i B SE

3.5.16 h @ Sélido Q15.
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3517 V@ Sélido Q1.

3518 V@ Sélido Q17.
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361 8@® Proyecciones de Q.

Proyeccion sobre XY Proyeccién sobre Y Z Proyeccion sobre X 7

zl)

2

3.624M® Proyecciones de Q.
Proyeccién sobre XY Proyeccién sobre Y Z Proyeccién sobre X Z

363MN® Proyecciones de ().
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Proyeccion sobre XY

Lacurva C] se proyecta en la curva C en el plano
XY. Lacurva C eslainterseccion de las superficies
y? 4+ 22 =4y 22 — 2y + z = 2; para calcular su
ecuacion eliminamos z,

422 = 1
= 2+ (2-22+2y)% =4
20 —2y+2 = 2 (una elipse con rof

Proyeccion sobre X 7

La curva C] se proyectaen la curva C en el plano
XZ. Lacurva (' eslainterseccion de las superficies
4+ 22=1y20—2y+2=2,

= (—1+§+x)2+z2=1.
20 2y +2z = 2 (una elipse con ro

Soluciones del Capitulo 6

421 4@
1. Parametrizacién de la curva e.)

@ —Cy: ri(t)=(t2t,0) con t e [0,1].
Observe que 71(0) = (0,0,0) y m1(1) = (1,2,0).
@ Cy: ro(t)=(0,0,t) con t € [0,1
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Observe que 72(0) = (0,0,0) y r2(1) = (0,0,1).
@ —(C3: r3(t)=(cost,2cost,sent) con € [0,7/2].
Observe que 73(0) = (1,2,0) y r3(7w/2) = (0,0,1).
2. Parametrizacién de la curva f.)

@ Ci: ri(t)=(2cost,0,2sent) con t € |0, /2]
Observe que 71(0) = (2,0,0) y r1(w/2) = (0,0,2).
@ Cy: ra(t) =(2cost, 4 —2cost, 2sent) con t € [0,7/2].
Observe que 72(0) = (2,2,0) y ro(7w/2) = (0,4, 2).
@ —C3: r3(t)=(t,4—1t,0) con t € [0,2]
Observe que 73(0) = (0,4,0) y r3(2) = (2,2,0).
@ —Cy: r4(t) = (cost,4 —cost,1+sent) con t € [—m/2,7/2].
Observe que 74(—7/2) = (0,4,0) y ra(w/2) = (0,4, 2).

Soluciones del Capitulo 7

3 _
521 8@ Un célculo directo nos da lim a:iy—z,z =1
(z,y,2)—(0,01) XY+ 2

522M@ Un célculo directo nos da % = -9.

5514M@ Usando la regla para la derivada del cociente,

9 2_2_2 2 _ .27 .
of gy W) @ =) = 5 a7 =]y

oy (22 —y?)?

z- (2% —y?) +2y - xy

(.’,1;'2 _ y2)2
of 5 [zl (xz—yz)—% (2% —y?] -2y
or (22 — y?)?

fy(2’ 1) = q
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5520M@® Se debe usar la regla de la cadena para funciones de una variable,
0 0
85 = 5ln*(a¥ 4+ 22 +2Y) . a [lnl(:ziy + 2% +2Y)]
_ 4 2
= 5111 (l‘y+x +2y)m($ylnx+2yln2)
0 0
or _ 5In(z¥ + 2% +2¥) - — [In(a¥ + 2® + 2Y)]
ox ox 1
— (Y 2 vy . TR
= 5In*(a¥ +2° +2Y) TSR (y-a¥= +2x)
5.5.3 H2©
0z 9
(*) @ — 4:a - 2
o 22y
Oy?
0%z 0%z
@ 4+ =4@*+v*)—4=0.
972 + B2 (a® + b%) 0. v/
72
554¢M@ Sea u = —, entonces z = f(u)
Y
0z , 2x
e — — R
o =)
0z , x?
° 87; = f'(u) 5
0z 0z 222 222
@ v—— +2y— = f ———1 =0
Ta5: T3, f(U)[y y} v
555M@
8z YT pr e
e — =
Ox 2z
Lz
3z v x2 —+ y2
@ — =
ox z
@ Ahora sustituimos,
y L=
0z 0z y_:c2+y2 v x? +y?
Tow Ty T T T s T T
Ly Yy
vy —
TR Ty
= = ay
2
—2? [kt
556 @ Pongamos C(x,t) =
g (z,1) 7

oc V' )¢ R
- - kt5/2 2¢43/2
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oC 1 —Qxe—x%%t

dr /i kt
o 92C e—a:?/kt 1 (42® 2 e—xZ/kt 4?2
022 Vi \k22 Tkt K26572 K3/

2
@ Luego, multiplicando 92 por 1 se obtiene la identidad.
x

557M®
z es una funcion de dos variables pero f es una funcion de un solo argumento y como tal, se deriva de la manera ordinaria.
Aqui es conveniente hacer el cambio de variable u = 2%y + y de tal manera que z = f(u) - \/z + y2.

0 0 s,
£:flu 07 \/erf g[m}
= flu) ) Vaty? + )

x+y

0
5% = fl(u I-Va+y? + flu 4—[wm+f}
( — 1

558 M@

@ u, =cYcosx

@ uy, =¢eYsenw

@ u,, — —eYsenx

@ uy, =eYsenxw
Pu %
T RPN 1 Yy _

° 8x2+8y2_ eVsenx +e?senx =0 /

55940@

@ u; = —acos(x —at

t (z—at)+ ——
2 a’

@ uy = —a‘“sen(r —at) — ——=
i ( ) (z + at)?

@ u, = cos(x — at
v ( )+x+m

@ Uy, = —sen(r —at) — ———=
- ( ) (z + at)?

° 2 sone — at) -~ = o (~sen(z — at) — — SN
uy = —a“sen(z —at) — ——= =a° - [ —sen(x —at) — ———= | = a“ - ugy.
" (z + at)? (z + at)? o

5510 @ Sea A=z —aty B=ux+at, entonces u(z,t) = f(A) + f(B).
® u = —af'(A) +ag'(B)
o i = a2f"(4) + ag"(B)
® u, = f'(A)+g(B)
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@ u,, = f"(A)+¢"(B)
@ uy =a’f"(A)+a*g"(B) = a® upe. /

0 0
5511 8@ Satisface == 4+ 22 —1.
or Oy
x
® 2, —
et 4 e¥
ey
o Ry = p
0 68 Y Y
z z e e
@ —+— = =1
8x+6y e“"’—i—ey—i_ef‘—i—ey v
. 0%z 0%z 9%z \?
Satisface @ . 873/2 — (((hay> =0.
o et (e teY) —et et
Z;EQJ - (ex + ey)2
° _ey.(ex_i_ey)_ey.ey
vy = (e 4 e¥)?
0%z B i eY o —eYe”
Oxdy  Ox [e* +ev|  (e® +ev)?’
0%z 0%z 82z \° et (e teY)—et-e” eV (e teY)—el e —e¥ et \?
o 077 0y dzdy N (e* +e¥)? (e* 4 ev)? (e* + ev)?2
_ e - eY eY . et —e¥ . e” 2_0\/
(et +eY)? (ef 4 ev)? (e*+ev)2)
55124M@

Sea u = ysen(x), entonces w = f(u).

@ w, = f'(u) - ycos(x)
@ wy = f'(u) - sen(x)
@ cos(z)w, + ysen(x)wy, = cos®(x) -y - f/(u) +sen?(x) -y - f'(u) = (COS2 x + sen? x) yf(u) =y f(u)

55134M® ,
0 0 0
a—z = 22 sen(3z —2y) + 322 cos(3x —2y), a—z = —22% cos(3x—2y) y Oyagx = —4a cos(3x —2y) — 627 sen(3z —2y).
La identidad se verifica de manera directa.
5514M@ Derivamos a ambos lados respecto a Ry,
o 1] _ 91,1 1
ORy |R| ~ ORi\ |Ri Ry Ry
1 OR
_ORy _ -l _ OR _ R
R? R? oR, _ R
5515M®
oP

o X __ P
v~V
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o OV _mR
or P
or v

OP _mR
o PN PmRV __
ov orop V. P mR

0K ’°K 1 ,
5516 ™ ® 3 97 = 3¥ m=K./
5.5.175\@
IOt -2 -
° 2%’ = ['(u) -2z - g(y)
w
° 02 29(y) - [f"(w) - 222 + f'(w)]
o U nuliu) -2 9(0) + /) - F(w)
0yox
ow
® 5 = f'(u)-2y-g(y) +d'(y) - f(u)
5.5.18 5\@ .
IO )=+ d(v) 2
o =)+ g (0) )
O*w 1" -z 1 1 / 1 -y 1 /
5519M@® Sea u = 2 — 4y2,
o= w8y
82’[1} 3z g/ 3x g1
920y =8y [—3e’" f'(u) — e f"(u) - 22]
8U n—2 au 2 n . . .
5520 @ o = n(n — 1)r""“cos(nd) vy 00 = ~"7 cos(n#). Sustituyendo y simplificando se
rr
verifica la ecuacion.
57.1n@®
d: _ 0 do | 0: dy
dt — Ox dt Oy dt
= (24 1)-cost + 2xy-sec’t
dw 9
5724M® — = 2t + 2tsen 2t 4 2t cos 2t

dt

57.3¢@®
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0: _ 0: ou 0: o
ox ou Oxr Ov Oz

= u—i—vQ—i—u] + [ - ] —y/"
2vu + v2 Y Vu + v? 1+(§)2
X

0: _ 0: ou, 0z v
oy ou Jdy Ov 0Oy

= [ u—l—v?—l—u] a:—l—[ 2 ] /e
2vu + v? Vu + v? 1_{_(Q)2

X

574 ‘3@ 5

a) aTi =9(y)- [aﬁ

b) G =) fle) + o) 5

c.)

S = )3 S+ o) |5 20 5 ar
S =) 2 e+ o) | 5L 04 5 ol
5715M®

0= _of o
or  Ou y ov

@ Aplicamos regla del producto,

0%z _ o |of + 9 of
oydx ()1/ ou Y 01/ ov

B of 0% f 0% f
= b Ou ty {alﬂ 4 + [81«91} a:]
57.6 @
0z 9 1 g 37f
o %—31 (zy) +8u y+a
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@ Aplicamos regla del producto,

0% 10 [of o [of
yor OG- +()T [au y] 3y [a}
1 0 0?
= 6In(zy) - 0 —+1- 8f +y [8f x] + [('Mgv ZL‘:|

577 4@ Primero hacemos un cambio de variable: z = f(U, V) con U = xzsen(y) V = g(z).

Pz o (ofu,v)
oroy oz \ ou TPV
0z of of
— = = .U, +—=-V 2 2
oy — ou VT oav _ (o) or of
y <8U2 U: + WoU Ve | xcosy + cosy i
= ﬁ Z Cos —i—g 0
R ov = ﬁ-seny—i— 't g (z) | xcosy + Cosya—f
oU? oV oU oUu
578 @ %f = 2¢ % sen(2t — 32)
82T —3x —3x
il —6e™ " cos(2t — 3x) + 6e” " sen(2t — 3x)
or _ —3e 3% sen(2t — 3x) — 3¢ 3% cos(2t — 3x)
ox
K =24.
579M®
0z , 0z , ’?z ,
* 5 = W ryd@) * 5 = Wt * ey ~ TWHd@

Si K = 2, entonces
2zy(f'(y) +¢'(v)) — 2x(f(y) +yg' () — 2y(zf'(y) + g(z)) + 22
= 2zyf'(y) + 2vyg'(x) — 22 f(y) — 2zyg'(x) — 2yx f'(y) — 2yg(x) + 22

= —2zf(y) —2yg(x)+2z = 0 v  pues 2z=2xf(y)+2yg(z)

5710 @
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0z _ Of Oz Of Oy  Of 0w 0°f 0y
ou  0x2 Ou Oydxr Ou Oxdy Ou 0Oy Ou
0 f 0’ f o0 f 0% f
= .92 -1 2u+ —5 -1
o2 * Oyox + Oxdy + oy?

0z _ O 0z Of 0oy Of Oz 0°f Oy
ov or?2 Ov  Oydxr Ov Oxdy Ou  Oy? Ou

0% f 0% f 0% f 0% f
B @'1+8y81:.21}+ 0xdy 1+@ 2v
5.7.1155@ o/ o/
z
oz =2 8u+y8v

@ Aplicamos la regla del producto,

9%z 0 of o [ of
Pl ()1[28u}+()r[8v]
2 2 2 2
s, af]ﬂ,[%@f o7

72 Va0 duov Vo2

= 2 ~-+2z |2z
8u+ :U[

@ Simplificando se obtiene el resultado.
57.12 @ Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regla de la cadena. Sea
z = f(u,v) — g(w). Entonces,
2y = fu- —seny — g(w) - 6zy.
Zoy = —seny(fuu - 22 + fup - 22) — " (w) - 3y* - 62y + 6y - ¢’ (w)

57.13@® Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regla de la cadena. Sea
2z = 22 f*(u,v). Entonces,

zp = 2w f4(u,v) + 22(4f3(u,v) - (fu-y + fo-0))

2y =22 (4% (uw,v) - (fu- 2+ fu - 20))

5714 @
Seau =Y v=e3+3zyw=az*? Entonces z =z - f (u,v) + h(w)
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0z . 8f+8h
dy oy Oy
T 9y 9y
(05 O e
-7 <8u 8y+8v 3y>+h(w) oy
_ af 1 af ! 2
= xz- <8u ;—1—% 0>+h(w)-2xy
o g / 2
= 8u-i—h(w) 2z%y
Ahora
2. _ 0(5)
oxdy ox
B 8<%+h'(w)'2x2y)
N oz
O*f ou  O*f Ow ” ow 9 ,
= 9w o avou ae T W Gy By N () day
an -y 62f 3z " 2 2 /
= w'ﬁ_’_@v@ (3¢’ + 3) + 1" (w) - 2zy” - 257y + B (w) - 4wy
. a2f -y 82f 3z " 33 /
= w'ﬁ—l-ava - (3e7 +3) + b (w) - 427y’ + B (w) - day

5715 @ Cambio de variable: z = f(u,v) + g(w)

0z Of 9 dg
==L (942 1) =
dy Ou (2 )—= dw
9%z of 2 82f 82f / "
=d4r — + (22° — 1 4z 2z | — —x- -2z —
s =ta 9t 1) (S e+ S 20) — /) 2w 20— )
0z 0z
57.16 O ® Las derivadas parciales que se piden aparecen cuando calculamos 7 y a— La idea es despejar a
partir de estos dos cdlculos.
9z _ Of af
o o5 TV
g = ! % + 2z %
5 5 5 ot y+2x2 |0x oy
z f .
i o1+ 2L
oy Ds + ot

De manera andloga,

of _ 1 0z 0z
s  y+ 212 |0z v Ay
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0z

0
5717 @ Sea u = xy. Con un célculo directo obtenemos 8—Z =yf(u) y — = xf'(u) Sustituyendo en la
x

y

ecuacion diferencial se obtiene el resultado.

5718 @ Observe que

0 , 4 B 0 , 4 9 9 8r_ _Or _z )
%(7’)—%(% +y +z) - 27”8—1:—213, es demr,%—;.Demaneraanaloga,
o _y
dy r
or_z
oz 7
Entonces
@_{_ @-f— @_ f/() £+ f/() g-f- f/( )7 f/() 1’2—|—y2+22
9 gy ' Ce, TV LT 2T = ;
5719 V@

Al aplicar el cambio de variable, z es una funcién de u y v, es decir, z = z(u,v). Por tanto

0:_0: L 0:_ 0x 10:  0:_ 0: 20
oxr  Ou ' = You y Ov y oy  “Oou y Ov

0
Sustituyendo 8—;, 8—;, x =\/uv 'y y = +/u/ven (x), nos queda
% = v senu
ou
5814M®

Sea F(z,y,z) = 2%y* + sen(xyz) + z? — 4. Si las derivadas parciales z, y z, existen en todo el dominio en el que

F, # 0, entonces

o 0z  Fy 22y% + yz cos(wyz)
Ox F, xycos(zyz) + 2z

o 0z F, 222y + w2 cos(zyz)
oy F, xycos(zyz) + 2z

@ La identidad se obtiene sustituyendo y simplificando.

582¢M®@ Eneste caso, F' =g (ﬁ, 22+ y2) .
z

)
0 gp  Bw L to

83: - 9= —Gu ig
z
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x
=t =——E
Ox 9= 9
y . 2?2 — o2
Gu- =+ v 2w Gu-—+Gv-2y Yu z Z($2— 2)
o vy 2 — . z - _ _ Y Y
R g oY y
u 2,'2 u Z2 u 22
583M® Sea F' =z — f(u) con u = z/zy.
z
[R— , - —
0z _ B _ M AN i O
ox F, 1—f/(U)i x asy—f’(u)'
Ty
—2z
—_— , - —_—
o: kK TWap e
o F 1= ) y wy—[f'(u)
Y
0z 0z z f(u z "(u
dr "0y z ay— f'(u) y wy—f'(u)
584M® La primera derivada se hace derivando implicitamente; las segundas derivadas son derivadas ordinarias.
0z zln(yz)
or  x—2z
i 0z
0 LN 0
a—i -In(yz) + = yfsv (x—2) — <1 - Oi) - zIn(yz)
9%z 0 z1In(yz)
ox? Oz r—z B (x — 2)?
[ zIn(yz)
1 S 1
_zIn(yz) ‘In(yz) + z - L2 | (z—2) — (1 : n(yz)> - zIn(yz)
T —z yz T —z
- T (x — 2)?
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R R
822_[)[_ xz ] _x 8yym - T y@y v

ay? oy | yle—2)

0xdy ~ Oz

0%z 5, [ m] <Z+$'gz>'y($—2) - <y—y-g;>-:cz
y(

T

T —z)

585M®
586 ¢®
587 ¢®
588¢M®
589¢M@
5810 V@
5811 V@
58.124M@
5813 M@

513.1 @

a) V= (-2z, —2y)

Duf(Q) = VE(Q) - ﬁ = (-2, -2)-
b.)

(_2’ 1) _ i
\/5 =

=

Du.f(P) = (=2a,—2b)-(—2,1)/V5=v2 = 4a—2b=+10
D,f(P) = (=2a,-2b)-(1,1)/V2=+5 = —2a —2b =10
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Entonces, a =0y b= —/5/2. P=(0,—+/5/2,3/2).

c.) Lasuperficie S tiene ecuacién z = 4 — 2% — y2. Si G = z — 4 + 22 + y? entonces un vector normal al plano es
N =VG(R) = (2,—-2,1). Luego la ecuacion cartesiana es 2z — 2y + z = 6.

d)  Dyf(R) es miximasi u = Vf(R) = (—2,2). Eneste caso, Dyg()f(R) = [|[VE(R)|| = V8.

5132 M@ )
_(_ T+ yz —Iz
2. Vf_( xy+32’2’xy+322>
—21) 2
Duf(@) = Va(@) - o = (=1.0): ( NG ) ==
b.)

Dyz(P) = (=2/b,0) - (=2,1)/v/5 =2 = b=4//10

c.) Lasuperficie S tiene ecuacién G(z,y,z) = 22 + zyz + 2> — 1, entonces VG = (22 + yz,xz,zy + 32%). Un
vector normal al planoes N = VG(R) = (1,1,2). Luego la ecuacion cartesiana es x + y + 2z = 2.
d)  Dyz(R) esminimasi u = —Vz(R) = (1/2,1/2). Eneste caso, Dy,r)z(R) = —||Vz(R)|| = —\/1/2.

5133 ¢®
a)  z=z(z,y) estd definida de manera implicita. Sea F(xz,y,2) = 2%+ xz +y — 1.

Ve (-t By (= __1 ).
F,° F/ 3224+x " 32241z2)

(17 _2)
Dyz(P) = Vz(P)-
wi(P) = Va(P)- 2
= (0,-1)- (1,-2) _ 2/V/5 ~ 0.894427
) \/5
b.)  Elmdximo valor que podria alcanzar la derivada direccionalen P es ||Vz(P)|| = 1 cuando v = Vz(P) = (0, —1).

c.)  Como la superficie S tiene ecuacién G(z,y,2) = 23 + 2z +y — 1, la ecuacién cartesiana del plano tangente en el
punto P es VG(P) - (z,y,2) = VG(P) - P.

@ VG(z,y,2) = (2,1,32% + )
@ N=VG(1,1,0)=(0,1,1)

La ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P es y + z = 1.

5134 @
a) 2= z(z,y) estd definida de manera implicita. Sea F(z,y,z) = vyz% — 8z.

vao (LB BN (v x
F,° F 220y — 8 2zwy—8)
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Duz(P) = Vz(P) =
e .(—5,\@) B 40—8\/§N
= (-8,-8) = = = ~ 5.52068

b.)

c.)  Como la superficie S tiene ecuacién G(x,y, z) = xyz% — 8z, la ecuacién cartesiana del plano tangente en el punto
P es VG(P) - (x,y,2) = VG(P) - P.

@ VG(x,y,2) = (y2? , x2% | 2zyz — 8)

@ N=VG(1,1,8) =(64,64,38)

La ecuacién cartesiana del plano tangente en el punto P es 64z + 64y + 8z = 192.

50135 n@ Larectanormal L pasapor P y vaen ladireccion de un vector normal a la superficie S e P. Podemos
tomar N = VG(P) = (1,1,2/+/2), asi una ecuacién vectorial de larectaes L : (z,y,2) = P+t(1,1,2//2), t € R.

513.6 @

a.)
b.)

513.6 d®
Soluciones del Capitulo 8

621 N® Los puntos criticos son (0,0) y P = (2%, %) En (0,0) el criterio no decide, en (2%,

[}

, [(P)) es

punto de silla.

622 @ Puntos criticos.

or _ 43 — 4y = 0 = y=2a3,

ox

of 3 B 8 _ x 0
a—y—4y—4:1:—02>x(:r 1)=0 = r — 41

Puntos criticos: (0,0), (1,1), (—1,—1).

Clasificacion. D (x,y) = fux - fyy — (foy)? = 1222 - 12y — 16.
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P fex(P) | fuy(P) | (fey(P))? | D2(P) | Clasificacion
(0,0) 0 0 16 —16 | (0,0, 1) es punto de silla.
(1,1) 12 12 16 128 | (1,1, —1) es minimo local.
(—1,-1) 12 12 16 128 | (—1,—1,—1) es minimo local

623 @ Puntos criticos.

fe=322+3y2 -6z = 0 (E1) . 322 +y?—2z) = 0
fy = 6y — 6y = 0 (E2) 6y(x — 1) = 0= y=0 o z=1.
@ Si y = 0, sustituyendo en (E'1) queda @ Si z = 1, sustituyendo en (E'1) queda
2

Finalmente, tenemos cuatro puntos criticos: (0,0), (2,0), (1,1)y (1,—1).

Clasificacion.
Da(%,y) = foz - fyy — (foy)® = (62— 6) - (6 — 6) — 36y°.
@ En (0,0) f alcanza un méximo relativo, pues D2(0,0) =36 > 0y f;,(0,0) = —6 < 0.
@ En (2,0) f alcanza un minimo relativo pues D3(2,0) =36 > 0y f,.(2,0) =6 > 0.
@ En (1,1) f no alcanza un extremo pues D2(1,1) = —36 < 0 (punto de silla).
® En (1,—1) f no alcanza un extremo pues Dy(1, —1) = —36 < 0 (punto de silla).
624 M@ Como P = (1, 2) es punto critico, las derivadas parciales de z se anulan en P, es decir
0z a
hatd = 0 <y — —) ‘ = 0 _ e _
oz (1.2) x2/1(1,2) 2 12 0
0z b b
8.’1: (1,2) ) (1,2)

= () (2) - (2) (3)

@ D3(1,2) =3y 2,4(1,2) =4 > 0. Luego, en el punto P = (2, 1) z alcanza un minimo relativo.

625M®
@ Puntos criticos: Resolvemos el sistema,
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Zy = dr—y = 0 =8 =y

— 1l6y=y —y=0

zy= —xr+2y = 0 —=2y==x

asi, el unico punto critico es (0, 0).

@ Test: Do(x,7) = 8-2-—(—1)% = 15 (es constante) y puesto que z,, = 8 > 0, entonces = (0, 0, 0) es un minimo relativo.

6.2.6 M@ La grificade f es,

= 2ae Y — 2ze " Y (2 —
@ Puntos criticos: El sistema es { ~* we_wz_ 2 a:e_ 2_ 2(x2 y2)
zy = —2ye Y — 2y TV (27 — y?)
eV (1 — 22 4+ 92) = 0
Simplificando queda 2?2 9 2
—e Y2yl 42 —y°) = 0

2 y? .
como e~ ¥ ~¥ > ( entonces nos queda el sistema

20(1—2%+49%) = 0
—2y(1+2*—¢*) = 0

Tenemos 4 casos:
Qcasol.) 2z =0y 2y=0. Entoncesx =0y y =0.

Qcas02) 20 =0y (1+2%2—-y%*) =0.Entoncesz =0 yy=+1
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Qcaso3) —2y=0y (1—-22+y?)=0. Entoncesy =0 yz = +1

Qcasod)(1—22+4y?)=0 y (1+22—y?) =0.Este caso es inconsistente pues quedaria

@ Test: Calculamos D5 y evaluamos cada uno de los cinco puntos.

Zaw = 2070V (204 — 22(22 4 5) + 42 + 1)

Zyy = 2e~ (22(2y2 — 1) — 2y* + 5y — 1)

Zgy = 4:cye_‘”2_y2 (22 —y?)

Luego tenemos:

Q@ Para P = (0,0,0), D2(P) = —4. P esun punto de silla.

Q Para (0,1,—1/e), Da(P) =2.165 >0 2z, = 1.47 < 0. Se trata de un minimo relativo.
Q Para (0, —1,—1/e), Da(P) =2.165 >0 zz; = 1.47 < 0. Se trata de un minimo relativo.
@ Para (1,0,1/e), Dy(P) =2.165 >0 z,, = —1.47 < 0. Se trata de un maximo relativo.

Q@ Para (—1,0,—1/e), Da(P) =2.165 >0 zz; = —1.47 < 0. Se trata de un maximo relativo.

627 @ La distancia del punto al paraboloide es d(z,y) = v/(z — 2)2 + (y — 2)2 + (22 + y2)2.

Puntos criticos: Debemos resolver el sistema

x—2+2x(x*+y*) = 0
y—2+2@*+y°) = 0

Como z = 0, y = 0 no es solucidon del sistema, podemos asumir que = # 0 y y #* 0. Luego, despejando
2 - 2 -
x2+y2:7x ==Y - T =u1.
2x 2y
Ahora, sustiyendo = = y en cualquiera de las ecuaciones, obtenemos x — 2 + 43 = 0. La calculadora nos da las

soluciones x = 0.68939835..., y = 0.68939835....

Clasificacién.  Dy(z,y) = [(1 + 42 + 2(2® + 9%)] - [1 + 49® + 2(2? + 3?)] — 162%y%.  Evalua-
mos  D2(0.68939835...,0.68939835...) = 19.4466... > 0 y f.,(0.68939835...,0.68939835...) > 0,
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es decir, el punto en el paraboloide dénde se alcanza la distancia minima al punto (2,2,2) es
(0.68939835...,0.68939835..., 2(0.68939835..., 0.68939835...)).

628 @ Los puntos criticos son (0,0), (1,1) y (—1,—1)

629 M@ Suponga que las dimensiones de la caja son  cm de ancho, y cms de largo y 2 cms de alto, entonces su
volumen es :

10
10 = 2yz — 2 = —
zyY

Por otro lado, el costo total esta dado por c(z,y, z) = 20xz + 20yz + 40zy

De donde obtenemos que

200 200
c(r,y) = - Y + 40zy

Calculando las derivadas parciales, formamos el siguiente sistema

Oc 200
97 Y- 3 (ED)
Oc 200
ay x 2 (E2)

Multiplicando por (E1) por x a ambos lados y (E2) por y ambos lados, obtenemos x = y. Sustituyendo en (E1)
obtenemos = =y = /5
160000 sF 3 sE 3 5 .
Ds(z,y) = —5—5— — 1600 y al evaluar en el punto P = (v/5, v/5), tenemos que ((V/5, v/5,120+/5) es un minimo
7y

local.

Respuesta: Las dimensiones de la caja con costo minimo son z = v/5, y = v/5y z = 10//25.

6.2.10 @
6211 @

6212 @ El érea de la superficie es S(x,y, h) = 2zh + 2yh + 2zy = 64. Despejando h obtenemos que le
32 —
volumenes V = :ryTw . Resolviendo VV = (0,0) obtenemos = =y = /32/3.
rry

6213 @ Puntos criticos: (0,0) y (1,—1/2¢). El punto (0,0,0) es punto de sillayen (1,—1/2¢) la funcién
alcanza un minimo local.

641 @ Problema: “Maximizar V (r, h) = 7r?h sujeto a 487 = 27r h + wr2.”
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@ L(r,h,\) = mr?h — A\(2r h +r? — 48).

wrh

L, =2mrh —X2h+2r) = 0 (1) A= o, bues h>0y r>0.
@ Lp=mnr>—\2r =0 (2 = P 7”:’/_270
Ly=2rh+r? = 48 (3) o htr? — 48
wrh T

Ahora, A =\ =

h—|—r:§T — r(h—r)=0 = r=~h (r>0).

Luego, sustituimos 7 = h en la ecuacién (3) :
2rh+r? =48 = 2h* + h* =48 — h=+4.

.. Las dimensiones son h =4y r = 4.

642 €M@

a.) Como zy?z = 32 entonces z, y ni z puede ser nulos (sino el producto seria 0).
b.)  Problema:

“Minimizar d(Q, O) sujeto a la restriccién zy?z = 32.”

“Minimizar d = /2 4 y2 + 22 sujeto a la restriccién zy?z = 32.”

sea L(z,y,2,\) = /22 + 32+ 22 — May?z — 32) = /a2 + y2 + 22 — dzy?z — 32)).

@ Puntos criticos.

( X ) .
= )% = 0 (ED
L, = 0 Va2 +y? + 22
y
_ — 7 _9ay: = 0 (B2
Ly 0 Va2 4+ y? + 22
—
L, = 0
: = = 0 (B3)
Va2 4+ y? + 22
[ Ly = 0
ry’z —32 = 0 (E4)

Como z, y y z son no nulos, podemos despejar A\ en las ecuaciones (E1), (E2) y (E3),

202 = y2

x - Y B z
o2+ 12+ 22 2ays/22 42+ 22 a2+ 2+ 22

de donde obtenemos 222 = y? y y? = 222, esdecir x = +2 y y? = 222. Sustituyendo en la ecuacién (E4) nos queda
2-22% .2 = 22% =32, esdecir z = +2.

A=
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Finalmente, como 32 > 0 y como zy?z = 32 entonces x y z deben tener el mismo signo, esdecir, t = z 'y y = +v/2 2.
Tenemos solo cuatro posibles soluciones,

A 7,

Q1=(2, -2v2,2); A=1/8,
Q2= (2, —2v2, 2); A=1/8,
Qs = (=2, 2v2, =2); A=1/8,
Qi= (-2, 22, =2); A=1/8.

Como d(Q1,0) = d(Q2,0) = d(Q3,0) = d(Q4,0),

los cuatro puntos son los puntos de S més cercanos al

origen.

2
643 M® Problema: “Minimizar A = 3712 + 27rh sujeto a la restriccion V = 7r2h + 3777”3 = 400”

La altura total es h 4+ =~ 8.49m y el didmetro es d ~ 8.49m

644 M@ Problema: “Maximizar p = 2 + 2z + y? sujeto a la restriccién z? +y% + 22 —4 =0".

Sea L(z,y,2,\) =2+ 2z +y* — A(@? 4+ y* + 2% — 4). Factorizando en la ecuacién L, = 0 obtenemos los casos y = 0
y A =1, ycon las ecuaciones L, =0y L, =0 obtenemos los casos z =0 y A = £1/2. Resolviedo para estos casos
se obtienen los cuatro puntos criticos: (0,42,0), (£v/2,0,£v?2), (£v2,0, TVv?2).

Evaluando p en los seis puntos encontramos que p es méximo en los puntos (0,+2,0) y minimo en los puntos

(£v2,0, 7v2).

645 M@ (0,-1,2).

6.4.6 O ® r=3/2, y=3/2, A= -3.
647 @

648 @ A=0,z=-1,y=0,
A=0,z=1, y=0,

A=0,y=—-1, =0,
A=0,y=1 =0,
1

1 1
A:77$:_77 = T =
2 V2 Y V2
\ 1 1 1
:7’[1:‘:—77 = —,
2 V2 T
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649 @
6.4.10 M@
6411 M@
69.1®
692 @
6.9.34M®
694 M@
695 M@
6.9.6 V@
697 @
698 @
6.9.9 @
6.9.10 V@
69.11 ™ ®

69.12 @

6.10.1 ©@
6102 @
6103 V@
6.104 @
6.10.5 @

6.10.6 @

(£v/2,1) y A = 1. Observe que = = 0 no satisface la restriccion.

r==41/3, y=43, z=44/3, W = 2V3/3
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Soluciones del Capitulo 9

YA
2
y=2—2?
1 2—x
731 M® AR:// dydz =17/6
0 T [ S )
y=2x
I
1
732 M@
733 M@

1. I = / / - dxdy
2+F
—2+/2 0 2 22—z
—/ / f(z,y) - dydx +/ /f(w,y)-dyder // f(z,y) - dydx
-2 2—(z+2)2 —24++/2 J0 0 Jo

734 @ Cuidado, debe escoger la rama correcta en cada pardbola.

//fa:ydA // flx,y)dxdy
242y
2+f a:3
//f:nydA / / mydyd;r+/ /f:vydyda:+/ / f(z,y)dydx
2—(z+2)2 242 3—v2

735M4® Proyeccion sobre X Z
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Volumen de () proyectando sobre XY

Vo

//Rl(z;_y)dA+//RZ(4—y)dA
= /gc/3+m4 ydyd:v+//4 y) dydx

con zg=0.5-(1-+13)~ —1.30

73.6 @ El célculo es facil proyectando sobre XY o Y Z.

Proyeccion sobre Y 7.

VQ:/OI/OQ_y[M—O] 4z dy
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Proyeccién sobre XY.

1 py/a—y?
VQ:// 2—y—0]dzdy
0o Jo

737 N®

Proyectando sobre XY.

1 r2-222
VQ=/ / 1—y/2—-0]dydx
0 Ji-a?

—X

738 N®

7390M®

Proyectamos sobre Y Z.

0 242y 2 /i—y?
VQ=/ / [1—z/2+y—0]dzdy+// 1—2/2+y—0]dzdy
-1Jo 0o Jo

7310 @
Como yzQ—% 14—z =
“abre hacia abajo”.

1
(y—2)% = _Z(Z — 4). Esta es la ecuacién de una pardbola con vértice en (2,4) que
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Z
4
1 4
I = //f(y,Z)dzdy
o Jo
2 4 Ryz
—i—// fy,z)dzdy .
1 Ja—a(y—2)2 f
(y—2P=—1(z—14)
1 2 %
7311 @ Proyectamos sobre XY.
7 | Wolfram CDF Player

N VA AT

vV = / / V1i—a?2—y? — (2?2 +y?)/3dydx + / / V1—a?—y? —
0 \/1/4—x2 1v8 x

V(2?2 +y?)/3dydx

751 404® Solucion: La region estd entre las curvas 7 = 2 y r = 4sen 2. Esto nos da tres subregiones: desde el
origen hasta la curva r = 4 sen 26 y desde el origen hasta la curva r = 2.

Comor=0= r=sen20=0=60=0y 0= g Podemos verificar con la figura que el dominio de la curva

r=4sen26 es [0, 7/2.]

Para obtener los limites de integracién de las tres subregiones, buscamos la interseccion entre las curvas:
r=2 N r=4sen26, es decir,
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752 @

Observe que

@ Larecta y =

9= 4sen20 = 0 = - y 9:57r

12 12°

57
12

r =4sen?2|

I = //T2~Td7"d9

R
w/12  rdsen 26

= / / r drdf
0 0
5m/12 (2

+ / / r3 drdf
w/12 0

/2 4 sen 20 1
+ / / Bardg = T _ 73
5m/12 Jo 3

Solucion: Debemos hacer el cambio de variable = r cos(f) y y = rsen(f).

< U &
> »
A ; o
Q
y=-L _ !
V2 V2sen 6
1 Tx
V2
1 1
ﬁ se transformaen rsenf = — — =

V2 "= ﬂsen(@).

@ La circunferencia 22 + y? = 1 se transformaen r = 1.

478
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@ Larecta y = = se transforma en 6 = 7/4. En efecto, y = x = cosf = sen(d) — 6 = /4. Esto, por
supuesto, también lo podemos establecer de manera geométrica.

3moa
Ap = //1-dA— /1/ rdr do
R z L

T sen(0)
ELs 1 3m 3 3 B
= /14 T;'\@Sln(g) df = /; ;_zllseniw)de = /; %—icsc%@)d@z 24—111(30‘5(6’)2:l :W4 2
753 M@®
7544@ Los limites de integracién son § = —7/6 y 6 = 77 /6. Ahora calcule la integral que da el drea.
7155M® Solucion: La ecuacion de la curvaes r = 4 + 4 sen 36.

Tangentes al polo: 4 +4sen3f =0=— 0 = —% + 2]{:%.

Observando la figura tenemos que los limites de integracién adecuados son 6 = —% y 0= g

r =4+ 4sen(360

w/2 4+4sen 6
AR://I-rdrdez/ / 1-rdrdd = 8m
R —7/6J0

7.5.6 O @ Solucién:

a.)
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A r=2+2senf

0, = arcsin(3/5) = 0.6435

Ry r=4cosf

a.) Tangentes al polo:

2+2senf =0 — Hz—g

4cos =0 — 6?:7r

b.) Interseccion

2+2senf) =4cos) = —12+8senf +20sen?0 =0 = 0 = arcsen(3/5) ~ 0.6435

. arc sen(ﬁ) 242 sen(6) z 4 cos(0) 2
c.) Area: Ag —/ ’ / rdrdf + /2 / rdrdf = _28 + m_ arcsen <3>
— 0 arcsen(%) 0 ) 2 5

11
d)r=0 = 2+2sen(39):091:% yﬁngﬂ.

Wl

11w

& 2sin(30)+2
/ / lrdrdd = 2w
= Jo
6

Nota: El intervalo [—77/6,—m/6] no es correcto, agrega un trozo adicional de curva y el resultado daria, en
valor absoluto, 37. Use Wolfram Alpha (Internet) para graficar+ 2 Sin[3t]PolarPlot[2, t, -7 Pi/6, -Pi/6]

2 rm/4 1
7574M@ V= / / / P sen g dpdy df = (2 - \/i)
0 0 0

wl
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Solucion: La manera facil es proyectar sobre X 7 y usar
coordenadas polares,

Vo = // 4—xdA

758 M@
w/2 2
= / / (4 —rcosf)-rdrdl
0 2sen @
= 27 —2
759 N® Proyectar sobre X7 y usar coordenadas polares. Calculando la interseccién entre las superficies

1 3
podemos establecer que la region de integracién R, estd entre las curvas 2?2 +y? = 224y = 1 ylasrectas y = x

47
y z=0.

/2 pV3/2 2 2
VQ:/ / (\/1—x2—y2—\/1 x3 Y ) r drdf
w/4 J1/2

7510 @ I=3/4(e—et).

7511 @

7512 @

7.6.1 @ a) %
b)

7.6.2 @ El célculo es fécil proyectando sobre XY o Y Z.

Proyeccion sobre Y 7.

VQ:/01/02y [/Omdx] dz dy
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Proyeccién sobre XY.

[ [

7.63 @

7.64 @

Proyectamos sobre Y Z.

0 pr2+2y 1—z/2+y 2 py/d—y? 1—z/2+y
Vo = / / / dr| dzdy + / / / dx| dzdy
-1J0 0 o Jo 0

2r  pa ph— hr/a 2
78.1 @ Vo = / / / rdzdrdf =
o Jo Jo 3
2 p1/V/2 /172
1820M4@® V= / / / rdzdrd == (2-V2)
0 0 r

2l pN4—r2 ]
783 M@ Vo = / / / rdzdrdf = 2 (3 —~ x/§)
0 0 Jr

el

8 72
7.84 @ - - 23 7.

785 M@ La proyeccion sobre XY es la region limitada por la recta x + y = 2 en el primer cuadrante.

22—z 4
Vo = / / / dz dy dzx.
0o Jo Vi—z2?

791 @
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2 /4 pl T
792 @ Vo = / / / pPsenpdpdpdd = — (2 — \/§>
0o Jo 0 3

793 @ Como z = pcosy = h, entonces el sélido se puede describir en coordenadas polares como

h
0<p< )
CoS ¢

0<6<2m y 0<¢p<arctan(a/h).

Esta integral es sencilla (aunque no parece). Recuerde que cos ¢ = ———, con esto la integral simplifica my bien.
va?+ h?

2w parctan(a/h) ph/cose 2
Vc:/ / / p’sengdpdpdd = m;h
0 0

0

794 @

795 N@® Como z =a — h entonces pcosyp = a — h. Asi @ se describe en coordenadas esféricas como

a—nh
<p< 0<09<2 0<p<7m/2—
cosgp_p_a’ <0<2m, 'y 0<¢<7m/2—arcsen(

2w ﬂ/27arcsen(%) a
o = [ [, #senpdpdods
o Jo a=h

cos ¢

B /27r/7r/2—arcsen(a_ah) [)3 sen ¢
o Jo 3

a—h
a

dp db
—h
cos @

a
a

2w pm/2—arcsen( ) 1
= / / 3 [a3sen ¢ — (a — h)3sec® o sen ] dy df
o Jo

a—h)

7/2—arcsen(

21 1 3 3 1
= / - [a cos — (a — h) 2]
o 3 2co8” ]|

df  pues / sec® p sen g dp =

2m 1 h2 — K3 —h
= / = [Sa} df  pues cos <7r/2 — arcsen (a )> =
o 3 2 a

- g (3ah? — %)

7.10.1 @
7.10.2 @

7103 @ 227

sec?
2

+ K (sus
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Soluciones del Capitulo 10

8414® Vamos a proyectar sobre el plano X Y. La proyeccién es el circulo 22 + 32 < 2,
— — 1
@ Como z = /9 — 22 — 32 entonces podemos poner N = (z2/z —y/2 1) . Luego,
H(—x/z, _y/z7 1)”
(—.I‘/Z, _y/z7 1)
F-Nds = [[ (. -as0) I(~2/z —y/z 1) d
//s s (=z/z, —y/z, 1)]|
= // 8zdA
D
2 2
= / / 8v9 — r2rdrdd
o Jo
_16m(5%/2 - 93/2)
B -3
842 4@ Observe que debe calcular con N siempre exterior a Q).
// F-NdS=mn
s
843¢M®
844¢®

/3 /S(O,x +y,1—(z—2)%) - (=3(x — 2)2,0,1) dydz
1 0

_ /13 /03(1 (2 — 2)%)dydz

3 3
= //(—a:3+6x2—12x+9)dydm
1 Jo
3

//SF-NdS

4
= 3/ (—x3+6x2—12x+9)da: =3 (—Z+2x3—6w2+9w>
1

845 M@ Proyectamos sobre XY
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As = [ as

w/2 V3
= / V1+4r2r drdf
w/4 J1
1 [7/? 9.5/9|V3 T
= —_— /2 = — —
5/, (1 + 4r2) (1 a0 = S=(13V13 = 5V5)

846 @ Proyectamos sobre XY

2 4 z
// F-NdS / / (xy, x, z+1)-(0, 2y, 1)dzdy l?‘
S 1 Jy
2 4
= / /Q:L'y—l—z—i-ldxdy
1 Jy

2 4
= //2xy—|—4—y2+1dxdy
1 Jy

8.6.1 °® Se puede aplicar el teorema de divergencia. Div FF =1 -1+ 2 = 2.

2 rd—z? 3-x
// F-NdS = / / / 2dydzdz
S 0o Jo 0
2 pd—z?
= / / (6 — 2x)dzdx
0o Jo
2

= / (6 — 2x)(4 — 2%)dx

0
2
= / (223 — 622 — 8z + 24)dx
0

2

4
_ (x_2x3_4x2+24x> =8—-16—16+48 = 24

2

0

8.62¢M®
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8.63M®

@ divF = % + 22

@ La proyeccién es el circulo 22 + 2 < 1

//F-NdS = /// divF dV
s Q
o2 1 1
= / //r2rdrd(9
0 0 J-1

8.64¢M®
865 @
8.6.6 M@
8.6.7 ©®

87.14®

Ag

87.24M@®

2
dS = /22 +22+1dA = \/x2iy2+x2

= 7

Vamos a proyectar sobre el plano zy. Como se ve en la figura, la proyeccion estd entre los circulos
224+ y? =1y 22 +9% =2 con 0 <0 < /4. Entonces

// \J 1+ 22+ 22dA
D

// V1 + 422 + 4y? dydx
D

w/4 2
/ / VA4r2 + 1rdrdd,  (sustitucion: w = 4r% + 1)
0 1

(=5VB+17V17)
48

el circulo z? 4 % = 1.

y2

+ y2

+1 dA

27 1
AS:// ds = / /\@rdrde = 72
S 0 0
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87.34M@®

874¢M® Proyectamos sobre XY.

2 4
//(2xy+z+1)d5 = / / (2zy + 2+ 1)\/4y? + 1 dz dy
S 1 Y

2 4
= / / (2zy +4 — > + 1)\/4y? + 1 dady
1 Jy

875M@®
8.7.6 @
8.7.7 @

8.7.8 @

2 T
A:// dS = //\/4x2+1dydx
S 0 0
2
= /$\/4x2+1d:c
0

17
= 5,7577

17 3
du U2

= ) Veg =0
1

8.7.9M® Proyectamos sobre XY

As = [ as

w/2 V3
= / V1+4r2r drdf
w/4 J1
1 [/ 9v3/2]V3 7r
= —_— /2 = — —
5/, (1+ 4r2) (1 db = £(13V13-5V5)

8.7.10 @
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