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Resumen. Nuestro principal foco consiste en motivar al lector para el estudio de los sistemas de
particulas y que el lector entienda, de forma mds o menos heuristica e intuitiva, la deduccién de
ecuaciones diferenciales parciales a través de sistemas microscépicos subyacentes con dindmicas
probabilistas. Para esto vamos a utilizar el modelo llamado proceso de exclusién simple simétrico
que estd en contacto con depoésitos de particulas. Y la ecuacion diferencial parcial involucrada es la
ecuacién de calor con condiciones de Dirichlet.

Palabras clave: Limite Hidrodindmico, Ecuacién de calor, Condiciones de frontera, Proceso de exclusién simple

Abstract. Our main focus is to motivate the reader for the study of particle systems and for the
reader to understand, in a more or less heuristic and intuitive way, the deduction of partial differential
equations through underlying microscopic systems with probabilistic dynamics. For this, we are going
to use the model called symmetric simple exclusion process in contact with reservoirs. The partial
differential equation involved is the heat equation with Dirichlet conditions.
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1 .1 Introduccion

Es increible como nuestro mundo aparece en diferentes escalas (macroscopicas y microscépicas). Por
ejemplo, imaginemos un vaso con agua, a nivel macroscépico, es decir, con nuestros ojos podemos ver
que el agua esta tranquila y serena. Sin embargo, si realizdiramos un acercamiento lo suficientemente
adecuado (con un micréscopio por ejemplo) verfamos que el agua estd compuesto por millones de
particulas que se mueven e interaccionan entre si de manera caética y salvaje. Entonces inmediatamente
nos surge la pregunta ;cémo un sistema que a nivel microscépico es completamente caético se puede
auto-organizar para que a nivel macroscépico se vea estable y sereno? Es aqui donde la mecénica
estadistica interviene. En general, el objetivo de la mecdnica estadistica es comenzar con las leyes
microscopicas de la fisica que rigen el comportamiento de los componentes del sistema y deducir las
propiedades del sistema como un todo. Asi podemos decir que la mecénica estadistica es un puente
entre lo microscépico y lo macroscépico, entre lo caético y el orden (ver Figura 1.1).

Mecénica Estadistica

Mundo Microsc6pico Mundo Macroscépico

“ limite de escala espacio-tiempo”

Perfil de Densidad
Asociado a una EDP

N >> 1 partiucas

Figura 1.1: De lo micro a lo macro.

El problema que abordamos en estas notas es para estudiar y dar a conocer informalmente un método
frecuentemente usado para establecer la relacién entre el mundo microscépico (suponiendo que su
evolucién y dindmica es aleatéria) y el mundo macroscépico (que puede ser modelado a través de
ecuaciones diferenciales parciales que describen la evolucién de las caracteristicas termodindmicas de
un fluido de manera determinista).

Asi, en estas notas presentamos al lector un sistema de particulas, el cudl es un modelo juguete, es
decir, un modelo que no es real pero es adecuado para entender lo que estd pasando entre lo mi-
croscopico y lo macroscopico. Este sistema de particulas estd relacionado con una ecuacién diferencial
parcial, conocida como ecuacién del calor.

El sistema de particulas que introducimos se llaman proceso de exclusion simple simétrico en contacto
con depdsitos de particulas. Informalmente hablando, este proceso consiste en un conjunto de particu-
las que ocupan un cierto conjunto discreto de sitios, digamos {1,2,3,---,N — 1} con N > 2; cada sitio
lleva un reloj aleatorio, de acuerdo con una cierta regla probabilistica, y cuando un reloj de un sitio
toca, si hay una particula en el sitio correspondiente entonces ella ejecuta un salto con una cierta tasa
de probabilidad, sin embargo, si el sitio estd vacio nada sucede. Asumimos que los relojes en sitios
diferentes son independientes y que cada reloj tiene distribucién exponencial. La eleccién de esta ley
de probabilidad para los relojes, nos garantiza que el proceso satisface la propiedad de Markov, es
decir, el futuro del proceso, s6lo depende del estado presente. Ademads, como los relojes tienen dis-
tribucién exponencial, es decir, una distribucién absolutamente continua, la probabilidad de que dos
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relojes toquen simultdneamente es cero y por lo que cada vez que un reloj toca, o un salto se ejecuta o
nada sucede (ver Figura 1.2).

Figura 1.2: Proceso d

El sistema que acabamos de definir, se llama proceso de exclusién, ya que una particula solo salta a un
cierto sitio cuando este estd vacio; en el caso de que el sitio esté, ocupado la particula no se mueve y
espera un nuevo toque del reloj. El proceso se dice simple una vez que un salto de una particula ocurre
s6lo para uno de sus sitios vecinos. El proceso se dice simétrico pues la tasa de salto hacia el vecino a la
izquierda y hacia el vecino a la derecha, es igual a la 1/2. Cada particula realiza asi un paseo aleatorio
simple simétrico, pero tenga en cuenta que el movimiento de las particulas no es independiente, ya
que el movimiento de una particula depende de la posicién de las restantes. Vamos a considerar este
proceso en contacto con depdsitos de particulas, cada uno con una cierta probabilidad de entrar o salir
del sistema a través de esos depositos. En la Figura 1.2 los dep6sitos son representados en los extremos
del sistema y se entiende que en estos existen infinitas particulas (para mas detalles ver Seccién 1.3).

El objetivo de estas notas consiste en relacionar este proceso con la ecuacion del calor. Asi que tomare-
mos cada vez mads particulas, esto lo haremos tomando el tamafio de sistema cada vez mas grande,
es decir, tomando N — co. Y vamos a ver (con probabilidad uno) que haciendo un re-escalamiento en
espacio y tiempo la evolucién de las particulas nos llevara a obtener la evolucién global del sistema
que estd gobernado por la ecuacién del calor. En otras palabras, imaginemos que estamos viendo las
particulas brincar de un sitio a otro, o saliendo y entrando del sistema (con la dindmica del proceso de
exclusién simple). Luego empezamos a alejarnos a una velocidad adecuada de tal forma que podemos
pasar del mundo microsocépico al macroscopico (limite escala ver Figura 1.1) y por lo tanto ahora
vemos un sistema que es completamente deterministico. Por ejemplo, podemos imaginar una barra
de metal que esta siendo calentada a diferentes temperaturas en sus extremos, y que por lo tanto po-
driamos saber cual es la temperatura de cada parte de ella, simplemente con la solucién de la ecuacién
del calor. La ecuacién que modela la difusién del calor se basa en la idea de que el calor se extiende
aleatoriamente en todas las direcciones de acuerdo con una cierta tasa. Esta ecuacién tradicionalmente
ha sido estudiada como una ecuacién determinista, pero también puede ser tratada desde el punto de
vista probabilistico considerando el movimiento aleatorio de particulas.

Para llevar a cabo lo anterior vamos a recordar algunas nociones bdsicas de los procesos de Markov
e incluimos algunos de sus resultados cldsicos que nos permiten hacer una descripcién adecuada del
proceso y establecer su relacién con la ecuacion del calor. No se pretende, en absoluto, hacer una pre-
sentaciéon formal y auto-contenida de todos los asuntos abordados en estas notas, ya que eso requerirfa
la introduccién de conceptos formales no accesibles en un primer encuentro con esta materia.

A continuacién presentamos un resumen de lo que vamos a abordar. Como ya mencionamos anterior-
mente, pretendemos describir un sistema de particulas que esté relacionado con la ecuacién del calor.
Como consideramos el sistema en contacto con depdsitos con cierta densidad de particulas, la ecuaciéon
del calor estara restringida a condiciones de frontera que corresponden a las densidades fijadas en los
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depésitos, en particular las condiciones de Dirichlet. Nuestro punto de partida en la seccién 1.2 se pre-
sentard la definiciéon de cadenas/procesos de Markov, y ademads, hacemos la construccién de cadenas
de Markov a tiempo continuo, a partir de las cadenas de Markov tiempo discreto. Para una lectura
maés rapida y ligera el lector puede optar por no leer esta seccién y pasar directamente a la descripcion
del proceso. La descripcién formal del proceso de exclusiéon simple simétrico se puede encontrar en la
secciéon 1.3, donde también vamos a discutir en el caso estético la relacién del proceso con la ecuaciéon
de Laplace con condiciones de Dirichlet. En la seccién 1.5 vamos a deducir las EDP’s discretas rela-
cionadas con el proceso de estudio. La ecuacién del calor con condiciones de Dirichlet y la nocién de
una solucién débil se describe en la seccién 1.6. Esta relacion es conocida en la literatura como limite
hidrodindmico.

1.2 Cadenas de Markov

Para preparar al lector, primero discutimos la definicién y propiedades de las cadenas de Markov en
espacios de estados discretos, en primera instancia en tiempo discreto y después en tiempo continuo.
Los paseos aleatorios hacen parte de una coleccién de procesos llamados procesos estocésticos, que
tienen la propiedad de Markow.

Cadenas de Markov en tiempo discreto. Cuando hablamos de un proceso estocéstico en el sentido
maés general, tenemos una familia de variables aleatorias (Xf)j e (donde | es un conjunto de indices),

definidas en un espacio de probabilidad (€, F,P). Si el proceso estocdstico representa la evolucion tem-
poral de algtin sistema aleatorio, quiere decir que cada variable aleatoria X; estd indexada en tiempo,
asi, decimos que el proceso es en tiempo discreto en el caso en que | = {0,1,2,---} o0 en tiempo con-
tinuo si ] = [0,400), aunque se pueda considerar conjuntos més generales. Ahora, sea S un conjunto
finito o numerable, al que llamamos espacio de estados del proceso y que definimos como los posibles

valores que pueden tomar las variables aleatorias (Xf)je It

Ejemplo 1.1

Lanzamientos sucesivos, independientes e idénticamente distribuidos de una moneda al aire
es un ejemplo cldsico de un proceso estocastico (en tiempo discreto). El espacio de estados es
S ={-1,+1}, y un posible resultado para el lanzamiento sucesivo de la moneda es X, = (—1)"
paran € {0,1,2,---}

En la siguiente definicién introducimos el concepto de una cadena de Markov, de manera informal
podemos decir que, una cadena de Markov es un proceso con la propiedad de que, condicionado a su
valor presente, su futuro es independiente del pasado.

Definicién 1.1
Sea (Xy);_, una sucesién de variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad

(O, F,P). Entonces, (Xn)fzo es una cadena de Markov si, y solamente si, satisface la propiedad
de Markov

P(Xpr1 =yl Xn =%+, X0 =%0) =P (X1 =y|Xn =x), (1.1)
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para cada n > 1 y cualquier eleccién xp,x1,--,X,_1,%,y € S.

Como lo mencionamos anteriormente, la condicién (1.1) dice que, dado el estado actual x, la evolu-
cioén futura es totalmente independiente de la evolucién pasada, es decir, no depende de la eleccién de
X0,X1,+* ,Xp—1. Esta condicién es llamada propiedad de Markov. Ademas, si el lado derecho de (1.1)
no depende del tiempo 7, entonces la cadena de Markov se dice homogénea en el tiempo.

Definicién 1.2
Una cadena de Markov (X;);,_, se dice homogénea en el tiempo si,

P (Xn+1 =y|Xn =x) =P (X; =y|Xo =x) :=p(x,y), (1.2)

para todo n,x e y. La matriz (p(x,y))(x/y) cs2 es la matriz de transicién de probabilidad de la
cadena.

Teorema 1.1

La matriz de transicién (p(x,))y,)es2 € una matriz estocdstica, o sea, la matriz satisface las
siguientes propiedades:

1. p(x,y) > 0 para todo (x,y) € S2.

2. Y pxy)=1, Vxes.
yeS

Cadenas de Markov en tiempo continuo. Ahora vamos a construir una cadena de Markov (X;),~,, enun
espacio de estados contable S y en tiempo continuo. Como S es contable, necesariamente la cadena tiene
que moverse en saltos (vea la figura 1.3). Asf, la evolucién de la cadena puede ser descrita de la siguiente
forma. Si la cadena esta en el estado x, entonces se espera un tiempo aleatorio, y salta, aleatoriamente,
para un nuevo estado y. Después en y espera otro tiempo aleatorio y salta aleatoriamente para otro
estado z, y asi sucesivamente. Entonces, tenemos que determinar:

1. La distribucién de los tiempos aleatorios de espera en cada estado x € S.

2. El mecanismo de eleccién del préximo estado cuando se produce un salto.

S
T44+—o0 —
3+ —o0 —0
T2+ —o0

X1+

,_._.
w4
w4
= 4
ot
o4
a4
w4
o4

Figura 1.3: Proceso de saltos
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Notamos que la propiedad de Markov nos dice que a distribucién del tiempo hasta el salto siguiente,
solo puede depender de la localizacién actual x y no puede depender del tiempo pasado. Asi, ocu-
pamos que la distribucién del tiempo de espera tenga la propiedad de “pérdida de memoria”, para
esto ocupamos del siguiente teorema.

Teorema 1.2

La tnica distribucién continua con la propiedad de “pérdida de memoria” es la distribucién
exponencial.

Demostracién Afirmamos que la distribucién exponencial de parametro A > 0 tiene dicha propiedad.
De hecho, note que, Vs,t >0

P(X>s+tX>t)
P(X>t)
P(X>s+t)
P(X>t)
7A(s+t)e)\t

P(X>s+tX>t)=

=€

:ef)\s

=P(X >s).

La igualdad anterior nos dice que la probabilidad de que X sea mayor a f + s sabiendo que X es mayor
que t, solo depende de la amplitud del intervalo, o sea, esa probabilidad coincide con a probabilidad de
X ser mayor que s. Ahora veamos que la distribucién es tnica. Sea X una variable aleatoria continua
con “pérdida de memoria” y sea F(t) = IP(X > t). Note que F es una funcién decreciente. Ademas,
para todo ¢,5 > 0 se tiene que

F(t+s) = e AT = =25 M — F(£)F(s),

y esto implica que
F(2)=FX(1) y F (;) = F}(1).

En general, no es dificil ver que si a € Q, tenemos que F(a) = F*(1). Asi la tnica funcién que satisface
la ecuacién funcional anterior para a € Q — {0}, es la exponencial F(a) = F*(1) = ¢~** donde A =
—In(F(1)). Ahora usando el hecho que F es decreciente obtenemos que F es la funcién exponencial
sobre todo el dominio y no solo en Q — {0}.

La “pérdida de memoria” fuerza a que el tiempo de espera en x sea distribuido exponencialmente. Asf,
siempre que la cadena esté en la posicion x, consideramos que el tiempo de espera T tiene distribucién
exponencial, es decir, Vt > 0, P(T, > t) = e ™), donde definimos (c(x))~! como su media. Entonces,
c(x) corresponde a la tasa de salto del estado x.

Cuando la cadena “salta”, la propiedad de Markov dice que la eleccién del siguiente estado solo de-
pende del estado actual x. Asi, los saltos son descritos por la matriz estocdstica p(x,]/)(x,y)e 52, donde
p(x,y) es la probabilidad de estar en x y de saltar para y. Como p no depende del tiempo, la probabil-
idad de saltar de x a ¥ no depende del instante de tiempo en que el salto ocurre.
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Entonces, esto sugiere que para construir una cadena de Markov (X}),-, en tiempo continuo con saltos
exponencialmente distribuidos con pardmetros c(x) y con p(x,y)(y,)es2 como matriz de transicion,
tomamos una cadena de Markov en tiempo discreto (Y;);_, con matriz de transicion p(x, y)(x,y) c2 ¥
ajustamos los tiempos de espera para producir los tiempos correctos, esto es, exponencialmente dis-
tribuidos con media (c(x))~".

Sea x € S el estado inicial y (Yy);_, la cadena discreta con matriz de transicién p(x, ]/)(x,y)e 52 v estado
inicial x. Ademds, independientemente de (Y;), , sea (Tj)]io una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, con distribucién exponencial de media 1. Note que los
estados que la cadena (X;),~, toma en tiempo continuo son los mismos valores de la cadena discreta
(Y,)5_o- Definimos los tiempos de espera por oy, = (c(Yy)) ' 7. Claramente, (0;)5_, no es independi-
ente de la cadena (Yn)zozo, pero cuando estd condicionada a la variable discreta Yy, la variable aleatoria
oy es independiente de (0%, Yy );_,, y ademds, tiene distribucién exponencial con media (c(Y;)) .

Ahora, si definimos Ty =0y paran > 1,
Th=00+01+ - +0n,
entonces

Xe =) Yulym, 1, ().
n=0

Note que X; estd definida para todo tiempo 0 < f < oo, si T;, /" c0 cuando n " co. De hecho, esto
acontece casi ciertamente en el caso en que exista una constante Cy < oo, tal que c(x) < Cp,Vx € S,
pues, tendriamos que (c(Y;))~! no se anula cuando 1  co. Por tanto, de aqui en adelante vamos
a asumir este hecho. Esta construccion puede ser repetida para cada estado inicial x € S (para mds
detalles ver [8]).

1.3 ®m proceso de exclusién simple simétrico

Como ya vimos anteriormente, podemos construir una cadena de Markov en tiempo continuo, a par-
tir de una cadena de Markov en tiempo discreto. Ahora, queremos estudiar una cadena de Markov
especifica, y para esto tenemos que especificar el espacio de estados de la cadena, la distribucién del
tiempo entre saltos y el mecanismo de eleccion del salto.

Suponemos que tenemos N + 1 sitios, esto es, tenemos una malla con los puntos {0,1,2,---,N —1,N}.
En el interior de la malla, cada sitio contiene a lo sumo una particula. En la frontera ( los sitios {0, N'})
podemos pensar que existen infinitas particulas, como se tuviéramos depodsitos conectados a esos sitios.
En cada sitio de la malla existe un reloj exponencial de pardmetro 1, ademads relojes en sitios diferentes
son independientes. Note que la probabilidad de que dos relojes toquen simultdneamente es nula. De
hecho, como los relojes son variables aleatorias exponenciales independientes, la regiéon donde las vari-
ables son iguales, corresponde a una recta en el plano, que tiene medida de Lebesgue nula o “ drea”
nula. Ahora, si un reloj en un sitio interior de la malla toca y si en este sitio hay una particula, esta
particula puede saltar para uno de sus vecinos mds préximo con una tasa de % y sigue la siguiente
regla de exclusion: el salto es suprimido si el sitio de destino estd ocupado. Ademds de esto, si el
reloj en la frontera izquierda toca (respectivamente en la frontera derecha) las particulas pueden entrar
hacia el interior de la malla hacia el sitio 1 con tasa « (respectivamente para el sitio N — 1 con tasa ) y
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pueden salir del sitio 1 hacia el dep6sito con tasa 1 — « (respectivamente del sitio N — 1 con tasa 1 — f§),
respetando la regla de exclusién, con a,f € [0,1].

S l-a

: : g i
[ I o o ' |
o0 o6 o o0 o6 0
0 "1 T Ta-1T @ Tagl o No1N 0 "1 T Ta—1T w Tagl o N1 N
(Gl déd 66 & 6 o606
(a) Dindmica en la frontera izquierda (b) Dinamica en la frontera derecha
° v s °
{ N )

—

0 1 v a-1 a wtl 0 N1 N |
b6 666 0606
(c) Dinamica en el interior de la malla

Figura 1.4: Dindmica.

Asi, cada particula ejecuta un paseo aleatorio en tiempo continuo, condicionado al evento de que
ningdn sitio es ocupado simultdneamente por mds de una particula. La figura 1.4, es una pequeia
representacion de la dindmica del sistema de particulas descrito.

Exclusion simple simétrico en contacto con depésito de particulas. El proceso anterior fue presentado de
manera informal y para dar una definicion rigorosa del proceso, necesitamos introducir cierta notacion.

Fije N > 2 y sea Ay et {1,---,N —1} € N. Los elementos de Ay son llamados sitios y son denotados
por las letras x,y,z. Los puntos del intervalo [0,1] se van a denotar por las letras u,v,w. El espacio [0,1]
es el espacio macroscépico y el espacio {0,1}*N es el espacio microscépico. Los elementos del espacio
microscépico se pueden ver como vectores con N — 1 coordenadas, compuestos solamente de ceros
y unos, y son llamados configuraciones. Asi, si 7 € {0,1}*N y x € Ay, entonces 7(x) € {0,1} y 77(x)
representa el ntimero de particulas en sitio x para la configuracién . Es decir,

(x) = 1 si el sitio x de la configuracién 7 estd ocupado,
TY=0 si el sitio x de la configuracion 7 estd vacio.

Por ejemplo, la configuracion # = (10010101) es interpretada como en la figura 1.5, donde hemos
considerado N = 9. Sin embargo apenas fijamos la configuraciéon 7 = (10010101) en los sitios de Ag =
{1,---,8}, ya que en los sitios x =0 y x =9 la configuracioén no estd definida.

Figura 1.5: Configuracion 7.

Para tener una descripcién de la tasa de transicién entre configuraciones necesitamos introducir las
siguientes operaciones: si 17 € {0,1}AN y x,y € AN, entonces n*, 1% € {0,1}AN son definidas por
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X(y) — n(z) si z#x . B 1(z) S% Z7_5x,y
”(Z)_{ 1-79(z) si z=x "y(z)_{ ZEZ; N

Asi, 7 es obtenida de # al intercambiar su valor en el sitio x y 7% es obtenida de # al cambiar sus val-
ores en las posiciones x e y. Por ejemplo, si tomamos # como en la figura 1.5, tenemos respectivamente
que 7! (respectivamente 7*°) es como en la figura 1.6 (respectivamente, figura 1.7).

([ ] ([ ]
[ ] [ ] [ M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 1.7: Configuracién para 7*°

Fije w, B € [0,1]. El proceso de exclusién simple simétrico en contacto con depdsitos es la cadena de
Markov con espacio de estados {0,1}AN y con generador infinitesimal' dado en f: {0,1}*N — R por

(Lnf) (m) = (Lnof) (1) + (Ln,—f) () + (Ln,+f) (1), (1.3)
donde

N-2
(Lnof) () = g{f(ﬂx"‘+l)—f(17)};

(Ln-f) () = {a(1 =)+ Q= a)y(WHF(h) = f(1)};
(L f) () = {BA—n(N=1)+ (1= B)y(N=1)}Hf(r" ) = f(n)}.

Note que el espacio de configuraciones {0,1}*N tiene 2N~! elementos. Este resultado es obtenido
teniendo en cuenta que hay N — 1 sitios, donde en cada uno de los cuales podemos tener un 0 o un 1,
lo que resulta en 2V~1 posibilidades. Podemos ver que el generador infinitesimal codifica la dindmica
introducida anteriormente. Para esto consideramos, por ejemplo, recordemos la configuracién 1 =
(10010101) representada en la figura 1.5, y notemos que

(Lnof) (1) = £(0101001) + £(01010001) + £(1000101) + £(1001010)

—4£(10010101);
(Ln—f) (7)) = (1—a){f(00010101) — £(10010101)};
(Ln+f) (1) = (1-pB){f(10010100) — f£(10010101)}.

Hntuitivamente el generador infinitesimal de un proceso estocéstico es un operador diferencial parcial que codifica una gran
cantidad de informaciones sobre el proceso. Para detalles formales vea [1].
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El ejemplo siguiente tiene una doble finalidad, en primer lugar que el lector pueda comprender mas
sobre el generador y también tener en la mano un célculo 1til que ocuparemos en la seccién 1.7,
ya que el generador infinitesimal va ser una herramienta muy importante en la hora de probar el
limite hidrodindmico, es decir, a la hora de hacer la relacién entre el mundo microscépico y el mundo
macroscopico.

Ejemplo 1.2
Seaze ANy fz:{0,1}*N — {0,1} definida por f,(17) = 7(z). Calculemos (Ly f) (17) = (Ln7) (2).
Size{2,---,N — 2}, entonces
N-2 .
Lyon(z) = Y {0 (=2) —n(2)} =n(z—-1)-24(z) +n(z+1).
x=1
Ln-n(z) = Lnq1(z)=0.

Si z =1, entonces

N-2
Lyon(1) = ;{ﬂx’”l(l)*ﬂ(l)}zﬂ(z)*77(1)-

Ly-n(1) = (a(1—5(1))+ 1 —-a)y(1)}{1-24(1)) =a —7(1).
Ln+1(1) 0.

Note que por la ecuacién (1.3) en este caso tenemos que
Lny(1) = 3(2) = 5(1) +a —n(1).
De manera similar, si z= N — 1 tenemos

Lyon(N—=1) = 5(N-2)—n(N-1).
Ly_n(N—-1) = 0.
Lys(N=1) = B—n(N-1).

Note que por la ecuacién (1.3) en este caso tenemos que Lyy(N —1) =y(N —2) —n(N —1) +
B — 1 (N —1). Asi, haciendo la convencién 7(0) = a y (N) = B tenemos que

Lyn(z) =n(z—1) —25(z) + 1(z+ 1), Vz € An.

Del mundo microscépico hacia el macroscopico. Como lo hemos referimos anteriormente, el espacio
macroscopico es el espacio continuo I = [0,1] y si fijamos N € N, su discretizacionAy = {1,2,--- ,N — 1}
representa el espacio microscépico donde definimos una dindmica que tiene la propiedad de Markov.
Podemos considerar el espacio Ay contenido en el espacio I, haciendo la siguiente identificacién: a

iy iy . x
una posicion u € I le corresponde el sitio |#N]| € Ayn. Andlogamente, a x € Ay le corresponde N I

MACROSCOPICO MICROSCOPICO
[0,1] AN
u — x=|Nu]|
u= % — X
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En el sistema microscopico, las particulas son colocadas de acuerdo con alguna medida de probabil-
idad. Podemos pensar por ejemplo en las siguientes opciones: colocar particulas en todos los sitios
pares, o colocar particulas hasta una posicién fija, como por ejemplo la posicién 5, o lanzar una mon-
eda al aire y si sale cara colocar una particula en algtn sitio y repetir el lanzamiento hasta tener la
configuracién inicial establecida (vea la figura 1.8).

(t,w)
t t
p(t,u)
0 U 1 0 U 1
O8O0 00000 o000 06 06 06 O O 00
1 23 456 78 N=9 1 23456 78 N=9 1 23 456 7 8 N=9

[Nu] [Nu [Nu]

(a) Todos los sitios pares ocupados  (b) Todos los sitios ocupados hasta la (c) Lanzamiento de una moneda
posicion 5

Figura 1.8: Configuracién inicial

Después de tener la configuracién inicial establecida, definimos la dindmica de las particulas. Estas se
mueven de acuerdo con alguna tasa de transiciéon probabilistica respetando las restricciones del sis-
tema especifico. En el modelo introducido anteriormente, las particulas solo saltan para los vecinos
maés préximos (y lo hacen con una tasa de %), sin embargo el salto es suprimido en el caso de que el
sitio de destino ya esté ocupado.

Ahora, estamos interesados en estudiar el comportamiento temporal de un perfil de densidad. Re-
cuerde que anteriormente fijamos una discretizacién del espacio continuo considerando un pardmetro
de escala N. Si pretendemos que haya una evolucién temporal de un perfil de densidades, ocupamos
tomar dos escalas de tiempo, una macroscépica y otra microscoépica. El tiempo macroscépico serd rep-
resentado por ¢ y el tiempo microscépico por t0(N). El valor de 6(N) depende de la dindmica que se
define, pero para el modelo introducido arriba tenemos que 6(N) = N2.

1 .4 Hidrostatica

Como nuestro proceso es irreducible entonces existe una tnica medida invariante?, que vamos a de-

notar por vi\[ B Solo en casos muy especiales esta medida puede ser explicitamente calculada. Ahora,

defina pN(x) :=E Wy [17(x)]. Entonces, es muy fécil ver que pV es solucién de la ecuacién discreta dada

por

25i el lector no estd familiarizado con las medidas invariantes, en estas notas basicamente utilizamos la propiedad que para
cualquier funcién local f vamos a tener que ]EvNﬁ [Lf(1)] = 0. Si el lector quisiera profundizar mas recomendamos leer ([8]).
a,
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PN (0) =a :
PN(N)=8

donde definimos el laplaciano discreto de p en x € Ay por

{ANpN(x)zo para x€ Ay

AnpN (x) = N*{p"N (x = 1) = 20" (x) + pN (x + 1)} (1.4)
Para probar esto, note que por el Ejemplo 1.3, tenemos que, para todo x € Ay se tiene que
Lny(x) =n(x =1) = 25 (x) +5(x +1).

Asi, por la definicion de laplaciano discreto

N2 {pN(x —1) = 20% (1) + oV (x + 1))
= NA{E,y [7(x— 1) - 2B,y [1(0)] + B, [y(x+ D]}

AnpN (x)

Luego, como la esperanza es lineal tenemos

Anp™ (x) Evgﬁ[Nz{U(x—l) —2n(x) +7(x+1)}]

IEvi\,’ﬁ [NZLNﬂ(x)]'

Ahora, como v g €s una medida invariante del proceso, entonces tenemos que

Eyy, [Lfx(m)] =0. (1.5)
Ademas, usando (1.5), tenemos el siguiente sistema
on(x—1) —20N(x) +pN(x+1) =0,
o — 20N (1) +pN(2) =0
pN(N —=2) —20N(N—-1)+8=0,
que tiene como solucién pN (x) = P ;] rxta

El problema que queremos considerar en esta seccién consiste en investigar el perfil de densidad
asociado a este estado estacionario. Mds precisamente, demostrar la existencia de un perfil : [0,1] —
R* tal que

o1 & HG) - [ Hwp()du

XEAN [0’1]

; N . —
Alffl,ovmﬁ {77 eQn: > 5} =0, (1.6)
para toda funcién continua H : [0,1] — R y todo ¢ > 0. El limite anterior se conoce como el limite
hidrostatico. Se espera que el perfil p sea solucién de la ecuacién de Laplace con condiciones de Dirich-
let

Ap(x) =0 para x€][0,1],
{ , (1.7)
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Es decir, en este caso p(x) = (B — a)x + a. Entonces, tenemos que p"(x) es solucién de la ecuacién de
Laplace con condiciones de Dirichlet y 5(x) lo es de la versién continua. Ademds, es facil ver que

. . N _A(X —
z%li“ooféi’;") (x) = () =0. (1.8)

Entonces, para probar el limite hidrostatico (1.6) vamos a sumar y a substraer el término
1 x\,N
N_-1 2 H({)e™ (x),

xeEAN

aplicando la desigualdad triangular obtenemos que

(1.9)

Usando la desigualdad de Markov tenemos que la expresion (1.9) es limitada por arriba por la expre-
sion

2E, [ =) <;s><n<x>pN<x>>H
+3 | I @ - [ Hwplod

(1.10)

En la segunda expresién podemos usar (1.8) y definicién de suma de Riemann para concluir que es
igual a cero. Definamos para todo x,y € Ay las funciones fy,(17) = (17(x) — pN (x)) (7 (y) — pN(y)) el
lector puede verificar facilmente que

Lnfey(7) = Lan)n(x) —pN(x)] + Ly (x)[n(y) — p™ ()]
_[W(x) - U(x)]z]ly:x+1(x/]/),
1.11)

también sea el subconjunto
VN = {(X,y) € Cnx < ]/}

y su frontera es definida por 0Vy = {(x,y) € Cy : x =00y = N}, donde Cy := {0,--- ,N}2. Ademés
de eso, sea M el conjunto de las funciones f : Vy UdVy — R tales que f |3y= 0. Asi, podemos definir
p(x,y) = ]EvNﬁ [f(x,y)(n)] en VN y @(x,y) :=0 en la frontera oVy .
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Asi para limitar la primer expresion vamos a usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el hecho de
que |17(x) — pN(x)| <1, asi tenemos que

By || T H(Kz)(n(x)—pN(X))H

P XEAN
- ,1/2
< By <N1_1 ) H<;s><n<x>—pN<x>>>]
i 1 1/2
N 2
< IHISEy | 77 <X§N(”<”_P (x)) +x’y§\fo,y(ﬂ)>]
1/2
< Al (o, mex, otow)

El lector puede ver que solo falta demonstrar que ) méxN 1go(x, y) va para cero cuando N es muy
<x<y<N-

grande. Para esto, vamos a introducir la siguiente definicion.

Definicion 1.3

Denotemos por A, el laplaciano discreto en V U9V tal que A}, : M — R es definido por

(AR (xy) = N {f(x+1y)+ f(x—Ly) + f(x,y— 1)+ f(x,y + 1) —4f(x,y)}

en el caso que [x —y|>1,

(AKf)(x,x+1) = N*{f(x —1,x+1) + f(x,x +2) —2f(x,x+1)}
y (A% f)(x,y) =0si (x,y) €V.

Ahora, usando (1.11) y el hecho de que vY p €s invariante vemos que la funcién ¢y es solucion de la
ecuacion

{ (AYoN)(x,y) = —(B—a)?Ly—y11(x,y) para (xy) €V 112)
N (xy) =0 para (x,y) €9V, ’

Sin embargo, la ecuacién (1.12) tiene solucién tinica que es dada por

(ﬁ;]“)sz_l(N—y),

asi concluimos que @y es igual a la expresion anterior y que ) méXN ) ¢(x,y) va para cero cuando N
<x<y<N-

es muy grande. Esto muestra el limite Hidrostético (1.6).

También podemos ahora examinar la ley de Fick de transporte para el valor esperado de la corriente
en el régimen estacionario. Para 0 < x < N — 1 defina Wy y+1 := 77(x) — n7(x + 1) la corriente sobre
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{x,x + 1}, es decir, la tasa a la que una particula salta de x para x + 1 menos la tasa en la cual una
particula salta de x 4 1 para x.

Queremos probar que para cada u € [0,1],

lim NEy, s [Winy jun) 1] = —0up (). (1.13)

N—oo

Es muy fécil comprobar (1.13), ya que

NEy, ;[Wunpunj41] = N ﬁz:,“[uNPrw— ('Bg]a([uN]-i-l)-i-Dé)}

—(B—n)
—0yp(u).

1.5 Deduccion de las EDP’s discretas

Podemos ahora introducir algunos hechos importantes sobre las ecuaciones diferenciales parciales disc-
retas.

Definicién 1.4

Dada v una medida de probabilidad en {0,1}N, vamos a definir para x € Ay la funcién

pr (x) == En [z (1))-

Extendemos la definicién a las fronteras tomando pN (0) = &, pN (N) = B.

Note que por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov tenemos que

3ipf (x) = HE N[5z ()] = Epn [N2 e ()],

Luego, por el Ejemplo 1.3, por la linealidad de la esperanza y para x € Ay tenemos que

apr (x) = N2(E,w[rne (x — 1)] = 2B [7,52 (x)] + Eyn [0 (x + 1)])
= N*(pf (x—1) =201 (x) + p¥ (x + 1))
= Anpp (%),

Entonces podemos resumir este resultado en el siguiente lema.
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Lema 1.0
Si pN(x) = E,n[1;52(x)], entonces pN (x) es solucién de la ecuacién semi-discreta del calor, esto
es
9spl (x) = (Anpl)(x) para x€AN,5>0
P (x) = E, v [1o(x)] para x € Ay (1.14)
pN(0)=wa, pN(N)=pB para s>0,

donde Ay es el laplaciano discreto en Ay definido en la ecuacién (1.4).

Observacion. [Nota 1] Si consideramos la medida inicial Voo () de la Definicién 1.5, entonces
definiendo

oM (x) =By, [ ()],

tenemos que p} (x) satisface la ecuacién (1.14), con condicién inicial

ob (x) = By, I ()] = po (52 ) -

Definicién 1.5
Dada vN una medida de probabilidad en {0,1}"N, vamos a definir para (x,y) € VU9V la funcién
o (x,y) por
o (y) = Epn [ (%) = o () Honna () — oM (1)}

enVy oN(x,y) =0endV.

EL laplaciano discreto introducido arriba es el generador de el paseo aleatorio simétrico en V UdV,
absorbido en la frontera 0V. Asi tenemos el siguiente lema.

Lema 1.0

@ (x,y) definida en V U9V es solucién de la ecuacién

A s (x,y) = AYPs(x,y) +8s(x,y) para (x,y) € V Vs >0
go(xy) = 93 (x,y) para (x,y) € : (1.15)
@s(x,y) =0 para (x,y) € av Vs >0

donde g¢(x,y) = —(Vnpp (x))*8y=x+1y Vo (¥) = N(p} (x +1) — o} (x)).

Demostracién. Para simplificar la notacién, vamos a considerar en esta prueba #; := #;2.
Caso I: [x —y|>1

Note que


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). Vol 19, No 2. Marzo — Agosto, 2019

Brgl (x,y) = B, [t ()i ()] — 31 (o1 (x)pM ()
= E,x [N2Ly (e () () | = (91 (0 () o () + 01 (0N (1)) o ()]

Entonces, primero tenemos que

O, [ (x)1e(y)] = By [N (D) {ey — 1) + ey +1) = 211y

]
+Eyn [sz< Y (x = 1) + 7 (x + 1) = 291(x)}
= NZEy [17:(x) 76 (y — 1)] + N?Eyw [0 (x) 7 (y + 1)]
—2N21EVN[m( )7 (Y)] + N’Eyw [1:(x = D)7e(y)]
+ NZE,w [76(x + 1)77(y)] — 2NB o [7:(x)7: (y)]
= NZE [17: ()5t (y — 1)] + N*Ey [176(x)7:(y + 1)]
+ N?Eyn [16(x = D)e(y)] + NZEon [17:(x + 1) (y)]
— 4NZE,w [11:(x) 7t (y)]

= AV [ [ (x) e ()]

Seguidamente tenemos,

3 (o () oM () + 31 (N (1)) PN () = Wy Iy ()] o1 () + DUy e ()] oY ()
= N23En [t (x — 1) + mp(x + 1)
—251(x)] oM (v)
+N2UE [e(y — 1) + 1y +1)
=27 (y)] i (x)
=AY [N (oM )]

Ahora, juntando estos dos resultados tenemos

arer (x,y) =AY ol (x,y) + g(x,y).
=0

Caso2: |[x —y| =1

Note que

Qs (x,x +1) = HE,w e (x) (x + 1)) = 3 (o ()l (x+1))
=B, [N2Ly (e () (x + 1) | = [0 (0N () 0N (x + 1)
a1 (pN (2 +1) o' ()]

Entonces, tenemos que

17


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

18 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). Vol 19, No 2. Marzo — Agosto, 2019

HE N [17:(x)e(x + 1) = E v [N2{’7t(x = Dne(x +1) +1e(x)me(x +2)

=27 (x)ye(x +1)}]
= A (Bl (x)me(x + 1)]].

Por otra parte,

3 (PN () N (x+1) + 1 (N (x +1)) oI (x) = Ay [ (x)] o1 (x + 1)

+ 0B, [:(x + 1)] o} (x)

= Nzat]EvN [711}(3( — 1) + m(x + 1)
—2n1(x +1)] oY (x)

= &Y [oN (x)pl (x +1)

2
+ (Vpﬁ(x)) )
Ahora, juntado estos dos resultados tenemos
drgl (x,y) = &Y [N (x, )] + gi(x,).

Resta analizar lo que acontece en la frontera. Vamos a considerar x = 0, siendo los restantes casos
andlogos. Ahora,

01 (0,y) = By [(1:(0) — 07 (0)) (76(y) — o1 (v))-
Como 7:(0) = a y pN(0) = a para todo t > 0 resulta que N (0,y) = 0.

Observaciéon. Consideremos la medida inicial Vpy(-) €OMO en la Nota ??. Entonces, definimos

ol (xy) =By, ) [ (0) = o () Hitne () — oM (1)}

que también satisface (1.15), pero con condicién inicial dada por

o (xy) = By [{m0(x) — ol ) Hmoy) — o 1)}

= B, [10() = b (0] By ) |10y) — 08 )]
= 0.

Note que siempre que la medida inicial es una medida producto esta condicién inicial va a ser
cero pues las variables aleatorias van a ser independientes de media cero.
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Aproximacion discreta-continua. Vamos a fijar N > 2 y vamos a considerar el laplaciano discreto en la
ecuacién (1.4). Sea pl solucién de la ecuacién parabélica homogénea semi-discreta dada por

{ atng(x) = (Apr’)(x), parax € Ay, t >0
e (0) =, p}' (N) =B, > 0.

Y sea p; solucién de la ecuacion parabdlica homogénea dada por

{ 0:0¢ (1) = (Apy) (1), parau € (0,1),t >0
p:(0) =a, ps(1) =B, t > 0.

Ahora, definimos para x en {0,---,N}

wi (x) = pN (x) — pr (%) (1.16)
N

y notamos que w}¥ (0) =0, wN(N) =0y para todo x € Ay tenemos

i (x) = 3 (oM (x) —pr (x/N))
= 9} (x) — At (x/N)
= (AnpM)(x) = (801) (x/N)
= (AnpM)(x) = (Anp) (x/N) + (Anpr) (x/N) = (Ap1) (x/N)

:=FN(t,X)

= (Anw})(x) + Ey(t,x).

Para w:{0,---,N} — R introducimos la norma supremo dada por

Wlleo := max |w(x)]|.
ol = _max ()]
Lema 1.0
Sea wf\l como en (1.16), entonces
Ct

i fleo < lewd[leo + N2’
donde C es una constante.

Demostraciéon. Como

dwf! (x) = (Anw(Y) (x) + En(t,x)
wN(0)=0, wN(N)=0,t>0,

por la férmula de Feynman-Kac (ver [5] y A.1.7 de [6]) tenemos que

¢
wN(x) = Ey [wé\’(Xth) —l—/o En(t—s,Xin2)ds |,
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donde Ey es la esperanza con respecto a la medida de probabilidad [Py tal que el proceso {X;},-, es

un paseo aleatorio con generador Ay absorbido en la frontera, definido en (1.4) y con estado inicial x.
Ahora, notamos que

N

Ex [w0f (Xpo)] = LE [0 (X)L, 0y )]
N
= yZO]Ex [wo 1{XtN2 y}}
SN
= y;]wo (y)Ex {1{XtN2:y}}
N
= Zowév ()P [Xinz = ]
=
Asi, obtenemos que
[Ex | ()] | < 2|wo )Px (X2 = ]

IN

[0 [loo Z Py [Xin2 = .
y=0

~—
=1

Anélogamente, tenemos que

’]Ex [/OtFN(t Xpe ds}
Ahora, como p; es limitada y p; € C*(0,1) tenemos por un desarrollo de Taylor que
() = ()~ oo () + e (57) — e ()
- 4!N4a§pf<%) +0 {(;\Cfﬂ
pt(ngl> =1 ( >+ N () + 2N2a o)+ 3';\13 % ()

+4'1\14 % ( )+O{(N)5}

/2|PNt—sy>|1Px[ e = yds.

Asf es facil notar que

%ANPt (%) = %&%Pt (;) + 12N48§pt ( g ) +0 [(Z)\CI)T '

Luego,
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C
Fu(0,1)| = (D) (2/N) = @) (5/N)] < | i ()| <

Esto implica que

t t N
‘]Ex UO FN(t—s,Xth)ds] < /0Z|FN(t—s,y)|]Px[Xth:y}ds
y=0
tc N
S sz]Px N2 = y]ds
\—,_/
=1
_Ct
-
Luego,
Ct
i fleo < llwp lleo + N2

1.6 La ecuacién del calor

La ecuacién del calor describe la distribucién de la temperatura en un cuerpo sélido, de acuerdo con
el tiempo y el espacio. Esta ecuacién es de interés y tiene multiples aplicaciones en varias ramas de
la ciencia. Esta ecuacién es una ecuacién diferencial parcial parabdlica y estéd relacionada con varios
procesos aleatorios. El modelo aleatorio que introducimos esta relacionado con la ecuacién del calor
con condiciones de Dirichlet que es dada por:

op(t,x) =d%p(t,x)  para x€]0,1]
p(0,x) = po(x) para x € [0,1] (1.17)
p(t,0)=a, p(t,1) =B para te€0,00).

Motivacién y definicién de solucién débil. Una ecuacién diferencial parcial puede tener soluciones que
no son diferenciables, este tipo de soluciones son llamadas soluciones débiles. Para definir tales solu-
ciones, tenemos que reescribir la ecuacién diferencial parcial en una formulacién débil. Consideramos
la ecuacién del calor con condiciones de Dirichlet dada por (1.17) y fijamos un tiempo T > 0. Sea
R=1[0,T] x[0,1] y C(l]’z(R) el conjunto de funciones f: R — R tales que f es de clase C![0,T] en el
tiempo, de clase C2[0,1] en espacio, tales que f(t,0) = f(t,1) = 0 para todo ¢ > 0.

Sea ahora, G € Cé'z(R). Multiplicamos ambos miembros de la ecuacién 9;0(t, x) = d2p(t,x) por G;(x),
e integrando ambos miembros de esa ecuacién sobre la regién R obtenemos

/ / 9ip(t,x)Gr(x dtdx—/ / 020 (t,x)Gy(x)dtdx. (1.18)

=L =
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Haciendo una integracién por partes en la integral I; tenemos que

! 1 T
11=/0 P(T,x)GT(x)—P(O,x)Go(x)dx—/O /0 o(t,%)3:Gy (x)dtdx.

Usando el Teorema de Fubini y haciendo integracién por partes dos veces, tenemos

o= [ o G1) ~axp0)Gi(0) — [ [ aplt,13:Cr(x)a
_ /OTaxp(t,l)Gt(l) — 3xp(t,0)G1(0)dt

T T r1 >
- /Op(t,l)ath(l)—p(t,O)ath(O)dt—i-/O /Op(t,x)ath(x)dxdt.

Como p(t,0)=a, p(t,1) =By G e C(l]’z(R), I = I, puede ser escrito como:

1 1 T
/0p(T,x)GT(x)—p(O,x)GO(x)dx = /O/Op(t,x)(at—l—A)Gt(x)dtdx

T
+ /Ozxath(O)—ﬁath(l)dt.

Entonces si para cada G € Cy*(R), la funcién p : [0,T] x [0,1] — [0,1] satisface la ecuacion integral
anterior, decimos que p es una solucién débil de la ecuacién (1.17). Ademds, notamos que si existe una
solucién débil de (1.17), entonces esa solucion es tinica. Este resultado es esencial para la demostraciéon
del llamado limite hidrodindmico que vamos a presentar en préxima seccion, pero cuya demostraciéon no
serd realizada. Para el lector interesado recomendamos [2] y [9].

1 .7 Limite Hidrodindmico

En esta secciéon queremos dar una idea del limite hidrodindmico para la cadena de Markov 7; con
espacio de estados {0,1}*N y con generador infinitesimal N?Ly definido en (1.3). Note que aqui con-
sideramos el generador N?Ly que corresponde de tomar el proceso 77,52, 0 sea, la escala microscopica
de tiempo es tN2.

Primero definimos la medida empirica asociada al proceso 7;. Esta medida estd definida en {0,1}"~
y da peso 1/N a cada sitio ocupado de la configuracién ;. Siendo asi, para 7 € {0,1}*N definimos la
medida empirica 7V (7,du) en [0,1] por

1
AN du) = 55 ) n(x)8g (du), (1.19)
XEAN
donde ¢, es la medida Delta de Dirac en a, o sea, es una medida que da peso 1 a a y 0 a to-
dos los otros puntos. Como queremos analizar la evolucién temporal de la medida empirica asoci-
ada al proceso (7t)~,, también definimos un proceso de medidas empiricas, de la siguiente forma:
N (y,du) == 7N (1,52, du).
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Con esta notacion tenemos que si G : [0,1] — R es una funcién test, entonces la integral de G con

respecto a la medida empirica 7)Y es dada por

1
(m,6) = [ Gy () = 5 L Gon (),
xEAN

donde Gy := G (x/N).
Ahora, definiendo

MNG = (zN,G) — (=), G) /N2LN 7N, G)ds,

podemos aplicar un resultado muy general para procesos de Markov, vea, por ejemplo el Lema 5.1 do
apéndice 1 de [6]. Tal lema nos que dice que la expresiéon Mf\] © tiene esperanza constante, y dado que
Mé\’ G = 0, lo que es facil de verificar, tenemos que la media de Mf\] G es 0, para cualquier t > 0.

La funcién M{V C es una version discreta de la solucion débil de la ecuacién hidrodinamica que estamos
buscando. Para encontrar la ecuacién hidrodindmica asociada a nuestro modelo tenemos que calcular
la parte integral de Mf\] <,

Para esto notamos que haciendo una suma por partes tenemos que N?Ly (7)Y, G) es igual a

1

xeEAN
= NLN (Glﬂs + Z Gxﬂs +GN 1773( 1))

= NGy (a—27s(1 )+ns( )) + NGn-1(ns(N —2) = 255(N — 1) + B)
N-2

+N 2 GxANTs(x)
x=2

—1
= aNG + — Z ANGxﬂS( ) + BNGn_1

= (XVJI\FIGQ —BVyG1 + <7Tt ,ANG®),

donde, ANGx = NZ(GX_H + Gx_1 - ZGx), V;}GO = N(G1 - GO), V&Gl = N(GN - GN—l)-
Siendo asi, tenemos que

MNS = (7N,G) — (), G / N2aVGo — VNG + (N, ANG)ds.
Aplicando la esperanza con respecto a una cierta medida inicial py, a ambos lados de Mf\] < y asum-
iendo que E,, [7s(x)] = p(t,x/N), entonces para G € C(l)'Z(R), la igualdad arriba se escribe como:
1 N-1

t
Z (t,x/N)G. — (o,x/N)Gg):/O N2V $Gs — BV G + (N, Ay G®)ds.

Como G € C(l)'2 [0,1], tenemos que
ANGS — 2GS
Nteo
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+ s S.
VG —— 94G;
Ntoo
— s 5.
VNG — 034G
Ntoo

uniformemente en s, luego tomando el limite obtenemos la formulacién débil de la solucién de la
ecuacion del calor con condiciones de Dirichlet (1.17).

Asi, el limite hidrodindmico nos dice lo siguiente. Considere una sucesiéon de medidas de probabilidad
(P‘N)zzl en {0,1}N que satisfaga

né\](n,du) % o (du) = po(u)du,

es decir, la medida aleatoria né\] converge en probabilidad, cuando N — oo y con respecto a yN , para

la medida determinista pg(u)du. Entonces, para cada tiempo fijo ¢, la medida empirica 77}¥ converge
en probabilidad, cuando N — oo y con respecto a ul, la distribucién del sistema en el tiempo ¢, para
la medida determinista 71;, que es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue o
sea, 7ty (du) = p(t,u)du, donde, p(t,u) es la tnica solucién débil de una ecuacién diferencial parcial con
condicién inicial pg, en nuestro modelo, la ecuacién viene dada por (1.17).

La prueba de este resultado es extremamente técnica, sin embargo nos gustaria apenas recalcar que
el método consiste en probar primero que la sucesion (7)Y )E:l posee puntos limite, seguidamente
se prueba que todo punto limite es una medida determinista, absolutamente continua con respecto a
la medida de Lebesgue y finalmente se caracteriza su densidad como siendo una solucién débil de
la respectiva ecuacion hidrodindmica. Habiendo apenas una iinica solucién débil, se obtiene la conver-
gencia de la sucesion a ese punto limite. Para mds detalles referimos al lector a los capitulos 4 y 5 de [6].

1 . 8 Conclusiones

A pesar de haber tratado temas importantes y dificiles, hemos dejado por fuera otros, porque nuestro
principal objetivo es informativo, para que el lector no tenga una lectura pesada, llena de formalismo.
Por esto, esperamos profundamente que el lector:

1. Sea capaz de notar la poderosa herramienta que es la probabilidad y su relacién con el campo de
la fisica.

2. Entienda que muchas de las situaciones deterministas en nuestro mundo macroscépico puede
ser deducidas a partir de un mundo microscépico, que es completamente caético.

3. Se dé cuenta y aprenda sobre cuestiones y estrategias de demostracién que estdn siendo usadas
hoy en dia por muchos investigadores. Y por qué no? pueda motivarse para estar directamente
involucrado y se una al grupo de investigadores que quieren explorar esta drea. O simplemente,
pueda difundir el tema a las personas potencialmente interesadas en esta érea.
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