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El objetivo de este libro es la visualizacién interactiva en 2D y en 3D. La mayoria de las figuras
vienen con una liga a una aplicacidn, llamada usualmente “demostracion” (aplicacion interactiva),
que se corre con Wolfram CDFPlayer. Esta aplicacion es gratuita y se puede descargar en
https://www.wolfram.com/cdf-player/. Las “aplicaciones interactivas” son un archivo . cdf que
se ejecuta con WOLFRAM CDFPLAYER en una ventana emergente.

En la “version 1” el libro viene con un folder con las aplicaciones interactivas . cdf. En la “version
2” el libro solo es un “pdf” con ligas a Internet (la liga descarga la aplicacion interactiva desde
Internet, y el CDFPlayer la ejecuta).

El lector puede visualizar la teoria y muchos de los ejemplos, e interactuar con las figuras en la
aplicacién interactiva, usando el raton. Varias aplicaciones interactivas se usan para visualizar la
dindmica de una definicién o un teorema y su alcance y significado.

Como es conocido, la visualizacién interactiva funciona bien como complemento y requiere
“narrativa” por parte del profesor, para obtener buenos resultados en la ensefianza. También es
deseable ejercicios de verbalizacion, en algunas actividades, por parte del estudiante

El libro viene con una gran cantidad de ejercicios y ejemplos, recogidos tras varios semestres
de impartir el curso de Algebra Lineal. La plantilla BIEX de este libro se puede solicitar a los autores.

Si tiene sugerencias o correcciones, por favor escriba a los autores.
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Puntos. A partir de la representacién de R, como una recta numérica, los elementos (a, b) € R? se asocian
con puntos de un plano definido por dos rectas perpendiculares que al mismo tiempo definen un sistema
de coordenadas rectangulares donde la interseccén representa al origen de coordenadas (0,0) y cada par
ordenado (a, b) se asocia con un punto de coordenada a en la recta horizontal (eje X) y la coordenada
b en la recta vertical (eje V). Analégamente, los puntos (a, b, ¢) € R® se asocian con puntos en el espacio
tridimensional definido con tres rectas mutuamente perpendiculares. Estas rectas forman los ejes del sistema
de coordenadas rectangulares (ejes X, Y y 2).

Seleccione y arrastre el punto P (verde) Wolfram CDF Player

Puntos en 2D Puntos en 3D sz

Figura 1.1: Un punto P en dos y en tres dimensiones
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Vectores. En fisica, la velocidad y direccién de un flujo en un punto puede estar representada por una flecha.
Lalongitud de la flecha representa la velocidad del flujo en ese punto y la orientacion de la flecha indica la
direccion del movimiento en ese punto. A estas flechas se les llaman vectores. En general, los “vectores” son
simplemente los elementos de conjuntos mds generales llamados “espacios vectoriales”.

Los conjuntos R, R?,R3,...,R" se pueden ver como conjuntos de puntos tanto como conjuntos de vectores.

Recordemos que
@ R*={(v, 1) talque vy,v2€ R}

o R3= {(v1,v2,v3) talque vy,v,v3€ R}
o Rn = {(Ul) U,..., Vn) tal que V1, U2y..0y Un € R}

Notacién. Los puntos se denotan con las letras mayusculas, P, Q, R etc. mientras que los vectores se de-
notan como u, U, w... o también como u, v, w. El vector nulo en R” se denota con 0 = (0,0, ...,0). A veces
consideramos los vectores que van desde el origen O = (0,0, ...,0) hasta el punto P, en este caso escribimos
OP. Los vectores que van desde el punto P; hasta el punto P, los denotamos con P;P,.En el contexto de
los vectores, los niumeros reales seran llamados escalares y se denotardn con letras minusculas cursivas tales

como «, B, k, etc.

Algunos célculos requieren combinar las notaciones de puntos y vectores porque lo que se requiere es usar

solamente las coordenadas.

Seleccioney arrastre el vector 7 oelpunto P (verde) Wolfram CDF Player

Punto y vector en 2D Punto y vector en 3D

<
v

Figura 1.2: Un punto P y un vector v, en dos y en tres dimensiones
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Traslacion. Muchas veces necesitamos hacer traslaciones de un vector v hasta el punto P. La traslacion de v
conserva de su magnitud y su direccién y su cola estd en el punto P mientras que la punta estd en el punto

P+uv.

i Wolfram CDF Player

Traslacion

Figura 1.3: Traslacion de un vector v a un punto P

1.1 Operaciones Basicas

Igualdad. Dos vectores son iguales si tienen, en el mismo orden, los mismos componentes.

Definiciéon 1.1 (Igualdad).
Siv=(vy,0v2,..., vp) yW= (Wy, Wy, ..., w,) € R", entonces v=wsiysolo si v; = wy, V2 = wo, ..., Uy = Wy

En particular, siv, we R3, entonces v = w si ysolosi vy = w;, vo=ws, v3=ws.

Seav=(1,3,3) y w=(3,1,3), entonces v# w.
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Suma y resta. En un vector cada componente se oo
interpreta como un desplazamiento en la direccién v vtw
del eje respectivo, si v = (v1,12) vy W = (wy, wy) vy \
entonces el vector suma tiene como primera - \
componente la suma de los desplazamientos en Wy
en el eje X, es decir, v; + w; y como segunda com- i
ponente la suma de los desplazamientos en en el V2
eje Y, esdecir, vo+wy. Asi v+w = (v1+wy, va+wo). w; ‘ U1

Y
<
P d

Es natural definir la suma y resta de vectores en R” como una suma o resta, componente a componente.

Definicion 1.2 (Suma).
Siv=(vy,0,..,0,) VW= (W, w,,.., wy,) €R", entonces v+w = (v + wy, V2 + Wy, ..., Vs + Wy). En
particular, si v = (vy, V2, v3), W= (W, W2, W3) € R3, entonces V+w = (V] + wy, Uy + Wy, U3 + W3)

Seleccioney arrastre los vectores v y W (verdes) Wolfram CDF Player

4
A y)
4] v+ w
v2 \ i
\
\
\
- \
wy w \
1% vy
u)1 41 7]

Figura 1.4: Suma de vectores

Definicion 1.3 (Resta).
Siv=(vy,0v2,..,U,) VW= (W, w,,.. wy,) €R", entonces v—w = (v; — wy, V2 — Wy,...,Vy — Wy). En
particular, siv = (vy,v2,v3) € R3 yw=(w;, Wy, ws3) € R3, entonces v—w = (v] — wy, Uy — W, U3 — W3)
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—

Seleccione y arrastre los vectores v y w Wolfram CDF Player

Resta de vectores en 2D Resta de vectores en 3D {2’

A

N

<!
I
s =l

Figura 1.5: Resta de vectores

a.) Seav=(1,3,4) yw=(3,1,4), entonces

v+w=(1+3,3+1,4+4)=(4,4,8)

b.) Seav=(1,3,4) yw=(3,1,4), entonces
v-w=(-2,2,00 y w—v=(2,-2,0).
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Definicion 1.4 (Vector desplazamiento)
Dados dos puntos P = (p1, p2,p3), Q=(q1,G2,q3) € R3, el vector de desplazamiento de P a Q es

PQ=0Q-O0OP=(q1—p1,92—p2,93— p3)

Seleccione y arrastre los vectores los puntos verdes Wolfram CDF Player

y
Vector de despl azan ento J

70 - 06- op 7 - 66— o

N
.
.
.
.
.
.
.
.
-4 o
.
.
N
A Y

Figura 1.6: Vector desplazamiento de P a Q

Sea P=(0,3,1), Q=(1,2,4) y R=(10,1,6). Entonces

OR=0P+PQ+QR.

Paralelogramos. Dados tres puntos P, Q, R € R®, podemos construir un paralelogramo con tres de sus
vértices en estos puntos y determinamos un cuarto punto usando suma, resta y traslaciéon de vectores. En
efecto, si consideramos los vectores PQ y PR entonces el cuarto vértice S cumple

PS =PQ + PR


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/WMVRP/AVCDF/cdfAVCap1-1.4VectoresDesplazamiento.cdf

1.1 Operaciones BAasicas (htips://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

17

es decir, el cuarto vértice S seria
S=Q-P+R-P+P=Q+R-P

Seleccione y arrastre los puntos P, Q o R

Detalles del paralelogramo M Wolfram CDF Player

/\
P=(0.,0512), Q= (-1.21.), R= (1.,1.5,1~§\J~

Figura 1.7: Paralelogramo de vértices P,Q,RyS=Q+R—-P

Ejemplo 1.4

Considere los puntos A = (0,0,1),B = (3,5,0) y C = (2,0,0). Nos interesa calcular D € R3 tal que
A, B, C y D sean los vértices de un paralelogramo. Hay tres soluciones. Supongamos que el
paralelogramo tiene lados AB y AC, entonces B— A= D; —C de donde D, = C+ B— A, en este caso,
D es el vértice opuesto al vértice A. Las otras dos soluciones son D, =C+ A—By D3 = A+ B—-C. Asi,
tenemos los paralelogramos ~7ACBDs, L 7JACD\B y [7JAD,CB.
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Sea P=(1,2,-1),Q=(1,4,3) y R=(1,-1,5). Nos interesa determinar un punto S de manera que
PQRS sea un paralelogramo. Si se considera el paralelogramo con lados PQ y PR unidos por el vértice
P, por la interpretacion de la suma, el vértice opuesto a P, que es el vértice que denominamos como S,
cumple con la igualdad:

PS=PQ+PR,
esdecir, S=Q—-P+R-P+P=(0,2,4)+(0,-3,6)+ (1,2,-1) = (1,1,9)

Multiplicacion por un escalar. Un escalamiento de un vector, por un factor k € R, se logra multiplicando cada
componente por el mismo ntimero real k

Definicion 1.5 (Multiplicacién por un escalar).
Consideremos el vector v = (vy, v, ..., V) € R y el escalar k € R, entonces kv = (k vy, k vy, ...,k vy,). En
particular, siv= (v, v, v3) € R3 y el escalar k € R, entonces kv = (k vy, kvo, k v3)

Seleccioney arrastre el vector V (verde) o el deslizador para A Wolfram CDF Player

Escal amiento (arrastre para escalar el vector) j

)
-3 -2 -1 1 - 2 3 A

Escal ar un vector en 2D Escal ar un vector en 3D

_ 3 _ 3
2 2

A
2t
-4 -2 2 g
2t /
v
4l

Figura 1.8: Escalamiento de v

<
<!

w
<
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Ejemplo 1.6
2v = (2,6,8)
Seav=(1,3,4) entonces
1. _ (134
vV = (333)

Ejemplo 1.7

Sea A=(1,2,-1), B=(0,3,2), C=(1,5,0) y D = (p,2, k). Para determinar los valores de p y k de modo
que AB = ¢-CD se tiene que

AB=B-A=(0,3,2)-(1,2,-1)=(-1,1,3)

Ahora bien, como AB = ¢ - CD entonces

tip-1) = -1
(-1,1,3)=t-(p—1,-3,k) = -3t =1
tk = 3.

1
Resolviendo se tiene que ¢ = — = y en consecuencia p =4y k=-9

Ejemplo 1.8

Suponga que ABCD es un paralelogramo formado
por los vectores AB y AD que tiene A y C como
vértices opuestos. Deseamos demostrar que se

1 1
cumple AB + EBD = EAC'

En efecto, observemos que BD = AD — AB por ser

resta de dos vectores. Entonces al multiplicar por 2

esta ecuacion implica que

1 1 1
-BD=-AD--AB
2 2 2
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Ahora bien,

1 1 1
AB+-BD = AB+_-AD--AB
2 2 2
1 1
= AB-_-AB+-AD
27 2

1 1
= —AB+—-AD
27 2

1
= —(AB+AD)
2
Pero por suma de vectores se cumple que AB + AD = AC entonces

1 1
AB+ -BD = -AC
2 2

Vector unitario. Un vector v es unitario si longitud es 1

SN R KMl (Vectores unitarios i, j,y k)

Hay tres vectores unitarios muy usados:

a) i=(1,0,0)
b.) j=1(0,1,0)
c) k=(0,0,1)

Cualquier vectorer de R® se puede escribir como una com-
binacion lineal de estos tres vectores:

(a,b,c)=ai+bj+ck

S0l RMA] (Combinacién lineal de dos o mads vectores)

Seau=(4,-1,1),v=(0,0.5,3) y w=(0,3,0.5).
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a)u+05v+w

b)u+itv+ sw

(4,-1,1)+1[0.5(0,0.5,3) + (0,3,0.5]
4,-1,1)+(0,3.25,2)
(4,2.25,3)

(4,-1,1)+[£(0,0.5,3) + 5(0,3,0.5]
(4,-1,1)+ (0, 3s+0.5¢, 0.55+31)
(4, —1+3s+0.5¢, 1 +0.55+31)

=

-
v

- -
u+ 05v+w

S—ao
-
-
~—~o
~,

Seau=(2,-1,1) y v=(1,-6,2). Determinar para qué valores de ¢ se cumple que w = (-2,¢,-1) se
puede expresar como combinacién lineal de {2u, v}.

Solucion: En primer lugar 2v = 2(1,-6,2) = (4, -2,2), entonces se cumple que

(=2,¢,-1)=1(4,-2,2) + 5(1,-6,2)

Resolviendo las operaciones con los vectores se llega a las siguientes ecuaciones

4t+s = -2
—2t-6s = ¢
2t+2s = -1
Tomando la primeray tercera ecuacion
4t+s = -2 A 1
= - 2
2t+2s = -1 s =0

Sustituyendo estos valores en la ecuacién —2¢ — 6s implica que ¢ = 1
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Propiedades de los vectores

Las propiedades m4s ttiles de los vectores, segin lo que ha demostrado la experiencia, se enuncian en el
siguiente teorema,

Teorema 1.1 (Propiedades de los vectores).
Siv,w,ueR"y a, f € R entonces,

1.) Conmutatividad: v+w=w+v 5) lv=v

2.) Asociatividad: u+ (v+w) =(u+v)+w 6.) apv=a(fv)

3.) Elemento neutro:v+0=v 7) a(Vv+w)=av+aw
4.) Inversos:v+ —v=20 8) (a+p)v=av+pv

Producto punto y norma.

El producto punto (o escalar) es una operacion entre vectores que devuelve un escalar. Esta operacion es
introducida para expresar algebraicamente la idea geométrica de magnitud y dngulo entre vectores.

Definicion 1.6 (Producto punto o interior).
Siv=(vy,v,..., V), W= (W, Wy, ..., w,) € R" entonces el producto punto (o escalar) v-w se define de la
siguiente manera,
VW=V W) + V- Wot,...,+V, Wy €ER

En particular, siv= (v, v2, v3), W= (W, Wy, w3) € R3, entonces V-W=1v1-w; + Vy- Wy + V3- w3 €ER

a.) Seanv=(-1,3,4) y w= (1,0,v2) entonces
vw = —1-1+3-0+4-V2 = 4V2-1

b.) Seau=(a, b, c) entonces
uu = a+b*+c?

De aqui se deduce que u-u =0y que u-u=0 solamente si u=0.

Vectores, rectas y planos. Walter Mora E, Marco Gutierrez M.
Derechos Reservados © 2018 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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Ejemplo 1.13

Sea A=(2,-1,1), B=(-1,1,0) yel vector a= (3,-2,3). Entonces si b = AB se cumple

AB: (_1,1,0)_(2,_1,1) = (_3)2)_1)

a-b=3,-2,3)-(-3,2,-1)=-9+-4+-3=-16

Ejemplo 1.14

Seau=(-2,3,1) yv=(-1,2,0). Determinar el vector w = (x, y,0) que cumple simultdneamente las
condiciones siguientes

a) wu=2
Solucién: Realizamos las operaciones

(x,yyo)'(—2,3yl):2 _2x+3y:2

(x)yyo):t(_lyz)o) (x)yyo):(_t)ZI)O)

xX=—t, y=2t
Si sustituimos en la ecuaciéon —2x + 3y = 2 tenemos

—2(-1)+321) =2

2t+61=2

=] =
N | —
o
N —

Por tanto, w = (—

Considere los vectores u = (1,0,2) y v = (-2,0,3). Determinar el vector w = (x,y,y) que satisface
simultdneamente las condiciones:
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a.) (u—2v)-w=-3

b.) w-(x,0,0)=1

Solucioén:
(u—ZV)'W = -3 [(1,0;2)—2(—2;0;3)]‘(x,y;_)/)
= [(1»0,2)—(—4y0,—6)](X,y,y)
5,0,8)-(x,y,)
= 5x+8y=-3
Ademas,

W'()C,0,0):l - (x)y)y).(xyo)o):]‘
= x*=1

= x=z=1

1
Sustiyeyendo x =1 en 5x + 8y = —3, se tiene que y = —1. En forma anéloga, si x = —1 entonces y = ik

Por tanto, existen dos vectores w que cumplen ambas condiciones, ellos son

1,-1,-1) ( 1 L 1)
W= y 4L, ™ wW=|—1,—,—
y 4 14

Propiedades del producto punto. En los célculos que usan el producto punto es frecuente invocar las propie-
dades que se enuncian en le teorema que sigue. También, el producto punto se generaliza como el producto
interno (en contraposicién con el producto exterior). Las propiedades que permanecen en esta generalizaciéon
son,

Teorema 1.2 (Propiedades del producto punto).
Consideremos los vectores v,w,u € R" y a € R, entonces

1.) v-v>0siv#0 (el producto punto es definido positivo)
2) V-W=W-V

3) u-(v+w=u-v+u-w

4) (av)-w=a(v-w)

Nota: No hay propiedad asociativa pues “v- (w-u)” no tiene sentido dado que w-u es un numero real.
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Ejemplo 1.16

Sean uy v dos vectores tales que (u+v)?> =25y (u—v)?=9. Calcularu-v

Solucion: Se tiene que

25 W+v)2=u+v)-u+v)=u-u+2-u-v+v-v

9 u-v)’=u-v)-u-v)=u-u-2-u-v+v-v
Restando ambos miembros de las igualdades obtenemos

16=4-u-v = u-v=4

Ejemplo 1.17

Es claro que si se cumple la igualdad u-v = u-w no es valido afirmar que v = w. Consideremos un
contraejemplo con vectores en R3; siendou = (4,-1,2),v=(1,2,-1) yw= (0,2,1).

uv=04,-1,2)-(1,2,-1)=0
=5 VAW
uw=4,-1,2)-(0,2,1)=0

Norma (Euclidiana). La norma define la longitud de un vector desde el punto de vista de la geometria eucli-
deana

Definicion 1.7 (Norma).
Siv=(vy,vs,.., ;) € R" entonces la norma de este vector se denota ||v|| y se define de la siguiente
manera,

V]| = Vv-v= \/v%+ Vs + ...+ V5

En particular, siw = (w;, w») € R2 y v=(v1,V2,V3) € R3,

Wl = vVw-w=/w?+ w5

VIl = VVv-v=1/v5+ 05+ 13



 https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

26 Vectores

—
Seleccione y arrastre el vector V

|[V[| =~ 27 Wolfram CDF Player
L v
1
N
N
r— !
Figura 1.9: Norma de v

Observemos que v-v = [lv]|? y que la distanciade A a B es d(A,B) =||B— All.

Ejemplo 1.18

a.) Sea w=(1,0,v/2) entonces ||w|| = \/12 +0%+ (\/5)2 =v3

b.) Ladistanciade A= (x,y,2z) a B=(1,-3,2) es [|[B—All=y/(x—1)2+ (y+3)2 + (z - 2)2

Ejemplo 1.19

Sea P=(4,2,1),Q=(6,2,1) y R= (5,2 +v3, 1) . Deseamos demostrar que el tridngulo PQR es equilate-
ro. Por demostrar que ||PQ|| = [|QR|| = ||RP]|. Entonces

IPQII=11Q-PII=1(2,0,0)[| =2

IQRII = IR- QI =l(~1,V3,0)|| = (—1)2+(\/§)2:2

2
IRP|| = || PRIl =1/(-1,-V3,0)|| = \/(—1)2+(—\/§) =2
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Ejemplo 1.20

Considere los puntos P = (2,y—2,-1) y Q = (1,2,-1). Nos interesa hallar los valores de y tal que
||IPQ|| = v/2. Entonces

IIPQII=11Q-PlI=111,2,-1)=2,y=2,-DII = I[(-1,4=y,0)|

1-14-y,0)ll = /(-2 + 4= ) +02 = \[y2 ~ 8y +17
Ahora,

V172 -8y+17=v2 < y*—8y+15=0

Resolviendo esta ecuacion cuadrética, se obtienen los valores y =3, y=5

Nos interesa determinar el o los vectores r que cumplen simultdneamente con las condiciones:

a) llr+(1,-2,0]=v5

b.) r=s-(0,-3,1)

Entonces
Ir+(1,-2,00l=vV5 = l(a+1,b-2,0l=V5
— V0a+1)2+B-22+c2=5
— (a+1)*+b-2°+c*=5
Luego,

(a,b,C)ZS'(O,—S,l) == a:O,b:_?)S,C:S

Sustituyendo en la primera ecuacidn se tiene que

(@+1?+b-2°%+c*=5 = 1°+(-35-2%+s*=5
- 1+9$2+123+4+32:5
= 10s°+125=0

. . 6
Las soluciones de esta ecuacion cuadratica son s = 0,s = ——. Por tanto, los vectores que cumplen
18 6
3)

simultdneamente las condiciones son r=(0,0,0) y r= (0,2, -2
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Sea u el vector que satisce las condiciones siguientes:

a.) ues combinacion lineal de los vectores (1,-1,2) y (—4,0,-1)
b.) u-(-1,1,2)=0
c) llull=v35

Entonces
u=1(1,-1,2)+s(-4,0,-1)

Asi, siu = (x, y, z) implica que

xX=1r—4s
y=-t
z=2t—s

Ahora bien, siu-(-1,1,2) =0, entonces —x + y + 2z = 0. En el sistema de ecuaciones las variables x, y, z

dependen de ¢y s. Asi,

—X+y+2z=0 = —(t—-4s)—-1t+2@2r—-95)=0
= —i+4s—1t+41r-25=0
= 2i+25=0
= [+s=0
= t=-5

De la condicién |[u| = v/35 implica que x? + y? + z? = 35. Entoces

P+ +722=35 = (t-49)*+(-0*+(@2t-5?%=0
=  (—s5—45)°+5°+(-25-5)°=0
= (=592 +s%+(-35%=0
— 35s52=35

= s=4=1

Si s =1, entonces ¢ = —1; asi u = (-5,1,-3). Ademds, tomando s = —1, = 1 y obtenemos el vector
u = (5,—-1,3), ambos son vectores que satisfacen las condiciones del problema.
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Definicion 1.8 (Vector unitario).
Un vector v se dice unitario si su norma es 1. Es comun escribir ¥ para indicar que este vector es

unitario.

. \Y .
@ Observe que si ||v]| # 0 entonces m es unitario
\'4

@ El vector w = (cos#,sinf) es unitario para todo 0 € R, pues ||(cosf,sin0)|| = Vcos?6 +sen?6 = 1.

Teorema 1.3 (Propiedades de la norma).
Consideremos los vectores v,w € R" y a € R, entonces,

a) [Ivl[=0 vy |lv][=0 siys6losi v=0
b.) llavl|=|al|lv|
c.) llv+wl|| <||v|| +|lwl]| (desigualdad triangular)

d.) |v-w| <|[|v]||lw]| (desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Ejemplo 1.23

a.) (Vectores unitarios) Sea w=(1,0,2), entonces

w 1 1 V5
U= W = | Wl = —==1
Il [Iwl| ||wl]

V5
b.) Sea w=(1,0,2) entonces ||—2w]|| =2|lw|| =25

Vectores, rectas y planos. Walter Mora E, Marco Gutierrez M.
Derechos Reservados © 2018 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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Angulo entre vectores en R".

Razonando en R3, a partir de la Ley de los cosenos
podemos establecer una relacion entre el producto

punto, normas y angulos, como se muestra a 7
continuacion. I%
Ley de los cosenos. Si a,b y c son las longitudes @ -7 ||
de los lados de un tridngulo arbitrario, se tiene la N =
relacion v
gl 0/ |[@

¢? = a®+b* - 2ab cosb el

donde 6 es el &ngulo entre los lados de longitud a y b. é T —~
-& Y

. . . Figura 1.10: Angulo entre dos vectores usando ley de cosenos
Para visualizar esta ley usando vectores, considere-

mos el tridngulo determinado por los vectors v, w e
R3, como se muestra en la figura. Entonces

2 2 2
v —wl|” =[Iv]|” + [Iw]|* = 2]|v|]|[Iw]|cos O ()
ahora, puesto que

IV—w|* = (v—w)- (v—w) = |[V|[* +||w||* —2v-w

entonces, despejando en (*) obtenemos

v-w = [|v]|||w]| cosO

Angulo entre vectores en R". Si v,w € R” son vectores no nulos, entonces usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz,

[v-w| < ||v]|||w]]|

y, por la propiedad del valor absoluto |x| < k <= —k < x < k para un nimero k = 0, obtenemos
=[IvlllIw]| = v-w < [|v]]|Iw]|

y entonces
V-w

<— =<
vl [lwl]

Por tanto, se puede garantizar que para v,w € R” vectores no nulos, siempre es posible encontrar un tinico
0 € [0, ] tal que v-w = ||v]||||w]|| cosf. Formalmente,
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Definicién 1.9
Siv,we R" son vectores no nulos, el &ngulo entre vy w, denotado & v, w, es el tinico 6 € [0, 1] tal que

. vV-w
v-w=||v|]|||w]| cosf, i.e. O=arccos|——|,
I [Twl]

X — —
Seleccione y arrastre los vectores V y W

4 V, W~ 1.22 Wolfram CDF Player

=

<!

Figura 1.11: Angulo entre vectores

Dos vectores son ortogonales si al menos uno de ellos es nulo o si el &ngulo entre ellos es /2 y son paralelos
si son colineales. Por ejemplo, si tenemos dos vectores no nulos v= (x,y) y w= (-, X), estos vectores son
perpendiculares pues v-w=0 = 60 =m/2.

Definicion 1.10 (Paralelismo y perpendicularidad)
Dos vectores no nulos u,v e R”

a.) son paralelossi¥u,v=0 o Yu,v=m,ieu= Avparaalgin AeR.

b.) son perpendiculares si ¥ u,v= /2. En este casou-v = 0.

Los cosenos directores de un vector son las componentes de un vector unitario.

Seaw = OP = (w;, w», ws), sus cosenos directores son,

w3
oSy = ———
Y= wll

wy
osf=——,
[lwl]|
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donde a, B, y son los dngulos directores de w
a: éangulo entre OP y la parte positiva del eje X
B: angulo entre OP y la parte positiva del eje Y
y: angulo entre OP y la parte positiva del eje Z

@ Observe que en este caso, si w es unitario, entonces w = (cos &, cos f3, cosy)

Ejemplo 1.24

Sean w=(1,0,v2) y v=(-2,1,v2) entonces w y vson
ortogonales pues w-v=-2+2=0

Considere los vectoresuy vtalesqueu=ai—-3 j+2 k yv=1+2j-a k. Para determinar el valor de
a de forma tal que los vectores sean ortogonales entonces

u=(a,-3,2) y v=(1,2,-a)

u-v=0 —= (4,-3,2)(1,2,-1)=0 = a-6-2=0 — a=38

Ejemplo 1.26

Sean A=(1,-5,a), B=(3,a,-1) y C = (a,-5,2) los vértices de un tridngulo ABC. Si deseamos encon-
trar el valor de a para que dicho tridngulo sea rectdngulo en A realizamos lo siguiente

AB=B-A=(2,a+5-1-a); AC=C-A=(a-1,0,2—aqa)
Ahora, se debe cumplir que AB-AC =0, es decir
AB-AC=0 = (2,a+5,-1-a)-(a-1,02-a)=0 = a*+a-4=0
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Resolviendo:

I Sy ~1- V17

2 2

Ejemplo 1.27

Seanu=(3,2,0) yv=(2,1,—-1). Nos interesa resolver el problema de encontrar los valores de my n
para que el vector w = (m, n, 1) se ortogonal a u y v. Entonces

(m,n,1)-3,2,00=0 = 3x+2y=0

(mynyl)'(zy]-)_l)zo - 2x+y_1:0

Resolviendo el sistema, se obtiene m =2y n= -3

Ejemplo 1.28

Sean w=(2,0,2) y v=(0,2,2) entonces el angulo entre
WYy ves

1
0 = arccos (E) =7/3;
pues,

VW V-W 1
l=————— = H:arccos(—) :arccos(—)
(VI [wl] [Iv]][Iwl] 2

Ejemplo 1.29

Seanv=(1,-1,0) yw=(1,1,0). Determine un vector u € R3 que cumpla las tres condiciones siguientes

a)ulv, b) [|lul=v5 c) {u,w:%
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Solucién: Para resolver el problema, supongamos que
u = (x, y, z), entonces tenemos que
uv = 0 OV
il = V5 — § Fry+d =
uw = |[lullllwllcosg x+y =
X =Yy
= { 2x°+2z> = 5
5= 7
de donde finalmente obtenemos, u = (\/E, V2, il)

Ejemplo 1.30

Verificar que si u+v y u—vson ortogonales entre si, entonces ||u|| = [|v]].

Solucion: Siu+ vy u—vson vectores ortogonales entonces tenemos que

(u+v)-(u-v)=0

Note que

_ _ 2 2 _ 2 _ 2

u+v)-(u-v)=0 = w-u-v-v=0 = |[[u|[*=[|v][[*=0 = [[u||” =|v]|
Entonces
2 2

[lal|® = [lv[|* = (|| =Ivl])- (lall+[v])=0

Asi,
[lall =[Ivl] 6 [lall =—]lv]]

Sin embargo, como ||u|| = 0 entonces no seria valido afirmar que ||u|| = —||v]||,esto que implica que||u|| =

||[v|| como deseabamos demostrar.
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m

/4
Determine x si se sabe que el angulo formado por los vectoresu = (x,1,1) yv=(1,x,1) esigual a 3

Solucién: Tenemos que

u-v T (x1,1-(1,x1) 1 x+x+1
———— = cos— = = =
all - [l 3 Vx2+2-Vx2+2 2 X742
Resolviendo la ecuacién cuadratica x? — 4x = 0 tenemos que las soluciones correspondena x =0y
x = 4. Por tanto, el angulo formado por los vectoresuyvesigualan/3,six=006x=4

cosf = = x’+2=4x+2

Seanu = (x,y,2) yv=(z,x,y) talesque x+ y+z = 0. Determinar el &ngulo formado porlos vectoresuyv.

Solucion: Supongamos que 6 es el dngulo formado entre ambos vectores, entonces tenemos que
uv (x,y,2)-(2,x,y) _ XzZ+yx+2zy
lall- IVl /3242422 /22 +x2+)2 X*+y*+2°

Ademds, como x + y + z = 0, entonces elevando al cuadrado ambos miembros de esta igualdad obtene-
mos que

cosf =

(x+y+z)2:0 = x2+y2+z2+2yx+2xz+2zy:0<:>x2+y2+z2:—2(xz+yx+zy)

Realizando la sustitucién tenemos que

+yx+ +yx+ 1 2
Aevyxvay  Xewyrwiy :0030:—5 :Hz?ﬂ,pueSHE[O,ﬂ]

cos = —————=
x“+y-+z —2(xz+yx+zy)

jemplo 1.33

Determinar los vectores u = (a, 2b, b) que cumple simultdneamente las condiciones siguientes
/1
a) |lul|=12; y b.) uyeleje Y forman un dngulo de 5

Solucién:

lul =12 = Va2 +4b2+ b2 =12 = a’+5b°> =144

Ademas,

7 (a,2b,b)-(0,1,0) 2b
= = —-=—— — p=3

1
cos— = -
3 |lull-1I(0,1,0)]| 2 1Zoll



 https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

36 Vectores

Sustituyendo por b = 3 en la primera ecuaciéon
a’+5-3°=144 = a*=144-45 = a*=99 = a=+v99 = a=+3V11
Por tanto, existen dos vectores u que satisfacen las condiciones; estos vectores son

u= (3\/ﬁ,6,3) y u= (—3\/ﬁ,6,3)

Ejemplo 1.34

Encuentre el o los vectores w € R® que cumplan simultdneamente las condiciones siguientes:

a.) [lwl|=10,
b.) wes perpendicular al vector (3,—-1,0);
T
c.) Forma un dngulo de 5 con el vector (0,0,1)

Solucién: Supongamos que w = (x, ¥, z). De acuerdo a las condiciones que se plantean tenemos que
[wl=10 = /x2+12+22=10 = x*+y*+2°=100
Por otro lado
wl(3,-1,00 = (x,5,2):3,-1,00=0 = 3x-y=0 = y=3x

Ademas,

T (x,y,z)'(O,O,l)
COS— = —t

1
3 10-1 2710
Realizamos la sustitucién adecuada
2+ (Bx)2+52=100

—t
= 10x*=75
, 15
fr— = —
2

/15
—t X=+1/—
2

En consecuencia existen dos vectores que satisfacen simultineamente todas las condiciones

2 +y*+22=100

X
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Proyeccion ortogonal

Geométricamente lo que queremos es determinar el
vector que se obtiene al proyectar ortogonalmente el
vector u # 0 sobre el vector w. Si denotamos a este
vector con proy& entonces, de acuerdo con la figura,

se debe cumplir que

proyY, tw proyy, = tw proyy, = Iw
> > -
wW-(V—IW) 0 wW-v—-w-tw = 0 r = ——
ww

Definicion 1.11 (Proyeccion ortogonal de v sobre w).
Siv,weR" conw # 0. Se llama proyeccion ortogonal de v sobre w al vector

A" W-V
proy. = w
W w2 ~~
vector
escalar

Seleccione y arrastre los vectores verdes

Proyz Vv Proy@:D
" v Wolfram CDF Player

7
7
/

==

Figura 1.12: Proyeccion de v sobre w
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@ (Calculando Hproy H obtenemos que |v-w| = ﬂ

proywH lw]|. Si ponemos A = Hproy H entonces, el
producto punto de v y w es “A veces la longitud de w”.

Vv
@ Alvectorv, =v-—proy seleconoce como “la componente de v ortogonal a w”. La componente
\4

paralela es v = proy,.

@ Sif=3v,we [0,7/2] entonces

v VW 0 0 VW
Hproywu—m—llvllcos pues cosO =

VIl wl|

—

proy% = ||7||cosO W

Figura 1.13: Proyeccién usando el 4ngulo

Sean v= (5,0, \/E) yv=(21, \/E) entonces

vV WV 12 24 12 12v2
Iro = —W=— 2,1,\/5 =l = —
ProYy = w7 ¢ ) (7 7" 7 )

w_ w12 12\/_
proy, :WV:E(SO\/_) ( 27 )

Ejemplo 1.36

Seanv=(3,1,0) y w=(2,2,0). Consideremos el problema de determinar un vector v € R3 tal que

. . u
v = (x,y, x) y que cumpla las dos condiciones proy, =-vy ulw.
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Bien,

u 3x+y
3,1,00 = -(3,1,0),
proy, o610 3,1,0)

- Resolviendo, x=-5, y=5 = v=(-5,5,-5)

uw = 0 2x+2y

Il
|
<

Il
e

Ejemplo 1.37

Consideremos un tridngulo determinado por los puntos A, B, C € R3. Podemos calcular la altura y el
drea de la siguiente manera,

Sean v=AB, w = AC, entonces la altura es h = ||v—proyy,|| . Luego, como la base mide ||w]||, entonces

N
u

p w|| ||[v—proy¥.
Area:” 1] 2p Vol

Ejemplo 1.38

Sea A=(2,2,2), B=(1,1,0) y C=(0,2,2). Nos interesa Calcular el punto Q' en el segmento BC tal
que el segmento AE seala “altura” del tridngulo A ABC sobre este segmento.

Sean v = BA, w = BC, usando proyecciones observamos
que el punto buscado es

Q' =B + proyy,.

Q' se puede obtener como la suma de los vectores Q y
proyy, o también, como la traslacién de proyy, al punto B.
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Ejemplo 1.39

Seau=(-2,0,1) yv=(-1,2,1). Determinar el vector w que cumpla con las dos condiciones siguientes
a) wilv
w
b.) proy,, =4u

Solucién: De la condicion w || v, existe A € R tal que w= A -v. Suponiendo que w = (x, y, z), entonces

x=-A
w=1v = (x,y,2)=A(-1,2,1) = y=2A
z=A
Si proyy, = 4u, entonces
_2’0)1 * » Vo
proy? —au — SV gy — EBOVERD 00 4201

|l |? 5

Realizando las operaciones resultantes entre los vectores

31 6 3 20
_(_2) 0) 1) = (_8) 0)4) == (__/1) 0; _A') = (_8)01 4) S /1 =
5 5 5 3

20 40 20
Finalmente, x = 3 y= = y z= 3 entonces el vector w que satisface las condiciones es w =
(_@ 40 &)
3°3’3

Producto Cruz en R3

El producto cruz entre dos vectores u,v € R3, es un vector que es similtaneamente perpendicular a cada uno
de los vectores. Se usa la notacion u x v para este producto.

Definicion 1.12

Consideremos los vectores u = (1, U, u3) € R3 yv=(v1,12,V3) € R3. El producto cruz u x v se define de
la siguiente manera,

uxv=(upvs — Uzv) i+ (uzvy — urv3) j+wve — upvy) k

Un recurso nemotécnico es ver la férmula como la multiplicacién de las diagonales de un arreglo 3 x 3 (el
determinante de una matriz). En los productos de las diagonales que van de izquierda a derecha, se les debe
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cambiar el signo.

Por ejemplo,

(5,0,v2) x (2,1,V2) =

-)
— O &t

. - —
Seleccione y arrastre los vectores V y W (verdes)

- — —> =
vV XWwW w X v
M H Wolfram CDF Player

Producto cruz /4
-

Figura 1.14: Producto cruz

La posicion del vector v x w se puede establecer con la “regla de la mano derecha”,
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Ejemplo 1.40

®Si 1=(1,0,0), 7=1(0,1,0) y l?::(0,0, 1); entonces

A

ixj=k jxk=1y kxi=]

@ Sean u=(5,0,v2) y v=(2,1,v2) entonces
i j k

(_\/zy _3 \/zy 5)

N

uxv = 5 0

[\S)
—
N

-~
~»
bl

(V2,3V2, -5)

N

vxu = 2 1

[9)]
(=]
N

Ejemplo 1.41

Dados los vectoresu=31— j+ k y v= i+ j+ k se tiene que

A A |

uxv=|3 -1 k|=(-2,-2,4)

Ademas, u x v es ortogonal au y v. En efecto
uxv)-u=(-2,-2,4)-3,-1,1)=-6+2+4=0

uxv)-v=(-2,-2,4)-(1,1,1)=-2-2+4=0
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Ejemplo 1.42

i

2

3

u= =
Wil 52

Vamos a determinar un vector unitario y ortogonal a los vectores (2,-2,3) y (3,-3,2). Entonces

i k

-2 3|=(5,50 = |lwl||=V52+52=5V2

-3 2

Luego, si u es el vector que satisface ambas condiciones, se cumple que

w_l

1 1
-(5,5,0)=—,—,0
( ) (\/E\/E )

Teorema 1.4 (Propiedades del producto cruz).

Consideremos los vectores u,v,w € R® y a € R, entonces

1) v.-(vxw)=0

2) w-(vxw) =0

3. [lvxwl|?=|v||?|lw|]> — (v-w)? (identidad de Lagrange)

4.) VXW=—(WxV)

5) ux (V+w) = uxv+uxw

6.) W+V)XW=UXWH+VXW

7.) a(vxw) = (av) xw =vx (aw)

8.) vx0=0xv=0

9.) Si vy w son paralelos, entoncesvxw=0

@ Observe que no tenemos una propiedad de asociatividad para el producto cruz.

Producto cruz y dngulo entre dos vectores. Como v-w = ||v||||w]| cosf entonces, usando la identidad de

Lagrange,
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2 2 a2 2 2 1erl12 2
v wi” = [Iv]|”[lwl|® = (v-w)” = [[v]|”[Iw]|"(1-cos"0) = [lvxwl|=][ull|[v]/sen0

Area. Consideremos un paralelogramo determinado por dos vectores
u, v € R3, como se ve en la figura de la derecha. De la igualdad de
Lagrange se puede deducir la formula (de drea): Si 0 es el angulo entre
estos vectores, el area del paralelogramo es,

A=|lull[lv]|sinf = [luxv]|

Si u, ve R%, entonces podemos redefinir u, v como vectores en R3,
en el plano XY, es decir, u = (u;,u2,0),v= (v1,02,0) € R3. De esta
manera, el drea del paralelograma generado por estos dos vectores es

1231

[|(u1, uz,0) x (vq, v2,0)]] = 'Det(u1

2%
=uUv2—li1Up
U2

Volumen. Consideremos un paralelepipedo en el espacio determinado por tres vectores no coplanares
u, v, w e R3, como se ve en la figura. El volumen del paralelepipedo es “4rea de la base x altura”. Como ya
sabemos, el drea de la base es el drea del paralelogramo generado por u y v, es decir, ||u x v||. La alturala
calculamos como la norma de la proyeccién de w sobre u x v. Entonces tenemos

Vol vl [proyp | = vy )
olumen = |[uxv Iro =laxXvl|——————
Py T V2

[laxv|| = [w-(uxv)] (1.1)

Esta férmula se puede calcular como el determinante de 1a matriz A cuyas filas son los vectores u, vy w, en

cualquier orden. (Det(A) se interpreta como un volumen orientado).

up Uy Us Uy Uy usg| Uy U

SiDet(A)=| vy v2 U3 v vs vzl vy = V=|w-(uxv)|=|Det(4)]

w w2 Ws wy wy w3|w w2
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—> —
Seleccione y arrastre los vectores V y W (verdes)

Producto cruz Wolfram CDF Player

Figura 1.15: Volumen del paralelepipedo

Ejemplo 1.43

El area del tridngulo con vértices en P = (1,3,0),
Q = (2) 1,2) y R= (_3, 1,3) es

i j k]

Det| -1 2 2

1%

IIQP x QR|| [ 5 0 1 ]| 211,10 15

2 2 2 2 x

El volumen del paralelepipedo determinado por los vectoresu = (1,3,-2), v=(2,1,4), w=(-3,1,6) es
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1 3 -2
V=|w-(uxv)|=|Det| 2 1 4 =80
-3 1 6

Nota: En general, dados n — 1 vectores en R”, es posible encontrar un vector perpendicular a todos los n—1
anteriores. Sin embargo no tenemos un producto cruz (que cumpla las propiedades del teorema 1.6) para
dos vectores de R?, R*, R, etc. Si un “producto cruz” cumple las propiedades del teorema 1.6, solo podria
existir en en R!, R3 yR7. ([2]).

Ejemplo 1.45

Determine el o los vectores u € R® que cumplan simultdneamente las condiciones siguientes
lul=v6; 'y ux(21,-1)=(1,3,5)

Para resolver el problema supongamos que u = (a, b, ¢). Realizamos el producto cruz

~»
=

i

a b cl|l=(=b-ca+2c,a-2b)

Ademas, si sabe que |lull = V6, entonces se cumple
a’+b*+c*=6

Del sistema de ecuaciones

-b-c=1
a+2c=3
a—-2b=5

se tiene que
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a=3-2¢c;y b=-c-1

Entonces

B3-20°%+(~c-1?+c*=6 = 9-12c+4c*+c*+2c+1+c*=6
— 6¢°-10c+4=0

2
— c¢=1V c=-
3

En consecuencia dos vectores cumplen las condiciones

u=(1,-2,1) u(5 52)
- ) ) Y 3) 373

Ejemplo 1.46

Determine el o los vectores w de R® que cumplan simultdneamente las condiciones siguientes
ull (2,1,-1); y luxv| =2v30, dondev=(-1,2,0)
Seau = (x, y,z). De acuerdo a la primera condiciéon u (2,1, -1) se cumple que
u=12,1,-1) = x,7,290=0C2A4LA-1) = x=21,y=4,2z=-1
Por otro lado, de acuerdo a la segunda condicion [[u x v| = 2v/30. Entonces
i j k
x y z|=(-2z-z2x+Yy)

-1 2 0

Calculando la norma de u x v obtenemos

luxv| = \/(—22)2 + (=22 +2x+y)?= \/522 +@2x+y)?

/522 + (2x+ )2 = V/5(= )2 + 2512 = /3012

V30A2=2v30 = 301%°=120 = A°=4 — A=+2

Luego se cumple

que implica lo siguiente

Asi, los vectores que cumplen ambas condiciones son

u=04,2,-2) y u=(-4,-2,2)
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1.7 Ejercicios

N @ 1.7.1 Seanu=(1,2,1),v=(2,0,—1). Calculeu-v.

9 @ 1.7.2 Determine todos los valores de ¢ para los cuales || k- (1,-2,2,0)[| =9

O

6 @ 1.7.3 Sean u, vvectores en R®. Demuestre que si u-v = 0, entonces
S

() la+v| = lu—v]|

@ 1.7.4 Determine un vector v unitario en la direccion del vector (2,-1, 1, 3).

@ 1.7.5 Sean Py Q dos puntos en el espacio y sea R el punto de PQ cuya distancia a
P es el doble de su distancia a Q. Siu = OP, v= 0Q yw = OR. Verifique que w = u+32v.

@ 1.7.6 Seanu=(1,3,2),v=(3,-1,2). Determine escalares x, y tal que w = xu + yv
sea un vector no nulo y ademds que w-v =0.

@ 1.7.7 Seanu-=(1,1,1),v=(0,1,1). Hallar dos vectores w; y w, que cumplan en
forma simultdnea las condiciones siguientes

a) U=wy+wy

b.) v-w, =0

c) wy v

@ 1.7.8 Hallar un vector unitario perpendicular a los vectores u = (1,0,1) y v =
(2,-1,1).

@ 1.7.9 Encuentre todos los vectores w de R® que cumplan simultdneamente las
condiciones siguientes

a.) wes paralelo al vectoru=(0,2,1)

b.) [lwll =1I(1,2,-2)||

@ 1.7.10 Siu=(1,1,1),v=(1,-1,2), hallar los vectores w, s € R* que cumpla simul-
tdneamente las condiciones siguientes

a.) U=w+s

b.) w| v

c)s-v=0
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@ 1.7.11 Demuestre que P =(-2,1,6),Q = (2,4,5) y R=(—1,-2,1) corresponden a
los vértices de un tridngulo rectangulo.

@ 1.7.12 Seanu=(1,2,-1),v=(2,—1,-3) vectores en R3. Hallar los vectores w que
satisfagan simultdneamente las condiciones siguientes

a.) wes una combinacion lineal deuyv

b.) w-u=0

c.) [Iwll* = [v]|* = 2[ul|*

@ 1.7.13 Verifique que el tridngulo con vértices A = (2,3,-4), B=(3,1,2) y C =
(7,0,1) es un tridngulo rectangulo. Calcule su area.

@ 1.7.14 Seanu=(-2,-2,1),v=(-1,2,1) vectores de R®. Determine los vectores
W; Y W2 que cumplan con las condiciones siguientes

a.) wy || v

b.) w; =2u+ws

c.) wy es ortogonal au

@ 1.7.15 Hallar los vectores w que cumplan con las condiciones siguientes
a.) wes unitario
b.) wesortogonalau=(1,1,1)yv=(2,-1,1)

@ 1.7.16 Hallar el vector w, si se sabe que es ortogonal a los vectores u = (2,3, —1),
v = (1,-2,3) y ademas satisface la condicion

w-2i-j+ k) =-6

@ 1.7.17 Determine el o los vectores u en que cumplan simultinemente las condi-
ciones siguientes

a.) ues combinacion lineal de los vectores (1,-1,2) y (—4,0,—1)

b.) ues ortogonal al vector (-1, 1,2)

c.) llul| =v35

@ 1.7.18 Seanu=(1,1,1),v=(1,-1,2). Hallar los vectores w y s que satisfagan las
siguientes condiciones
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a) u=w+s
b.) w| v
c.) sesortogonalav

@ 1.7.19 Demostrar que los vectores (cosf,sen6,0) y (—senf, cos6,0) son ortogo-
nales.

@ 1.7.20 Dado un cuadrildtero con vértices A,B,C y D , demuestre que es un

paralelogramo si y solo si
A-B+C-D=0.

@ 1.7.21 Sean vy w vectores no nulos de R”. Encuentre el coseno del angulo entre
\4

vy proy,..

@ 1.7.22 Siun vector w de R® satisface las condiciones siguientes
a.) esortogonal al vector (1,0,0)
b.) forma un dngulo de ?n con el vector (0,1, 0)
c.) |wll=1

Hallar las componentes del vector w.

@ 1.7.23 Sean A = (1,1,1), B = (3,-1,1) y C = (7/3,-1/3,7/3). Verifique que el
tridngulo AABC es rectangulo y calcule su area.

@ 1.7.24 Determine el dngulo que forma los vectores u = (1,2,-3) yv = (-3, 1,2).

@ 1.7.25 Hallar un vector unitario que forma un dngulo de 45° con el vector (2,2, —1)
y un dngulo de 60° con el vector (0,1, —1).

@ 1.7.26 Considere los vectoresu= (1,0,—1),v= (1,0, 1). Determinar, si existen, los
vectores w que cumplan simultdneamente las condiciones
a.) wlu
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b.) [lw]|=2 .
c.) A(u,v):g

@ 1.7.27 Sean u, v dos vectores unitarios y 6 el angulo entre ellos. Demostrar que

()

@ 1.7.28 Dado el vector u = (\/5, 1, 1), hallar el 4ngulo formado entre el vectoruy
el eje y.

[lu—v|| =2

@ 1.7.29 Encuentre un vector unitario que forme un dngulo de 7 radianes con el
eje X.

@ 1.7.30 Hallar un vector u de R?, que cumpla simultdneamente las condiciones
siguientes

a.) |lul[=10

b.) ues paralelo al vector 3v—4w
dondev=(2v2,0,-%) yw=(v2,-1,0).

@ 1.7.31 Determine un vector u que cumpla simultdneamente las condiciones
siguientes

a.) |luff=8

b) ul k

c.) £(u, 1) = 2?7[

@ 1.7.32 Pruebe las siguientes relaciones, para cada u,v € R":
a.) [[ual[—[v]| = [la—v]]| ,
b.) [lu+vl]*+[lu=v||=2([ull*+|v]])

@ 1.7.33 Considere los vectoresu = (1,-1,1), v= (1,0, —1). Determinar los vectores
ay b que cumplan simultdneamente las condiciones siguientes
a) alu

b
b.) proy,,
c) b+tv=a
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@ 1.7.34 Hallar proyz sobre la direccion b = (1,2, 1), si se sabe que el vector a es

ortogonal al vector b—3ay ademés, ||a|| = 2.

@ 1.7.35 Determine el vector v en que cumpla simultdneamente las condiciones

siguientes
a) v|(,2,-1)
b.) proyV = (-3,6,0)
(1,-2,0)
roy.
@ 1.7.36 Demostrar que plroyi)l Tu = proy:,l.

@ 1.7.37 Determine el drea de un tridangulo cuyos vértices estan dados por los
puntos
A=(1,1,1),B=(23,3),C=(3,2,2)

@ 1.7.38 Sisesabe que ||v||=1y|luxv||=+/3, hallar [[luxv+V]||.
@ 1.7.39 Seana=(-1,1,0),b=(3,0,—2). Si p xb=a-—p, determinar la proyecciéon

ortogonal del vector a sobre p.

@ 1.7.40 Demuestre que ||(a, b,0) x (¢, d,0)|| = d

det[a 2
c

@ 1.7.41 Encuentre un vector a que sea ortogonal al vector b = (—1,0, 1) y al vector
c=(0,—2,1), donde su norma sea igual a la proyeccién ortogonal del vector c sobre b.
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2.1

Rectas en R°.
Consideremos la recta L que pasa por Py por Q. Esta recta es paralela al vector v = PQ, por lo tanto, dado
un punto R = (x,y, z) € L, se debe cumplir que

PR =1tv, osea R—P = tv; teR
dedonde L = {(x,y,2z) € R® : (x,y,2) = OP+ tv}. Escribimos L: (x,y,z) = P+t-v

—
Seleccione y arrastre el vector V , el punto P (verde)o el deslizador para [

Ecuaci 6n vectorial (paranétrica) de una recta

L: (x,y,2)=P+t-V Wolfram CDF Player
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Figura 2.1: Ecuacion vectorial de una recta

Definicion 2.1 (Rectas).

Si L es una recta que pasa por los puntos P = (p1, p2, p3), Q = (q1,G2,g3) ysiv = PQ, entonces

a.) Laecuacion vectorialde Les (x,y,z) = P+tv, teR
x(t) = p1t+tn
b.) Despejando x, y y z obtenemos las ecuaciones parametricasde L: { y(f) = p2+tuv,
z(t) = p3+tus

c.) Sicada v; #0, despejando "t" obtenemos las ecuaciones simétricas de L:

X—h _Y—pP2 _ Z2—Ps

U1 %] U3

Recta que pasa por dos puntos. Sila recta L contiene a los puntos P y Q, entonces una ecuacion vectorial
para Les L: (x,y,z) = P+ tPQ, t € R. La ecuacion de una recta no es inica. Podemos escoger dos puntos
cualesquiera (distintos) de una recta y obtenemos ecuaciones equivalentes.

Seleccione y arrastre los puntos Py Q

verdetalles [/ Wolfram CDF Player

Za

Recta que pasa por dos puntos /

L:(x,y,2) =P—HP_Q> cont€R

Figura 2.2: Recta que pasa por dos puntos
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Consideremos la recta L que pasa por P = (1,3,2) y
Q = (2,1,4).Enestecasov = PQ = Q—-P = (1,-2,2), ,
luego L ﬁ“\
@ Ecuacion vectorial: (x,y,2) = (1,3,2) + £(1,-2,2) (0]
@ Ecuaciones pardmetricas: v
x(t) = 1+t¢, P
y() = 3-2t
z(t) = 242t
o gt

@ Ecuaciones simétricas:

a.) Consideremos la recta L que pasa por P = (1,3,-2) y Q = (2,1,-2). En este caso
v=Q-P = (1,-2,0), luego

@ Ecuacién vectorial: L: (x,y,z) = (1,3,-2)+£(1,-2,0)

@ Ecuaciones pardmetricas:

x(t) = 1414,
L: y() = 3-2t,
z(t) = -2.
@ Ecuaciones simétricas:
x—1 y-3
— B =—) % S —2
1 -2

b.) Consideremos la recta L; de ecuaciones simétricas,

=z-1,

3
entonces L; va en la direccibondev = (3,2,1)

x+1 y+2
2
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Determinar la ecuacion vectorial de la recta L que pasa por los puntos A = (2,-2,1) y B = (2,4,5).
Determine otros tres puntos que pertenezcan a esta recta.

Solucién: La ecuacion vectorial de la recta L estd dada por:
L:(x,y,2) = (a,b,c) + t(dy,dp,d3), tER

con (a, b, c) un punto sobre dicha rectay (d;, da, d3) vector director. En este caso las componentes del
vector director estdn dadas por el vector AB, donde:

AB = (2,4,5-(2,-2,1) = (0,6,4)

Considerando que la recta contiene los puntos Ay B entonces tomando A (puede tomarse B) se tiene
que la ecuacion vectorial de L es

L:(x,y,2) =(2,-2,1)+1(0,6,4), teR

Para determinar otros puntos que pertenezcan a la recta basta asignar un valor al parametro ¢, asi
algunos puntos pueden ser los siguientes

a) t=1:(xy2 =2,-2,1)+1-(0,6,4) = (2,4,5)
b) (t =-2):(x,y,2) = 2,-2,1)-2-(0,6,4) = (2,-14,-7)
c) (t=5):(xy2 =2,-2,1)+5-(0,6,4) = (2,28,21)

Ejemplo 2.4

Considere el punto P = (—1,0,2) que pertenece a una recta L. Si el vector direccion de dicha recta es
paralelo al vector (0,1, —3), determine las ecuaciones simétricas de dicha recta

Solucion: Dado que el punto P estd sobre la recta y ademas, se tiene la direccion de ésta entonces la
ecuacion vectorial es
(X,y,Z) = (_1,0,2) +1- (0) ly_S)) re R

Luego, despejando el parametro ¢ tenemos las ecuaciones simétricas de la recta L

-2
x=—1,Z:Z
1 -3
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Considere las ecuaciones de dos rectas L; y Ly:

L = = L ==t y= —3t+1 =—-t—2 teR
. , Y X , , Z
! 2 5 5 5

Verificar que representan la misma recta.

Solucion: Para determinar si dos ecuaciones representan la misma recta se puede hacer de varias
maneras. Una de ellas, es comparar los vectores directores de las rectas para ver si son paralelos y luego
se verifica la existencia de un punto comun de éstas.

El vector director de larecta L, es (2,3,4) yel delarecta L, es (%, %, %) Para estos dos vectores se verifica

que
234
(273)4) =5 P R
555
Es decir, un vector es multiplo escalar del otro, esto significa que son vectores paralelos. Por otro lado,
tomando ¢ = 0 para la recta L, se tiene que el punto P = (0,1,-2) estd en L,. Sustituyendo x = 0,

y = 1yz = -2 en las ecuaciones simétricas de L, se verifica que

Asi se concluye que P esta también contenido en L; lo que implica que L; y L, representan la misma
recta.

Punto medio.

@ Observe que el segmento que va de P a Q es el conjunto de

puntos
{P+1(Q-P); tel0,1]}
@ Ennparticular,sit = %, obtenemos el punto medio del segmento
1 P+ i .3: i
Py E(Q _p) = - Q Figura 2.3: Punto medio

Ejemplo 2.6

Determinar un punto Q simétrico del punto P = (2,4, —6) con respecto a la recta

x—2 +1
x-2 _y+1_
3 2
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Solucion: Considere la figura adjunta

En la figura, el punto Q = (a, b, ¢) corresponde al punto simétrico de P. Ademds observe que A =
(2,-1,0) estd enlarecta Lyel vectord = (3,2,1) indica la direccién de la recta. Por otro lado, como Q
es simétrico a P, se considere M = (p, g, r) como el punto medio.
Dado que M € L, este punto satisface la ecuacion de la recta, entonces
p—2
p—2 g+1 TZf:)p—?)r:Z
Mel » — = — =1 = 21

2

r = q-2r =-1

De acuerdo a las condiciones dadas, el vector director d y el vector MP son perpendiculares, entonces
se cumple
MP = (2,4;—6)_(19;%7”) = (2_19;4_61,—6— r)

Ahora como son vectores ortogonales se cumple que
dPQ =0 = (3)2)1)(2_1974_6];_6_ r) =0
Entonces

G8,21)-2-p4-q,-6-r)=0 — 32-p)+24-qg)+(-6-1r) =0
= 6-3p+8-2g-6-r=0
= 3p—-2q-r=-8

= 3p+2qg+r =8
Con las ecuaciones obtenidas, se plantea el sistema de ecuaciones siguiente en las variables p, g, r
p-3r = 2

q-2r = -1
3p+2q+r = 8

BN\

cuyas soluciones son p = @, q= _73 yr =
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Si M es el punto medio, entonces se cumple

a+2 20 a+2 26

p = > — = a = —

2 7 7 7
b+4 3 b+4 34
q = — = —— = — = b = ——
2 7 2 7

c—6 2 c—6 46

y = - = — = C = —

2 7 2 7
L _ (26 _34 46
Por lo tanto, el punto simétrico de P es Q = [7, —= 7)

Angulo, paralelismo y perpendicularidad. Consideremos dos rectas,

Li: (x,y,2) = P+tv; teR A Ly: (x,7,2) = Q+sw; seR

@ L) || Lp siysolosi v | w
@ L) L Lsiysblosiv lw

@ Eldngulo entre L; y Ly es el angulo entrevyw

-
Seleccioney arrastre los vectores V y W y los puntos Py Q
Wolfram CDF Player

Rectas Paralelas [ |  Rectas Perpendiculares [ ]

Ly: (x,yz)= (-1, 1, 1) 4+ ¢ (-0.275, 0., 0.962) J

Ly: (xy,z)= (1 0 1)+t (075 0., 1.5),

L
L

Y

Figura 2.4: Angulo, paralelismo y perpendicularidad
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Interseccion. Dadas dos rectas Ly y L, hay un par de planos paralelos I1; a II, que contienen a cada un
de estas rectas. La distancia entre dos rectas L; y Ly es la distancia entre estos planos paralelos y se mide
como la longitud de un segmento que va de larecta L; a L, y que es perpendicular a ambas (ver seccion
3.8). Si esta distancia es nula, entonces las rectas se intersecan. En la aplicacion interactiva puede arrastra los
puntos P y Q hasta hacer que las rectas se intersequen.

. — — . — —
Seleccione y arrastre los vectores V y W y los puntos Py Q Seleccione y arrastre los vectores V y W y los puntos Py Q

Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player
d(Ly,L,) =d(D,D') ~1.2 d(Ly,L,) =d(D,D') ~0

Figura 2.5: No hay interseccion Figura 2.6: Las rectas se intersecan

Una manera de calcular el punto de interseccion entre estas rectas (si hubiera) es igualando la ecuacion
vectorial de L; y Ly, usando un pardmetro distinto en cada recta.

Sean P = (p1,p2, p3) vV Q = (41,42, g3) en R3. Consideremos las rectas

Ll: (x,y,Z) =P+tv y LZ: (X,J/,Z) = Q+SW.

Para determinar si hay interseccién igualamos la ecuaciones,

tvi—swy = qi—p1
P+tv=0Q+sw=> tV—SWy = (o— P2
[V3—Sw3 = (¢3—p3

Si este sistema tiene solucion, entonces esta solucion nos da el o los puntos de intersecciéon entre Ly y L.
Como el sistema es lineal puede pasar que,


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/WMVRP/AVCDF/cdfAVCap2-2.3RectasInterseccion.cdf
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@ hay solucién tnica: las rectas se intersecan en un solo punto,
O hay infinitas soluciones: las rectas coinciden,
@ no hay solucidn: las rectas no se intersecan.

Observe que, para el cdlculo de la interseccion usamos un parametro distinto en cada recta. Esto es asi
porque el punto de interseccion se obtiene en general, con un valor del pardmetro que varia en cada recta.

Ejemplo 2.7

Consideremos larecta L; : (—-1,3,1) + £(4,1,0).

Q Lyylarectaly: (—13,-3,-2)+5(12,6,3), se intersecan en el punto (—1,3,1). Este punto se
obtiene con ¢ = 0 enla primera rectay con s = 1 en la segunda recta.

(_1)3)1) (_1r3)1)+0(4)1)0)

(-1,3,1) (-13,-3,-2)+1-(12,6,3)

Q Ly esparalelaalarecta L3: (x,y,2) = (1,3,-2)+£(8,2,0) pues (8,2,0) = 2(4,1,0)

Q L, es perpendicularalarecta Ly: (x,y,2) = (0,2,-1)+t(—1,4,3) pues (-1,4,3)-(4,1,0) = 0

Q Lynointersecaa Ly : (x,y,z) = (0,2,—1) + t(—1,4,3) pues el sistema

Z
—-1+4t = -5
3+t = 2+4s
1 = —-1+3s

no tiene solucién (es inconsistente).

Nota: A difrencia del plano XY, en el espacio, dada unarecta L;, hay una cantidad infinita de rectas
perpendiculares a esta recta. Por ejemplo, sea v = (1,1,1) y consideremos larecta Ly : P+ t-v. Sila
recta Ly : Q+t-(wy, wo, ws) es perpendiculara Ly, tenemos

(wy, wp,ws)-(1,1,1) =0 = wi+w2+ws =0
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por lo que hay muchas posiblidades para encontrar rectas perpendiculares a L; que no sean paralelas
entre si.

Dosrectas L; y L, que son perpendiculares alarecta L: P+ t-v no son, en general, paralelas. Esto es
asi porque en R3 la ecuacién w.v = 0 tiene infinitas soluciones w no paralelos entre si.

Z

X

Figura 2.7: Hay infinitas rectas perpendiculares a L;

Ejemplo 2.8

Hallar las ecuaciones simétricas y paramétricas de la recta L que pasa por el punto P = (4,1,3) yque
es paralela a la recta de ecuacion:
y+2 1-z

x—3=""-=
2 -5

Solucion: La ecuacién vectorial de la recta L es
L:(x,y,2) = (4,1,3)+ t(dy,d>,d3), te€R

Recordando que dos rectas en R? son paralelas si y solo si sus vectores directores son paralelos, entonces
es claro que la recta dada puede ser expresada como

_y+2  z-1
-2 5

x—3

esto implica que su vector director es (1,2,5). Asi, para la recta L se tendria que su vector director es
cualquier vector paralelo a (1,2,5), en particular tomando este mismo, una ecuacion de recta L en su
forma vectorial es

(x,y,2) = (4,1,3)+¢(1,2,5), teR



2.1 Rectas en R3. (htips://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

65

Ejemplo 2.9

los puntos Q = (-5,7,0) yR = (6,-3,3)

La ecuacion simétrica de la recta es

x-1 y+2

Las ecuaciones simétricas de L son
-1 z—3
L:x—4 = Y=o =
2 5
y la representacion en forma paramétrica
x(t) =4+t
y() = 142t; teR
z(t) = 3+5t¢

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P = (1,-2,4) y es paralela a la recta que pasa por

Solucion: Encontramos el vector director BC restando su extremo C de su origen B

QR = (6+5,-3-7,3-0) = (11,-10,3)

z—4

11 -10

Ejemplo 2.10

Verifique que las rectas dadas son perpendiculares

x-2 2y-1 1-z
Lli = = ,
3 3 2

vector (—%, 1,0). Entonces

3

L,:3-2x=y,2=0

Solucién: Para la recta L, se tiene que su vector director es (3, %, —2) y para la recta L, corresponde al

po2) 2
3,=,-2]-(-=,1,0] =
2 2
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Determinar una ecuacion vectorial de una recta L que pase por el origen y sea perpendicular a las
rectas

(x,y,2) = 2-3t,-3,4+1), teR
(x,y,2) = (5,0,35), seR
Solucién: Consideremos que el punto (0,0,0) pertenece a la recta L. Si L es perpendicualar a ambas
rectas, entonces (a, b, c¢) indica la direccion de la recta L, asi se cumple que
(a,b,c)-(-3,0,1) =0 = -3a+c=0
Ademas,
(a,b,0)-(1,0,3) =0 = a+3c=0

-3a+c =
+3c =
decir, a = 0,c¢ = 0. Por lo tanto, la ecuacién vectorial de la recta L es

Resolviendo el sistema { tiene solucién Unica, y corresponde a la solucidn trivial, es

L: (x,y,2) = (0,0,0)+£(0,b,0), t,beR

Determinar el valor de k para que los tres puntos P = (1,-1,2), Q = (0,2,1) y R = (k,2,1) sean
colineales. Para resolver el problema hallamos la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Py Q

x-1 y+1 x-2
-1 3 -1

Solucion: Para que tres puntos sean colineales, el punto R debe pertenecer a la recta anterior. Esto es

k-1 2+1 1-2 k-1
=] = - —:]_ :k:()
-1 3 -1 -1

i

emplo 2.13
Sean A = (1,2,3) y B = (2,4,5) puntos en R3 ylarecta L de ecuacion
(x,1,2) = 2t,1-t,2+1),teR

Determinar las ecuaciones simétricas de la recta R que pasa por Ay B.

Solucion: Para ello necesitamos determinar su ecuacion vectorial lo que implica buscar un punto por
el que pase la recta y un vector director.
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Como punto, podemos tomar el punto Ay como vector director tenemos
v=AB = (2,4,5)-(1,2,3) = (1,2,2)
Entonces la ecuacion vectorial de R es
(x,,2) = (1,2,3)+s(1,2,2), seR

cuyas ecuaciones simétricas son

x(t) =1+s
y() =2+2s; seR
z(t) = 3+2s

Ademads podemos verificar que las rectas Ly R no se intersecan. En efecto, la ecuacion vectorial de L es

(xyy)z) = (0)1)2)+ t(zy_lyl)) tER

Las rectas se intersecan si existe algin vector (a, b, ¢) que satisface las ecuaciones de las dos rectas. Es
decir, si existen ¢y s tales que

2t—s =1
0,1,2)+t2,-1,1) = (1,2,3)+s(1,2,2) = —t—-2s=1
t—2s=1
lo cual determina el sistema de ecuaciones
2 =111 1 -2]|1 1 3F+F 1 =211
—1—21%-1—21%0—42 275 1o —al2
1 21 2 1|1 | 0o 0|1

Como el sistema tiene una ecuacién inconsistente, entonces no tiene solucién, y por lo tanto los valores
de ¢y s no existen. Por consiguiente, las rectas L y R no se intersecan.

Ejemplo 2.14

Determinar si la recta que pasa por los puntos P = (4,8,0) y Q = (1,2,3) es paralela a la recta que pasa
por los puntos R = (0,5,0)y S = (-3,-1,3)

Solucién: Supongamos que L; corresponde a la recta que contiene los puntos Py Q, y L, larecta que
contiene los puntos Ry S.
Los vectores directores de las rectas L; y L, son

PQ = (1,2,3)-(4,8,0) = (-3,-6,3)
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RS = (_3;_1)3)_(0)5)0) = (_3) _6)3)

Los vectores directores de ambas rectas son paralelos, de este modo las rectas L; y Ly si son paralelas

Sea L; una recta cuya ecuacion vectorial es
(x,y,2) = A+62—t,-1+1),t€R

Ademads consideremos el punto B = (1,—2,4). Determinar la ecuacion de la recta L, que pasa por By
corta perpendicularmente a L;.

Solucion: En este caso, la ecuacion vectorial de L; es
(X,y,z) = (1)2)_1) + t(ly_ly 1)) re R

Supongamos que X = (a, b, c) es el punto donde L, corta perpendicularmente a L;. El punto X =
(a, b, c) pertenece a ambas rectas, entonces debe existe un s € R tal que (a, b,¢) = (1,2,-1)+s(1,-1,1)y
ademas, se debe cumplir que BX es perpendicular a L; y en consecuencia a su vector director (1,—1,1).
Entonces

[((a,b,c)-(1,-2,4)]-(1,-1,1) = 0 ((1,2,-1)+s1,-1,1)-(1,-2,49]-(1,-1,1) = 0
[(0,4,—5)+S(1,—1,1)] '(]-)_]-)1) =0
(0’4)_5)'(1)_1)1)+S(1)_1)1)'(1}_1)1) =0

—-9+3s=0 = s=3

Luego, (a,b,c) = (1,2,-1)+3-(1,-1,1) = (4,—-1,2). Porlo tanto, BX = (4,-1,2)-(1,-2,4) = (3,1,-2)
es un vector director de L, cuya ecuacion vectorial es

I

(x,,2) = (1,-2,4) + t(3,1,-2), teR.

Ejemplo 2.16

Determine el angulo formado por el eje Y ylarecta L de ecuacion

x =1+t
L:{ y=2+1tV2, teR
z2=3+t

Solucion: Supongamos que v es un vector director de la recta L. El dngulo 6 que se debe obtener es el
angulo agudo formado entre el vector director de la rectay el eje Y. El &ngulo que se busca es el menor
entre los vectores siguientes
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a) (0,1,0)y(1,v2,1)
0,1,00-(1,v2,1) NG
0sA = cosA = —
1-2
—t = —
b) (0,-1,00y(1,v2,1)
0,-1,0)-(1,v2,1) -V2
cosp = = cosp =
1-2 2
— _3n
P=7
T
Por lo tanto el dngulo 6 = i

Distancia de un punto a una recta

Sea L unarecta, L: (x,y,z) = P+ tu. Queremos calcular la distancia minima de un punto Q a L y, también
el punto Q' € L en el que se alcanza este minimo. Por supuesto, la distancia minima es la longitud del
segmento perpendicular que va desde Q a L.

La distancia (minima) de Q alarecta L se puede calcular de varias maneras.

P
Usando proyecciones. La distancia minima de Q alarectaes | PQ — proyuQ | y esta distancia minima se

P
alcanzaen Q' = P +proy_

Usando el drea de un paralelogramo. Si P,R € L, el drea del paralelogramo determinado por estos tres
puntos es

PQ xPR
A =basexh = |IPRIl-h = |[PQxPR|| = d(QL) = h = %
, IPQ x ul
Como podemos tomar R € L tal que ||PR|| = [lul], tenemos la férmula d(Q, L) = T
u

Vectores, rectas y planos. Walter Mora E, Marco Gutierrez M.
Derechos Reservados © 2018 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)


 https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
 https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

70 Rectas

Seleccione y arrastre los vectores o los puntos verdes

Detalles [/ Wolfram CDF Player
4
Distancia del punto Q sobre a la recta L -

d(Q,L)=d(Q,Q)

Figura 2.8: Distancia de un punto a una recta.

Cdilculo algebraico. Como d(Q,L) = d(Q,Q’) con Q' = P+ t,;u ycomo QQ’ L u, entonces

' _ _ _ (Q-P)-u
Q-Qhu=0 = Q-P-thpmuu=0 = tm_T

(Q—P)-u PQ

De aqui obtenemos que d(Q,L) = d(Q,Q") con Q' = P+ T u = P+proy,

Usando cdlculo diferencial. Podemos calcular la distancia d(Q, L) resolviendo un problema de optimizacion:
Minimizar f(¢) = ||Q— Q'lI> = ]|Q = P —t-ul|%. Derivando respecto a t obtenemos ¢ = t,, igual que en el
parrafo anterior.
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Ejemplo 2.17

Sea Q = (2,2,5) y consideremos larecta L: (x,y,z) = (2,0,1)+¢-
(0,2,1). Para calcular la distanciade Q a L, tomamos P = (2,0,1) y
u = (0,2,1). para proyectar. La distanciade Q = (2,2,5) a L es

lal] N5 V5

P 6 12 6
O también || PQ — proyuQ | = ‘ (0,_3,?) ” — E

La distancia minima se alcanza en

. PQ 16 13
Q :P+pr0yu = 2,?,— el

Ejemplo 2.18

Determine la distancia del punto P = (1,3,4) alarecta
L:(x,y,2) = (1,2,-D)+r(1,-2,1),teR

Solucién: Consideremos el punto Q = (1,2,-1) enlarecta L. El vectoru = QP = (1,3,4) - (1,2,-1) =
(0,1,5). Ahora determinamos el vector proyecciéon de QP = (0, 1,5) sobre el vectord = (1,-2,1)

QP _ dQP _ (1’_2)1)(0’1r5)

1 1 1
R T A T ma R (E’_I’E)
Entonces
QP—pronP = (0,1,5)—(1,—1,1) = (_—1,2,2)
u 2 2 2 2
Asi, la distancia del punto P alarecta L es
323 - 5
272 2

Distancia entre rectas

La distancia entre dos rectas se puede calcular como la distancia entre los planos paralelos que contienen a
ambas rectas. Este tema se estudia en detalle en la seccion 3.8
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Rectas en R?

Podemos usar dlgebra vectorial para deducir algunas propiedades de rectas en en dos dimensiones.

Si P,Q € R? son puntos distintos, la recta L que pasa por estos puntos es como antes, L: (x,y) =
P+t-(Q—P). Unvector n€ R? es perpendiculara L siysolosi n-(Q—P) = 0.

A diferencia de las rectas en R3, en dos dimensiones todas las rectas perpendiculares a L son paralelas entre
si.

Sin = (a,b) es normalalarecta L, entonces

(x,y)EL < (m-((x,y)—-P) =0 <= ax+by =n-P
Sin = (a,b) es normalalarecta L, la ecuacion cartesianade L es ax+by+c =0con ¢ = n-P.
Sean by, bo #0. Consideremos lasrectas Ly : ayx+byy+cy =0y La: ax+by+c, = 0.

Dividiendo por b; y b, en las ecuaciones respectivas, las ecuaciones se pueden escribir como

L'a1x+ +Cl—0 L'a2x+ +cz_0
1'b1 ybl_ Yz-b2 ybz_.
a ar
Luego, n; = (b—,l) esnormala L; yny = (b—,l) esnormala L,.
1 2
ay dap
@ L1 lly=nn=0 ——=-1.
b1 by
En particular, lasrectas y = myx+d; y y = max+ d» son perpendiculares siy solo si m;-my, = —1.
a) ay .. a ap
@ L | L= n =An, < — =1—v A =1, esdecir, — = —.
1 L2 1 2 by by y by by

En particular, lasrectas y = myx+d; y y = myx+ d» son paralelass siy solo si mjms.

Vectores, rectas y planos. Walter Mora E, Marco Gutierrez M.
Derechos Reservados © 2018 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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2.4 Ejercicios

@ 2.4.1 Considere las rectas Ls(f) = (1,1,1) +t(1,-1,1) y Lg(t) = (3,-1,1) +
t(—-1,1,2). ;Son estas rectas ortogonales (perpendiculares)? ;Se intersecan estas rec-
tas?

@ 2.4.2 Calcule la distancia del punto Q = (1,1,2) alarecta L: (2,3,2) + t(1,2,0).
@ 2.4.3 Hallar una ecuacion de la recta que pasa por el punto A = (1,—2,4) y es
paralela a la recta que pasa por los puntos B = (-5,7,0) y C=(6,-3,3).
x—-2 y+3 z+1

R} 2
@ 2.4.5 Hallar el punto simétrico del punto P = (1,2,3) respecto a la recta

@ 2.4.4 Hallar la distancia entre el punto (-2,3,0) y la recta

x-1_ y-2

-1 2

@ 2.4.6 Considere las rectas Ls(f) = (1,1,1) + #(1,-1,1) y Lg(t) = (3,—-1,1) +

t(—-1,1,2). ;Son estas rectas ortogonales (perpendiculares)? ;Se intersecan estas rec-
tas?

Z

@ 2.4.7 Calcule la distancia del punto Q = (1,1,2) alarecta L: (2,3,2) + t(1,2,0).

@ 2.4.8 Considere larecta L,(1) = (1,1,1) + £(1,-1,1). Determine dos rectas de
ecuacion L, : (x,y,z2)=P+tvy L3: (x,),2) = Q+ tw tal que

a.) L,y L; estin en el plano XY

b.) L, y L3 son perpendiculares

c.) L, y L3 son perpendiculares a L,

d.) L;, L, y L3 se intersecan en algiin punto

@ 2.4.9 Considerelarecta L: (x,y,2z) = (1,2,0) + t(—2,3,4). Determine dos rectas
L, y L,, perpendiculares entre siy distintas a L, tal que la distanciade L, a L esOy
la distanciade L, a L es 1
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3.1

3 — Planos.

Ecuacion vectorial del plano

Una recta esta determinada por dos puntos distintos y un plano II estd determinado por tres puntos
P,Q,Re R3, no colineales. Los vectores PQ y PR “generan el plano” y decimos que una ecuacion vectorial

de IT es
IT: (x,y,2) = P+tPQ+SsPR; £,seR

Seleccione y arrastre los puntos P, Qo R Wolfram CDF Player Seleccione y arrastre los puntos P, Qo R Wolfram CDF Player
P=(0.-0212), Q= (-1.121.), R= (10847 P=(0,-0212), Q=(-1.121), R= (1_,0_&,47‘
: (x,5,2)=P+1PO + sPR, s,;t €R (0.2.2,0.8)=P +1.(-1.1.4-0.2) +1.(1.1.,-0.2)
A
Detalles [ ] Detalles [
O Parametros
t ——
s —0—

X

Figura 3.1: Planos determinados por tres puntos
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Ejempilo 3.1

Consideremos un plano IT que pasa por los pun-
tos no colineales P = (0,0,0),Q = (-1,2,1) vy
R=(,1,1).

Como PQ = (-1,2,1) y PR =,(1,1,1) entonces una
ecuacion vectorial del plano IT es

IT: (x,y,2) = (0,0,00+¢(-1,2,1)+s(1,1,1), £,s€ R

Ecuacion normal y cartesiana del plano
Un plano IT se puede determinar con solo conocer un punto P € I1 y un vector normal n al plano. Si P,Q € T1
entonces el segmento m esta en el plano, porlo que n L ﬁ De esta manera, un punto (x,y,z) € Il siy

solo si
n-(P-(x,y,2)) =0, esdecir, n-(x,y,z) = n-P (Ecuacién normal)

Si desarrollamos una ecuacién normal, obtenemos una ecuacion cartesiana del plano I1. Si n = (a, b, ¢),

entonces

(a,b,0)-(x,y,2) =n-P = |ax+by+cz=4d| con d=n-P (ecuacion cartesiana)

Seleccione y arrastre los vectores el punto Wolfram CDF Player
7 =(040408), T1:04x+04y+087=18

f

>
i
K‘Y

Figura 3.2: Ecuaci6n cartesiana del plano
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Ejemplo 3.2

Determine una ecuacion cartesiana del plano
I[I que pasa por los puntos no colineales
P = (O>0)0)) Q = (_1,2, 1) Y R = (1)1) 1)

Solucién: Como PQ = (-1,2,1) y PR =,(1,1,1), po-
demos tomar como vector normal n = PRxPQ =
(1,2,—3) entonces,comon-P = 0,

IT: 1x+2y-3z=0

También podria ser n = PQxPR = (-1,-2,3) y
entonces

IT: —x-2y+3z =0

Las ecuaci6nes son equivalentes (multiplicando por
—1 a ambos lados).

Ejemplo 3.3

Determine una ecuacién normal de un plano que contiene al punto (2, -3,1) y tiene como un vector
normaln = (-3,2,-2)

Solucion: Sean X = (x, ), z) un punto cualquiera del planoy Q = (2,-3,1) el punto contenido en el
plano. Entonces se tiene que

QX-n=0 ((x,y,2) - (2,-3,1))-(-3,2,-2) = 0
(x-2,y+3,2—1)-(-3,2,-2) = 0
-3(x-2)+2(y+3)+-2(z-1) =0

-3x+2y—2z+14 = 0.

IO

Asi, una ecuacién normal del plano es -3x+2y—-2z+14 = 0.

Puntos no colineales. Cuando una ecuacion del plano requiere tres puntos no colineales, podemos usar la
prueba del determinante : Los tres puntos P = (p1, p2, p3), Q = (§1,G2,G3) Y R = (r1,12,13) € R® son no
b1 p2 p3
colinealessi | q1 g2 g3 |#0
mn ro 13
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Ejemplo 3.4

Determinar una ecuacion normal del plano que contiene los puntos P = (1,1,-4), Q = (2,-2,3) y
R = (-3,1,4).

Solucion: Los puntos son no colineales. Para obtener una ecuacion normal del plano es necesario hallar
un vector normal a este, es decir un vector perpendicular a dicho plano. Supongamos que n = (a, b, ¢)
es el vector normal. Los segmentos PQ y PR son segmentos en el plano, entonces el vector normal es
perpendicular a los vectores PQ y PR, asi

PQ'n=0 y PR-n=0
Entonces
PQ = (2, —2, 3) - (ly 17 _4) = (lr _377)

PQn = 0 = (1,-3,7-(a,b,c) =0 = a-3b+7c =0

Luego,
PR = (_37 1)4)_(1) ]-)_4) = (_4)0)8)
PR'n = 0(-408)-(a,b,c) =0 — —-4a+8c =0

Resolviendo este sistema de ecuaciones se llegaaque a = 2c y b = 3c donde c se puede elegir
libremente. Entonces (a, b,c) = (2¢,3¢,c) = ¢(2,3,1),c € R. Asi, una ecuacion normal del plano es

[(x’yyz) - (1) 1) _4)] '(2)3) 1) = 0
(x-1,y-1,z+4)(2,3,1) =
2x+3y+z =1

Ejemplo 3.5

Determine una ecuacion normal del plano que contiene a los puntos A = (1,2,3), B = (-3,-1,0) y
C =1(2,-23).

Solucion: Los puntos son no colineales. Para resolver el problema es posible tomar cualquier combia-
cion de vectores no paralelos, pero por facilidad se recomienda que los mismos tenga un punto de
origen en comun. Entoncesu = AB y v = AC, asi un vector normal n para el plano buscado es dado
por u x v. Resolvemos

= AB = (_3)_1)0)_(1)2r3) = (_4) _31_3)
v = AC=(2,-2,3)-(1,2,3) = (1,-4,0)

esto implica que
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i ] k

n=uxv=|-4 -3 -3|=-12i-3j+19k = (-12,-3,19)

1 -4 0

Como los puntos A, B y C estdn contenidos en el plano, se puede tomar cualquiera de ellos, para esto
considere el punto A. El plano estd formado por todos los puntos X = (x, y, z) que cumplen

AX'n =0 = ((xy2)-(123)(-12,-3,19) = 0
= (x-1,y-2,2-3):(-12,-3,19) = 0
= -12x-3y+19z2-39 = 0

una ecuaciéon normal del plano es -12x -3y +19z—-39 = 0

Interseccion entre planos

Dados dos planos II; y IIy, entonces hay tres posbilidades: Que no se intersequen, que se intersequen en
una recta o que los planos coincidan. Para el caso de tres planos esta la posibilidad de que se intersequen
en un solo punto, en una recta comun a los tres planos, que los tres planos coincidan o que no haya un
conjunto de puntos que esté simultineamente en los tres planos.

La interseccion entre varios planos, si hubiera, es el conjunto de puntos que estdn simultdneamente en los
todos los planos. Si tenemos una ecuacion cartesiana de cada uno de los planos, determinar la interseccion
equivale a resolver un sistema de ecuaciones lineales

Silly: ayx+b1y+ciz=dy, My axx+byy+crz=dy yIl3: asx+ bsy+ c1z = d3, entonces determinar la
interseccion de dos o tres planos requiere resolver un sistema:

I NI I NI M5
a1x+b1y+clz = dl a1x+b1y+clz = d1
a2x+b2y+022 = dg

a2x+b2y+02z = dz a3x+b3y+clz = d3
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. —> >
Seleccione y arrastre los vectores V y W y los puntos Py Q

Planos Paralelos [ | Wolfram CDF Player

o

<+

Figura 3.3: Recta de interseccién entre dos planos

Il
o

Ejemplo 3.6
IT; : %x +2y+2z

Determine si los planos se intersecan y, de ser asi, indique una ecuacién
I, : %x -2y+2z = 3
vectorial de la recta de interseccion

Solucién: Resolvemos el sistema,

H1:%x+2y+2z = 5

Il
w

Mp:3x-2y+2z

La recta de intersecciénes L: (x,y,2) = (0,3,2)+¢-(1,0,—-3), te R

Hallar una ecuacion del plano que pasa por el punto A comun a los tres planos

M:x-y+z+1 =0, II:2x+z = 0 y lI3:x+y—-2z—-1 = 0
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y pasa por los puntos P = (1,0,1) y Q = (-1,1,0).

x-y+z = -1
2x+z = 0
x+y—-2z = 1

punto de interseccion entre los planos. Entonces aplicando la regla de Cramer:

Solucion: Considere el siguiente sistema de ecuaciones esto para determinar el

-1 -1 1 1 -1 1 1 -1 -1
0 0 1 2 0 1 2 0 0
1 1 =2 1 1 =2 4 1 1 1

X = O)y = — = l,Z = =0
1 -1 1 1 -1 1 -4 1 -1
2 0 1 2 0 1 2 0
1 1 -2 1 1 -2 1 1 =2

De acuerdo a la solucién del sistema, el punto donde los planos se intersecan es A = (0, 1,0).

Ahora se busca el plano de ecuacién que contiene a los puntos A = (0,1,0), P = (1,0,1) y Q = (-1,1,0).
Entonces
AP = (1)0) 1) - (0) 1)0) = (1) _1) 1))

AQ =(-1,1,0)-(0,1,0) = (-1,0,0).

Estos vectores no son paralelos entonces generan al plano.

Si X es un punto del plano de coordenadas (x, y, z), una ecuacion del plano se obtiene resolviendo

x y-1 z

1 -1 1| = 0.Asi,

-1 0 O
x y-1 z
1 -1 1] =0 = -y—-z+1 = 0.
-1 0 O

Por lo tanto, una ecuacion del plano puede expresarse como y+z—1 = 0.

Una férmula para la linea de interseccion

En vez de estar resolviendo un sistema todas las veces que queramos la recta de interseccion entre dos planos,
podemos determinar una férmula: Silos planos I1; :ny - (x,y,2) =d; y 12 : ng - (x, y, 2) = dy se intersecan en
una recta, entonces una ecuacion vectorial de la recta de interseccion L es

L:(x,y,2)=P+t-nj xny
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Para obtener el punto P de larecta (y que debe estar en ambos planos) solo debemos observar que P es una
combinacioén lineal de n; y ny, es decir, P = a;n; + axng, entonces P se obtiene resolviendo el sistema

2
dyny -np —d;||ng||

a, =
2 2 2
2 (n1 -n2)* —|In n
n-P = d allng||*+axny -ny = dy 1-12)” = {7l
> 2 fr—
ny-P = dp any -ng + ap|[mz||* = d 2
W = diny -nz — dy||ny||
2
(ny -n2)? — [Iny |1?|Ing||?
yentonces L: (x,),2) =ayn +axng + t-nj X Ny.
ﬁl ﬁZ
P
I1; I,
L

Figura 3.4: Una formula para la recta de interseccion L

Paralelismo, perpendicularidad y angulo

El 4ngulo entre planos lo podemos establecer con los vectores normales, y entre planos y rectas lo podemos
establecer con un vector paralelo a la recta (el vector direccion, por ejemplo) y un vector normal.

Definicion 3.1 (Planos: Paralelismo, perpendicularidad y dngulo)
Sin; y ny, son dos vectores normales a I1; y I1,, respectivamente, entonces

@ II; | [Ty siys6losing || np
@ II; L Ipsiys6losing L ny

@ El angulo entre los planos es el dngulo entre los vectores normales
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. — —
Seleccione y arrastre los vectores V. y W y los puntos Py Q

Planos Paralelos D Planos Perpendiculares D Angulo M

Y
JV, W15 \wolfram CDF Player

Figura 3.5: Planos: Angulo, perpendicularidad y paralelismo

Ejemplo 3.8

Considere el plano I1; : 2x—-3y+2z = 1. Determine una ecuacion cartesiana de un plano I1, si se
sabe que este plano es perpendicular al plano I1; y que pasa por Q = (1,1,0) y R = (0,2,1).

Solucion: Este problema tiene infinitas soluciones, es decir, hay infinidad de planos que cumplen las
condiciones indicadas. Vamos a determinar una solucién particular.

ng = (2,-3,1) es un vector normal de II;. Sea
n, = (a,b,c) un vector normal a II,. Como II; L TII,
entonces n; -nz = 0. Pero también, como R,Q € Ily,

entonces nz-QR = 0. Son dos ecuaciénes y tres incogni-
tas a, by c, asi que tendremos infinitas soluciones y solo —
debemos escoger una solucién particular. o
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Il
o

np-np = 0 2a—3b+c
= — ¢ =a-by3a-4b =0
n-QR = 0 a-b-c

Il
o

Una solucién particular se obtiene poniendo, por ejemplo, a = 4, b = 3 yportanto ¢ = 1. De este
modo, un plano I1, que cumple las condiciones, tiene una ecuacion cartesiana

4x+3y+z=43,1)-Q = Il:4x+3y+z =7

Ejemplo 3.9

Considere el plano I1; : 2x-3y+2z = 1. Determine
una ecuacion cartesiana del plano I1; si se sabe que
este plano es paralelo al plano I1; y que pasa por

Q=(1,11.

Solucién: n; = (2,—3,1) es un vector normal de II;.
Como II; || [T, entonces podemos tomar como un
vector normal de I, a n, = (2,—3,1). Entonces una
ecuacion cartesiana de I, es

(Zy_S) ]-)'(xry)z) (2)_3) 1)(1)1)1)

0

= I[I: 2x-3y+z

Ejemplo 3.10

Determine una ecuacion del plano IT que contiene al punto (-2,3,1) y es perpendicular a los planos
IT; y I, de ecuacion:
I;:3x+2y—-2z-5

0,

Iy:-5x+3y+2z+4 0

Solucién: Supongamos que una ecuacion del plano I1 es de la forma ax + by + cz+d = 0 cuyo vector
normal es (a, b, c). Como el plano IT es perpendicular a los planos I1; y I, simultdneamente, entonces
se cumple que (a, b, ¢) es perpendicular a (3,2,—-1) y (-5,3,2) a la vez. Por lo que se puede tomar
(a, b, c) como el producto cruz de los vectores (3,2,-1) y (-5,3,2).
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-~

(a,b,c) =3

((x,y,2)-(=2,3,1))-(7,-1,19) = 0

Rectas y planos

j

2

e

-1

g

==

= (7,-1,19).

Por otro lado, el punto (-2,3,1) se encuentra contenido en el plano I, esto implica que

(x+2,y-3,z—1)-(7,-1,19) = 0

7x—y+19z—-2 =0

Por lo tanto una ecuacion del planoITes 7x—y+19z—-2 = 0.

Unarecta L, estd contenida en el plano II; si al menos dos puntos de esta recta estdn en I1;. En otro caso, la
recta L interseca al plano II; en un punto o es paralela a I1; y ajena a él.

Dadaunarecta Ly : (x,y,2) = P+tv, t€ R, hayuna
infinidad de planos que la contienen: Si Q ¢ L;, un
plano que contiene a L; es el plano I1; que pasa
por Q ydos puntos P y R de L;. También podemos
tomar como un vector normal a este plano al vector

n; =vxPQ.

Dadas dos rectas diferentes L; : (x,y,2) = P+tv, t€
R,y Ly: (x,,2) = Q+tu, t € R, siempre es posible
encontrar dos planos paralelos II; y II,, que
contienen a L y Ly, respectivamente. Un vector

normal a estos dos planos es u x v.

Figura 3.7
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Ejemplo 3.11

Hallar una ecuacion del plano que pasa por el punto Q = (2,1,2) y que contiene a la recta con ecuacion

x+2 y+1 z+1
-2 3 3

Solucion: En este caso una ecuacion vectorial de la recta corresponde a
(x) y; Z) = (_2) _]-) _1) + t(_z)sy?’)) teR

El punto P = (-2,-1,-1) y a su vez este punto pertenece al plano, ya que la recta estd contenida en é€l.
Ademds, un vector director de la recta L es vectord = (-2, 3, 3). El vector PQ el cual es paralelo al plano

yaque P y Q estdn contenidos en él. Entonces
PQ = (Zy 1)2) - (_2) _1; _1) = (4) 2)3)

En forma anéloga el vector d es paralelo al plano y no es paralelo al vector PQ, por lo que cualquier

vector simultdneamente perpendicular a d y a PQ, es normal al plano. Por consiguiente podemos
tomar n como R
i j k

n=PQxd=|4 2 3|=(-3,-18,16)

-2 3 3
Luego, si X es un punto cualquiera del plano
QX'n=0 = (x-2,y-1,z-2)(-3,-18,16) = 0

— 3x+18y-16z+8 = 0

Asi, una ecuacion del plano es
3x+18y—-16z+8 = 0

Ejemplo 3.12

Consideremoslarecta L, : (x,y,2) = (1,2,1) + £(0,2,3). Determine una ecuacion cartesiana del plano
I1; que contenga alarecta L; yal punto P = (0,0,—1) (que no estden L,).

Solucién: Para encontrar una ecuacion cartesiana del plano I1;, buscamos tres puntos no colineales en
este plano; el punto P que ya tenemos y dos puntos de la recta. Para obtener estos dos puntos de la

recta, le damos una par de valores al parametro t.
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Enestecasocont = 0y ¢t = 1obtenemos los dos puntos que
faltan. Tres puntos no colineales en el plano I1; son

P = (0)01_1)) Q = (1)2)1)) R = (1;4)4)

0 0
Estos puntos no son colineales pues | 1 2
1 4

Bien, ahora tomemos
n = QPxRP = (1,2,2) x(1,4,5) = (2,—-3,2)

Como n-0OP = -2, una ecuacion cartesiana es

ITy: 2x-3y+2z = -2

Ejemplo 3.13

Considere los planos II; : %x +2y+2z=5yIl: %x —2y+2z=3. Como vimos en el ejemplo 3.6, estos
planos se intersecan, la recta de interseccién es L: (x,y,z) = (0, %,2) +1-(1,0, —%) , t € R. Determine
un plano II3, distinto de los dos anteriores, tal que los tres planos I1;,I1, y 13 se intersecan en L.

Solucién: Como II3 contiene a larecta L, tomamos
dos puntos de esta recta y un tercer punto fuera de la
recta 'y de los otros dos planos, con estos tres puntos
podemos obtener una ecuacion cartesiana de este
plano.

Sean P = (0,3,2), Q= (1,3,%2) enlarectay R =

(1,2,1) un punto ajeno a la recta y a los otros dos

planos. Entonces tomando n3 = PQ x PR = (%, 2 3)

1
obtenemos la ecucién cartesiana

9 5 3 53
M3: —x+=-y+-2=—
16 8" 2 16
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Definicion 3.2 (Rectas y planos: Paralelismo, perpendicularidad y dngulo).
Consideremos larecta L : (x,y,2) = P+tvyelplanolIl;: ayx+ by y+c1z = d;. Entonces, siendo n;
un vector normal a Iy,

@ L ||[Il;siysélosing L v
@ L) LIIsiys6losing | v
J /8
@ Angulo (agudo): & L,IT; = ol < n,v

Seleccione y arrastre los vectores o los puntos

Angulo ﬁ,H,L [V Interseccion [ ]

Wolfram CDF Player

J U, 7 ~06 —> JII,L~097 f’,”

Figura 3.8: Angulo entre rectas y planos e interseccién

Ejemplo 3.14

Determine el 4ngulo que forma la recta de interseccién de los planos
Mi:x+y-3 =0
[I:3x+y—-2z =0
conelplanoIl:2x+y+z+4 = 0.
Solucion: Sea L la recta de interseccion de los planos I1; y Il,. Si v es el vector director de la recta L,

entonces se cumple que
V = np, Xn,
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dondeny, = (1,1,0) y np, = (3,1,—-1). Entonces

i

~»
=0

v=1|1 1 0|=(11-2)

Calculando el angulo haciendo uno del vector normal al plano II se tiene que

1
/66 6 2

I1
Asi, el angulo que forman la recta Ly el plano I1 es igual a 5

— =

COS = sena = = - q =

II
6

Ejemplo 3.15

Determine una ecuacion cartesiana del plano I, si este que contiene al punto P = (1,1, 1) y es paralelo
alasrectas L : (x,y,2) = (1,2,1)+1(0,2,3), y Ly: (x,y,2) = (1,0,1)+£(5,0,0)

Solucion: De acuerdo a la teoria, un vector normal a I1; debe ser perpendicular a (0,2,3) y a (5,0,0);
entonces para encontrar una ecuacion cartesiana del plano I, podemos tomar

n = (0,2,3) x(5,0,0) = (0,15,-10)

Como n-OP = 5, una ecuacion cartesianaes Il : 15y—10z = 5



 https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

Q0 Planos.

Ejemplo 3.16

Determine una ecuacion cartesiana del plano I1; que sea
perpendicular ala recta

Ly: (x,y,2) = (1,2,1)+1£(0,2,3)
y que contenga al punto P = (1,1,1).
Solucién: Para encontrar una ecuacioén cartesiana del

plano II;, podemos tomarn = (0,2,3). Comon-OP = S,X _,
una ecuacion cartesiana es

I1: 2y+3z =5

Ejemplo 3.17

+2y = 7
Se consideralarecta L : { rrey

DR = yelpunto P = (1,2,3).

Nos interesa calcular una ecuacién paramétrica del plano IT que es perpendicular a la recta L y
contiene el punto P.

Consideremos los planos [Ty : x+2y = 7 y IlI,: y+2z = 4. Es claro que un vector normal al plano IT;
esny, = (1,2,0) y n, = (0,1,2) corresponde a un vector normal al plano II,.
Si el plano IT es perpendicular a la recta L se cumple que nyy, || IT y ny, || 1.

Luego una ecuacion vectorial del plano I1 esta dada por:
Im: (x,y,2) = 1,2,3)+¢-(1,2,00 +s-(0,1,2), £,s€R
Por lo tanto una ecuacion paramétrica del plano IT es

x =1+t
y=24+2t+s; t,seR
z=3+2s
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Ejemplo 3.18

Determinar una ecuacion del plano que pasa por el punto A = (2,-1,1) y es paralelo al plano
3x+y—-5z+9 = 0.

Solucién: Un plano paralelo al plano 3x+ y—-5z+9 = 0 tiene por ecuacién 3x+y—-5z+d = 0,
esto porque los vectores normales son paralelos, en ese caso es el vector (3,1, —-5). Dado que el plano
buscado contiene al punto A = (2,—1,1) entonces sustiuyendo obtenemos

3x+y-5z4+4d = 0 = 32)+-1-5(1)+d =0 = d = 0.

Por lo tanto, una ecuacion del plano es 3x+ y—-5z = 0.

emplo 3.19

Hallar una ecuacion del plano IT que satisface las condiciones siguientes:

a.) Contiene alos puntos A = (0,1,1) y B = (1,0,-2);

b.) Esperpendicularal planoIl:2x—y+2z+1 = 0
Solucion: Sea Il : ax+ by+cz+d = 0 una ecuacion del plano. Entonces como A = (0,1,1) y
B = (1,0,—-2) estan contenidos en II se tiene que

a0 +b1)+c(l)+d = 0 = b+c+d = 0,

all)+b0)+c(-2)+d = 0 = a-c+d = 0.

Por otra parte, si el plano es perpendicular al plano IT;, entonces sus vectores normales también son
perpendiculares, esto es (a, b,c) - (2,-1,1) = 0, es decir

2a-b+c = 0.
b+c+d =0
De las ecuaciones anteriores se plantea el sistema de ecuaciones{ a—c+d = 0
2a-b+c =0
cuyasoluciénesa = —%,b = - y ¢ = .

Sustituyendo los valores obtenidos para a, b, c en una ecuacion ax + by+cz+d = 0, se obtiene

2 7 1
ax+by+cz+d = 0<:>—§x—€y+gz+d = 0.

Por dltimo, para encontrar el valor de d, se sustituye en una ecuacién las coordenadas de un punto del
plano, que en este caso puede ser Ao B.
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2 7 1
A=011) = ——-0)-='1+=-1+4d =0 = d = 1.
3 6 6

7 1
Por lo tanto, una ecuacion del plano IT corresponde a IT : — gx— = y+ EZ+ d = 0o enforma equivalente
all:4x+7y—z = 6.

Ejemplo 3.20

Hallar una ecuacion del plano que contiene los puntos A = (1,2,1) y B = (2,—1,—4) y es paralelo a la
X -2 z—1
rectal:— = y-< = —.
2 3 5
Solucion: Sea ax+by+cz+d = 0unaecuacion del plano que contiene los puntos A y By es paralelo
alarecta L. Un vector contenido en el plano corresponde aAB = (2,—-1,-4) - (1,2,1) = (1,-3,-5).
Ahora bien, de la recta L se tiene que su vector director corresponde a (2,3,5) y este estd contenido en
el plano, ya que la recta es paralela al plano. Entonces los vectores (1,-3,—5) y (2,3,5) no son paralelos,

por lo tanto generan al plano. Luego, un vector perpendicular al plano corresponde a
i k

1 -3 -5|=1(0,-15,9).

2 3 5
Por ultimo, como el punto A = (1,2,1) esta contenido en el plano, entonces

ax+by+cz+d =0 = 0-1+(-152)+9(1)+d =0
= d = 21.

Por lo tanto una ecuaciéon del plano es —15y+9z+21 = 0 o en forma equivalente a una ecuacién
5y-3z-7 = 0.

Ejemplo 3.21
J

. X =
Determinar el valor de k para que larecta L: Pl zseaparalelaal planoIl:4x+y—z = 0.
Solucion: La recta L es paralela al plano II si su vector director es perpendicular al vector normal del
plano. Entonces se tiene que de la recta L su vector director estda dado por (k+1, k, 1) y el vector normal
deIles (4,1,—-1). Luego, se debe cumplir que el producto punto es igual a cero.
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(k+1,k1)-(4,1,-1) =0 = 4(k+1D+k-1=0

= 5k+3 =0

—_— k:—§
5

) 3
Por tanto, la recta L es paralela al plano I[Tsi k = =

Ejemplo 3.22

Considere las rectas L; y Ly cuyas ecuaciones son

Li:(x,y,2) = (1,2,-1)+t(1,-1,1) teR
I _x—l _ oyi2 = z—4
2tTg T ¥TeE T

a.) Verificar que las rectas son perpendiculares

b.) Determinar una ecuacién cartesiana de un plano IT que contenga ambas rectas.

Solucioén:

a.) Lasrectas son perpendiculares si sus vectores directores también son ortogonales. En efecto:
1,-1,1)-3,1,-2) = 3+-1+-2 = 0.

b.) Vamos a determinar una ecuacioén de un plano I1 que contenga ambas rectas. El plano sigue la
direccion de los vectores directores de las rectas. Si n es un vector normal al plano, entonces es
perpendicular a los vectores directores. Asi, se cumple

-~
~»
b

n=|1 -1 1]|=(,54)

3 1 =2
El punto P = (1,2,—1) estd contenida en la recta L, por lo tanto estd en el plano. Entonces
PXn=0 = [(x)2-(,2-1)]'n=0
= (x-1,y-2,z+1)-(1,5,4) =0
— x—-1+5y—-10+4z+4 =0
= x+5y+4z =7

Por tanto, una ecuacion cartesiana del planoesI1: x+5y+4z = 7
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Ejemplo 3.23

. x-1 z-1 . . .
Considere larecta L: — = y+2 = ——. Determinar una ecuacion de un plano I1 que contiene la

recta Ly tiene como vector normal a (-1, 3, 2).

Solucion: La recta L estd contenida en el plano, eso significa que cualquier punto en la recta también es
un punto en el plano. Considere el punto delarecta A = (1,-2,1). Si X = (x, y, z) es un punto en el
plano se cumple

AX'n=0 = [(xy2-01,-21](-1,3,2) =0
= (x-Ly+2,z-1)(-1,3,2) =0
= —(x-D+3(y+2)+2(z-1) =0
= —x+1+3y+6+2z-2=0
= —x+3y+2z=-5

Por lo tanto, una ecuacién del plano [1es —x+3y+2z = -5

Interseccion entre recta y plano.

Para obtener la interseccion entre unarecta Ly : (x,y,z) = P+tv yelplanolIl;: ax+by+cz = d,lo que
hacemos es pasar a una ecuacion paramétrica de L; y sustituimos x(t), y(t) y z(t) en la ecuacion del plano:
ax(t)+by(t)+cz(t) = d. Resolvemos para ¢; si la solucion es tnica, con este valor de t obtenemos el punto
de interseccién sustituyendo en la ecuacion de la recta.

ax(H)+by(t)+cz(t) =d = alpy+tv))+b(pa+tv)+clps+ivs) =d

Y, resolviendo para f,

e —(apy+bpa+cps+d) _d+n-P
B avy+bvs +cug - n-v

Si una ecuacién a; x(1) + by y(t) + c12(t) = d, tiene infinitas soluciones significa que la recta esta en el plano
y si noy hay solucion significa que la recta es paralela al plano pero es ajena a él.
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Seleccioney arrastre los vectores o los puntos

Angulo q,H,L [] Interseccion [V]

Wolfram CDF Player

j.

Figura 3.9: Interseccion entre rectas y planos

Ejemplo 3.24

Consideremos el problema de obtener la interseccion,
si hubiera, entre el plano I1: x-2y+3z = 1ylarecta
L:(x,y2 =(1,21)+1¢(0,2,3)

x =1
Las ecuaciones pardmetricasde Lson§ y = 242t
z = 1+3t.

Luego, sustituyendo en la ecuacion de IT queda

1-22+20)+3(1+31) =1 = = g

Finalmente, sustituyendo en la ecuaciéon de L, obtenemos

el punto de interseccion (1, %, %)

Ejemplo 3.25

Considere las rectas en R3 :

x = 342t
Li:{ y=-1+¢;teR Ly:
% s B=(
yelplanoIl:3x—-2y+4z = 5.

<=

6+s
= 2+2s;seR

3-—s
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a.) Determinar, si existe, el punto de interseccién entre Ly y L.
b.) Determinar, si existe, el punto de interseccion entre L; y el plano I1.

c.) Calcular la distancia entre la recta L y el plano II. Utilice proyecciones para hacer este célculo y
haga un dibujo explicativo.

Solucién:

a.) L, y L, seintersecan si existen t y s tales que:

3+2t = 6+s 2t—-s = 3
-1+t = 2+42s = t-2s =3
5—-t = 3-5 —f+s = =2
Resolviendo el sistema:
2 -1/ 3 1 -2 3 1 -2 3
1 ol 3 | BE |, 13 —?Fi’"j—; 3 |-3
-1 1 |-2 —1 1 | -2 | M ~1| 1
e |1 2] 8 1 0] 1
22 1o 1 |-1 % 1|-1
0 -1 1 1o oo
Luego existe un tinico punto de interseccién determinado por s = —1 0t = 1. Es decir, el punto

de interseccion es: (x,y,z) = (5,0,4).

Por otro lado, L; y el plano IT se intersecan si existe ¢ € R tal que:

3@+2)-2(-1+1)+4(5-1 5

Resolviendo una ecuacion :
9+6t+2—-2t+20-4t =5 — 0 =31 =5

lo cual es evidentemente una inconsistencia. Asi, no existe ¢ tal que (3 +2¢,—1+t,5— 1) sea
un punto del plano lo que implica que la recta L, no interseca al plano II, significa que L, es
paralela a IT.

Por ultimo, es claro que la recta L; es paralela al plano, entonces d (L;,I1) = d(Q,II) donde Q es
cualquier punto de L;. Para calcular d (Q,IT) usando proyecciones se necesita:
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a.) elegir un punto Q de larecta L;, por ejemplo: Q = (3,-1,5)

b.) elegir un punto P de II, por ejemplo sisetomaz = 0y x = 1 se despeja y de una
ecuacion 3x -2y +4z = 5, obteniéndose y = —1, en consecuencia se toma el punto
P = (1,-1,0) del plano II.

c.) dar un vector normal al plano I1, n = (3,-2,4).

P
d.) Determinar d (Q,II) que corresponde a plroynQ H

Entonces
a) PQ =(@3,-1,5-(1,-1,0) = (2,0,5)

PQ PQ:n 2,0,5)-(3,-2,4) 26
b.) pro = ‘n = -(3,-2,4) = —(3,-2,4
) PrVn = e 29 Gm24) = 59029
PQ H 26 26 26 26
C-) ro = _(3)_2r4) = || %9 ” (3) _2)4) ” = 55V29 = —.
proy, ” 29 ” ” 29 ” 29 N
26
En consecuencia se tiene que d (Ly,I1) = d(Q,I) = —.
V29

Ejemplo 3.26

Considere la recta Ly el plano II cuyas ecuaciones estdn dadas respectivamente por:

x = 2+3t
L : y = 1-4t conteR
z =7+t

y II : 2x+3y-5z+7 = 0.

Determine, si existe, el punto de interseccion entre la recta Ly el plano I1.

Solucion: Necesitamos determinar si existe ¢ € R para el cual, el punto generado en una ecuaciéon
paramétrica de L satisfaga también una ecuacion del plano II.

2x+3y-52z+7 =0 = 22+3H)+3(1-4)-5{+)+7 =20
= -11t-21 =0
21
— [ = ——
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El punto de interseccion (x, y, z) estd dado por

_ 21 _ 56
zZ =7+— 1= 1
, 41 95 56
Por tanto, la recta Ly el plano II se intersecan en el punto T

Distancia minima de un punto a un plano.

Consideremos un plano II de ecuaciéon ax+ by +cz = d. Sea P € Il. Un vector normal al plano es

n = (a, b, c). La distancia minima, de un punto Q a este plano, es la longitud del segmento perpendicular al
plano que va desde Q hasta el plano. Podemos usar proyecciones para calcular esta distancia (y también

calculo diferencial)

. -
Seleccione y arrastre el vector V o el punto P

Detalles [/] Wolfram CDF Player

y

x

Figura 3.10: Distancia de un punto a un plano

La distancia de Q = (x1, y1,21) a Il se denota d(Q,II).


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/WMVRP/AVCDF/cdfAVCap3-3.5CDFDistanciaPuntoalPlano.cdf

3.7 Distancia minima de un punto a un plano. (htps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). Q9

Q)

d(Q,TD) |proyy,

(Q-P)-
Ry

[Im|?

(Q-P)'n
2ol

|(x1,1,21) -n—P-n|

||

Desarrollando obtenemos

|axi + byr + cz1 - d|

(3.1)
vVa?+b?+c?

a(Q,1n

2:0+3-0-2-0-5/ 5

V22 32+ (=2)2 V17

Sill: 2x+3y—2z = 5. La distancia del plano al origen es

El punto de un plano mds cercano a un punto dado.

Supongamos que tenemos un punto Q = (x1,y1,21) y un plano II de ecuacién ax+ by +cz = d.
Consideremos el problema es calcular Q' € IT tal que d(Q,II) = d(Q,Q"). Supongamos que n es un vector
normal al plano II.

Como Q'Q = An entonces,
QQ = An
Aplicamos producto punto por n

n-QQ = An-n,
n-0Q'-n-0Q = An-n
Como Q' € ITentoncesn-0Q’ = d

_d-n-0Q d-ax;—-by;-cz
" nn a? +b% + c?

A

El punto maés cercano, en el plano II de ecuaciéon ax+ by +cz = d, al punto Q es

d-n-0Q
n-n

Q' = Q+An con A =
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d
nydOI) = —.
y nll

En particular, el punto del plano IT més cercano al origen (Q = (0,0,0)) es Q' = Il
n

Distancia entre planos

Si dos planos no son paralelos, entonces hay interseccion y la distancia minima entre ellos es cero. Si los
planos I1; y II, son paralelos, entonces, usando la férmula 3.1, la distancia minima d(I1;,11y) = d(Q, 1)
para cualquier Q € IT;.

Distancia de una recta a un plano

Silarecta L; no es paralela al plano I entonces, como hay interseccion, la distancia minima de la recta al
plano es d(L,11) = 0.

Silarecta L) y el plano II son paralelos, entonces la distancia minima se puede obtener, usando la férmula
3.1, calculando la distancia de cualquier punto P € L; al plano: d(L,,I1) = d(P,II).

Ejemplo 3.28

Determine la distancia entre larecta L: (2,0,—-1)+¢-(1,1,1),t€ R, yelplano I1: x+ y—2z=-3.

Solucién: Como (1,1,1)-(1,1,-2) =0, larecta y el plano son paralelos. Ahora usamos la férmula 3.1

AL TD = d[(2,0,—1),11) = 2+ 1072 (D +3[_ 7

V12+12 + (=2)2 V6

Ejemplo 3.29

Considere la recta Ly el plano IT definidos por:

x-1 y+5 z+3
2 -5 4

L: IM:2x+4y+4z = 5

1. Justificar por qué larecta Ly el plano II son paralelos
2. Calcular la distancia entre el plano I1 y la recta L usando la formula d(L,I1) = ||proy£Q||

3. Calcule una ecuacién normal del plano I1; que es perpendicular a IT y contiene a L

Solucién:
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1. Larecta Ly el plano I1 son paralelos si el vector normal al plano y el vector director de la recta L
son perpendiculares. Para la recta L se tiene que v = (2,-5,4) y n = (2,4,4). Notemos que

v-n = (2,-5,4)-(2,4,4) = 4+-20+16 = 0

lo que implica que v L ny en consecuencia L || II.

2. Como larecta L es paralela a IT entonces d (L,I1) = d(Q,IT) donde Q es cualquier punto de la
recta L. Entonces

a.) elegir un punto Q de larecta L, tomemos Q = (1,-5,-3)
b.) elegir un punto P del plano I, sea P = (%, 0,1)
c.) Calcular el vector PQ, en este caso: PQ = [%,0, 1)-(@1,-5,-3) = (—%,5,4)

d.) Dar un vector normal al plano, en este caso podemos tomar n = (2,4,4)

1
P PO- -5,5,4)-(2,4,4) 35
e.) Calcular proynQ = ”?l”?-n = ( 2 3)6 -(2,4,4) = £(2,4,4)

P
Finalmente, d (L,II) = d(Q,II) = IIproyanl-

Entonces:
35 35 35 35
_(274)4) = | == ||(274)4)|| = _'6: -
36 26 36 6
35
Luego, d (L,I1) = Gk
3. Consideremos I1; : ax+by+cz+d = 0 una ecuaciéon normal del plano. De acuerdo a las
condiciones que se deben cumplir se tiene que:
a.) H1 111 = nr, N = 0.
b.) LcIl; = v.lng,.
i ] k
Luego, se cumple que n;, = npxv,asi: n, = ngxv= (2 4 4| = (36,0,-18)
2 -5 4

Considerando que L esta contenida en I1; entonces cualquier punto de la recta es también un
punto del plano, en particular tome P = (1,-5,-3), lo que implica que

36x—-18z+d = 0 = 36(1)-18(-3)+d = 0 = d =-90

una ecuacion del plano I1; es 36x — 18z = 90, simplificando: I1; : 2x—z = 5.
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Distancia entre rectas

Dadas dos rectas diferentes Ly : (x,y,2) = P+1tv, te€R, y
Ly: (x,y,2) = Q+tu, t € R, siempre es posible encontrar
dos planos paralelos II; y Il;, que contienen a L; y Lo,
respectivamente. Un vector normal a estos dos planos es u x v.

Entonces, usando la férmula 3.1, d(L,,L,) =d(P,I1,), Pe L <
I1;. En detalle seria asi: Un vector normal para I[I esn=uxvy
Q € II,, entonces

Figura 3.11
Seleccioney arrastre los vectores V y W y los puntos Py Q
Wolfram CDF Player
|PQ(uXV)| d(L],Lz)Zd(D,DI)%l.Z

d(L,Lp) =d(P,IIp) =
[la x v

La férmula anterior nos dice que d(L,, L,) también
se puede obtener usando la férmula 1.1 para vo-
lumen del paralelipedo determinado por u, v y
w=QP,

d(Ly,Ly) |luxv|| =|w- (uxv)| =Volumen

Los puntos mds cercanos entre dos rectas. Mas
interesante es determinar los puntos D € L; y
D' € L, enlos que se alcanza el minimo d(L;, L), es
decir, d(L,, L) = d(D, D). Esto se puede determinar
con un célculo algebraico.

Figura 3.12: Distancia entre dos rectas

a.) Si L, y Ly no son paralelas, —(u-v)> + u-u v-v#0. Entonces: Sean Ly : (x,y,2) = P+tv, te R,y
Ly: (x,y,2) = Q+tu, te R, ysupongamos que los puntos D€ L; y D' € L, son los puntos en los que
se alcanza el minimo d(L;, Ly) = d(D,D’). Sea

D=P+t,vy D =Q+spu,
yw=D- D', entonces w es perpendiculara L; ya L,, por tanto
uw = 0

vw = 0
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Expandiendo, tenemos el un sistema lineal con incognitas £, y Sy,

I
(=)

u-(P+1t,v-Q-s,u) u-P+tuv-u-Q-sp,uu = 0

|
o

v-(P+t,,v-Q—-suu) v-P+tuvev—v-Q—suveu = 0

uuv-P-uuv-Q-u-Pvu+u-Qv-u

I8 =
" (v +uuv-v

uwvv-P-uvv-Q-u-Pvv+u-Qv-v

S =
" —uv)2+uuv-v

b.) Si L y L, son paralelas, entonces si D = P y D' = Q + s,,u, resolviendo, obtenemos

_v-(P-Q)

V-V

3.9 Ejercicios

n
@)

O ) Calcule una ecuacion vectorial de larecta L; que pasa por Ay B

@ 3.9.1 Sean A = (1,1,1), B = (-2,1,2) y C = (3,-3,0).

&= b.) Calcule una ecuacion vectorial del plano I1; que contiene alos puntos A,By C
LU ¢) Calcule una cartesiana del plano II; que contiene a los puntos A,By C

d.) Calcule, si hubiera, la interseccion de la recta L; y el plano I1;

e.) Calcule la distancia del punto C alarecta L;

f.) Calcule una ecuacion vectorial de una recta L, que sea perpendicular a las
rectas Ly y Ls: (x,y,2) = £(1,0,3).
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@ 3.9.2 Calcule una ecuacién cartesiana del plano IT, que contiene a la recta
Lsy: (x,y,2) = t(1,0,3) ypasapor Q = (-2,-2,2).

@ 3.9.3 Calcule una ecuacién cartesiana del plano II3; que contiene al punto
Q = (-2,-2,2) yesparaleloal plano Il : x+2y—-z = 1.

@ 3.9.4 Determine una ecuacion cartesiana del plano II que contiene al
punto (1,1,1) y que es que paralelo a las rectas Ls(¢) = (1,1,1)+¢(1,-1,1) y
LG(t) = (3)_1;1) + t(—1,1,2).

@ 3.9.5 Considere el plano ITI de ecuacion vectorial IT: (1,2,0) + £(—2,4,1) +
s(1,1,2). ;Cudles de los siguientes puntos (0,0,0), (1,2,0) y (2,—3,—3), estdn en el
plano I1?

@ 3.9.6 Determine una ecuacion cartesiana del plano IT; que contiene a los puntos
A=(1,1,1) y B = (-2,0,0) y que es perpendicular al plano Il,: x+y+3z = 3.

@ 3.9.7 Considereelplano I1: x+y+2z = 1yelpunto Q = (1,1,2) ¢ I1

a.) Calcule la distancia de Q al plano IT
b.) Calcule el punto E € II tal que la distancia d(E, Q) es minima.

@ 3.9.8 Hallar una ecuacion vectorial de la recta que pasa por los puntos A =
2,-1,3) y B=(5,0,4).

@ 3.9.9 Determinar una ecuacion de la recta L que satisface simultdneamente las
condiciones siguientes
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a.) Pasa por el punto P =(1,3,4)
x—-2 y+1 z+5
-3 1 2

@ 3.9.10 Hallar una ecuacion del plano que contiene los puntos A= (2,1,0), B =
(1,1,3) y C=1(0,0,2).

b.) Es paralela ala recta

@ 3.9.11 Hallar una ecuacion del plano que pasa por el punto (-1,3,0) y por el
punto de interseccion entre los planos x +2y—z=2 y 2x-3y+4z=1.

@ 3.9.12 Hallar una ecuacién del plano que contiene el punto P = (3,2,5) y es
paralelo al plano
[M:2x—-y+3z=4

@ 3.9.13 Hallar una ecuacion del plano que pasa por los puntos P = (0,1,2) y Q =
(1,3,—1) que es paralelo a la recta L, donde L corresponde a la recta de interseccion
entre los planos x +2y-3z=0y x—4y+z=2.

@ 3.9.14 Hallar una ecuacion del plano que pasa por los puntos (5,0,2) y (1,4,2)
paralelo ala recta
x-2 y-3 z-1
1 4 3

@ 3.9.15 Hallar una ecuacién vectorial de la recta L definida por la interseccion
entre los planos x+2y+z=0y x—3y+2z=4.

@ 3.9.16 Hallar una ecuacién del plano que pasa por el punto (1,0, 0) y es paralelo
a las rectas
x-3 y-2 z-1

L1:
2 2 4

@ 3.9.17 Hallar una ecuacioén del plano IT que satisface simultdneamente las
condiciones siguientes:
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a.) Pasa por el punto P = (2,0, 3)

x—-1 y+3 z-2
1 3
@ 3.9.18 Considere el punto P = (2,-1,5) ylos planos:

b.) Contiene a la recta

II; :2x+3y—4z=6
II,:3x—-y+z=4

Hallar una ecuacion de la recta L que pasa por el punto Py es paralelaaIl; y I,

-1 +3 +2
@ 3.9.19 DadalarectaL:x :y2 _Z

coordenadas del punto de interseccion entre L y II.

yel plano IT: x — y + z =5 hallar las

@ 3.9.20 Hallar una ecuacion del plano que pasa por el punto (3,2, —1) y es perpen-
dicular a la recta

(x,v,2)=(2,-3,1)+A1(5,-1,2), LeR
y-3 4-z

-2 -1
ecuacion normal del plano I1: 5x — y + 4z = 2. Hallar una ecuacion del plano que pasa

por larecta Ly es perpendicular al plano II.

X
@ 3.9.21 Considere las ecuaciones simétricas de larecta L: — = y una

@ 3.9.22 Hallar una ecuacién del plano IT que satisface simultdneamente las condi-
ciones siguientes
a.) Pasa porlos puntos A=(3,2,-1) y B=(4,0,2)

b.) Es perpendicular al plano x -5y+2z+6=0
@ 3.9.23 Hallar una ecuacién de la recta que pasa por el punto (4,4, 1) y que corta
perpendicularmente a la recta

_y+2 z-3
3 -4

xX=7

@ 3.9.24 Hallar una ecuacion del plano que pasa por el punto (2,—3,—4) y que es
perpendicular a los planos x+2y—z=8 y 7x—-2y+2z=3.
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@ 3.9.25 Dado el punto P = (6,1, 1) resuelva lo siguiente

a.) Hallar una ecuacion de la recta que pasa por el punto P y es perpendicular al
plano 3x -4y +6z =6.

b.) Determinar una ecuacioén de la recta perpendicular a las rectas:

Ly:(x,y,2)=(8,3,6)+A(3,4,3), LeR

xX=2+6t
L: y:?)t reR
z=1+7t

@ 3.9.26 Hallar la distancia entre los planos 2x+4y—z+7=0 y 4x+8y—2z=1.

@ 3.9.27 Determinar el dngulo que forman las rectas
x-2 y-3 z-1
2 6 7
(x,y,2)=(1,3,2) + 1(2,4,9), LeR

@ 3.9.28 Considere el plano IT: 2x —2y + z = 4. Hallar el drea del tridngulo cuyos
vértices son las intersecciones de dicho plano con los ejes coordenados.

@ 3.9.29 Hallar una ecuacion vectorial y paramétrica del plano IT que pasa por los
puntos A=(2,0,-3),B=(1,4,2) y C=(-3,2,5).

@ 3.9.30 Hallar una ecuacion vectorial y paramétrica del plano IT que pasa por los
puntos A=(2,0,-3), B=(1,4,2) y C=(-3,2,5).

@ 3.9.31 Seanlos puntos A=(1,2,1), B=(2,3,1),C=(0,5,3) y D=(-1,4,3).

a.) Verificar que los cuatro puntos estdn en el mismo plano. Hallar una ecuacién de
dicho plano.
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b.) Demostrar que el poligono de vértices ABCD es un rectangulo.
c.) Calcular el 4rea de dicho rectdngulo.

x—1 +5 +3
@ 3.9.32 Considerelarecta L: > =Y = _Z

yelplanoIl:2x+4y+4z=>5.

a.) Justificar por qué la recta Ly el plano II son paralelos.
b.) Calcular la distancia entre el plano Iy la recta L.
c.) Hallar una ecuacion del plano perpendicular a I y contiene a la recta L.

@ 3.9.33 Considerelos planosIl;: x+2y=7,1I,: y+2z=4yel punto P = (1,2,3).
a.) Hallar larecta L, interseccion entre ambos planos.

b.) Calcular una ecuacion vectorial del plano IT que es perpendicular alarecta Ly
contiene el punto P.

x=1
c.) Considerelarecta L,:{ y=2+1t te€R Verificar que larecta L, estd contenida
z=3+2t
en el plano I1.

d.) Hallar las coordenadas del punto Q de la recta L, mas cercano a larecta L.

@ 3.9.34 Sean A = (1,1,1), B = (-2,1,2) y C = (3,-3,0).
a.) Calcule una ecuacion vectorial de larecta L, que pasapor Ay B
b.) Calcule una ecuacion vectorial del plano I1; que contiene a los puntos A,By C

c.) Calcule una cartesiana del plano I1; que contiene a los puntos A,By C
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d.) Calcule, si hubiera, la interseccién de la recta L; y el plano IT;
e.) Calcule la distancia del punto C alarecta L,

f.) Calcule una ecuacion vectorial de una recta L, que sea perpendicular a las
rectas Ly y Ls: (x,y,2) = ¢(1,0,3).

@ 3.9.35 Considereelplano I1: x+y+2z = 1yelpunto Q = (1,1,2) ¢II

a.) Calcule la distancia de Q al plano II

b.) Calcule el punto E € IT tal que la distancia d(E, Q) es minima.

@ 3.9.36 Considereelplano IT: 2x+y+z = 1.

a.) Dé un punto Q cuya distancia al plano IT sea uno e indique el punto E € II tal
que la distancia d(E, Q) = 1.

b.) Déunarecta L: Q+¢-v talque d(L,I1) =1

3.10 Proyeccion ortogonal de un vector sobre un plano.

La proyeccion de un vector v sobre un vector w se puede extender al caso de un vector y un plano. Sea

u
u e R3, la proyeccién ortogonal de u sobre el plano Il es el 1inico vector proy € R® que cumple las dos
0

condiciones siguientes,

a) (u— proylrllo) LQR, VQ,Re I

u
b.) Ilu—proyHOII <|lu-0Q||, VQe Il
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—
Seleccione y arrastre el vector U o lospuntos P, Qo R

Detalles [ Wolfram CDF Player

4

Figura 3.13: Proyeccién ortogonal de u sobre un plano

u . .y
El vector u— proy se le llama componente de u ortogonal a T1y . Aunque parece suficiente con la condiciéon
0

a.), es la condicion b.) la que garantiza la unicidad.

Si conocemos una ecuacion cartesianade I1: ax+ by+cz = d, entonces si n = (a, b, ¢), tenemos

u-n
|Im]|2

rou =u
PYHO—

A veces es ttil la siguiente formulacién: Si conocemos una ecuacion vectorialde IT: (x,y,z) = P+ tD+ s
con ¥ L w, entonces

A

u
proy . = P+@-D)D+ (u-w)w
Iy

Silos puntos no colineales P,Q,R e Il ysi v; = PQ y vo = PR, entonces un conjunto ortonormal se puede
obtener con el proceso de ortogonalizaciéon de Gramm-Schmidt:

N \41 . Vo — (D-v2)D

Il: (x,y,2) = P+tD+siw con DLy = —IIV1|| y T Vo= (D-va) D]
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Ejemplo 3.30

Calcular la distanciade Q = (2,3,1) al plano IIp: x+ y+
2z = 0 y calcular la proyeccion del vector OQ sobre el
Ipano II.

Solucion: Un vector normal al plano es n = (1,1,2), enton-
ces,

Z A

lax+by+cz—d| [1-2+1-3+2-1-0] 7
d(Q,Ilp) = = = =
VaZ+Db?+c2 V1Z+12+22 V6

Cdlculo de la proyecciéon: Como tenemos una ecuacion
cartesiana, usamos u = (2,3,1) yn = (1,1,2).

(2,3,1)-(1,1,2)
11, 1,2)|12

proy. = (2,3,1) - (1.1,2)
Iy
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4 — Soluciones de los ejercicios _
\

Soluciones del Capitulo 1

1.7.1 @ 1.

1.7.2@® k= +3.

1.7.3®
1.74 @ 1 2,-1,1,3)
1.7.5 @

- 2x . 7
1.7.6 @ En general y = - En particular tome x = -3, y=1.

1.7.7 8@ w; =(0,1,1),ws = (1,0,0).

1.7.8 @ (L,

6 3
1.7.9@® (O,i—,+—)

1.7.11 @
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1.7.12 @
1.7.13 @
1.7.14 @
1.7.15 @
1.7.16 M@
1.7.17 @

1.7.18 @

1.7.19 @
1.7.20 @

1.7.21 @

1.7.22 @

1.7.23 @

1.7.24 @

1.7.25 @

1.7.26 M@
1.7.27 @

1.7.28 @

1.7.29 @
1.7.30 & @
1.7.31 @

1.7.32 @

[55)
+[-=,=,1
5'5

A= 3738 (ul)?

w) = (18,-36,—-18), wp = (22,-32,-20)

3

(iz,il,i )
V14 V14 V14

(=3,3,3)

u= (_5) 1)_3)y u= (5)_1’3)

(1 12
W=l=y——,
3 33

1

V2

(2v2,v3,2V2); (2v2,-V3,2V2)

o=".
3
(_1)0)0)

(5v2,5,-5)

o

3v2

u=(—4,+4V3,0)

241

3’3’3

1
(1)0)_1) é _(1)4) 1)

|
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1.7.33 @
1.7.34 @
1.7.35 @
1.7.36 @
1.7.37 @
1.7.38 @
1.7.39 @

1.7.40 @

1.7.41 @

a= (3) _3!3)7 b = (2) _3’ _2)
(2,4,2)

v=(-3,6,-3)

roa—( 11 11 0)
p Yp—

(£:2.9)

Soluciones del Capitulo 2

241 @
242€M®
x-1 y+2 z-4
243M@® = =
o 11 -10 3
V13
244€M® —
V45
245M® 0,4,-1)
246 @
24.7M@®
248M@® L,=(1,1,)+¢tvy L3 =(1,1,1) + tw. Los vectores v = (v1, v2,0) y w= (w;, w2,0) son una
v-(1,-1,1) = O
solucién particular del sistema { w-(1,-1,1) = 0
vw = 0
249M@ Unaopcionpara Ly es Ly : (x,y,2) =(1,2,0)+£(2,0,1) yunaopciéon para Ly es Ly : (x,y,2) =

(1,2,a) + t(-2,3,4). Como se ve, L; y Ly son perpendicularesy L; tiene un punto en comun con L. Como
L, es paralela a L, para que la distancia entre ellas sea 1, se agregé un desplazamiento, entonces solo falta
resolver d[(1,2,a),L] =1
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Soluciones del Capitulo 3

39.1 0 ®
a.)
b.)
c.)
d)
e.)
f)

3.9.2M®
3.93M®
3.94M®
3.95 M@
3.9.6 0 ®

3.9.7@®
a.)
b.)

3.9.8 @
3.9.9M@®

3.9.10 v ®
3.9.11 O ®
3.9.12M®
3.9.13®
3.9.14 @
3.9.15 @
3.9.16 @

3.9.17 @

(x,y,2)=02,-1,3)+A(3,1,1), LeR

x-1 y-3 z-4
-3 1 2

3x—4y+z=2

6x+5y-9=0

2x—y+3z-19=0
6x—-9y—-4z+17=0
3x+3y—-5z=5

(x,y,2) =(-4,0,4) + A(-7,1,5), LeR
xX—-7y+3z-1=0

8x—y-5z=1
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39.18 @
“ 7 10

)

3.9.20 0@ 5x—y+2z=11

39.19M@® (I -

[$2] [}

)

(S

3.9.21 O ® xX+y—-z=-1
3.9.22M® 11x+y—3z=238
3.9.23 @ x+3y—-4z-12=0

3.9.24 @ y+2z+11=0

3.9.25 @
x-6 y-1 =z-1
a.) = =
3 —4 6
e —1458 + 133t
B 105
33-7t
b) <y: teR
35
z=t
15
3.9.26 O @ —_—
2v/21

3.9.27 @ 16.2988°

3.9.28 @ 6 (ul)?

3.9.29 @ I1:(2,0,—-3) + t(~1,4,5) + s(-5,2,8), f,s€R

3.9.30 0@ IT:(2,0,-3)+t(-1,4,5) +s(-5,2,8), t,seR

XxX=2—-1t-5s
I[I:{ y=4t+2s r,seER

z=-3+51+8s

3.9.31 @
a) x-y+2z-1=0
b.)

11x+13 1ly+61
L: = =2z
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c) 2v6 (ul)?

3.9.32 M@

a) 35

b) —
6

c) 2x—z-5=0

3.9.33 @
a) x=-1+4t,y=4-2t,z=1, teR
b) @Q+¢t2+2t+5s,3+2s)

3.9.35 @
a.)
b.)

3.9.36 O @®
2,1,1)

a.) Si P escualquier punto del plano II, podria tomar Q=P + m y, por supuesto, E = P.

b.) Podemos tomar Q como en el item anterior y v = (0,—1,—1). De esta manera L es paralelaa ITy
d(L,II) =1.

Vectores, rectas y planos. Walter Mora E, Marco Gutierrez M.
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