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Resumen. En este articulo se pretende mostrar de una manera gréfica y dindmica, las diferentes
trazas que se pueden realizar sobre una superficie cuddrica, cuando ésta es intersecada por un plano
paralelo a alguno de los planos coordenados y su implementacién en el programa GeoGebra.

Palabras clave: Traza, superficie, cuddrica, parametrizacién, GeoGebra

Abstract. This article is intended to show in a graphic and dynamic way, the different traces that can
be performed on a quadric surface, where it is intersected by a plane parallel to one of the coordinate
planes and their implementation in the program GeoGebra.
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1 .1 Introduccion

El objetivo de este documento es aportar a los estudiantes del campo de la ingenierfa unos ejemplos
bésicos, de cémo sacar el mayor provecho a Geogebra en la graficacion de trazas y superficies, uti-
lizando diferentes tipos de parametrizaciones, asi como, mostrar mediante un applet la visualizacién
de las trazas de una superficie cuddrica desde diferentes dngulos.
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1 .2 Cuddricas

Nos interesan las superficies de ecuacién z = f(x,y) o F(x,y,z) =0, es decir, las superficies formadas
por los puntos (x,y,z) que satisfacen la ecuacion z = f(x,y) o F(x,y,z) = 0.

En particular trabajaremos tnicamente con superficies cuddricas cuyas ecuaciones estdin dadas en
forma canénica.

Existen seis tipos bdsicos de superficies cuddricas: Elipsoide, Hiperboloide de una hoja, Hiperboloide
de dos hojas, Cono Eliptico, Paraboloide Eliptico y Paraboloide Hiperbdlico.

Elipsoide

Definicién 1.1
La ecuacién canénica del elipsoide centrado en C es:
(x—i)?

a2

(y—j)?
+HE o+ 2

donde C(i,j,k) es un punto en el espacio y a,b,c son constantes reales positivas.

Ejemplo 1.1

Considere el elipsoide de ecuacién:
(z-1)? _

(x-1?2 (y-3)7?
=1
4 * 1 * 9
A continuacién se puede encontrar su representacion gréafica:
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Definicién 1.2
Si S es una superficie en el espacio de ecuacién F(x,y,z) =0, se llaman trazas de las superfice a

las curvas:
a.) F(x,y,c)=0,z=c
b.) F(x,c,z)=0,y=c

c¢) F(c,y,z)=0,x=c

(x=12  (y—3)?%, (z—1)7

Considere el elipsoide de ecuacién I 1 I g = 1. Calcule y dibuje las

trazas que se obtienen con los planos x =1, y=3 y z=1.

Solucién:

Trazay =3 Trazaz=1

. X - (=12 (y-3)?
Elipse: 1 + 9 1 2 9 Elipse 1 + 1 1
'}

A, \, :

Trazax =1

y=3> (=-1°_

[

1 .
1 eL—"
[ -
4.
] --u-’:‘ -—
2 E2 e 2Z_=+" ¢
0|2 2 0 *"’ ,
= < ~
2 — — - _ ‘L-',._ -4

Nota: Recuerde que las trazas son solo las curvas representadas en rojo, verde y morado, en las graficas
anteriores se presenta también la superficie para comprender mejor la traza.

Applet para las trazas de un elipsoide

En el siguiente applet, se pueden manipular los valores de los pardmetros, para las constantes a,b y
¢ de los denominadores, para esto deslice los puntos a la derecha de cada pardmetro sobre las lineas.
También deslice los puntos sobre las lineas a la derecha de 7,j y k para cambiar el centro del elipsoide.
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Para poder observar el plano y las trazas sobre el elipsoide, debe seleccionar, dando click, en la traza

que desea y manipular los valores de las trazas deslizando los puntos x,y o z, segtin la traza selec-
cionada.

Por otra parte, si desea tener otra vista del elipsoide, de click sobre la grafica y manteniendo presion-
ado el raton, deslice hacia arriba, abajo, derecha o izquierda el sistema de coordenadas para girarlo.

Para ingresar al applet, debe dar click sobre la siguiente imagen o ingresar en el link: Applet Elipsoide.

Elipsoide
(z—1)%  @@-1?* (-2 _
(1.5)2 * (1.6)2 * (3.2)2
Denominadores | Centro (i, j, k)
a=1.5 [ S i=1 ——
b=16 e ||i=1 ———
c= 3.2 R k=2 ——
[ Trazar=1 o
() Trazay=1 PR
[J Traza z=2 ——
Actividad
Considere la superficie cuddrica S de ecuacion:
x—1)2 —1)2
(=12 =12, ._,

4 4

Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x =1,y =1y z=0.

Considere la superficie cuddrica F de ecuacién:

2 2
@+%+(z+1)2:1

Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x = -2,y =0y z = —1.
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Hiperboloide de una hoja

Definicién 1.3
La ecuacién canénica del hiperboloide de una hoja centrado en C, con eje en z es:

(=92 _ -k _,
b2 c?

(x—i)?
2

+

donde C(i,,k) es un punto en el espacio y a,b,c son constantes reales positivas.
El eje del hiperboloide de una hoja corresponde a la variable cuyo coeficiente es negativo.

Ejemplo 1.3

Considere el hiperboloide de una hoja de ecuacién:

(41?2 P (2172 _
1 a9 !

A continuacién se puede encontrar su representacion gréafica:

Ejemplo 1.4

Considere el hiperboloide de una hoja de ecuacién:

(x+1? ¥ (=12 _
1 i o9 !
Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x = -1,y =0,z=1,z=4y z = —-2.

Solucién:
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Traza x = —1 Trazaz=1
2 _1\2
Hipérbola: yz — (z 91) =1
\ T
\‘ :
/ |
Trazaz =4 Trazaz = -2
- (x+1* v (x+1)2 42
EL 4= =1 inge: ¥ _
1pse ) Elipse: ;  tg= 1
L'C 4(,;5/'9 Z ILOC " E/E
4\—\'2___@ :’Z,— ‘L—\i\_nn Iﬁ- _.2

Nota: Recuerde que las trazas son solo las curvas representadas en rojo, verde y morado.

Applet para las trazas de un hiperboloide de una hoja

El siguiente applet, se pueden manipular de igual manera que el anterior.

Para ingresar al applet, debe dar click sobre la siguiente imagen o ingresar en el link: Applet Hiper-
boloide de una hoja.
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Hiperboloide de una hoja

(z—0.5)*  (y—1)? _ (z—0.5)2 _

41 G G =
| 15)2 62 (327
& . Denominadores Centro (i, , k)
1 .
‘ﬂ;”:.fi‘ ! a=15 ® i=0.5 Py

Sy b=16 o j=1
\ c=3.2 S k=05 -

[ ] Traza x = 0.5

[J Trazay=1 Py

a I )

[) Traza z=10.5 Py

Considere la superficie cuddrica S de ecuacion:

(x_92)2 + (y_zl)z —(Z+2)2:1

Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x =2,y =1,z= -1y z = -3.

Actividad

Considere la superficie cuddrica H de ecuacién:

(z +2)? _

1
4

2
(x+5)2—yz+

Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x = =5,y =2,y = -2y z = —2.

Hiperboloide de dos hojas

Definicién 1.4
La ecuacién canénica del hiperboloide de dos hojas centrado en C, con eje en z es:
=i =R,

a? b2

(z —k)?

=1
2

donde C(i,j,k) es un punto en el espacio y a,b,c son constantes reales positivas.
El eje del hiperboloide de dos hojas corresponde a la variable cuyo coeficiente es positivo.
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Ejemplo 1.5

Considere el hiperboloide de dos hojas de ecuacién:

(x=3)?% (y-12 (z=1)* _
B S A T

A continuacién se puede encontrar su representacién gréfica:

Ejemplo 1.6

Considere el hiperboloide de dos hojas de ecuacién:

(x=3? (-1? (z-1?2_
1 1 e T

Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x =3,y =1,z =7y z = —5.

Solucién:
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Traza x =3 Trazay =1

_1)2 _1)2 . x—3)2  (z—1)?
Hipérbola: _y-1 + (z-1) =1 Hipérbola: - ) + ( S

1
4 9 4 9

Trazaz =17 Traza z = -5
N R N N U Vil
Elipse: 5 + 5 =1 Elipse: 1 + B =1

Nota: Recuerde que las trazas son solo las curvas representadas en rojo, verde y morado.
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Applet para las trazas de un hiperboloide de dos hojas
El siguiente applet, se pueden manipular de igual manera que el anterior.

Para ingresar al applet, debe dar click sobre la siguiente imagen o ingresar en el link: Applet Hiper-
boloide de dos hojas.

Hiperboloide de dos hojas
(@-3)° (-1  (:—09)° _
T (1.3)2 (1.7)2 (312
Denominadores Cent iy js K
e ‘ fm ro (i,j, k)
a=13 @ i=3 .
b=17 ® j=1 Py ‘
|e=31 . | k=09 . |
[ Trazaz=3 °
[ Trazay=1.3 Py
[) Trazaz=6 Py

Actividad]

Considere la superficie cuddrica S de ecuacién:

(x=2 (y—2)

- — 1)2=1

1 7t (z+1)

Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x =2,y =2,z =2y z = —4.
Actividad]
Considere la superficie cuddrica H de ecuacién:
2 2
2 ¥ (2+2)
J— —_— = 1
(x+5)"+ 1 )

Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x = =5,y =4,y = -4y z = —2.
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Cono eliptico

11

Definicion 1.5
La ecuacién canénica del cono eliptico centrado en C, con eje en z es:
N2 2
=7 (=K

+ 2 z - 0

(x — i)

a2

donde C(i,,k) es un punto en el espacio y a,b,c son constantes reales positivas.
El eje del cono eliptico corresponde a la variable cuyo coeficiente es negativo.

Ejemplo 1.7

Considere el cono eliptico de ecuacién:

(x+1)?%  (y+2)? 22
2T 1 3_0

A continuacién se puede encontrar su representacion gréafica:

[}

z

8

Ejemplo 1.8

Considere el cono eliptico de ecuacién:

(x+1)?  w+2)? 2 _
i 1 ?‘0

Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x = -1,y = —2,z=3y z = —3.

Solucién:
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Traza x = -1 Traza y = -2
Rectas: 3y + —z+6=0 Rectas: 3x —2z+3=0
3y+z+6=0 3x+2z+3=0

I\ ]

z

z &

Trazaz=3 Trazaz = -3
1)2 2)2 2 2
Elipse: (x—z ) + (y—'i ) -1 Elipse: (x '21) 4 (1/‘:2) —1

Nota: Recuerde que las trazas son solo las curvas representadas en rojo, verde y morado.

Applet para las trazas de un cono eliptico
El siguiente applet, se pueden manipular de igual manera que el anterior.
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Para ingresar al applet, debe dar click sobre la siguiente imagen o ingresar en el link: Applet Cono
Eliptico.

Cono Eliptico
(z-1)*  (¥-2)? (2—15)°
(1.6)2 (1.6)2  (32)2
Denominadores Centro (i, 7], k)
a=16  g—- i=1 ——
b=16 g j=2 e
c=32 e ||lk=15 __o_
[ _Trazax=1 °
[] Trazay=2 ®
[ Traza z= -3 e
Considere la superficie cuddrica S de ecuacién:
_ 32 2 _1)2
(=32, W+1? =12 _,
2 2 3
Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x =3,y = -1,z =4y z= —2.
Considere la superficie cuddrica C de ecuacién:
5 2 2 2)2
_(x+5) +y_+(z+ ) 0
4 2 4
Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x = —3,x = =7,y =0y z = —2.

Paraboloide eliptico

Definicién 1.6
La ecuacién candnica del paraboloide eliptico con vértice en C, y eje en z es:

(v—j)?
B2

_ i)2
a2 i

z—k= (x
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donde C(i, j, k) es un punto en el espacio y a,b son constantes reales positivas.
El eje del paraboloide eliptico corresponde a la variable lineal.

Ejemplo 1.9

Considere el paraboloide eliptico de ecuacién:

(x=12 , (y+1?

.
z 4 4

A continuacién se puede encontrar su representacion gréafica:

Ejemplo 1.10

Considere el paraboloide eliptico de ecuacién:

(=17 (y+1?

e
z 4 4

Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x =1,y = -1y z =4.

Solucién:
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Traza x =1 Trazay = —1 Traza z =4

(x —1)? (x —1)?

) +1)? 2
Pardbola: z — 2 = % Parabola: z — 2 = 1 Elipse: G+1)7 _

+ =1

8 8

Nota: Recuerde que las trazas son solo las curvas representadas en rojo, verde y morado.

Applet para las trazas de un paraboloide eliptico
El siguiente applet, se pueden manipular de igual manera que el anterior.

Para ingresar al applet, debe dar click sobre la siguiente imagen o ingresar en el link: Applet Paraboloide
Eliptico.

Paraboloide Eliptico
@1 (g -1y
272 Taee T e
Denominadores Vértice (i, j, k)
=16 e— | izt e
j=-1 [
b=14 - k=2
R
[]Traza x = —0.5 ®
[ Trazay=—1 PR
] Traza z=4.9 .

Actividad

Considere la superficie cuddrica S de ecuacién:

=3 (g1

2 2
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Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x =3,y = -1y z =2.

Actividad

Considere la superficie cuddrica P de ecuacién:

(x+a2+(z+m2

2-y="— 1

Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x = =5,y =0y z = —2.

Paraboloide hiperbolico

Definicién 1.7
La ecuacién canénica del paraboloide hiperbdlico con centro en C, y eje en z es:

(y—j)?
bZ

(x —i)?

z—k=-—
P

+

donde C(i,j,k) es un punto en el espacio y a,b son constantes reales positivas.
El eje del paraboloide hiperbélico corresponde a la variable lineal.

Ejemplo 1.11

Considere el paraboloide hiperbélico de ecuacién:
(=12 (=27
9/4 9/4

A continuacién se puede encontrar su representacion grafica:

z+1=—
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Ejemplo 1.12

Considere el paraboloide hiperbélico de ecuacién:

(x=1?  (y—2)?
1=-—
o 9/2 o/
Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x =1,y =2y z = —1.
Solucién:
Trazax =1 Traza y =2 Traza z = —1
’ (y—2) (x —1)? Rectas:y —x—1=0
Parédbola: z + 1= ~—"* 4 . —
9/4 Parébola: z 4- 1 9/2 Yt x—3=0

Nota: Recuerde que las trazas son solo las curvas representadas en rojo, verde y morado.

Applet para las trazas de un paraboloide hiperbdlico

El siguiente applet, se pueden manipular de igual manera que el anterior.

Para ingresar al applet, debe dar click sobre la siguiente imagen o ingresar en el link: Applet Paraboloide
Hiperbodlico.
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Z Paraboloide Hiperbolico
) , ﬁ,) _1__(1:—0.5)2 (y—1)2
2 / B (o R (W
~la & Denominadores — | Centro (i, j, k)
)
*f\ a=15 @ ¢=05 .
s E o i=1
/ - b=16 - ! ¢
s¥ y k=1 -
[] Trazax = 0.5 Py
[ Trazay=1 s
D Traza z =1 @

Actividad

Considere la superficie cuddrica S de ecuacion:

_(x=3)?% (y+1)?
z+1= > >

Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x =3,y = -1y z = —1.

Actividad

Considere la superficie cuddrica P de ecuacién:

(x+1)* (z+2)?

1=y="7 1

Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x = -1,y =1y z = —2.

1.3 Implementaciéon de los Applets

Aspectos basicos de GeoGebra
En esta seccién se pretende mostrar al lector como se utilizé el programa GeoGebra para crear los
applets utilizados anteriormente.

En primer lugar debe tener instalado en su computadora la herramienta GeoGebra, la cual es gratuita y
se puede descargar en la siguiente direccion: https://www.geogebra.org/download. Cuando la tenga
instalada, en sus programas aparecerd uno con el siguiente icono:
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¥

GeoGebra

Al entrar al programa tendra la siguiente pantalla de inicio:

s R
%
4
e ©
. . . . . L
En el ment superior, ingrese a Vista y luego a Vista Grafica 3D:
(4 GeoGet
Archivo Edita |Vista| Opciones Herramientas Ventana Ayuda
Al + | vista Algebraica Ciri+Mapis+A
® | F Hajade Caleulo Ci+Mapis+s
b Vista Algepl ¥ Cdlculo Simbdlico (CAS) Cirl+Mayis+K
|| Vista Grifica Ciri+Mapis+1 |,
@ Vista Grdfica 2 Clri+Mapis+2
A Vista Gréfica 3D Ciri+Mapis+3
L Protocolo de Construccién CirisMapisel |
& Cilculos de probabilidad Cirl+Maplis+P
[E Tectado
[v] Barra de enraca
o+ Disposicion .

Actualiza 138 Vistas (impia rastros) CirisF
Recdiculo de todos los objelos Cr+R

Maximice su ventana y ordene las vistas tal como se muestra a continuacion:

El menu en la parte superior cambiard de acuerdo a la vista gafica que tenga seleccionada. En Vista
Grafica 3D, se tiene el siguiente menu:

Al D e 4] @) 4N pec |0,

Y en la Vista Gréfica 2D, se tiene el menu:

A S P OO L N e 2 )

De click derecho sobre la Vista Gréfica 3D y desmarque la opcion de plano.
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b Vista Gréfica 30 74

Vista Gréfiea 30,
L Epes
o) (B cuadicua
o] Pian
Bana ce Navegadion

de todos los objetos
Cirielt

Nuevamente, con click derecho sobre la Vista Grafica 3D ingrese a Vista Grafica para poder modificar

algunas preferencias. En preferencias desmarque Mostrar el recorte y cambie el tamafio de la caja a
grande.

) reterencias =
MLIrY l=1 LY :
it | x| B | e Cuasrint Pocsn
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) Mostiarses.

fonce:
¥ Usar luminacion

Recure

En preferencias hay otro ment en la parte superior, seleccione EjeX para rotular el eje, en Rétulo escoja
la x. Realice lo mismo para los ejes y y z, y cierre la ventana.

o Preferencias
W ITY =

Bdsico EjeX | EjeY | EjeZ | Cuadricula | Proyeccicn

[ Eje-x

[ Nimeros en gradaciones
[ Sola la rama positiva

[ Distancia: |1
Gradaciones:| | | | v

Ritulo:| v Unidad: v

-

o = W8

La Vista Grafica 3D, se puede girar, para logarlo seleccione el icono
programa.

Luego de click sobre la Vista Gréafica 3D y manteniendo presionado el ratén, deslice hacia arriba, abajo,
derecha o izquierda el sistema de coordenadas para girarlo.

en el menu superior del
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Graficando la superficie
Para poder graficar una superficie en GeoGebra, primero se tiene que parametrizar.

En el caso del Elipsoide, con ecuacién canénica:

(x—i)?
2

(y—1J)
b2

2
+ +

Su parametrizacion estarfa dada por:
X =1i—acosusenv

s(u,v): ¢ y=j—bsenusenv ; u € [0,2m],v € [0, 7]
z=k—ccosv

Ejemplo 1.13

Considere el elipsoide de ecuacién:

(=172 (=27
4 + 9 1

Realice la gréfica de la superficie en GeoGebra.

Solucién:
Primero se parametriza

x=1—2cosusenv
s(u,v):{ y=2—3senusenv ; u € [0,27],v € [0, 7]
z=2—1cosv

Ahora se ingresa a GeoGebra la superficie, para esto se escribe la palabra “Superficie ” en la celda
de entrada que se encuentra en la parte inferior de la pantalla, GeoGebra le completara la guia para
ingresar la superficie, usted debe seleccionarla:

Entrada: |super

Superficie] <Expresidn=, <Expresion=, <Expresién=, <Pardmetro 1=, <Valorinicial 1=, <Valor final 1=, <Pardmetro 2=, <Valor inicial 2=, <Valor final 2= |

Recuede que esta superficie estd parametrizada, y depede de 2 pardmetros.

Donde dice <Expresién> se debe escribir la parametrizacién de las tres variables, en el orden x,y,z.
En <Parametro 1> se escribe u, <Valor inicial 1> y <Valor final 1> corresponde a los extremos del
intervalo donde se evaluard el pardmetro 1, en este caso u € [0,27].

En <Pardmetro 2> se escribe v, <Valor inicial 2> y <Valor final 2> corresponde a los extremos del
intervalo donde se evaluard el pardmetro 2, en este caso v € [0, 77|

Su entrada debe quedar de la siguiente manera:

Entrada: Superficie[1- 2* cos(u)* sen{v), 2 - 3* sen(u)* sen(v), 2 - 1* cos(v), 1, 0, 2*pi,v, 0, pi]
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El valor de 7t lo puede escribir como pi, o tomar al final de la linea donde esta escribiendo, dando click

en: (e .

Cuando halla terminado, pulse la tecla “Enter ” para poder ver su superficice. Puede girarla para tener
diferentes vistas.

A

Cada vez que se crea un objeto utilizando la celda de entrada, debe terminar pulsando la tecla “Enter
” para que el programa grafique el objeto editado.

La superficie que acabamos de graficar, es una superficie fija, por que sus valores para a,b,¢,i,j,k no
varian.

Ahora se hara una superficie donde estos valores cambien, para esto hay que crear algunos deslizadores.

De click derecho sobre la Vista Grafica 2D y desmarque la opcién de ejes.

¥ Vista Grifica b

Vista Gréfica

[ ews

i cuatricuta
Barra de Navegacién

Q Zoom *
EleX: EleY .
Encuadre de1ogos los objelos
Wista esténdar Cirtei

4 Vista Gréfica

= 2 ) k] 3 ] v H 3

Seleccione el deslizador del menu superior:

a=2

Deshzador
Clic en punto o posiciin de la Vista Grifica en que se ubicard
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De click en la Vista Grafica 2D donde desea colocar el deslizador, y complete la informacién que se le
solicita, el deslizador se llamara a, con un valor minimo de 1 y maximo de 5, luego seleccione Aplicar.

Deslizador

Mombre

O Entero

[ Aleatoria

Intervalo | Deslizador | Animacién

Win: 1 Max |5 Incremento: 0.1

Aplicar Cancela

Debe crear dos deslizadores més b y ¢ con las mismas caracteristicas.

Si desea cambiar alguna de las propiedades del deslizador, solo debe dar click derecho sobre la linea
del deslizador y seleccionar propiedades:

P Vista Grafica
a=1

-

b=-06

Nimero ¢

Objeto visible
Etiqueta visible
Animacién

Objetafijo
Posicién absoluta en pantalla

[*0] Renombra

/7 Bora

;¢ Propiedades ...

Para crear los deslizadores del centro del elipsoide, use la misma herramienta, lo que cambiard son
las caracteristicas. Se necesitan tres mas, 7,j y k, con un valor minimo de —5 y maximo de 5, luego
seleccione Aplicar.

Por el momento deberia tener los siguientes deslizadores:

) Vista Grafica

a=1 i=1

Para ocualtar o mostrar los objetos creados, puede utilizar la Vista Algebraica, debe dar click en el

punto azul que aparece al lado izquierdo de cada objeto, si el punto esta en blanco el objeto esta
oculto. Oculte la primer superficie creada.

} Vista Algebraica >
Nimero

Superficie
a1{u‘vJ ={1-2cos(u) sen(v),

Ahora se creard un elipsoide que dependa de los deslizadores creados anteriormente, escriba la palabra
“superficie ” en la celda de entrada que se encuentra en la parte inferior de la pantalla, y complete con
la sugerencia que le muestra el programa:
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Entrada; | super

Superficie[ <Expresidn>=, <Expresion>, <Expresion=, <Pardmetro 1=, <Valor inicial 1=, <Valor final 1=, <Parametro 2=, <Valor inicial 2=, <Valor final 2= |
Cambie las entradas de la superficie de la siguiente manera:

Entrada: Superficie[i - a cos{u) sen{v), j - b sen{u) sen(v), k - ¢ cos(v), 1, 0, 2*pi, v, 0, pil

Lo que se muestra en azul, son los deslizadores creados anteriormente, y lo que aparece en gris son
los parametros de la superficie.

Cuando halla terminado, pulse la tecla “Enter ” para poder ver su superficice. Puede girarla para tener
diferentes vistas, y variar los deslizadores para obtener diferentes superficies.

Para graficar el centro de la superficie, y que éste varfe conforme mueve los deslizadores, escriba en la
celda de entrada: (i, j k) y pulse la tecla “Enter ”, con esto se creard un punto el cual se mueve cada
vez que varie el deslizador:

Entrada: (ij,k)

Graficando las trazas
Las trazas también se van a hacer dependiendo de un deslizador, haga un deslizador que se llame

Trazay, con un valor minimo de —7 y mdximo de 7, luego seleccione Aplicar.

Deslizador H

- Nombre
@® Nimero

= A Traza_x

© Angulo = L
) Entero [] Aleatorio
Intervalo | Deslizador | Animacién

Win: -7 Max: |7 Incremento: |0.1

Aplicar Cancela

Debe crear dos deslizadores mas Trazay y Traza, con las mismas caracteristicas.

Haga tres vectores, escriba en la celda de entrada: Vector(1,0,0), y pulse la tecla “Enter ”. Agregue los
otros 2 vectores, que serian Vector(0,1,0) y Vector(0,0,1), de la misma manera.
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Traza en x
Para hacer el plano, escriba en la celda de entrada “plano ”, de las opciones que le presenta GeoGebra
escoja la dltima: “PlanoPerpendicular[ <Punto>, <Vector> ]” y complétela de la siguiente manera:

Entrada: PlanoPerpendicular[(Traza_x,0,0), u]

Ahora, mueva el pardmetro y vea como se mueve el plano y como corta al elipsoide.

Se calculara la curva de interseccién de manera algebraica, para luego poder graficarla.

iy 82 a2
(x azl) + ] sz) + ¢ Czk) =1 N x=Trazay
(Trazay —iy* | (y—j)* | (z=K)
a? + b2 * 2 =1
=i -k (Traza, — i)
b2 + 2 = 1= a;
y—7? (z—k)? a® — (Traza, — i)
b2 * c? - a2
(v J)? -0 _
B2 a2 —(Traza,—i)? 2 a2 —(Traza,—i)?
22 22
(v—j) (z=k)’ _

2

7+
(g\/az — (Trazay —i)z) (f—,\/az — (Trazay —i)z)
Con lo anterior se obtiene la ecuacién de una elipse, y para graficarla en GeoGebra, se debe parametrizar.

En el caso de la Elipse, con ecuacién canénica:

(x—i)*  (y—j)?
2 T =1
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Su parametrizacion estaria dada por:

C(t):{le-kacost ; te [0,27]

y=j+bsent

Esta curva estd en el plano z = 0.

Ahora, se debe adaptar de manera similar para la curva que resulté de la interseccién del elipsoide y
del plano:

x = Traza,
c(t): y=j+ (g\/az—(Tmzax—i)z) cost t € [0,27]

z=k+ (g\/ﬂ — (Trazay — i)2> sent

Para hacer la curva, escriba la palabra “Curva” en la celda de entrada y de las opciones que le presenta
GeoGebra escoja la segunda: “Curval <Expresién>, <Expresién>, <Expresién>, <Pardmetro>, <Valor
inicial>, <Valor final> ]” que es la curva en 3D y complétela de la siguiente manera:

Entrada:|Curva[Traza X,j+(b/a)* sqrt(a®- (Traza x-i)*)* cos(t), k + (c/ a)* sqrt(a® - (Traza x-i))* sen(), 1, 0, 2*pi]

Ahora, mueva el parametro y vea como se mueve el plano y la curva.

Recuerde que para ocultar o mostrar los objetos creados, puede utilizar la Vista Algebraica, para ello
debe dar click en el punto azul que aparece al lado izquierdo de cada objeto, si el punto estd en blanco
el objeto esta oculto. Con esto, puede ocultar el plano y la curva de la traza en x para poder observar
el plano y la curva de la traza en y.

Trazaeny
Para hacer el plano, escriba en la celda de entrada:

Entrada; PlanoPerpendicular[{0,Traza_y,0),v]
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Se calculard la curva de interseccién de manera algebraica, para luego poder graficarla.

(=i =), G-k

p 2 2 - 1 n y=Traza,

(x —i)? N (Traza, —j)2 N (z —k)?

a2 b2 c2 =1
(=i @k _ (T =)
a2 c2 o B b2
(i), =R P (Treze, )’
a2 c2 o b2
(x — i) (z— k)
+ =1

2 l72_(Tmzay—j)2 2 hZ_(Trazuy—j)z
b2 b2

G-t (z -k _

(%\/bz _ (Traza, - ].)2> (%\/bz — (Trazay — f)z)z

Con lo anterior se obtiene la ecuacién de una elipse, y para graficarla en GeoGebra, se debe parametrizar.

x=i+ (%\/bz — (Trazay, —j)2> cost
c(t):q y=Traza, ; t € [0,27]
z=k+ (%\/bz — (Trazay — j)2> sent

Para hacer la curva, escriba en la celda de entrada:

Entrada: Curvali +{a /b)" sqri(: - (Iraza_y - |J¥)" cos(i), [1aza_y, k +(c /b)" sqrt(b* - (Iraza_y - j)’)’ sen(i), 1, 0, 2°pi]

Ahora, mueva el parametro y vea como se mueve el plano y la curva.
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Trazaen z
Para hacer el plano, escriba en la celda de entrada:

Entrada; PlanoPerpendicular[(0,0, z), w]

Se calculard la curva de interseccién de manera algebraica, para luego poder graficarla.

82 82 a2
(x azl) + ] sz) + ¢ Czk) =1 N z=Traza,
(x—i)*  (y—j)* , (Traza, —k)
+ =1
a2 b2 c?
(x—if () (Traza; — k)
2 e Tl T
(x—i)%  (y—j)? 2 — (Traza, — k)?
P - 2
(x—i) (v—j)°
2 (Traza.—k)? + 2 (Traza,—k)? =1
226 ( a;az ) p2¢ ( a;uz )
(x— 1)’ (v i) _

(‘CZ\/CZ ~ (Traza, — k)z)z ! (’Z\/cz — (Traza, — k)2)2

Con lo anterior se obtiene la ecuacién de una elipse, y para graficarla en GeoGebra, se debe parametrizar.

x=i+ %\/CZ—(Tmzaz—k)2 cost
c(t): . ; te (0,2
(t) y=j+ %\/cz—(TmzaZ—k)2 sent ’ [0,27]
z = Traza,
Para hacer la curva, escriba en la celda de entrada:
Entrada: Curvali + {a /c)* sqrt{c’ - ( z-kp)* cos{i),j+ (b ic) sqrt{c’ - ( z - k)*)* sen(t), z,1,0,2pi]

Ahora, mueva el parametro y vea como se mueve el plano y la curva.
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Disefio y manipulacion de objetos visibles

Todos los objetos creados pueden ser modificados en color, grosor e inclusive en ser visibles o invisi-
bles. Basta con dar click derecho sobre el objeto, en la Vista Gréfica 2D o 3D o sobre su nombre en la
Vista Algebraica, y seleccionar Propiedades.

Puede probar cambiando el color de la superficie, planos y curvas. Y el grosor o estilo de linea en las
curvas.

Para identificar mejor las curvas, cambie el nombre de éstas, la primera la puede llamar TrazaX, para
esto entre a propiedades y cambie su nombre. Con las otras dos curvas puede hacer un cambio similar
con TrazaY y TrazaZ.

De la misma manera cambie los nombres de los planos por: PlanoTrazaX, PlanoTrazaY y PlanoTrazaZ.

Para controlar si un objeto es visible o invisible, posicione el ratén sobre la Vista Gréfica 2D, y seleccione
del ment superior la Casilla de control:

. Deslizador

/'@ Casilla de control

E Botdn

a=1 Casillade Entrada

De click en la Vista Gréfica 2D donde desea colocar la casilla de control, y complete la informacién
que se le solicita, la casilla se llamara Traza x, y en objetos debe seleccionar de la lista, los objetos que
desee que sean visibles cuando la casilla de control este seleccionada. En este caso, seleccione: Curva
paramétrica TrazaX y Plano PlanoTrazaX, luego seleccione Aplicar.


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

30 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). Vol 16, No 1. Setiembre — Febrero 2016.

j9] Visibilidad de objetos
Titulo: | Trazax

Objetos (a seleccionar en la construccidn o de la lista desplegable)

v

Curva paramétrica TrazaX
Plano x

Aplicar Cancela

Debe crear dos Casillas de conrol més Traza y y Traza z para ocultar y mostrar el plano y la curva que
corresponde a cada traza.

Puede probar marcando y desmarcando la casilla de control, para que observe como se muestra o no
el plano y la curva de las trazas.

Ahora puede cerrar la Vista Algebraica, y ordenar a su gusto la Vista Gréfica 2D. Si desea escribir algin
texto, posicione el ratén sobre la Vista Gréfica 2D, y seleccione del mend superior la herramienta de
texto:

ABC

Texto
Clic en punte o posicién de la Vista Grafica en que se ubicard

De click en la Vista Grafica 2D donde desea colocar el texto, y complete la informacién que se le solicita:
[ Texto Bl

Edita

Elipsoide|

[+] Férmula LaTeX = ‘ Simbolos - ‘ Objetos -

[« T T T T 1T 1T 111

Vista previa

Elipsoide

) Ayuda 0K Cancela

Para cambiar de tamafio y de color de fondo y texto, debe ingresar a las propiedades y modificarlo
segln su preferencia:

Preferencias - implementacionggh |
e 3 Preferencias - implementacionggb < |
Hw

i =
Basico Texto Color | Posicién | Avanzado | Pragrama de guion (scripting)
Serif o [Grande v iII i Basico | Texto Color  Posicién | Avanzado | Programa de guion (scripting)

Redondeo: v

Elipsoide

[VIFérmulaLaTeX v | Simbolos + | Objetos +
[T T T T T T

Vista previa

Elipsoide vistapreva: [ Celeste 125, 125, 255 (+7D7DFF)

O Color de primer plano

® Eolor de fondd

a

oK || Cancela
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El trabajo realizado hasta este momento, deberia verse similar a la siguiente imagen:

) Vista Grafica 3D

X

) Vista Grafica o X
a=1s8 i=-1

Traza,=-13

Traza,=-1.1

Traza= 4.1

[Jrvams
D o _
[rum:

1.4  Parametrizacion de superficies cuddricas y curvas

Elipsoide:
Ecuacién canénica:

Parametrizacién:

X =1i—acosusenv
s(u,v):{ y=j—bsenusenv ; u € [0,2m],v € [0, 7]
z=k—ccosv

Hiperboloide de una hoja:
Ecuacién canénica:

2 N2 _k2
LG Uy el

Parametrizacién:

x =i —acosucoshv
s(u,v):{ y=j—bsenucoshv ; uel0,2n],ve R
z =k — csenhv
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Hiperboloide de dos hojas:
Ecuacién canénica:
(x—i)?  (y—j)?

_az_szL

Parametrizacién hoja eje positivo:

x =1+ asenhucosv
s(u,v):{ y=j+bsenhusenv ; u € [0,+0c0[,v € [0,27]
z=k+ ccoshu

Parametrizacién hoja eje negativo:

x =1i—asenhucosv
s(u,v):{ y=j—bsenhusenv ; u € [0,4o00[,v € [0,27]
z=k—ccoshu

Cono eliptico:
Ecuacion canénica:
(x—i)?

a2

y—j)? _ (z—k?
L =0

Parametrizacion:

. a
x =1+ —senhucosv
c

s(u,0): y=j+ ?senhusenv ; u € R,vel0,2n]
c
z=k+ senhu
Paraboloide eliptico:
Ecuacién canénica:
A2 Y
P )
a? b?
Parametrizacion:
xX=1u
s(uo):{ Y79 , ;i ueRveER
U )
a? b2
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Paraboloide hiperbdlico:
Ecuacién canénica:

(x—i)*  (y—j)>
z—k= 22 + B2
Parametrizacion:
X=1u
s(u,v) y=v , ) ; uclR,ve R
U SR )
a? b?
Curvas en 3D
Elipse en al plano x =k
(v—j)?*  (z—k)?
ot T 1

Usando sen? x + cos?x = 1, su parametrizacion estaria dada por:

x=k
c(t):< y=j+bcost ; t€[0,27]
z =k + csent

Hipérbola en al plano x =k

Usando sec?x — tan?x = 1, su parametrizacién estarfa dada por:

x=k —7 3711
c(t):{ y=j+bsect ; te[,}
272

z=k+ ctant

Parabola en al plano x =k
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Su parametrizacion estaria dada por:

c(t): y=———+j; te R
z

1 . 5 Conclusién

La graficacién en tres dimensiones es, sin duda, una de las grandes dificultades que afrontan los
estudiantes de cursos de calculo en varias variables, por lo que contar con un programa computacional
gratuito, bastante amigable y diddctico es una valiosa ayuda, tanto para el profesor como para el
alumno.
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