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Resumen:

Con base en el método de exhausion de Arquimedes y un poco de intuicion, se establecen sucesiones recurrentes que
permiten definir de manera analitica tanto el nimero i como las funciones trigonométricas. Se trata de explorar el
enfoque mtuitivo que lleva a una primera definicion de las funciones trigonométricas, que se puede formalizar con las
herramientas elementales del analisis real.
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* Bibliografia

Arquimedes de Siracusa y el Método de Exhausion

La informacion que se tiene sobre la vida y obras de Arquimedes, es basta en relacion con otros matematicos de la
antigiiedad. Sin embargo, la veracidad de mucha de esta informacion se pone en tela de duda debido a su mezcla con

historias fantasiosas, estimuladas por sus asombrosas invensiones.

A continuacion se brindara una sintesis de los principales acontecimientos que marcaron la vida y obra de este ilustre
matematico, a partir principalmente del libro Protagonistas de la civilizacion: Arquimedes, de la editorial Debate/Itaca.
El lector interesado puede concultar dicha fuente para mas informacion. El objetivo de esta sintesis, es brindar el marco
contextual del método de exahusion, una de las mas grandes contribuciones de Arquimedes.

* Suvida y obras
e Elmétodo de exhausion

e Elmétodo de exhausion como base para ciertas construcciones

Su vida y obras

Arquimedes nacio en Siracusa alrededor del afio 287 A.C. Una vez realizados sus primeros estudios, se dirigié a
Alejandria, mayor centro de estudios del momento, a completar su formacion en matematica y sus aplicaciones.

Alejandria tenia una posicion extratégica como centro de las vias comerciales con el Oriente, y con la produccion agricola
del Valle del Nilo. Fue gobernada por el general Tolomeo I tras la muerte del emperador Alejandro Magno,
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aproximadamente en el afio 323 A.C. Tolomeo y sus progenitores se preocuparon por reforzar la vida cultural de su
reino, producto de esto se construyeron las dos instituciones alejandrinas mas importantes: la biblioteca de Alejandria y el

museo de Alejandria, que favorecieron el flujo de cientificos y artistas de la época.

A su llegada a Alejandria, Arquimedes se encontrd con una matematica desarrollada principalmente por la obra de
Euclides, quien habia muerto pocos afios antes. Durante el tiempo que permanecié en esta ciudad, hizo amistadades con
los mas grandes cientificos de la época.

Una vez completados sus estudios, regres6 a su ciudad natal movido principalmente por dos factores: en primer lugar, el
desarrollo de la cultura propiciado por el Rey Hieron Il en Siracusa; en segundo lugar, su originalidad no tenia cabida en

la cultura cerrada de Alejandria, que no consideraba al técnico como un auténtico cientifico 1

La asociacion de la figura de Arquimedes con un técnico, se debia a que sus descubrimientos matematicos se valian del
empleo simultineo de la matematica y la mecanica, ademas sus demostraciones seguian el modelo deductivo euclideano
con precision, sin caer en una rigurosidad total. Asi, Arquimedes se valia de dos métodos: la intuicion para la invencion y
la rigurosidad para la demostracion que aprendio en su estancia en Alejandria.

Una vez en Siracusa, Arquimedes mantuvo contacto con algunos cientificos alejandrinos a los cuales les enviaba sus
descubrimientos matematicos, primeramente al astronomo y matematico Conon de Samos, su maestro en Alejandria. Sus
escritos se caracterizaban por el uso del método de exhausion, el cual permiti6 que sus demostraciones alcanzaran la

rigurosidad exigida por Alejandria.

Arquimedes supera la geometria tradicional al plantear nuevos problemas geométricos, como por ejemplo la cuadratura
del segmento parabolico, que envid a Alejandria en dos secciones, en la primera se describe el procedimiento mecanico
que utilizd para obtener el resultado (intuicion) y en la segunda se demuestra via el método de exhausion dicho resultado
(rigurosidad). Ademas, en su libro Sobre las Espirales, demostrd varios problemas que afios atras habia propuesto a los

alejandrinos y estos no pudieron demostrar.

Entre sus obras matematicas se pueden mencionar ademas: De la esfera y el cilindro, Medida del circulo, Conoides y
esferoides. En sus obras, Arquimides reflejaba un estilo de escritura dirigido no solo a especialistas como lo hizo

Euclides. Su escritura es clara y omite algunos pasajes que considera evidentes.

Arquimedes realizd también importantes descubrimientos e invenciones en el campo de la mecanica y la astronomia. En la
mecanica, uno de sus principales inventos fue la coclea o *“tornillo sin fin", que permite elevar agua sin dificultad. Otros

mventos son el drgano hidraulico y la gran nave de Hieron, entre otros.

Entre sus descubrimientos en la fisica, se encuentra el famoso Principio de Arquimedes: *Todo cuerpo sumergido en un
liquido, recibe un impulso hacia arriba equivalente al peso del liquido desalojado". También se destaca su trabajo del
equilibrio de los planos, en el que emplea el concepto de centro de gravedad. Ambos descubrimientos son demostrados

rigurosamente en sus libros: Sobre el equilibrio de los planos, De los cuerpos Flotantes.

Entre los resultados obtenidos por Arquimedes en el campo de la astronomia, se encuentra el método que utilizd para
medir el diametro del sol y su relacion con el diametro de la Luna, ademas previd para tiempos no muy largos los eclipses
de Soly de Luna. También demostré su originalidad y creatividad en el campo militar, principalmente en la construccion

de armas que permitieron la defensa de Siracusa de los ataques romanos durante ocho meses.

Arquimedes muere en el afio de 212 A.C. en manos de un soldado romano, cuando Siracusa es tomado por el consul
Marcelo del Imperio Romano, este le rinde honores fimebres.

El método de exhausion
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Este método consiste en considerar determinada magnitud de una figura, como el limite de las magnitudes
correspondientes de figuras inscritas y circunscritas en ella, las cuales aproximan arbitrariamente la figura original.

Arquimedes establece que, por medio de este método, se logra descubrir las propiedades buscadas, demostrandolas
rigurosamente por medio de la reduccion al absurdo. Asi, para demostrar que dos magnitudes A y B son iguales, ¢l

supone que A es mayor o menor que B, considerando cada caso por separado:

En el caso que A es mayor que B, utiliza la idea del método de exhausién para

hallar una sucesién T, con las siguientes caracteristicas: no posee ultimo término,
todos los términos de la sucesién son menores que las magnitudes A v B, v los
términos de la sucesidn tienden haecia la magnitud mayor A. Al hallar esta sucesion,
Arquimedes llega a una contradiecién, pues por la tltima propiedad existe un elemento
de la sucesién T, cuya diferencia con A es menor que D = A — B, por lo que T,

seria mayor que B v esto contradice la segunda caracteristica de la sucesion.

Este esquema de demostraccion es el que Arquimedes utiliza para darle rigor a sus teoremas, y ademas respeta el
principio de la geometria abstracta de que ningun problema del infinito puede ser reducido a lo finito. Se observa entonces
como el método utilizado por Arquimedes supone la existencia del infinito, aunque sin mencionarlo directamente,
alejandose de la mnvestigacion infitesimal. El parrafo del libro *Arquimedes Protagonistas de la Civilizacion" aclara la

relacion del concepto de infinito y el método de exhausion:

"..., los antiguos se valen solo para afirmar que se puede inscribir en el circulo un poligono cuya diferencia del
propio circulo sea mas pequena que cualquiera otra magnitud establecida. Desde este punto en adelante el resto
de la demostracion se convierte en una reduccion al absurdo de la tesis contraria, reduccion que podria evitarse
introducciendo precisamente el concepto de limite, pero no hubo modo de introducirlo, porque todavia contenia
demasiados equivocos para los matematicos de la época. Procedian estos de manera mas rigida que los
modernos, porque para cada caso se hacia necesaria una demostraccion especial, lo que aumentaba en mucho la
dificultad de sus investigaciones. El método de exhausion disminuye en parte esas dificultades, y tiene el mérito de
haber legitimado los resultados de las primeras investigaciones infinitesimales cuando todavia era imperfecta la

critica de los conceptos fundamentales que las inspiraron.”

De esta forma, Arquimedes ntroduce los procedimientos que seran, varios siglos después, la base del calculo diferencial.

Como se mencion6 en el apartado anterior, la metodologia de nvestigacion de Arquimedes consistia en dos fases, una
fase mtuitiva donde empleaba consideraciones mecanicas y su método mtuitivo; y una fase rigurosa en la cual empleaba
consideraciones de tipo infinitesimal y su método de exhausion. En su libro Del método relativo a los Teoremas
mecanicos, explica los procedimientos a los que se ajustaba en la fase intuitiva y se lo envia a Eratdsteles, docto de
Alejandria, con el fin de hacerlo ptblico. Este libro va acompanado con una carta, en la cual se sefiala la importancia de
sumétodo, pese a que no se cuenta con demostraciones verdaderas, y concluye la carta sefialando:

“Estoy convencido de que aportard una utilidad nada pequena a las
matemdticas; en efecto, confio en que algunos de los matemdticos
actuales o del futuro, habiéndoles demostrado mi método, encontrardn
otros teoremas no imaginados todavia por nosoctros.”



Por otro lado, el método de exhausion le permitid a Arquimedes establecer la rigidez tradicional exigida por los griegos a
sus descubrimientos intuitivos. Precisamente el método de exhausion no permite hallar nuevas verdades, es decir carece
de valor heuristico, por lo que Arquimedes lo utilizaba para dar rigor a los resultados obtenidos por la via intuitiva.

Lastimosamente el libro Del método relativo a los Teoremas mecdanicos, cae en el olvido por los griegos. Incluso en el
renacimiento, los cientificos mas conocedores de la obra de Arquimedes, como Galileo, no conocian la existencia de ese
libro. Para ellos, la metodologia empleada por este tenia una via secreta. Este libro se da a conocer hasta 1907, cuando el
matematico Heiberg, luego de copiar y examinar el escrito original junto con otros textos de Arquimedes que hall6 en la
Biblioteca del Monasterio del Santo Sepulcro en Jerusalem, ubicada en Constantinopla, anuncia su descubrimento bajo el
titulo Un nuevo libro de Arquimedes.

El método de exhausion como base para ciertas construcciones

Arquimedes utilizo el método de exhausion para hallar aproximaciones del niimero 7, logrando determmar que
34+10/71 < m<3+41/7. Para desarrollar este método primero inscribio un hexdgono regular en una

circunferencia; posteriormente halld el punto medio de cada uno de los arcos formados por los lados del hexagono, y
finalmente traz6 los segmentos que unen cada uno de esos puntos medios con los vértices del lado correspondiente,
formando asi un dodecagono. De esta forma, duplicando sucesivamente el nimero de lados, llegd hasta un poligono de
96 lados. Un proceso similar desarrolld con poligonos circunscritos. Designando con I, y O, los perimetros de los

poligonos regulares inscritos y circunscritos respectivamente, Arquimedes llego a la conclusion de que

20,1, L
Czn = m.‘ Ii.’n = Cl‘n . I‘n-' (])

Arquimedes considera el circulo como un poligono regular de un niimero infinito de lados, en el que la apotema se va
convirtiendo en el radio. Esta consideracion hace que se pueda justificar facilmente la formula para el area de un circulo

: : : . : C
de radio T a partir de la expresion para el area de un poligono regular. En efecto, por definicion se tiene que T — o

donde €' es el perimetro del circulo, asi que €' = 2mr. Asumiendo que la formula del area de un poligono regular es
valida para el circulo, se tendria:

perimetro - apotema  27r .7 2
A= = = 7re.

2 2

En este trabajo, se utilizara la metodologia propuesta por Arquimedes, proponiendo con base en la intuicion una sucesion
numérica A, que representa el area de un poligono regular de 2™ lados, inscrito en un circulo de radio r = 1. El

teorema de Weierstrass de analisis real se encarga del paso al limite, dando rigor a las definiciones nvolucradas.



Aspectos prelimilinares

* Comentarios sobre poligonos regulares
e Densidad de los Diadicos

e Un poco de intuicidon

Comentarios sobre poligonos regulares

Considere un poligono regular de 7 lados inscrito en un circulo dado de centro O. El centro de dicho circulo es llamado
también centro del poligono. Un angulo central del poligono es un angulo central del ciculo, determinado por dos vértices
consecutivos del poligono. Por congruencia de tridngulos, todos los angulos centrales son congruentes, y por lo tanto

cada uno mide %’ radianes.

Considere un lado del poligono, denotado por AB , y trace el rayo que parte del centro O y pasa por el punto medio
de ese lado. Dicho rayo interseca a la circunferencia en un punto £ (ver figura 1.a).

C
ST '

Figura 1.a Figural.b

Por el cirterio lal, se tiene que los tridngulos OB E y OAE son congruentes, y en particular AE = BE. Dado

otro lado cualquiera del poligono ( C'IJ en la figura 1.b), como los angulos centrales tienen la misma medida, entonces
por el mismo criterio se obtiene que AEF = BE = CF = DF.
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De esta forma se construye un poligono regular de 2mn lados. Repitiendo el proceso indefinidamente, se construye una
sucesion de poligonos regulares inscritos en el circulo, cada uno de los cuales tiene el doble de lados que el anterior. En
adelante, estos poligonos se denominaran poligonos de Arquimedes, y al método para construirlos se le llamara
método de exhausion. En la construccion a presentar, se comenzara con un cuadrado en vez de un hexagono regular,
obteniendo sucesivamente poligonos de 2™ lados, para cada numero natural 72. Para la construccion es importante
recordar la densidad de los diddicos.

Densidad de los Diadicos

Es conocido que dado un entero b = 2, para todo niimero real positivo  existe una expansion de x en base b, de la

forma ag,a;az...,donde ag = [z], ypara m = 1 se tiene que a, € {0,1,...,b— 1}, esto es:

[ i
T=ap+—+

5 bz-l—....

Mas precisamente se tiene, para cada n € I :

a e} 1
O F T <<t D2

Gty pm b g

En lo que sigue se tomarda b = 2. En tal caso se habla de expansiones binarias. Ademas, para cada 1 = 1 se tiene

an € {0,1}. Para detalles sobre este tema, consultar [4].

Dado x > 0, con expansion binaria ag, a1, @z, ..., se definen las sucesiones (pn) y (on) ast:

+ 24t o
= —_— - -— Onp — —
Por lo anterior, para cada n. € [ se tiene:

Pn=I <o,

Note que (pn) es creciente, dado que @, = 0 para cada n, yademas (pr) convergea .

De igual forma, la sucesion (o, ) resulta decreciente, debido a que
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1 any1+ 1 2
Un+1=pn+1+ﬁ=pn+;?£pn—l—2n+l = 0n, ¥n € N.

También es claro que (o) convergea .

Se define el conjunto de los Diddicos como

k
D:{E:nEN,kEE}.

a Q, k
Cada g, pertenece al conjunto ID. En efecto, p, = ag + El + ...+ ; = E’ donde

k=ag2"+a: 2" +... +a,_12+ a,

Eso demuestra que todo T = 0 se puede aproximar arbitrariamente por elementos del conjunto II.

Mejor atn, existen sucesiones (pn) y (ow), cuyos elementos pertenecen todos a 1D, la primera creciente y la segunda

decreciente, tales que P — Ty 0n = pn + — — . Si T < 0, se puede aplicar lo anterior a —x, para obtener

211.
el mismo resultado. Lo anterior se resume en el siguiente teorema.
Teorema 1 El conjunto I es denso en R. Mds precisamente, para todo x € R existen dos sucesiones de

diddicos (pn) y (On), la primera creciente y la segunda decreciente, tales que pn < T < Oy, para cada n,y

r= lim p, = lim o,.
n—o0 TL—+20
Un poco de intuicion

A continuacion utilizaremos algunas de las formulas basicas de poligonos, con el fin de encontrar una manera de construir
las funciones seno y coseno.

Consideremos un poligono regular de 2" lados, inscrito en un circulo de radio 1. Este poligono se divide en 2™

T

tridngulos, formados al trazar todos los radios a los vértices del poligono, y sus angulos centrales miden = radianes.

En la figura 2 se muestra un lado PQ del poligono y el triangulo que forma.



P Q %
; N \
R : Sn\\ \
: \\ an
. R\
E < An
O Q
Figura 2 Figura 3

Se observa que el triangulo PO es isosceles debido a que dos de sus lados son radios del circulo, por lo tanto al

a

trazar la altura del tridngulo que pasa por O, esta biseca al ZPO). Asise obtiene que mZPOR = on

Ademas, se nota que

ar PR T RO
Y- _ppg (—):—:R{)
sen (zn) PO » o “%\3m) T PO

Notese que entonces, sen (zln) es la mitad de la medida del lado del poligono de 2™ lados, y cos (z'in) es la apotema
del mismo poligono. Esta es la base intuitiva de la construccion que desarrollaremos.

En adelante denotaremos con H,; a un poligono de Arquimedes de 2™ lados, inscrito en un circulo de radio 1. La

medida de sus lados se denota por @, suapotema por C,y se define 8, como la mitad de la medida de su lado, es

decir 8, = —. Note que el semiperimetro es 2" 3,.

2

En la figura 3 se muestra uno de los lados del poligono H, y su relacion con uno de los lados del poligono Hpq1.

Como el triangulo OP) es isosceles, entonces PE = H{J) = s,,. Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo
OFPR se obtiene

de donde se obtienen las identidades:



e, =+/1— 82, g8, =+ 1—c.

Estudio de las sucesiones s,y c,

e Definicion recursiva de las sucesiones
e Flcaso del cuadrado
e Resumen de lo que se tiene.

* Algunos limites
e [dentidades para recordar

Definicion recursiva de las sucesiones

Consideremos ahora el triangulo rectangulo JE.S de la figura 3; las medidas de sus lados son:

LR = s, S5 = ant1 Yy BES=1—r,.

Aplicando el teorema de Pitagoras de nuevo se obtiene:

ﬂ.i_,_l:siﬂ—{l—cnjlz:siﬁ—l—ﬂcnﬂ—cizﬂ{l—cn].

Por lo tanto

De o anterior se sigue que:

f 1—rcn, {1+ en
_ 2 _ —
Cn+l — 1—.5’“_1_1— 1— 5 = 5 .

Esto nos da la formula de recurrencia para las apotemas de los poligonos de Arquimedes. Se tiene entonces:

@)
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1 + o 1-— Cn
Cn+1 = D) 3 Snt+l1 = D) .

Aunque no se utilizara, esto implica una férmula de recurrencia para los s, :

7 l—e, 1

- —= L—Jl—z).
=55 o

El caso del cuadrado

Considere el caso particular 7 = 2. Entonces €3 es la apotema de un cuadrado inscrito en un circulo de radio 1, que

es igual a la mitad de la medida del lado 83z, es decir £; = &3; véase la figura 4:

El triangulo OP) es rectangulo isosceles de hipotenusa 1, por lo tanto aplicando el teorema de Pitagoras se obtiene

3 = 83 = E Aunque geométricamente no tiene sentido hablar de €1 y 81 (pues no hay poligonos de 2! lados),

se puede hallar una definicion de estos de manera que las formulas de recurrencia sean validas con . = 1:
T +e; - 1\2 1+4¢ - 0
C = E— = C‘ =
2 2 "‘“@ 2 1 7

y luego 8 = \/1_7(:% — 1- Se define entonces e :=0Y s,:=1-




Resumen de lo que se tiene.

Para un poligono de 2™ lados inscrito en un circulo de radio 1, su apotema ¢, estd definida recursivamente de la

siguiente forma:

a=0, ci1= \/ H_E_ER (3)

La medida de la mitad de su lado se denota por 3., y esta definida en términos de la apotema por:

8, =+/1—c2.

A continuacion se estudian algunos limites importantes asociados con estas sucesiones.

Algunos limites

Lema 1 La sucesion [C“}nEN definida recursivamente por (3), es creciente y converge a 1.

Prueba
Se demostrara por induccion que para cada . € I se tiene : €, < €py1 < 1.

1
Para empezar se tiene £ =0 < ¢z = —= < 1. Elpaso inductivo se sigue de las siguientes implicaciones:

V2

l4car  lde, 141
fony _lden 141

_ 1 1
Cn—1 < Cnp < = 5 5 5
14,1 J1+%
—_— 1
\/ 5 < 5 <
= Cn < Cnt1 < L

Por el teorema de Weierstrass se sigue que (cr) es convergente, y denotando por ] su limite se tiene:
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: , 1+e,  [1+41
= lim e = Jim /5 =55

Finalmente, resolviendo esta ecuacion se obtiene I = 1. Esto demuestra que efectivamente

lim e, = 1. O
T—H20

Lo anterior calza con nuestra intuicion ya que la medida de la apotema del poligono inscrito en un circulo de radio 1 esta
siempre entre 0y 1; conforme se duplica la cantidad de lados, la apotema tiende a la medida del radio, que en este caso

es r=1.

Notese que 8, = /1 — €2, ypor lo tanto se obtiene como corolario el siguiente lema.

Lema 2 La sucesion (8n) es una sucesion decreciente, y converge a 0.

Identidades para recordar
Ya se ha mencionado la identidad pitagorica:

s24+ec2=1,VneEN.

Note ademas que:

T T S
— T 2 y )

£t
I
4 ta

Similarmente se tiene

8p_1 = 28,Cp. (6)

El nimero T y el area del circulo.

e Areadel poligono de Arquimedes
* Perimetro de los poligonos de Arquimedes

e Convergencia de las sucesiones Fy, v &n
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e Una definicion de 1T
e Area y perimetro del circulo de radio r

Area del poligono de Arquimedes
Utilizando la formula del rea del poligono:

A, =semiperimetro - apotema,

se obtiene el drea A,, delpoligono H,,, dado que susemiperimetro es 2" . s, yla apotema es ¢,

A, =250,

Utilizando la formula (6) se obtiene

Aﬂ — Ensncﬂ — 211_1311—11

y de esto se deduce que

™ Aﬂ'
Anpr =2 Sn = (7)

T

Como ¢, < 1, la identidad (7) demuestra que A,, < A,,4, para cada n € N. En otras palabras, la sucesion (An)

es estrictamente creciente.

Perimetro de los poligonos de Arquimedes

Para cada poligono (inscrito) de Arquimedes H,;, se forma un poligono circunscrito J;, que se obtiene al trazar las
tangentes al circulo en cada vértice de H,,. Estas tangentes se intersecan en ciertos puntos que forman los vértices de

J. . Elsegmento que une cada vértice de J;; con el centro, biseca al lado correspondiente de H,, .
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Considere un lado del poligono circunscrito, denotado por PJ. En la figura 5 se tiene que los tridngulos OAE y
OP A son semejantes, ya que sus angulos correspondientes son congruentes.

Entonces

AP AP EA s,

AP 1 ~ A0 EO ¢’

fn

y entonces el lado del poligono 7 mide 2s,, . El perimetro del poligono inscrito es

P, =2" .25, =2.2"s, =241,

mientras que el perimetro del poligono circunscrito es

Qu=on. 9% B _24wn
" Cn  Cn Cn
P.
.. \'\
— ) ___ \\\
X
K \\. \\
- ™
i 3
L
0
Figura 5
Notese que
20, Py, 20 P 2P,  24np1 24,4

Qﬂ+Pﬂ:Qﬂ+QﬂC‘ﬂ:1+CTE_ C.i_|_1 - CTE-l-l :Q“+1?



y similarmente

24, f A,
V&ny1 B = \/ 2. 24,411 =24/ Ao T 24,42 = P,pa.
Crt1 Crnt1

Tomando Izn = F,, Tn = J,,, estas identidades son las obtenidas por Arquimedes (ver (1)).

Convergencia de las sucesiones F, y {J,

Dado que (Ar) es creciente entonces la sucesion (P, ) también lo es. En efecto,

B, = EA;-H_]_ > 24, = P,_1.

Por otro lado, de (7) se sique que:

Qn _ 24nn/cn  Anp oy CnpiAngn Gog1 Catl _l+en

nt1 - 2An-|—2;'([1n+l B An-|—2 Cn - An+2 Cn Cn 2e,

Como t, < 1,setiene 1+ ¢, > 2¢,, de donde

@n _ 1t
Znt1 2e,

> 1.

Esto demuestra que la sucesion (Qn) s decreciente.

F

Ademas, como ¢, < 1 se tiene que &, = i = F,, acorde con la intuicion (el perimetro del poligono circunscrito

es mayor que el del poligono inscrito).

Por lo tanto, las sucesiones (Py) y (&) estinacotadas, pues para cada m se tiene:

Pl{Pn{Qn{Ql
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Por el teorema de Weierstrass, las sucesiones y son convergentes, y como ademas B,y
) - (@ "
t, — 1, se tiene que:
lim F, = lim ,. (8)
T—00 TL—+30

Una definicion de

El nimero 7 se define como el cociente del perimetro de un circulo y su diametro. Este es el punto de partida para
establecer una definicion rigurosa de este niimero.

Segun nuestra definicion intuitiva de 7r, si se denota el perimetro del circulo con ' (recuerde que el diametro es 2), se
obtiene:

F C —_— =< — — —_—
< {Q“:}’Q{Q{ 2:’2{11'{ 5
y tomando en cuenta la identidad (8), se debe definir:
T = lim E: lim A,..
TL—30 2 T—+00

Lo anterior completa el analisis intuitivo que fundamenta la siguiente definicion.

Definicion: Se define
7= lim 2"s,c, = lm 2"¢c, /1 —c2,
—i0 TE—HD0

™

donde ¢, esta definida recursivamente por (3).

Notese que

m= lim A, = lim A,y; = lim 2"s,.
TL—00 T—00 T—00

Ahora que ya se ha definido 1T, es importante notar que el area del poligono circunscrito es:
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El area del circulo, que denotaremos por A, debe satisfacer:

A,
< [ —
A, <A < z

ycomo ., A, , se debe tener:

A.= lim A, =,

T—00

como era de esperarse.
Lo anterior demuestra que:

1. Elnumero T es el limite del conciente entre el perimetro F,, y el diametro d = 2.

2. Elnamero T es el limite del area A, del poligono de Arquimedes, de 2™ lados.

Area y perimetro del circulo de radio r

Considere un poligono regular de 2™ lados, inscrito en un circulo de radio r. Al aplicar el teorema de Pitdgoras se
obtiene la relacion entre la apotema €, del poligono y la midad de la medida de sulado &, :

2 a2 _ .2 = _ . /2
s. +¢c. =1",dedonde 8, =4/r? — 2.

Aligual que con ¢,,, se obtiene la formula de recurrencia para ¢ _:

Siguendo el mismo procedimiento descrito en la seccion 4.2, se obtiene un poligono circunscrito al circulo de radio r
cuyo lado mide:
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¥
Pl

Se puede demostrar por induccion que:

:CTE]

- |;P}
< 3

Entonces:

Ime, =limr.c,=r lim e, =
TL—C0 00

n—o0

Se denotan con ﬁn y @n los perimetros del poligono inscrito y circunscrito respectivamente, entonces:

=9".25, =27 r.5, =24 ., =P,

vy

-

g 9
%zTQé¥m~%=T%“=@w
Cn e Cn

- o~

Por (8), las sucesiones (P,)y () sonconvergentes y ademas:

]j_mﬁn: lim hn:frr

T—0 T—0

Note que el perimetro del circulo C debe cumplir:

P.<C < Qn,

y tomando el limite se obtiene la conocida formula del perimetro del circulo de radio 7 :

C = lim ﬁn = lim 2rA,q =277,
Te—+20

n—o0
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En particular, para cualquier circulo de radio r, el cociente de su perimetro y su didmetro es constante:

¥
Il
=

Por otro lado, denotando con ;in el area del poligono inscrito se obtiene:

b

iy L a1.
A, = —5
y el area del circunscrito es:
An
Cn
Note que:
- A
lim An. = .-.._n
n—C0 n—oo ¢

Se concluye entonces que el area del circulo de radio y es g2, y su perimetro es Py .

Construccion de las funciones trigonométricas

La intuicion de la seccion 3, junto con las sucesiones definidas en el mismo, permiten establecer una definicion rigurosa de

las funciones trigonométricas. La idea es definir primero sen (21,_) y €08 (21,_) usando las sucesiones ¢, y 8,; luego se

definen estas funciones por induccion en cada punto de la forma ‘;‘—E, con k € Z. Finalmente se realiza el paso a todo

IR usando densidad.



Para simplificar la presentacion, se construiran primero funciones 'y S y al final se define

I I

sen(z) =S (—) , cos(r)=C (—) :

iy i

e Construccion de las funciones Sy ' en el conjunto D
o Definicion recursiva de Cp, v S,

o Definicionde 'y S.en DI
o Extensionde 'y S atodo II

e Propiedades de las funciones Sy C en D
o Intervalos de monotonia

o Algunas identidades y desigualdades importantes

e Elpasoa R
o Continuidad secuencial

Identidadesde Sy Cen R
Desigualdades importantes de Sy ' en R
Continuidadde Sy C'en R

Intervalos de Monotoniade Sy ' en
Intervalos de Concavidad de Sy €' en R
Graficas de las funciones Sy €' en .

O O o o o o

e [as funciones Seno v Coseno

Construccion de las funciones Sy C en el conjunto I

1
Sea Iy = {2_“ meE N}. Se definen las funciones ' : Iy — Ry S: I — IR, de la siguiente manera:

CF) =cnn  S(E)=sm

De acuerdo con las propiedades de las sucesiones obtenidas anteriormente, se deducen algunas identidades:

1. Dado que Si —|—ci =1 se tiene (2 [:2%) + 52 (zi,,) =1, es decir

2 (z)+ 52 (z) =1, para = € Ds.

2. Similarmente se tiene (2 (zin) — 52 (i) =C ( L ), debido a que ci — 8

= an—1 n

r € 1] se tiene:

2 — ¢ _;. Esto es, para
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C? (z)— 8% (z) = C(2z).

3. Laigualdad s,,—; = 2s,c, seconvierteen S (7] =2 S (55 - C (5=, es decir

S(2z)=2. S(z) C(2z), para z € Dy.

Se intentara definir iﬂ S iﬂ or induccion sobre k. Lo mas conveniente seria:
an) Y 2=/ P

() = O(&)0 (%) -S(&)s(2),
S() = S(A)0(F)+0(&)S(E),  vE=012..

Esta definicion sin embargo requiere de ciertos cuidados. Por ejemplo, cuando p — 5 — 9, volvemos a definir (;) ,
2

que ya se habia definido con £ = mn = 1. En general, en el paso 7, se redefinen todos los valores que se habian
definido en el paso 1 — 1. Debemos entonces verificar que la nueva definicion coincide con la anterior, en cada paso.

Para evitar problemas de notacion en este sentido, es mejor adoptar el siguiente enfoque:

Definimos primero, para cada 1, funciones £, y S;, de acuerdo con la definicion recursiva que se tiene, en el conjunto

k
D,={—:keN}.
= {airen)

Luego se verificara que para cada n, 7, extendea ,_1,y S, extiendea §,,_1.

Finalmente se definiran 'y S5 en el conjunto

pt = | | D,

nel

como la "unidon" de estas funciones.

e Definicién recursiva de Cf, v Sy

 Definicionde €'y S_en Dt
* Extensionde 'y S _atodo I
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Definicion recursivade C, y S,

Se parte de la definicion recursiva que se hizo de ' {zin) y S (2%,) . Se definen para m fijo:

ypara kE=0,1,... se define:

Co(5) = Cu(d)en —5a(&)m
S.(52) = S.(&)ent G ()

Note que O (i):cﬂ y Sn(zin):sn, tomando k£ ={@. En particular C’l(l

S]_ (%) = 8 = 1.
Teorema 2 Las funciones , y S, satisfacen:
1. Para z €Dy : C2 (z) + S2(z) =1

2. Para z,y € Dy
Cn(z+Y) = Cn(2)Cn (¥) = Sn(2) Sn(v),
Sn(2+Y) = 5a(2)Cn(¥) +Cn(z)Sn ()

3. Siademas T = Y se tiene
Cn(z—y) = Ca(2)Cn(y) + Sn(z) Sn(y),

Sn(z—y) = Sa(2)Cn(y) — Cn(z)Sn(y)

Prueba
1. La demostracion de la identidad pitagdrica se deja como ejercicio.

3

2. Con Y = 3, se procede por induccion sobre j. Para j = 0 las igualdades son evidentes. En el paso inductivo,

k

se asume que son validas para j, y se demuestran para j + 1 (donde x = 55 estd fijo). Para hacer eso, se

zﬂ



aplica primero la definicion:

El primer término a la derecha es, por hipotesis de induccion:

G (52) 0 = G (4) o () = 50 (8) 52 ()] e

mientras que el segundo es

5o () o0 =[50 () 0 () € () 5 (3

Alrestar y reagrupar estos términos se obtiene:

e (422) = (3 [on () =51 (4)

Esto demuestra la primera formula para j + 1, y para la segunda se procede similarmente.

3. Como x = v, aplicamos las identidades de la parte 2, con = — 4 envezde x. Se obtiene
Cn(2=Y)Cn(y) —Sn(z—y)Sa(y) = Cn(z)
Sn(z—Y)Cn ) +Cn(z—y)Sn(y) =Sulz).

Este es un sistema lineal en las variable C,, (z —y), Sp (z — y), cuya matrizes

(38 2)

Alresolver este sistema se obtienen las identidades deseadas. []

Tomando y = x en la identidad 2 se obtiene el siguiente corolario.



Corolario 1 Para x € D7 setiene C (2z) = C? (z) — §% (z), §(2z) = 25 (z)C (z)-
Lema 3 Para cada n, C,, es una extensionde Cn—1y Sy es una extension de Sp—1.

Prueba

Note que C,(0) = Cr—1(0),y Sn(0) = S,—1(0). Ademas, por el corolario anterior se tiene

Cn (1) = €& — 62 = ey = Gy (521),

y similarmente S, ( 1 ) =S, ( 1 ) . Se debe demostrar que

an—1 an—1
Ca () =Cnra (555), S () =5am1 ()

para todo j. Se aplicara induccion sobre 5. Asumiendo que esto se cumple para cierto j, se tiene:

Cn (#22) = Gn () n () - 5 () 50 (5

= Cn—1 (2,3—_1) Crn—1 (5o1) — S (2,3—_1) Sn-1 (5=7)

i+1
e (55).

Se ha usado aqui el teorema 2, y la hipdtesis de induccion. Para S, se procede de manera similar. []

Definicionde C'y S en DT

Se definen ahora las finciones C'y S enelconjunto I de la siguiente manera. Si z = zin € D, se define

El lema anterior demuestra que esta definicion no es ambigua, pues si T = zin = 2%, entonces una de las funciones

Crn 0 O, extiende a la otra, y consecuentemente C, (z) = Cn, (z). Note que en particular ' (%) =0,
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Ahora, dados x,y € DT, se tiene = € Dy, 1y € ., y Se puede suponer que 7@ = 1. Entonces ambos I,y

pertenecena I, y por el teorema 2:

Cz[m] + Sz[m] = Ci[:-:] + Si[:-:] =1.

De manera similar se demuestran las propiedasdes 2 y 3 del teorema ) para T,y € D7 . Enresumen se tiene:

Teorema 3 Las funciones C'y S que acabamos de definir en It satisfacen:

1. Paracada z € DV : C%(z) + S%(z) =1
2. Para z,y € D" : C(z +y) = C(z)C(y) — S(z)S(y), S(z+v)=5(z)Cy)+ S(v)C(z).

3. Siademis z 2y : C(x —y) = C(z)C(y) + S(z)S(y), S(zr—vy)=S(z)Cly)— S(y)C(z)

Extensionde 'y S a todo D

Vamos a definir ahora C'y S en

D" ={zeD:z <0},

de manera que las identidades del teorema 3 sean validas en todo IJ. Debera tenerse en particular

C(—z)=C(0—2)=C(0)C(z)—S(0)S(z) =C (),

y similarmente § (—z) debe ser _ g (z)- Esto nos deja con la siguiente definicion. Para 5 £ [~ se define

Es decirr, la funcion (7 se define en [J— de manera que sea par, mientras que § se define de manera que sea impar.

Propiedades de las funciones S'y ' en II
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La definicionde Sy €' en II™ dada en la seccion anterior, es necesaria si queremos que se cumpla el teorema 3 para
todo z,y € ID. Sin embargo, debemos demostrar que es suficiente. Por ejemplo, si r € DT, y € D™ se sigue que

—y € Dt. Consideramos dos casos:

* Si xr = —y entonces

Clz+y) =Clz—(~y)) =C(2)C(~y)+S(2) S(~y) = C(2) C(y) - S (2) S (v),

donde hemos usado la propiedad 3 del teorema 3.

* Si r < —y tenemos

Cle+y) =C(-v-2)=0C(-y)C(2) +S(-v) S(z) =C(2)C (v) - S(z) S () -

Para § se procede de manera similar, y el caso en que ambos x,1y son negativos es mas sencillo.

Teorema 4 Las funciones 'y S que acabamos de definir en I satisfacen:

1. Paracada x € I : C%(z) + S%(z) =1

2. Parn z,y e D: C(z +y) = C(z)C(v) — S(z)S(y), S(z+v)=>5(z)C(y)+ S(v)C(z)-

Corolario 2 Para x,y € D se tiene

C(2z)=C%(z)— S*(z), S(2z)=25(z)C (z).

Notese que en particular

C)=0*(3)-5"(3)=-1, s)=25(3)C(3) =0

A continuacion se demuestran algunas propiedades que el lector posiblemente conoce de su intuicion geométrica.

Teorema S Para x,y € D se tiene:

L C(3+2)==8(z), S(3+2)=Cla)
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3. C(z4+1)=-C(z), S(zr+1)=-5(z),

4. Las funciones C'y S son periodicas de periodo 2 en el conjunto 1.
Prueba

Las partes 1, 2 y 3 son consecuencias directas del teorema anterior. Para demostrar 4 usamos 3:

C(r+2)=C((z+1)+1)=-C(z+1)=C(x),

y similarmente con la funcion S. [

e Intervalos de monotonia
* Algunas identidades y desigualdades importantes

Intervalos de monotonia

En general, cuando se quiere extender una funcion de un conjunto denso a todo IR, es necesario que esta cumplan ciertas

propiedades, como que sea continua o mondtona. En la presente seccion demostraremos que las funciones 'y S son

1

monotonas en [l‘.]1 5] , ¥ luego demostraremos que son continuas en el origen. Las propiedades demostradas arriba, nos

ayudaran a deducir las correspondientes en el paso al limite. El resultado siguiente es de gran ayuda.

Lema 4 Una funcion f: DN [ﬂ, %] — IR es creciente si y solo si satisface lo siguiente:

f(#)<s(8), pmz=gepnloi]. ©)

Ademads, | es estrictamente creciente si y solo si cumple (9), con desigualdad estricta.

Prueba

1

Es claro que si f es creciente en I N [ﬂ, 5] , entonces saisface la propiedad (9). Reciprocamente, si f satisface (9),

se toman z,y € DN [l‘.]1 %] . Existen n,m tales que z €D, y v € ID,,;. Se puede asumir que 1 = 17, en cuyo

caso I, € ID,,. Se tiene entonces que T = Lf;n, Yy = zin Si x < vy, entonces se tiene j < k, y luego
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La segunda parte se demuestra de manera casi idéntica, cambiando < por <. []

Ahora recuerde que la sucesion (cr,) es creciente, y que (sr) es decreciente. Se usara esto, y el lema anterior para
demostrar que las funciones 'y S son monotonas en [l'.], 2] M I, la primera decreciente y la segunda creciente. Para

eso se demostrara por induccion que para cada n € I se tiene:

c(E)>c(BL), s(&)<s(El), ve=0,...,27" -1 (10)

Para p, —  se debe mostrar que (> (0)>C (%) Yy 8(0)< S (%) , lo cual es evidente.

Asumiendo que (10) es valida para m, se demostrara para m + 1. Note que la hipdtesis de induccion implica en

particular que

0=50)<S(£), C(£)>C(})=0,para k€ {0,...,277"}.
Sea L € {ﬂj e 2“} Si k es impar, se tiene k = 25 + 1 para algin 5, y entonces
©(se) =0 () v (380 e = () o= () o
Como Cpy1 > Cp y Spg1 < 8, S€ sigue que
C () >C (%) en—S(&)sm=C(F) =C ().
Si k es par, se tiene k = 2j para algin §, y entonces

G(%):C(%):C(%) %4—1—5( )Sn+1{i?( )cn+1

Como c,41 < 1 se tiene
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En ambos casos se obtiene la desigualdad deseada para la funcion . Para S se procede de manera similar. Se ha
demostrado que (10) se cumple para cada n & . Por el lema 4 se obtiene que ' es decreciente estrictamente en

cada yn [(]1 %] , mientras que g es estrictamente creciente en el mismo conjunto. En resumen:

Teorema 6 En [l'.], %] M I la funcion C es estrictamente decreciente, mientras que la funcion § es

estrictamente creciente. En particular se tiene 1 > C(z) >0y 0 < S(z) <1 para x €DN ]ﬂ, %[

Ahora recuerde que por el teorema 5 se tiene

C(3+z)=-S(x), S(3+2)=C(a).

Cuando o, recorre Ty N [,:]1 %] x4 % recorre Ty M [%1 1] . Como (7 decrece en Ty [,:]1 %] , S€ sigue que g (z)

lo hace en Ty n [%1 1] . Por otro lado, como g crece en Ty n [,:]1 %], se sigue que ¢ (z) decrece en Ty [%1 1] .
Las identidades

S(l4+z)=-S(z), C(l4+z)=-C(x)

se pueden usar de la misma forma para deducir el comportamiento en el conjunto TJ 1,2]- Finalmente, por ser estas

funciones periddicas de periodo 2, el comportamiento en todo I} queda determinado por este teorema via traslaciones.
Por ejemplo, la funcion ¢ es estrictamente creciente en TJ M [7,8] dado que ¢ (z—6)=C{(x), ¥

r—6eDn[l2]para z € DN [T7,8]
Teorema 7 Para cada entero n, la funcion C' es estrictam

ente decreciente en DM [2n,2n+ 1] y estrictamente creciente en DN [2n — 1,2n|. La funciéon S es

estrictamente creciente en T M [En — %, 2n + %] , y estrictamente decreciente en D M [En + %, 2n + %] .

Algunas identidades y desigualdades importantes

Recordemos que (2™s;) es una sucesion creciente que converge a T, y por lo tanto debe tenerse en particular

s, < i, ademas es claro que —1 < 2™3,,, asi
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—mzr < S(r) <mr, para r = o

Esta desigualdad se sigue por induccion para todo . En efecto, si k Jear , se sigue que
reDt S om < o

k+1 k k kw (k4 1)
S —s(Z o FY, B0 T _ T T
(zn) @J*ﬁ'(ﬁ)%—wﬁén om0

donde usamos que . para cada LY la hipotesis de induccion. Ademas, si — kit s ( k ) como

< — <
r) <1 reD on

k , Se tiene
%glyﬁ(ﬁ)g—l

y por lo tanto

k41 k k (k+1)m
S =s(— Cf—=) s>t

Asi, se obtiene el siguiente lema.

Lema 5 La funcion S satisface —wz < S (z) < 7z, paracada z € DT.

Como S es una funcion impar, la desigualdad se puede extender a ID. En efecto, si = € D™, por el lema anterior

mr < §(—z) < —mz, por lo tanto

Sea ha demostrado el teorema siguiente.

Teorema 8 Para x € I, se tiene que |S (z)| < m|z|.

A continuacion se presentan unas igualdades y desigualdades importantes para nuestros propositos.



Teorema 9 Para x,y € D se tiene

03
&
I
0
=
Il
)
o
T
=
02|+
=
S
o
T
=
b |
B
M

Prueba

Note que xzx-é—y_i_r;y’ y:x;—y_ Ty

teorema 5 se obtiene el resultado para la funcion §. El procedimiento es similar para la funcion .

, al realizar esta sustitucion en S (z) — S (y) y aplicar el

Teorema 10 Para z,y € D se tiene

S(z) =S| <mlz—y], [Clz)-CW)|=r|z-yl

Prueba

Por los dos teoremas anteriores se tiene

Para (' se procede de manera similar. []

. : , 2"8, n y :
En secciones anteiores se demostrod que = [ —— | es una sucesion decreciente que converge a 1, por lo

2

tanto

1
para r = 2_“- (11)

Ahora se procedera a extender esta desigualdad a TN [l'.], % [ La siguiente definicion nos ayudara a simplificar la

notacion. Se define la funcion

T[r]:—], para T € Dom[T]:]D—{n-l—%:nEE}.
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Note que

dividiendo numerador y denominador en la desigualdad anterior entre ¢ (z) C(y)>se obtiene el siguiente lema:

Lema 6 Si x,y,r + y € Dom {T} se tiene

_ T(z)+T(y)
e =TT W

Ademas, como S es estrictamente creciente y (&' estrictamente decreciente en T M [ﬂ, % [, se sigue que T es

estrictamente creciente en dicho conjunto. En efecto, si 0 < » < ¢y < %, se tiene

En particular, para o, = 3 [ﬂ, _;1[ se tiene <T(z)<T (_;1) — 1,y por lo tanto

0<1-T(z)T(y) <1l,para z,yeDN[0,3]. (12)

Por lo tanto se concluye para ., yeDn [ﬂ 1 [:
H 14

Con este resultado se probara el siguiente lema.

Lema 7 La funcion T satisface |T (z)| = |z| paracada x € DN [— _11; i]
Prueba

. E1 . y . .. . ey 1
Si0<zxr= o < k se procede por induccion sobre k. En el paso induccitivo se tiene que para _z'l;_ < 1



utilizando la desigualdad anterior, la hipdtesis inductiva y (11), se obtiene

k+1 k 1 kw (k4+1)m
> — S S S
1(5)27(x) 7 (5) > 5w w

-1
Si zelln {T,ﬂ} , entonces por el lema anterior —T° () =T (—z) = —mz, de donde se obtiene que

T (z) < mz < 0,y de ahielresultado. []

Elpasoa R

Comenzamos restringiéndonos al intervalo [l'.], %] . Como hemos demostrado, en el conjunto I M [l'.], %] la fincién S

es estrictamente creciente. Considere x € ]l‘.], %[ y consideremos las sucesiones (p,,) y (o) dadas por el teorema 1.

La primera de estas es creciente y la segunda decreciente, y ambas convergena x. En particular se tiene

Pn = Pntl =T < Opy1 = On,

para cada pecp. Como g 5« %, y ambas sucesiones convergen a o, existe ng €N tal que

0< pn< on < 3°P3 n>mng

Como la funcién S es estrictamente creciente en I [l'.], %] , S€ sigue que

0= §(0) < S(pa) S () < S (0m1) <5 0) < 53 ). a3)

Lo anterior demuestra que la sucesion (S (pr,)) es creciente y (S (o)) es decreciente, y que ambas son acotadas.

Por el teorema de Weierstrass se sigue que estas sucesiones son convergentes.

Ahora, dado que 6, = pn + ziﬂ se tiene:

S (0a) = S (pn)| < 37 = 0.

Ahora, como ¢, — 1, se ha demostrado entonces que:
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]j__TEléoS[G'n]l = lim S(pn). (14)

n—+o0

Se quiere definir S (r),de manera que sea creciente en [l'.], %] . Para que esto ocurra debe tenerse:

S(pn) <S5 (z) <5 (om),

y entonces la tinica definicion posible para S () es:

S(z):= lim S(pn).

n—o0

Con la funcion €' se puede hacer un andlisis similar, con la diferencia que ahora la sucesion (C'(py,)) resulta

decreciente y (O (oy,)) creciente. Alternativamente, dado que C'(r) = 4/1— §2(r) para r € DN [l'.], %], se

puede definir

n—+o0

C(z)=v1-5%(z) = lim 1-S%(p,) = lim C(pn), Vz€ {n,%}.

e Continuidad secuencial

e Identidadesde Sy Cen R

¢ Desigualdades importantes de Sy . en B
e Continuidadde Sy C'en R

e Intervalos de Monotoniade Sy 7 en B

e Intervalos de Concavidadde Sy Cen B
 Graficas de las funciones Sy ' en R.

Continuidad secuencial

Las desigualdades obtenidadas enunciadas en el teorema 10, nos inducen a una tnica manera de definir las funciones Sy
C en R. En efecto, primeramente si x € R,y (wr) es una sucesion en I convergente a x, entonces (twy,) €s una

sucesion de Cauchy, es decir:

0y, = SUP |y, — W] — 0.

mZn

Por la desigualdad dada en el teorema 10, se sigue que
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sup |S (w,) — S (wyn)| < 7 sup |w, — | — 0,

mZEn mE

asi que la sucesion (S (wn)) ©8 de Cauchy, y por lo tanto convergente en g,

Por otro lado, si (75,) es otra sucesion de diddicos que converge a x, entonces (7, — twr, ) €s una sucesion en I que

converge a 0, y luego

|S(Tn) — S(wn)| < T|Th — wa| — 0.

Esto demuestra que

lim 5 (Trn) = lim S (wn) .

[+ 4]

Lo anterior demuestra que el valor del limite de la sucesion S (twy, ), es independiente de la sucesion de diddicos que se

escoja, siempre que esta converja a x. Resumimos:

Teorema 11 Existe un niimero real X tal que, para toda sucesion (wy) de diddicos que converge a x, se tiene

que la sucesion (S (wn)) convergea X.

Por lo tanto tiene sentido definir

S(z):= lim S (pn), para cualquier sucesion (p,) en ID convergente a .

n—o0

Para C'(z), se procede de manera similar, se obtiene que se debe definir

C(z) := lim C (pn), para cualquier sucesion (g,) en ID convergente a .

n—=00
Notese que la definicion de S’ (y por ende la de ') es consistente con la definicion que ya se tenia para z € D, puesto
que en tal caso se puede tomar g, = x para todo n.

Notese que la definicion de S (y similarmente la de ') es la tnica posible, si se quiere que esta funcion sea continua en

IE. En la siguiente seccion, se demuestra que también es la tinica posible, si se quiere que S sea creciente en [l‘.]1 % [

Identidades de Sy C'en R



Finalmente, se demostraran las propiedades de las funciones 'y S en R

Teorema 12 Para z,y € R se tiene:
1. &2 (z)+ 5?2 (z) =1.
2. C(z+y)=C(z)Cly) — S(z)S(y), S(z+v) =S5(z)C(y) +S(v)C(z)-

3 C(3+2)=-S(x), S(3+2)=Cla)

5. C(z+1)=-C(z), S(zx+1)=-S(zx)

6. Las funciones 'y S son periodicas de periodo 2.

7. S(z)-SWw =20 (2 s(22Y), c)-cw =252 ¥)s(¥2)
2 2 2 2
Prueba
1. Sea [ﬂfn] una sucesion en I convergente a x, por definicion S[x] = lim [qn] y

T—*20

C(z) = lim C (au).por lo tanto

T—00

C*(z)+ §%(z) = lim [S?(a,)+ C° ()] =1.

n—e0

2. Considere dos sucesiones (cx,,) ¥ (Bn) en I, que convergena x y y respectivamente, entonces (e, + Fn)

converge a r + 1/, y por definicion se tiene que

Clz +vy) :n]j—%oc[a“—'_ﬁ“}'

Ademas, como v, 3, € ID se tiene

C(an + Bn) = C(an)C(Bn) — S(an)S(Bn),

y entonces

Oz +y) = lim [C(an)C(Bn) — S(an)S(Bn)] = C(2)C(y) — S(z)S(y)-



Similarmente se procede para § [ T+ y} .

Las demas propiedades son consecuencia de la propiedad 2, y de que la nueva definicion de § y €' es
consistente con la anterior. []

Desigualdades importantes de Sy ' en R
El siguiente teorema tiene por objetivo extender las desigualdades obtenidas en I a TR.

Teorema 13 Para z,y € R se cumple:
L |S(z)| < mz|

2. |S(z) -S| <mlz—yl, [Clz)-Cy)|=7[z—yl

3. ‘Six}‘2ﬂ|0[r]l

siz € [-3, 3] — {0}

Prueba

1. Sea (c,) una sucesion en I convergente a x, por definicion S (z) = lim S (a,), adems como a,, € I
T—20

se tiene

S {an)| < o]

Por las propiedades de los limites de sucesiones se obtiene

S (2)| = lim |S ()| < 7 lim |an] = 7]a.

2. Por elteorema 12 se tiene

y aplicando la parte 1 de este teorema se obtiene el resultado buscado. Para ' se procede de manera similar.

11
3. Sea (a,) una sucesionen DN {—— —} , que converge a x. Por el lema 7 se tiene

474
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S (o)

™

|T (0t )| = 7 |Qn]| , estoes > |C (o).

Al tomar el limite se concluye que

o |S(ew)

n—o0 ﬂ'n

>7 lim |C(a,)| =« |C(z)|. O

n—+o0

‘S[m]

I

Continuidadde Sy C en R

Utilizando las desigualdades e igualdades de la seccion anterior se obtienen los siguientes limites.

Teorema 14 Las funciones Sy ' cumplen:

lim S(z) =0, lmC(z)=1, lim

r—{ r—{ 5—1 I

Prueba

1. Por el teorema anterior se tiene que

~rlo| < S(z) <7lel,

y al aplicar el teorema del encaje se obtiene el resultado.

2. Del teorema anterior, se sigue que

C(z) —1[=1C(z) -CO) =]z,

y nuevamente por el teorema del encaje se obtiene que lim |C' (z) — 1| = 0.
z—l

3. Del teorema anterior se sabe que




para r € :Il'.], _ll[ Como las funciones involucradas en esta desigualdad son pares, esta es valida también para

I € [— _l“ ] [ Por el teorema del encaje se obtiene el resultado. []

Como |S(z) — S (a)| < 7|z — a|,paratodo a,r € R, entonces por el teorema del encaje se obtiene que

lim |S (z) - S (a)| =0,

I—* 0@

es decir

Iim S (z) =S (a).

I— 0

De manera similar se obtiene

lim C'(z) =C (a).
e (z) (a)
Lo anterior demuestra el siguiente teorema:

Teorema 15 Las funciones S y ' son continuas en todo T.

Intervalos de Monotoniade Sy " en B

Considere primero el intervalo [ﬂ, %] Sig<z<y< %, tomemos sucesiones de diddicos (o) y (Bn), la
primera decreciente a x, la segunda creciente a 4. Sea p = I‘g—‘-‘ Como o, — T, existe ng tal que o, < p para
cada m = ng. De la misma manera, como [, — v, existe 7m; tal que [, > p para cada n = n;. Luego, si

m = max (ng, n1) se tiene

S(z) < S(am) <S(fm) < S(v),

es decrr § () < S (y) Lo mismo se puede hacer en cualquier ntervalo J tal que § sea estrictamente mondtona en

I N D. Para la funcién < se procede de manera similar. El siguiente teorema resume los resultados de esta seccion.

Teorema 16 Para cada entero m se tiene:

1. S es estrictamente creciente en [En — %, n + %] , y estrictamente decreciente en [En + %, 2n + %] .



2. ( es estrictamente decreciente en [2n,2n 4 1], y estrictamente creciente en [2n — 1,2n)].

Intervalos de Concavidadde Sy C en |

A continuacion se determinaran las derivadas de las funciones &'y §. Para la funcion S se tiene que

S h)—S C(h)—1 S(h
S (z) = lim 22T 5@y [ TR T gy SR
h—D h—0 h
Por el teorema se tiene que S(h y Ry —1 ,yentonces es derivable, y
14 limn —[ ) =T i —{ ) =0 S
h—0 h h—0 h
S (z) = nC (z).
Similarmente se obtiene que
C'(z) = —7S(x).

Debido a que se conoce los itervalos de monotomia de S y (&' y sus derivadas estan relacionacionadas con ellas

mismas, se pueden obtener los intervalos de concavidad de gy (. En efecto, por ejemplo en [(]1 %] , la funcion g es

estrictamente creciente y la funcion ¢ es estrictamente decreciente, entonces &' y ¢¥ son ambas estrictamente
. 3 , : . . 1
decrecientes, y por lo tanto ambas graficas de gy ¢ son concavas hacia abajo en el intervalo [En, 1+ 2n.] , por ser

periodicas. El siguiente teorema resume los otros casos que el lector puede comprobar.

Teorema 17 Para cada entero mn se tiene:

1. La grafica de S es convexa (concava hacia arriba) en [2n — 1,2n], y concava (hacia abajo) en [2n,2n 4 1].

2. La grafica de ' es convexa (cOncava hacia arriba) en [2n + %12n—|— %], y concava (hacia abajo) en

1 1
[2n — 3:2n+ E]'
Grificas de las funciones Sy ' en R.

De la informacion obtenida en las secciones anteriores, se pueden trazar las graficas de las funciones S y . Invitamos
al lector a realizar una analisis detallado de dicha informacion. Debido a la identidad



la grafica de coseno se obtiene trasladando la de seno, media unidad a la izquierda. Por lo tanto, basta hacer el andlisis
para la funciéon S.
Gréfica de la funcion S ()

Grafica de la funcion de C'(z)

NVANNANrAN

Las funciones Seno y Coseno

La funcion seno se define de la siguiente manera

sen: | —a-]R1 seny = § (E) ;
i

Se define la funcién coseno como

Ambas, funciones cumplen las siguientes propiedades



Teorema 18 Para x,y € R se tiene:
1. Identidad pitagorica: eos? r+sen?z = 1.
2. cos(r +y) =coszcosy—senzseny, sen(zr + y) =senzseny--senycaos .
3. cos (£ +1z) =—senz, sen(Z+1z)=C(z),
4. cos (E —z) =senz, sen(F —z) =cosz.
5. eos(r+m)=—cosz, sen(r+ m) = —senz,

6. Las funciones seno y coseno son periodicas de periodo 24t .

7. Ambas funciones son continuas, y ademas cumplen

. senr l—cosr
lim =1, =0.
—10 T —1 i
8. Las funciones seno y coseno son derivables, y ademas
d
—Senr = ¢cos r —ooer = —Senxr.
dr * dr

Prueba

La prueba de estos puntos es una consecuencia directa de las propiedades de las funciones S y ', y queda como
ejercicio para el lector.

Note que las graficas de las funciones seno y coseno son dilataciones, en el eje x, de las de las funciones Sy
respectivamente. A continuacion se presentan las graficas de estas funciones.

Grafica de la funcion seno

QGrafica de la funcion coseno



Tomando como base el método de exhausion de Arquimedes y haciendo uso de elementos del andlisis, se ha logrado
construir las Funciones Trigonométricas seno y coseno, y a la vez se ha demostrado una serie de propiedades de estas
funciones, concluyendo con su graficacion. Esperamos que estas notas sean de utilidad para el lector, en cuanto al analisis
y aplicacion de la teoria de funciones trigonométricas.
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