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Resumen

Algunos articulos publicados en The American Mathematical Monthly discuten acerca de la construccion de matrices con entradas enteras, valores propios
enteros y vectores propios con componentes enteras, en particular en [1] se hace una construccion que ademas permite construir, de manera sencilla, matrices
con entradas enteras cuya inversa también tiene entradas enteras. En este articulo trata de estas Ultimas construcciones e incluye software en Java para generar
y modificar ejemplos y para hacer operaciones de calculo de la inversa de una matriz.
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Introduccion:

Cuando se introducen las matrices en los cursos de algebra lineal es a menudo conveniente dar ejemplos numericamente simples, para centrarse en el manejo
de conceptos. Por esto es veces deseable operar con nimeros enteros y poco con fracciones, para evitar equivocaciones de indole operacioneal. En este
articulo vamos a dar unas cuantas recetas, siguiendo [1], de como obtener una buena variedad de ejemplos y de como modificarlos.

Construccion:

Consideremos un polinomio p(p) = a, + @n_1pp + -+ + @™ ' 4+ p® con ax €. La matriz

0 1 (] (] 0
0 0 1 0 0
A= :
0 0 0 0 1
—Op —lp1 TOp2 —Opg3 " T

es llamada la matriz compariera de p(u) y se tiene que p(p) es el polinomio caracteristico de Apxpn y también su polinomio minimo.

consideremos los & valores propios (complejos) f1, Fa2, --- fx de A connultiplicidad m,, ma, --- my respectivamente. Supongamos que

plp) =Tk, (p—pB;)™

Para cada 8 de multiplicidad m se definen m vectores columna Vi, - -, Vi de la siguiente forma

0 si 0<r<j—1

Vi), =9q [r—1 )
AT sl js<r<m
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Al conjunto {V1,- -+, Viz} se le llama Cadena de Jordan asociada a 3

Por ejemplo, para F; tendriamos m, vectores columna

1 0 0
o)} 1 0
8 25 1
vi=| & Vo= 36 Vs = 3-26,/2!
st 457 4-38/2!
gt (n— 1B (n—1)(n—2)8 /2!
Para cada valor propio 8, p(8) = p/(8) = --- = p™~ () = 0 . Se tiene por tanto
(A-pNWVi =0
ypara j =2,---,m
(A-BNV;=V;,
Finalmente, se tiene
Teorema:
Sea Apyxn ©s una matriz compafiera con valores propios i, f,---, 8 con multiplicidad algebraica m,,mg,---,m, respectivamente. Sea
{Wi, -+, Wm,} la cadena de Jordan asociada a 1, {Wmi41: -+ Wni+m:} la cadena de Jordan asociada a fa,y asi sucesivamente hasta llegar a fJ.

Entonces para la matriz ¢} = (W1, Wa,---, W) se cumple

a.) @ 1AQ =J donde J es laforma canonica de Jordan de 4.

b.) Si A solo tiene los valores propios enteros fh, B2 y ademas estos valores propios difieren en 41, entonces € y su inversa tienen entradas enteras

Observemos que si tomamos los f;'s enteros y los m;'s enteros y positivos, entonces podemos determinar la matriz compafiera A, siguiendo la construccion

icial, y A tendria entradas enteras y valores y vectores propios enteros.

Modificar con operaciones elementales:

Si E se obtiene de T por medio de la operacion elemental hF; + ij— (La barra indica que se modifica la fila 7), es decir, T Mutkts g conh, k#0,

entonces la matriz elemental E' seria de la forma

[y
=
=
=



(sii < j). Ademas, en este caso

1 0 0 - 0
0 0 0 - 0
. o :
—b o b 0

0 0 0 1

Como se ve, si k= =1 entonces E y su inversa tendrian entradas enteras.

Se sabe que si ¢} HEFF ! entonces

Q'=EQ y por tanto (@) ' =Q'E!
De ahi que, una vez construida ) (con entradas enteras), se pueden aplicar a € operaciones elementales de la forma hF;, :I-_?j

y la matriz resultante tendra entradas enteras y también inversa con entradas enteras.

En particular si ponemos k = +1 ysi @' = (a;;) entonces @~'E~" se obtiene modificando la columna @ y la columna § de Q="'

an - ag—Fkhay - kay - ai
Q_IE_I _ a21 TR aﬂ’- — k’,“aﬂj LR kaﬂj TR aﬂ“

i " %_Hmﬂj s ka”j v Qg

Ejemplos:

1. Enelcaso 2 x 2, los dos valores propios deberan tener multiplicidad 1, siponemos 51 = y ffla= 3+ 1 entonces

2. Enelcaso 3 x 3, uno de los valores propios debera tener multiplicidad 1 y el otro multiplicidad 2, siponemos 1 =3 y fla=8F+1 conm; =1 y

my = 2 entonces

1 B s L [ B+ —28-8 B+ 4
At=|1 g+1 (B+1° | ¥ A‘) =| —2-28 248 -1-28
0 1 28+1) 1 -1 1

3. Siponemos = —2 se obtiene



1 -2 4 1 0 2
g=|1 -1 1 Q'=|2 -2 3
0 1 -2 1 -11

4. Siponemos = —2 ysile aplicamos a € las operaciones 2F, + Fy; y —2F; 4+ F3 de manera consecutiva, obtenemos en cada aplicacion, lo

siguiente
1 -2 4 1 0 2
Q=13 -5 9 @y'=[6 -2 3
0 1 -2 3 -11
1 -2 4 58 0 2
@=13 -5 9 @)'=|12 -2 3
-2 5 -10 5 -1 1
Software:

Este articulo incluye dos programitas (applets) en Java. El primero nos permite crear matrices con su respectiva inversa y nos permite modificar ¢} con
operaciones elementales. Para esto solo necesitamos indicar el valor de &, en el campo de texto respectivo. Este programita permite generar el texto LaTeX de

las 4 matrices.

VETRL{SEEST) NELBhTY 84 AH

8B Alefe] Sbeginiarrayliees)
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] L

> Correr el programa
> Descargar el programa

El segundo es un programita para aplicar operaciones elementales a una matriz con entradas enteras o fracciones (Unicamente).

Matiz inizial

> Correr el programa
> Descargar el programa
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