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En este articulo se presentan cuatro propiedades topoldgicas del conjunto de los niimeros reales, IR, que, evidentemente o no,
resultan ser todas equivalentes al Axioma del Extremo Superior (AES).

1. Definiciones y notacion

Veamos primero algunas definiciones (para otras definiciones mas basicas, vea también el Glosario).
Si X es un espacio métrico, entonces:

(a) X es completo si cualquier sucesion de Cauchy en X es convergente.
(b) X es conexo sino es la union de dos conjuntos abiertos, disjuntos y no vacios.
(c) X cumple la propiedad de Heine-Borel (X es HB) sitodo subconjunto de X, cerrado y acotado, es compacto.

(d) X cumple la propiedad de Cantor si cualquier sucesion decreciente de conjuntos cerrados en X, no vacios, tiene
interseccion no vacia.

Ademas, si X es totalmente ordenado entonces X es orden-completo si todo subconjunto no vacio de X, acotado
superiormente, tiene extremo superior. Y si X es un campo ordenado entonces X es arquimediano si para cualesquiera x, y
eXcon0<xexisten € INtalquey<n - x.

(Aqui n - x significa x + -+ + x, donde + es la suma en el campo X. IN, por supuesto, denota al conjunto de los niimeros
naturales y podria no estar contenido en X; de ahi la necesidad de hacer explicito lo que entendemos por 7- x.)

Ya sabemos que IR cumple todas esas propiedades. Al construir IR axiomaticamente se requiere que sea un cuerpo
totalmente ordenado (axiomas de campo y de orden) y que sea orden-completo (AES). Entonces puede demostrarse que IR
satisface esas cuatro propiedades recién enunciadas: completitud, conexidad, propiedades de Heine-Borel y de Cantor, y
arquimedianidad (todas esas demostraciones pueden encontrarse en [Apostol]).

En cualquier demostracion de estas propiedades se usa, directa o indirectamente, el AES. Veremos dentro de poco que ese
axioma es indispensable. Mas aun, veremos que cada una de las propiedades (a)-(d) es equivalente al AES, y la manera de
hacerlo sera demostrar el citado axioma a partir de dichas propiedades de IR.

Un poco de notacion: Si X es un espacio métrico y 4 < X, entonces:

(a) 4 esla adherencia o clausura de A: A = { x £ X | cualquier abierto que contenga a x interseca a 4 }.

] ]
(b) A eselinteriorde A: 4= { x £ X|existe un abierto contenido en 4 que contiene a x }.

2. Algunos lemas
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Antes de enunciar y probar el teorema que motiva este articulo, definamos nuestra posicion. Olvidemos lo que sabemos de IR.
Supongamos solamente que IR es un cuerpo totalmente ordenado, y a partir de esto veamos ";qué pasaria si IR fuera
completo, o conexo, 0 HB, etc.?" Empecemos con unos lemas sencillos pero muy utiles.

Lema 1: Si A < IR, x es cota superior (cs) de A, y x € A, entonces existe supA y es igual a x.

Prueba:
Por estar x en 4, x es menor que cualquier otra cota superior de 4. Es decir, x es la menor de las cotas superiores de A.

Lema 2: Sea A — IR. Si A tiene extremo superior, entonces también A lo tiene y los dos son iguales.
Prueba:
(1) Que sup 4 es cs de 4: Inmediato, porque 4 — A .

(i) Sea ¢ >0.Quesupd - £ noescsdeA:
Comosupd - e2noescsde 4,existex £ 4 talque

sup A - €/2<x.

Ademas, comox € A,hayuny € A4 talque|x-y| < €/2;es decir, tal que

y—efl< wa ytef2
Conectando las desigualdades obtenemos sup 4 - /2 <x <y + /2.
Esto implica que sup A - ¢ < y.
Por o tanto, sup 4 - ¢ no es cs de A4.
De los puntos (i) y (ii) se concluye que sup 4 = sup 4.
Lema 3: IR es arquimediano + IN no es acotado superiormente.

Prueba:

"=" Para cada y € IR existe unn € IN talque y <n -1 =n (tomando x = 1 en la definicion de
arquimedianidad). Esto quiere decir que ningiin y = IR es cs de IN.

"="Seanx, y € IR con 0 <x. Como IN no es acotado superiormente, y /x no es cs de IN, por lo que existe n &
IN talque y/x <n,ydeaquiquey <n - x.

3. El teorema central

El siguiente teorema constituye la parte central de este articulo. Recuerde que todo lo que se sabe de IR es que es un campo
totalmente ordenado.

Teorema: Las siguientes cinco afirmaciones son equivalentes:
(a) IR es orden-completo (AES)

(b) IR es conexo



(c) IR es HB
(d) IR es arquimediano y completo
(e) IR es arquimediano y cumple la propiedad de Cantor.

Es bien sabido que (a) implica las otras cuatro afirmaciones. Lo que haremos en este articulo es probar los reciprocos. Es
decir, probaremos el AES de cuatro maneras distintas.

El plan de demostracion es, simplemente, (b)=+(a), (c)=+(a), (d)=+(a) y (e)=+(a). Posiblemente no sea éste el camino mas
corto, pero creo que si es bastante ilustrativo.

En cada caso supondremos que 4 < IR es no vacio y acotado superiormente, y demostraremos que 4 tiene extremo
superior.

3.1 Prueba de (b)=(a)

Suponemos que IR es conexo.

La demostracion es indirecta. Suponga que A no tiene extremo superior, y considere
S={x eIR|xnoescsded }.

Como 4 # O, existe alginy £ A, paraelcualy-1 € S. Entonces S # Q.

Ademas, veamos que S es abierto: Seax £ S. Por definicion de S, x no es cs de 4; por lo tanto hayuny = A4 tal que x < y.
Entonces

x g ]-o0,y[C S

[x}
( La ultima inclusion se debe a que como y £ A4, cualquier real menor que y no es cs de 4.) Por lo tanto x = 5. Como x &
S era arbitrario entonces S es abierto.

Por aparte, considere

T={x eIR|xescsded }.

Como 4 es acotado superiormente, 7' # O.

Veamos también que 7 es abierto: Six & 7 entonces x es cs de A4 pero no es la menor (la menor cota superior seria el
extremo superior). De ahi que existe otro y £ T tal que y <x. Entonces

x €lyealcT

(La ultima inclusion se debe a que como y es cs de A, cualquier real mayor que y es también cs de 4.)

Finalmente, es claro que IR=S |y Ty que S n 7= . Es decir, IR es la union disjunta de dos conjuntos abiertos, lo cual
contradice la suposicion de que IR era conexo.

Comentarios: Aqui la idea es que si 4 no tiene extremo superior, en el lugar donde éste estaria hay un espacio
vacio. Es decir, la frontera entre el conjunto de cotas superiores (que es 7, a la derecha del espacio) y el
conjunto de no-cotas (S, a la izquierda), deberia ser supA, pero no existe. Esto da una disconexion de IR.



Por cierto, la demostracion no necesitaba ser indirecta. Si hubiéramos definido S y 7 como lo hicimos, igual
probariamos que S es abierto. Pero entonces 7, por ser el complemento no vacio de S, no puede ser abierto.
Por o tanto algin » £ 7 no es interior, por lo que pertenece a S. Con un pequeiio esfuerzo puede demostrarse
que

b = supA.

3.2 Prueba de (c)=(a)

Suponemos que IR es HB.

Tome cualquier @ £ A y defina

A ={zed|zzal

Entonces, como IR es HB, A' debe ser compacto porque:

(i) Es obvio que A4' es cerrado.

(i) A' es acotado superiormente por cualquier cota superior de 4.

(iii) A" es acotado inferiormente por a, porque sib < a entonces b < *£¥ <a,y

[

]—oa, #37 [ es un vecindario de b que no interseca { x € A|x = a }, demodo que b ¢A'.

Supongamos ahora que no existe supA'. Entonces por el Lema 1 tenemos que para cualquier x € A', x no es cs de 4"y
entonces hay uny, < A4'talque x <y,.

Abhora es claro que { ]—pg, ) [|x £ 4" } es un cubrimiento abierto de 4', y por compacidad existen x|, x5, ..., X,, g A4'

tales que
A | J1-00 pal = oo, el
1 =1
donde y, = max{ yy,, ..., yy, }.Pero esto ultimo es contradictorio, porque y, pertenece a A' pero no a ]—oa,y,[.

Luego, A' debe tener extremo superior, y seglin el Lema 2 también 4 debe tenerlo, como querfamos probar.

Comentarios: Sabemos que A es acotado superiormente. Si también lo fuera inferiormente, su adherencia seria
compacta. En todo caso, "recortamos" A en cualquier punto y eliminamos todo a la izquierda de ese punto. Lo
que queda es acotado superior e inferiormente, y su adherencia es lo que denotamos A', compacto. Y los
subconjuntos compactos de IR deben tener extremo superior: si no, cada x £ A4', por no ser cota, tendria un
vecindario abierto que se extenderia a la derecha de x pero sin "salirse a la derecha" de A4'. Esto daria un
cubrimiento abierto de A' sin cubrimiento finito, contradiciendo la compacidad de A4'.

3.3 Prueba de (d)==(a)

Suponemos que IR es completo y arquimediano.

Tome cualquier x; € A y construya inductivamente la sucesion (x,,) & A4:
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(1) Six,, es cs de 4, entonces x,, = supA4 por el Lema 1. Con esto termina la prueba.

i) Six, no es cs de 4, seay = A tal que x,, <y. Entonces 0 <y - x, , y por arquimedianidad existe k
n y que x, <y n

€ INtalque I <k (y-x,),dedonde 1<y-x,porloque
+% <y
Entoncesanr% no es cs de 4, y de ahi que el conjunto

B,={k ©IN|x,+1noescsded }

no es vacio. Sea k,, = min B,,, y sea x,,1| un elemento de 4 tal que
1
X T e < Xp1-
Sila condicion (i) se cumple para algin n € IN, la prueba termina. Sino, se obtienen dos sucesiones: (x,,) = 4 y (k,) = IN.

La primera es claramente creciente, y la tltima tiende a mfinito (vea la prueba en el Apéndice). Entonces podemos probar que
(x,,) es de Cauchy:

En efecto, sea £ >0. Como k,, —oo , existe N © IN tal que k> 1+ %,obien ,ch_1< £,

Por la definicion de kN resulta que xy +4—=—3 sies cs de 4, y entonces para todo n > N tenemos

XN <x,<xy+ g==1 (porquex, © A) Por lo tanto

1 £
|xn'xm|< Jcn-—1<
para cualesquiera n, m > N, lo que demuestra que la sucesion (x,,) es de Cauchy.

Ahora, como suponemos que IR es completo, (x,,) debe converger; sea b = limx,,. Como (x,,) es creciente, x,, < b para todo

n.
Veamos por Ultimo que b = supA:

(1) Que b es cs de A4:

1
Sea ¢ > b. Como k,, —oa, existe n < IN tal que k,, > 1 + =—%; luego

kre—1 —1’

y como este Gltimo niimero es cs de 4, concluimos que ¢ ¢ 4, ¥ ¢ > b.
(i) Sea ¢ >0.Que b - ¢ no es cs de 4:

Como x,, — b, existe n = IN talque |b - x,| <€, porloque b - € <x,,.

Como x,, € A4,b- ¢ no puede ser cs de 4.

Por lo tanto, b = supA4, con lo que acaba la prueba.

Comentarios: Aqui se construye una sucesion de Cauchy dentro de 4, que crezca "lo mas rapido posible", de
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la siguiente manera:

Se escogex; € A.Six; + 1 no escs de 4, se escoge x, = A, mayor que x; + 1;six,+ 1 no es cs de 4 se
escoge x3 S A mayor que x,+1, y asi se contintia. Cuando

x; + 1 sisea cs de 4, se prueba conx; +2, x; + 2, etc, hasta encontrar un k tal que

x; + % no sea cs de 4 y se pueda escoger x;.; > x; + % pero tomando & lo menor posible para que el salto
de x; a x;4; sea lo mayor posible.

Asi se construye una sucesion (x,,) cuyo limite es mayor o igual que cualquier elemento de 4, y como ademas la
sucesion esta toda en 4, su limite no puede ser mayor que ninguna cs de 4; esto es, imx,, = supA4.

3.4 Prueba de (e)==(a)

Suponemos que IR es arquimediano con la propiedad de Cantor.

Sea i = IN. Tome una cs y de 4; como IR es arquimediano, existe unk £ 7 tal que y < Fﬂ% , de modo que k /i también es
cs de 4. Entonces el conjunto { k < oz |k/iescsde A |} no es vacio. Sea k; su minimo (de modo que k; /i es cs de 4
pero (k;-1)/ino lo es).

Ahora defina, paran =1, 2, ...,

ke — 1 &y
B"'za[ i 'T]

Veamos que B, & @: Como m = max{ £::_1 |[i=1,..,n } noescsdeAd, yM=min{ %ﬁ |i=1,...,n } silo es, entonces
m <M. Asi, B, = [m, M] £ O.

Abhora, por la propiedad de Cantor (es claro que (B,,) es una sucesion decreciente de cerrados), la interseccion B de los B, no
es vacia. Ademas tiene s6lo un punto, porque six, y = B entonces
By k-1

1 )
| — gl = — — — == ¥iecIM,
{ { {

lo que por arquimedianidad implica que | x - y | = 0; es decir, x = y.

Llamemos b a este tnico elemento de B, y veamos que b = supA:

(1) Que b es cs de A4:

Sea x > b. Por arquimedianidad existe i & IN tal que 1 < i ( x-b ), de donde sigue que 1/i < x-b y
entonces b <x - 1/i.

Ademas, como b € B, debeser (k;-1)/i= b.
Conectando las dos ultimas desigualdades tenemos que

k.
== < z-—
1

1 i
i



y como k;/i es cs de A4, se concluye que x ¢ A, ¥ x > b.

(i) Sea £ >0.Que b - £ noescsde A4:

Por arquimedianidad existe i & IN talque 1/i < £. Como b = k;/i entonces

-1

1

1
b—e{b——ig

Y como (k;-1)/inoescsde 4, b- © tampoco puede serlo.

En conclusion, b = supA.

Comentarios: La idea aqui es "encajar" el extremo superior de A4 con intervalos cuyos extremos derechos
forman una sucesion decreciente de cotas de 4 y cuyos extremos izquierdos forman una sucesion creciente de
no-cotas de A4, ambas sucesiones convergiendo a un mismo punto que debe ser entonces la frontera entre las
cotas y las no-cotas; es decir, sup4.

4. Conclusion

Hemos demostrado que el Axioma del Extremo Superior es equivalente a cada una de cuatro propiedades topologicas del
conjunto IR. No todo lo que hicimos es exclusivo de IR, sin embargo.

Por ejemplo:

* La equivalencia entre (a) y (b) es valida sustituyendo IR por cualquier conjunto X totalmente ordenado y
con la topologia del orden (vea el Glosario), y tal que para todos los a, b £ X, sia < b existe ¢ £ X tal
que a < ¢ < b. En realidad, en presencia de un orden total (y la topologia que induce) esta ultima
condicion, junto con (a), es equivalente a (b). (Vea [Kelley], ejercicio 1.1.d.).

e También la equivalencia entre (a) y (c) es valida sustituyendo IR por cualquier conjunto totalmente
ordenado y con la topologia del orden (vea [Kelley], ejercicio 5.C).

Como dijimos antes, el camino seguido aqui no es el mas corto. Por ejemplo, se sabe que la propiedad de Cantor y la
completitud son equivalentes en cualquier espacio métrico (Teorema de Cantor, vea [Iribarren], Seccion 5.6). Ademas, el
hecho de que todo espacio métrico compacto es completo ([Iribarren], Seccioén 5.3) permitia utilizar (d)=-(a) para probar (c)
=»(a). Sin embargo, me parece que el camino que seguimos ilustra mas directamente las relaciones entre el AES y las demas
propiedades con las que tratamos.

Hay otra propiedad de IR que, segin he oido, equivale también al AES: cualquier funcion real definida sobre un intervalo
[a,b], continua casi por doquier, es Riemann-integrable. Dejo abierto el problema.
5. Apéndice

Faltd demostrar que la sucesion (k,,)“ IN, construida en (d)=-(a), tiende a oc. He aqui la prueba, pero primero recordemos

que
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B, ={ kEIN|xn+%noescsdeA } v k,=mnB

ne

- . . 1 :
Notemos dos resultados preliminares. En primer lugar, que (k,,) es creciente: Como x,,41 + %41 no es cs de 4, existe y ¢ 4
tal que

| + < .

Ent1

Y como claramente x,, < x4, entonces X, + k41 <, asique x,, + kay1 N0 es cs de 4; es dectr, k| ¢ B,. Por ultimo,

como k,, = minB,,, debe ser k,, = k,,.1. Por lo tanto la sucesion (k,,) es creciente.

Y en segundo lugar, veamos por induccioén que

"
Tpi1 > &1+ P para todoan & IM:

n

Para n = 1, es simplemente la definicion de x,. Y silo suponemos cierto para algin 7, entonces:

}m+n+ }m+n l— +n+l
nt1 Yk, Euy1 — ! L R | Eni1 |

Epyn = Tpp1+

asi que la afirmacion vale también para n+1.

Ahora estamos listos para probar que k,, — oo. Sea M ¢ IR. Debemos probar que existe un N ¢ IN talque n = N =k,
> M. Podemos suponer que M > 0.

Tome cualquier cs ¢ de 4. Por arquimedianidad, existe un N ¢ IN tal que ¢ - x; <N %; es decrr, x| + % > ¢. Como

ademas xp; = A ycescsdeA,yrecordando la desigualdad que acabamos de probar, tenemos

m-I—N}-r:}m }m-I—N
1 WM = & 41 1 .ECNI

de donde concluimos que M < k.

Y por tltimo, como (k,,) es creciente, resulta que k,, = kp > M paratodon = N, como queriamos probar.

6. Glosario
Acotado (conjunto):

(a) Si A4 estd contenido en un conjunto ordenado X, se dice que A es acotado superiormente (inferiormente) si admite
una cota superior (inferior) en X.

(b) SiA esta contenido un un espacio métrico (X,d), entonces 4 es acotado si
{ dx,y)|x,y € A } esacotado superiormente en /R.

Campo -cuerpo- (totalmente) ordenado:



Se dice que (K, +, X, =) es un campo (totalmente) ordenado si (K, +, X) es un campo en el sentido algebraico usual,

(K, =) es un conjunto (totalmente) ordenado, y para todos los a, b, ¢ £ K se cumple:
NMa=b=atc=b+cy

()0=a0=b=0=agxh.

Cota:

Si(X, =) es un conjunto ordenado, ¢ £ Xy A4 < X, entonces ¢ es una cota superior (inferior) de A sipara todo x &

A se cumple x = ¢ (¢ = x).

Extremo superior:

Si(X, =) es un conjunto ordenado, b £ X'y A4 < X, entonces b es el extremo superior de
A (b =supA) si.

(i) b es cota superior de 4, y

(i) cualquier otra cota superior de A4 es mayor que b (en IR, esta condicion es equivalente a que ¥ ¢ > 0, b- ¢
no es cs de A).

Una formulacion equivalente es decir que supA es la menor de las cotas superiores de A.

Ordenado (conjunto):

SiX es un conjunto y = es una relacion reflexiva y transitiva en X x X, entonces (X, =) es un conjunto preordenado.
Siademas = es antisimétrica entonces (X, =) es un conjunto ordenado.

Y siademas, para cualesquiera x, y £ X se cumple x = y 6 y = x, entonces (X, =) es totalmente ordenado.
Topologia del orden:

Si (X, =) es un conjunto totalmente ordenado, la topologia del orden = en X es la generada por los conjuntos de la
forma J-co,a[={ x € X|x<a }ylosdelaforma]a,ca[={ x € X|a<x },paraa £ X.

Es decir, los abiertos son las uniones de conjuntos de la forma Ja,b[ = {x € X|a<x<b },paraa, b £ X.
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