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Resumen:

Presentamos el calculo de las funciones seno y coseno para los angulos multiplos de 3 medidos en grados.

Se hace uso de las propiedades que presentan los tridngulos respectivos. Al final del trabajo se resumen las
formulas obtenidas.

1.Introduccion

De manera frecuente, los estudiantes nos hacen la siguiente pregunta: "; de cuales angulos se pueden calcular
en forma exacta las funciones trigonométricas?". Aunque la pregunta asi formulada carece de precision,
nosotros entendemos bien qué es lo que quiere saber el estudiante.

Cuando el estudiante aprende las funciones trigonométricas se le introducen éstas para los angulos de 45°,
30°, 60°.

En efecto, con construcciones geométricas muy sencillas como las que se sefialan a continuacion, las cuales
aparecen en todos los manuales de secundaria, el estudiante calcula:

Sen 45° = Y2 Sen30°= 1 Sen 60° = ¥3
Cos 450 = 32 Cos 30°= 3 Cos 60° = 1

M
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Ahora si entendemos lo que queria decir el estudiante cuando preguntaba sobre las funciones trigonométricas
que se pueden calcular en "forma exacta". Nosotros no nos ocuparemos de comentar estos términos.

Mas adelante cuando el estudiante aprende la definicion de las funciones seno y coseno mediante el circulo
trigonométrico aparecen:

Sen 0°=0 Sen 90° =1



Cos0°=1 Cos90°=0

Aunque el estudiante aprende a calcular senos y cosenos de angulos mayores de 90° los valores de dichas
funciones no son diferentes a los anteriores, con excepcion de cambios de signo por la posicion de los angulos
en los diversos cuadrantes.

Una tabla de este tipo la tomamos de ([7]) y se ilustra mas adelante (para angulos en el primer cuadrante). En
este trabajo nos proponemos calcular el valor de las funciones seno y coseno de los angulos multiplos de 3
medidos en grados.

En ([1] y [6]) se prueba que un angulo de m® es contructible si y solo si m es multiplo de 3.
De las formulas bien conocidas:
Sen (90° - a° ) =Cos a°®
Cos (90° - a®) = Sen a®
Sen (- a®)=-Sen a’
Cos (- a®)=Cosa®

Se ve que es suficiente trabajar con angulos entre 0° y 45° lo que permitirda calcular las funciones
trigonométricas de cualquier angulo de m® con m entero.

En ([2],[3],[4],[5]) se calculan algunas de las funciones que volveremos a presentar aqui.

Angulo A | Angulo A
en grados en radianes

0° 0 0 1 0 00 1 00

15° /12 i(\/f_“r\/i) (\/f_i+x/§)2-\/§2+\/§\/6-\/§\/6+\/§

sen A cos A tgA cotgA secA cosec A

| =

1 1 2
1 V2 1 V2 V2 V2
450 T /4 9 9 1 1
1 V3 12 V3 1 V3 2 V3
60° /3 B 3 2 3

[ LAY i(‘/‘_‘“&) (V6-v2)2+v32-V3 v6+v2 V-2

| =

90° /2 1 0 + 00 0 +00 1



En ([2],[3],[4],[5]) se calculan algunas de las funciones que volveremos a presentar aqui.

Angulo A Angulo A
en grados en radianes

0° 0 0 1 0 00 1 00

sen A cos A tgA cotgA secA cosec A

1 1
15° /12 Z(\/g+\/§)z(\/f_i+\/§)2-\/§2+\/§x/ﬁ-\/§«/€+\/§
| o 1\/5 1\/5 /3 2\/5
30° /6 3 3 3 ’
N L V2 e
450 /4 5 5 1 1
L /3 12 Vi L 2 /3
60° w/3 5 g 2 g
1 1
75° 57/12 Z(‘/g+‘/§)z(‘/6"/§)2+‘/§2"/§‘/6+\/§‘/6'\/§
90° /2 1 0 + 00 0 +00 1

1\° ) . )
En ([2]) se calcula tan ( 1 3 ) , formula que reproducimos a continuacion:

tan( 1% ) _ \/% \/(95—17\/3ﬁ+24x/ﬁ—29@—37\/6+41\/5+54\/§—65\/§)

. \/ii \/(95— 17v/30 + 24v/15 — 29v/10 — 37v6 + 41V5 + 543 — 65\/5)

2.Calculo de las funciones seno y coseno de 15°

En algunos manuales aparecen los valores de estas funciones, para nuestra comodidad las
calcularemos aqui.
Utilizando las formulas del &ngulo medio tenemos:

senl5° =



&

/1 — cos30° _ 9 _
2 2

1+ cos30°
cos15° = 2 =

Las expresiones /2 — /3 y V2 + /3 pueden simplificarse con ayuda de las formulas:

/a:I:\/E_ Icz+\/t12—bjE [a—+a® —b
o 2 2

Asi tenemos:

V6 -2

senl5® = 4

V6 +v2

cos15° = 4

3.Calculo de las funciones seno y coseno de 36°,18°,27°,9°

Para calcular estas funciones trigonométricas de 36° se utiliza un tridngulo isdsceles como el
que se ilustra en la figura:

C

36"

72 72
A B

Se observa que este tridngulo tiene una propiedad muy particular, la cual es que al trazar la
bisectriz de uno de los angulos de 72°, por ejemplo B, se forman dos triangulos isosceles, asi



como se ilustra en la figura que sigue:

Asi se deduce que:

Si en el triangulo anterior trazamos también la bisectriz del angulo de 108° obtenemos los datos
siguientes:

De la figura anterior se deduce:

V10— 25

4

sen 36° =



cos 360 V6—2v5 _ V5+1
4 2
sen 54° = Vo +1
2
4

Utilizando las formulas del angulo medio calculamos:

sen 18° = 6_2\/5_):\/54_1
4 4
cos 180 = V10+2V5
4
sen 27° = \/8_2 10 - 2v5
4
cos 27° = \/8_2 10 - 2v5
4

sen 9° =

\/8—2\/10—2\/5
4

cos 9° =

\/8—2\/10—2\/5
4

4.Calculo de las funciones seno y coseno de los angulos de 24°,12°,6°,3°

Tenemos que 54° - 30° = 24°, asi:

cen240 = sen( 54°-30°)



= sen 54° cos 30° - cos 54° sen 30°

:%{\/EJF\/_-\/IO—Q\/E]

cos 24° = cos 54° cos 30° + sen 54° sen 30°

- % [\/5+1—\/10—6\/5]

sen24°
sen 12° = 9

1 — cos24°
- V 2

\/7—\/3—\/30—6\/5
= 4

cos24°
cos12° = 2
\/9+\/3+ V30 - 65
- 4

También se tiene que 6° = 36° - 30° y entonces :

sen 6° = sen 36° cos 30° - cos 36° sen 30°

_ % [\/30—6\/5-\/5—1]

cos 6° = cos 36° cos 30° - sen 36° sen 30°

%{\/10—2\/5+\/ﬁ+\/§]



Con las formulas del angulo medio se obtiene:

V8 — V15— /3 — V10 — 2v/5
4

sen3® =

V8 — V15— /3 — V10 — 2V/5
4

cos3° =

5.Calculo de las funciones seno y coseno de angulo con medidas de 21°, 33°, 39° 6 42°.

Utilizando las relaciones:

Calculamos:

sen 21°

cos 21°

sen 33°

cos 33°

21° = 36° - 15°
33° = 36° - 3°
39° = 54° - 15°
42° = 60° - 18°

‘1/—65 [2\/10+5\/§—2\/5—\/E-\/ﬁ+\/5-\/§+1]

V2 [2\/10—5\/§—2x/5+\/ﬁ+ V15 + V5 + \/§+1]

\/8+x/§+\/ﬁ+ 10—2\/5+\/24—3\/E—3\/§—3\/10—2\/5
8

\/8+\/§+\/B+ 10—2\/5+\/24—3\/E—3\/§—3\/10—2\/5
8



sen 39° =

cos 39° =

sen 42° =

cos 42° =

sen(°
cos0°
sen3®

cos3°

sen6°

c0s56°

sen9°

co0s9°

—
5%

|:\/E+ \/5+\/§+1-2\/10—5\/§—2\/5+\/ﬁ]

|
219

[2\/10+5\/§—2x/5—x/ﬁ+\/ﬁ-\/5+\/§-1]

1—v5+vV30+6V5
8

V15— V3 + V104 2v5
8

Valores de las funciones Seno y Coseno
para los angulos multiplos de 3

\/8—\/ﬁ—\/§—\/10—2\/5
4

\/8+\/E+\/§+\/10—2\/5
4

V30 —-6v5—v5—1
8

V15 + 3+ V10— 2v/5
8

\/8—2\/10+2\/5
4

\/8+2\/10+2\/5
4



r V7 VE- /30— 6v5
senl2® = 1
4
\/9+\/3+\/30—6\/5_>
\ cosl2® = 1
( V6 — /2 23
senly® = —— = ——
< 4 2
V6 + /2 2+3
cosly® = —m4m8M8M = —
\ 4 2
V3-1 V6 — 25
senl8® = = —
| 4
603180 — 10+2'\/E_)
r sen39° = \1/_65 \/ﬁ+\/5+\/§+1—2\/10—5\/§—2\/3+\/ﬁ
] I Z
w39 = Y2[o\/101 5525 VIE+VIE- VB4 VE-1
( 1-v5+/30+6V5
send2° = 3
4
rosd2e = V15— V3410 +2v5
. h 8
r V8—2V/10—2v5
sen27° = 1
4
\/s+2\/10—2\/5
\ c0s27° = 1
1
] — —
sen30° = 3
cos30° = ?



send3® =

r V8+ V34 VI5+ /10— 2v5 + /24 — 3V15 - 3v3 - 3v/10 215
8

\/24+3\/E+3\/§+3\/10—2\/5—\/8—\/5—\/5—\/10—2\/5
8

c0s33° =
sen36® = —"10_2\/5
4
V6 + 25 V541
c0s36° = —1 = 1

St
sen39° = ‘1/—6_ \/ﬁ+\/5+x/§+1—2\/1o—5\/§—2\/5+\/ﬁ

{ c0s30° = ‘1/—65 -2\/10+5\/§—2\/5—\/B+\/ﬁ—\/5+\/§— 1
1—v5+v30+65
send2° = 3
V15 — /34 V10 + 2v5
cosd2° = 3
sendb® = ?
cosdb® = ?
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