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Resumen

Se presenta una construccion rigurosa de la funcion exponencial con base en aproximaciones decimales de numeros
reales y utilizando herramientas relativamente simples de la teoria de sucesiones numéricas. Visto desde la optica
de un docente de secundaria, esta construccion es la formalizacion de la construccion intuitiva que siempre hemos
ensefiado a los muchachos.

En la primera parte se se repasa la completitud de IR y sus consecuencias, asi como algunas nociones basicas de
sucesiones. La segunda parte prsenta paso a paso, la construccion de la funcion exponencial con exponente racional
y en la tercera parte se extiende esta definicion a exponentes reales. La presentacion es completada con ejercicios
que le ayuden al lector a profundizar un poco mas en el tema, de acuerdo con los conocimientos previos

El trabajo esta dirigido a profesores y futuros profesores de secundaria. Se ha evitado en lo posible el uso de
herramientas matematicas sofisticadas, con el fin de hacer la lectura apropiada a la mayor audiencia posible.

Introduccion

En la ensefanza secundaria se introducen intuitivamente las funciones exponencial y logaritmica, y se utilizan sus
propiedades en la resolucion de problemas. Dicha presentacion intuitiva, deja sin embargo algunos sinsabores, como

por ejemplo: ;como explicar lo que significa2  ? Seria discutible si deba irse un poco mas alld y presentar al
estudiante de secundaria una construccion rigurosa de la funcion exponencial. Pero lo que si parece importante, es
que el docente debe estar preparado para responder cualquier pregunta que pueda surgir en este sentido. Debemos
entonces al menos familiarizarnos con los detalles que le dan rigor a toda esa mecanica de la potenciacion, lo que a
la vez nos ayudaria en la elaboracion de técnicas didacticas que exploten mejor la idea intuitiva que la sustenta.

Comunmente, en la literatura la funcion exponencial se presenta de una manera practicamente axiomatica,
aceptando su existencia y sus propiedades, y muchas veces, sin dar siquiera una idea intuitiva de lo que pasa en el
caso de exponentes irracionales. Una construccion " 'rigurosa" de dicha funcién se presenta después de haber
estudiado integracion, construyendo primero la funcién logaritmica como una integral definida. Dicha construccion,
ademas de usar una herramienta relativamente sofisticada, esconde en alguna medida la naturaleza de la funcion
exponencial. Debemos sin embargo reconocer la importancia histérica de este método. En efecto, son los logaritmos
y no las potencias, los primeros en definirse, al menos intuitivamente, para todo el continuo de los numeros reales
(Neper 1614 - 1620, y Biirgi 1620).

Ahora, para hacer una construccion elemental de la funcidon exponencial, hay varias posibilidades. Si se utiliza
directamente el axioma del extremo superior, la labor se hace bastante tediosa, perdiendo el gusto en los detalles
técnicos. Hay que anotar ademas que el axioma del extremo superior, en su forma comun, es bastante dificil de
entender y manipular.

En el presente trabajo se presenta una construccion mas intuitiva, sobre todo para un docente de secundaria,
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acostumbrado a trabajar con expansiones decimales. Visto desde la optica de la completitud, es la misma
construccion mencionada arriba, pero enriquecida con el uso del teorema de Weierstrass y las propiedades
elementales de convergencia de sucesiones. Visto desde la optica de un docente de secundaria, es la formalizacion
de la construccién intuitiva que siempre hemos ensefiado a los muchachos.

Se ha evitado en lo posible el uso de herramientas del calculo diferencial que podrian enturbiar la presentacion. De
la teoria de limites solamente se utiliza el teorema del emparedado, y del calculo diferencial inicamente el concepto
de derivada, para motivar la existenca del nimero e. Sin embargo, la demostracion de dicha existencia se hace
independientemente del célculo diferencial.

El trabajo consta de tres capitulos. En el primero repasamos la completitud de /R y sus consecuencias, asi como
nociones basicas de sucesiones. El lector familiarizado con estos temas puede pasar directamente al segundo
capitulo, donde hacemos la construccion para exponentes racionales. La parte central del trabajo se realiza en el
tercer capitulo, donde se define la funcion exponencial sobre todo el continuo de los numeros reales, usando las
nociones de expansion decimal y convergencia de sucesiones monotonas. La presentacion es complementada con
ejercicios que le ayudan al lector a profundizar un poco mas en el tema, de acuerdo con sus conocimientos previos.
Particularmente, en el tercer capitulo se presentan ejercicios que requieren de ciertos conocimientos de calculo
diferencial. El lector que no tiene dichos conocimientos, debe hacer caso omiso de estos ejercicios.

El trabajo esta dirigido a profesores y futuros profesores de secundaria. Surge de una inquietud sobre la manera en
que este tema es ensefiado en los colegios, lo que me motivo a realizar, en el afio 1999, un pequefio ciclo de dos
charlas, en el marco del Seminario de Ensefianza para la Educacion Secundaria, de la Escuela de Matematica
(UCR). El aporte de los asistentes a dichas charlas, fue de gran provecho para darle forma final al trabajo.

Preliminares

Subsecciones

e Un poco de historia
e Completitud de IR
¢ Induccién y buen orden
o Definiciones por recurrencia
e Densidad de IQ
e Existencia de raices
e Un barniz de sucesiones

o Convergencia
e Expansiones decimales
e Ejercicios

Un poco de historia

La nocion de progresion geométrica no es nueva en Matematica. Existe evidencia que muestra que los egipcios y
babilonios manejaban este concepto, y desde luego también los griegos. En Los elementos de Euclides aparece un
enunciado que establece la igualdad

m+n_ an

a a",

para n 'y m enteros positivos.

Ya en la Edad Media, N. Oresme (francés, s. XIV) vuelve a hallar esta regla, hablando de exponentes racionales, y
estableciendo otras identidades como
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Sus ideas, muy avanzadas para la época, no fueron entendidas, y un siglo después N. Choquet las retoma,
introduciendo ademads exponentes enteros no positivos. En esta época se consolida la funcidon exponencial (no
conocida como tal) como isomorfismo entre los nimeros reales (no conocidos como tales). En el siglo X VI, el
matematico aleman Stifel completo el trabajo, introduciendo exponentes racionales arbitrarios, y el paso a

exponentes reales fue realizado por J. Neperu (o Napier) y J. Biirgi entre 1614 y 1620, de manera intuitiva. Desde
entonces, y hasta mediados del siglo XIX, se admiti6 esta manera intuitiva de pasar a exponentes reales, al no
disponerse de una teoria sélida de nimeros reales que permitiera hacerlo mas rigurosamente.

Aunque hoy en dia se ensefian a veces como un tema aislado, lo cierto es que los logaritmos (y por ende, las
potencias) aparecieron como una herramienta de calculo. En efecto, al parecer ya Arquimedes utilizaba la idea de
reducir la multiplicacion de dos numeros (potencias de 2, por ejemplo), por medio de la suma de sus logaritmos.
Pero el verdadero auge de los logaritmos, como herramienta de célculo, sobre todo en navegacion, finanzas y
calculos astrondmicos, comienza en el siglo XVI con Stifel, y se consolida a inicios del XVII con Neper y Biirgi, y
posteriormente con la construccion de las primeras tablas de logaritmos en base 10, realizadas por H. Briggs (1631).

Las tablas de logaritmos se fueron perfeccionando a través de los afios, y fueron utilizadas en los calculos y en la
ensefianza hasta hace relativamente poco tiempo. La era de la computacion fue haciendo que las tablas fueran mas
faciles de elaborar, pero también las hizo innecesarias, pues ahora es mas simple presionar un par de teclas en la
calculadora, que buscar mantizas y caracteristicas.

Con el nacimiento del Célculo Infinitesimal, las funciones exponencial y logaritmica comienzan a tener importancia
desde un punto de vista teérico, al comenzar a ser estudiadas sus propiedades diferenciales. La importancia teorica
de estas funciones ha invadido casi la totalidad de las areas de la Matematica, sobre todo aquellas en que las
nociones del calculo diferencial e integral estan presentes. Por otro lado, su importancia desde un punto de vista
aplicado va mucho mas alla de su uso en los calculos numéricos. Estas funciones ya no se ensefian mas como simple
herramienta de célculo numérico, sino como base de modelos sofisticados y poderosa herramienta tedrica en
diferentes areas del quehacer cientifico.

Completitud de IR

La propiedadad de completitud de /R dice que los nimeros reales "“rellenan la recta numérica", o que no *“dejan
huecos en la recta". Es decir, a cada punto de la recta le corresponde un nimero real. Pero ;qué significa esto
matematicamente?. En otras palabras, como escribir esto con el lenguaje propio de la teoria de nlimeros reales, sin
hacer alusion a la interpretacion geométrica de éstos como puntos de una recta.

Para tratar de precisar esto, tomemos un punto P en la recta, y consideremos el conjunto 4 formado por todos los
numeros reales *“ubicados" a la izquierda de ese punto. Consideremos también el conjunto B formado por todos los
numeros reales " ubicados" a la derecha del mismo punto. Tenemos entonces que parax € Ay y € B se cumple x

< y. La completitud dice que hay un niimero real & que corresponde al punto P, y por lo tanto x < @& < y, para

todox € Aytodoy € B.

A o B

Interpretacion geométrica de la completitud

Esto nos sugiere la siguiente forma de axiomatizar la completitud:
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Axioma de completitud (version 1) Sean A y B subconjuntos no vacios de IR, tales que x < y paratodox € Ay

todoy € B. Entonces existe al menos un numero real & tal que x < @ < y, para todox € Aytodoy € B.

Para aclarar mejor este concepto veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.2.1 Si4d= { X = 10" x2<2 } yB= { X = 10" x2>2 } , entonces . = V2 es el tinico nimero real

x

que satisface la condicion del axioma de completitud.

Ejemplo 2.2.2 SiA4=]- m0,0[yB=/[1, 2], entonces cualquier & € [0, 1] satisface la condicion del axioma.

Ahora consideremos un conjunto A C IR no vacio, y definamos
B={be IR:¥x € A, b = x}. 2.1)

Este conjunto B podria ser vacio, veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 2.2.3 Si 4 =0, 4[, entonces B = [4, + oo[. El mismo B se obtiene si 4 =] - 00, 4].

Ejemplo 2.2.4 SiA4=[1,0¢[, entonces B = {. En efecto, si existiera b € B, se tendria en particular b > 1, asi que

b + 1 seria elemento de 4, y consecuentemente b > b + 1, lo cual es imposible.

Cuando B # () decimos que A es acotado superiormente, y a cada elemento de B se le llama cota superior de A.

Mas precisamente:

Definicion 2.2.1 Un conjunto 4 € R se llama acotado superiormente si existe b € IR tal que x < b para todo x €

A. En tal caso, se dice también que b es una cota superior de 4.

Ejemplo 2.2.5 Retomando los ejemplos anteriores, tenemos que los intervalos [0, 4[ y ] - o, 4] son acotados
superiormente, mientras que el intervalo [1, + @[ no lo es. En el caso 4 = [0, 4[, la menor cota superior es » = 4. Lo
mismo ocurre en el caso 4 =] - o, 4].

Cuando A es acotado, el conjunto B dado por (2.1) es, entonces, el conjunto de cotas superiores de A. En tal caso,
el axioma de completitud establece la existencia de un numero real ¢ tal que x < @ < y, para todox € Ay todoy

€ B. En particular se tiene x < & para cada x € A, asi que & € B. Como ademds & <.y, paratodoy € B,

tenemos que @ es el menor elemento de B. Es decir, & es la menor cota superior de A, y en particular es unico. A
este numero se le llama el extremo superior de A, o supremo de A, y se denota &« = sup A. Esto muestra la version
comun del axioma de completitud, que llamaremos axioma del extremo superior. Primero definamos en detalle el
concepto de extremo superior:

Definicion 2.2.2 Sea A C IR acotado superiormente y no vacio. Un elemento & € IR se llama el extremo

superior (o supremo) de A si es la menor de sus cotas superiores. Dicho de otra forma, ¢ es el extremo superior
de A si satisface:

()

& es cota superior de A.

2)

Si b € IR es cota superior de A, entonces &« < b.
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Axioma del extremo superior (version 2 del axioma de completitud) Sea A un subconjunto no vacio de IR, el cual
es acotado superiormente. Entonces existe el extremo superior de A.

Similarmente podemos hablar de acotacion inferior, y se demuestra, usando el axioma del extremo superior, que
todo conjunto B no vacio y acotado inferiormente, tiene una cota inferior maxima. Tal cota se llama en extremo
inferior (o infimo) del conjunto B, y se denota por inf B (ver ejercicio 15) .

Ejemplo 2.2.6 Para A=[1, 3] U {7} tenemos que & = 7 es cota superior. Ademads, si b es cota superior de A,
como 7 € A debemos tener 7 << b. Esto demuestra que sup A = 7.

Ejemplo 2.2.7 Para A = [0, 1], tenemos que & = 1 es cota superior de A. Ademas, si b es cota superior de A,

1 1

debemos tener b > 1. En efecto, primero observemos que b > 3, pues 5 € A. Luego, si se tuviera b <1,

entonces x = (b + 1)/2 seria un elemento de A, y ademds x > b, contradiciendo el hecho que b es cota superior de
A. Esto demuestra que sup A = 1.

Nota: El ejemplo anterior demuestra que sup A no necesariamente es un elemento de A. Ademads, el argumento
del ejemplo 2.2.6 demuestra que si una cota superior de A pertenece a dicho conjunto, entonces esa cota es el
supremo. En tal caso suele usarse también la palabra mdximo, y escribir max A en vez de sup A.

La siguiente caracterizacion del supremo suele ser util:

Teorema 1 Sea A C IR, acotado superiormente y no vacio, y sea & € IR. Entonces < = sup A si y solo si

satisface:

(a)
X < @, paratodox € A.

(]
Para todo £ > 0, existe x € A tal que x - £ <x.

Prueba

Supongamos primero que & = sup A. Entonces & es cota superior, lo que significa que satisface (a). Luego,
dado £ > 0 tenemos @ - £ < &, asi que @& - £ no es cota superior de A, y consecuentemente debe existir x € A

tal que x > ¢ - £. Esto demuestra la propiedad (b).

Reciprocamente, supongamos que las propiedades (a) y (b) se cumplen y probemos que ¢ = sup A. Primero t es
cota superior por la propiedad (a). Ahora sea b una cota superior de A. Si b < &, entonces tomando & = & - b >
0 tenemos por hipotesis que existe x € A tal que x > @ - £ = b, lo cual contradice el hecho que b es cota superior

de A. Consecuentemente b = <, demostrando asi que & es la menor cota superior.

El axioma del extremo superior puede usarse para demostrar algunas propiedades basicas de los numeros reales.
Una de ellas es el principio de Arquimedes, que demostraremos a manera de ejemplo:

Lema 2.2.1 (Version 1 del principio de Arquimedes) IN no es acotado superiormente.
Prueba

En efecto, si IN fuera acotado, por el axioma del extremo superior tendria supremo & = sup IN € IR. Pero
entonces, por el teorema anterior existirian € IN tal que n > « - 1, de donden + 1> &. Comon+1 € INy «

es cota superior, esto es contradictorio.
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Corolario 1 (Version 2 del principio de Arquimedes) Parax,y € IR, cony > 0, existe n € IN tal que ny > x.

Prueba

Supongamos que el resultado falso. Entonces existen x € IR, y € IR, tales que x > ny para todo n € IN. En

otras palabras, xy'l es una cota superior de IN, lo cual es absurdo debido al lema anterior.

Induccion y buen orden

Una manera de iniciar el estudio de los niimeros naturales es comenzar con los axiomas de Peano, que incluyen
el principio de induccion. Si se estd familiarizado con los niimeros reales, se puede definir el conjunto IN de los
numeros naturales como el menor subconjunto inductivo de IR. Aqui nos contentaremos con enunciar el
principio de induccion como axioma.

Definicion 2.3.1 Un conjunto A C IR se llama inductivo si satisface:

()
0 € A

(b)
Paratodon € Asetienen+1 € A.

Por ejemplo, A = [0, 2] es inductivo, lo mismo que IN y IZ. El conjunto

B={nelIN:2" > n*}

no es inductivo, pues contiene a n = 2, pero no contiene a 2 + 1 =3.
Principio de induccion (Version 1) IN es el menor subconjunto inductivo de IR.

Asi, si A C IN es inductivo, debe tenerse A = IN. Podemos entonces escribir el principio en la forma alternativa:

Principio de induccion (Version 2) Si A C IN satisface la propiedades (a) y (b), entonces A = IN.

Ejemplo 2.3.1 Demostrar que 2" > n+1,paratodon € IN.

Definimos el conjunto

A:={ne€lIN:2" > n+1}.
Observe que 0 € A4, pues 20=1 - 0+1.
Ahora, sin € 4 tenemos 2" > n + 1. Entonces

2"t 1=22" > 2(n+1)=2n+2>n+2,



asique n +1 € A. Esto demuestra que A es inductivo, y por el principio de induccion se concluye que 4 = IN.

La desigualdad es valida entonces para todo n € IN.

Ejemplo 2.3.2 Demostrar que para todo n € IN se tiene

ni{n + 1)
—

0+1+~+n=
Se trata de demostrar que el conjunto

A:= {nEIN:0+"'+n= “—(“2"'1) }

es igual a IIN, para lo cual basta demostrar que es inductivo.

Para n =0, la suma del lado izquierdo solo tiene un término, y es igual a 0, mientras que el lado derecho es
ﬂ%l =0. Entonces 0 € A.

Sin € A, entonces tenemos que

0+...+n= ﬂ'(ﬂ'+1),

y debemos demostrar que n +1 € A. Veamos:

O+1+---+(n+1) O+---+n)+(n+1)
a(nt1) +(n+1)

n{nt+1)4+2{n41
2

(ni1){ni2)
2

¥
de donde n +1 € A. Por el principio de induccion concluimos que 4 = IN.

Nota: En la prdactica no se scodtumbra definir el conjunto A explicitamente, sino que se demuestra la propiedad
planteada para n = 0, y luego se demuestra que si se cumple para n, debe cumplirse para n + 1.

Ejemplo 2.3.3 Demostrar que n3 + 5n es divisible por 6, para todo n € IN.

En efecto, para n = () tenemos nd +5n= 0, el cual es divisible por 6.
Si n3 + 5n es divisible por 6, tenemos n+5n= 6k, para algun k£ € IN. Luego

(n+1P2 +5(n+1)=(nd+5n) +3n2+3n+6

=6k +3n(n+1)+6
=6(k + 1)+ 3n(n + 1).



Como n(n+1) essiempre par (;por qué?), tenemos que 3n( n+ 1) es multiplo de 6, y consecuentemente (

n+12 +5(n+1) loes.

El principio de induccion también es aplicable a propiedades que son vilidas a partir de cierto valor de n.
Veamos el siguiente resultado, que llamaremos induccion truncada.

Lema 2.3.1 (Induccion truncada) Sea 4 C IN,ysea N € IN tales que
(a)N e A.
(b) Paratodon € Atalquen > N,setienen+1 € A.

Entonces 4 contiene todos los naturales a partir de /V. Esto es:

{ne IN:n > N} C A.

Prueba:
Si N = 0, el resultado es precisamente el principio de induccion.
Si N > 0 considere el conjunto

B=A4U {0, 1,.,N-1}.

Entonces claramente B es inductivo, y por el principio de induccion se concluye que B = IN. Ahora, dado n =

N, tenemos quen € B,y n¢ {0, 1,..., N - 1}, de donde concluimos que n € A.

Veamos algunos ejemplos donde se aplica este resultado:

Ejemplo 2.3.4 Demostrar que n + 3 <2", para todo n > 3.

Note que en este caso la desigualdad es falsa para n =0, 1, 2. Para n = 3 si es valida pues tenemos 3 +3 =6 <
23 =8. Ahora, si se cumple para cierto n > 3, tenemos n + 3 < 2", y luego

m+1)+3=m+3)+1<2M+1<2M4n=2n+1
Entonces también se cumple para n + 1. Luego, por induccion truncada la desigualdad es valida para todo »
> 3.

Ejemplo 2.3.5 Demostrar que n? < 2", para todo n > 4.

Note que aunque la desigualdad es valida paran =1y n =2, no lo es para n = 3. Para n = 4 tenemos 42=16=
24, asi que se cumple 42 < 24,

Ahora supongamos que se cumple para algin n > 4, esto es n? < 2" Entonces



2n+1=2.2n > 2”2.

Para demostrar la desigualdad para n + 1 basta con demostrar que 212 > (n+ 1)2, 1o cual es equivalente a n?

-2n -1 = 0. Esto es cierto para n > 4, pues
n?-2n-1=nn-2)-1>42-1=7>0.
Esto demuestra entonces que 2n? > (n+ 1)2, y luego
2Tl S 2402 > (m+1)A

En algunos ejemplos, al demostrar que n + 1 € A, se debe hacer uso no solo del hecho que n € A, sino también
dequen-1 € A, o0engeneral de que k € A para k < n. El siguiente resultado permite hacer este tipo de

razonamientos.

Lema 2.3.2 (Induccién completa) Sea A C IN que satisface

(a)
0 € A

(b)
Sik € A paratodo k < n,entoncesn+1 € A.

Entonces A = IN.
Prueba
Defina el conjunto

B={ne IN:k € Aparatodok < n }.

Entonces B C A, y por la propiedad (a) tenemos que 0 € B. Por otro lado, supongamos que n € B. Entonces

por definicion tenemos que k € A para todo k < n, y por la propiedad (b) se tiene n + 1 € A. Consecuentemente
k€ Aparatodok < n+1,

lo que significa n + 1 € B. Por el principio de induccion se sigue que B = IN. Finalmente tenemos IN =B C A,

y por lo tanto A = IN.

Otra propiedad importante de los niumeros naturales es el principio del buen orden . Como veremos, este
principio es equivalente al principio de induccion. Para establecerlo necesitamos primero la siguiente definicion.

Definicion 2.3.2 Dado A C IN, decimos que n es el primer elemento de A si satisface:

1. n e A.



2. ng < n,¥n € A.

El lector puede demostrar que de existir el primer elemento, este debe ser unico. Note que 0 es el primer elemento
de IN. Dado A C IN, si 0 € A se sigue inmediatamente que 0 es el primer elemento de A.

Lema 2.3.3 (Principio del buen orden) Si A4 es un subconjunto no vacio de IV, entonces A tiene primer
elemento.

Prueba
Suponga que A no tiene primer elemento, y defina
B=IN-A={n€IN:n¢A}.

Tenemos que 0 € B, pues de lo contrario 0 seria el primer elemento de A. Ahora, si k € B para todo k < n,

entonces n +1 € B, pues de lo contrario n + 1 seria el primer elemento de A.

Por el principio de induccion completa se sigue que B = IN, y consecuentemente A = {). Como esto contradice la

hipdétesis, A debe tener primer elemento.
Como una aplicacion de este hecho, demostremos que todo numero real tiene parte entera.

Ejemplo 2.3.6 (Parte entera) Sea x € IR. Entonces existe m € 1Z tal que
m<x<m-+l.
En efecto, sea x > 0. Por arquimedianidad, existe n € IN tal que n > x. Esto quiere decir que el conjunto
A={keIN:k>x}

es no vacio, y por lo tanto tiene primer elemento, el cual llamaremos ny. Entonces tenemos que ng € Ayny-1¢

A, lo cual implica

np-1 < x<ny

Tomando m = ny - 1 obtenemos el resultado.

Si x <0, se aplica lo anterior a - x y luego se multiplica por -1.
Nota: El lector puede convencerse de que m es unico para x. Tal m se llama la parte entera de x, y se denota m =
[*].
Ejemplo 2.3.7 (Algoritmo de la division) Para a y b naturales, con b > 0, existen q y r tales que
a=bqg+r, 0 <r<bh

La idea es comenzar en el origen, ““pegando brincos'' de longitud b, hasta caer a la derecha de a. Entonces q es
el mayor natural que cumple qb < a. Basta entonces con tomar q = [ ¥ ] . Tenemos



q< - <q+l,

o B

lo cual implica gb < a<qb +b. Luego 0 < a - bq <b, y tomamos r = a - bq.

Visto de otra forma, q = ky - 1, donde k es el primer elemento del conjunto

A:={ke€IN:kb>a}.

Por ejemplo, sia =145y b = 15, tenemos a=b" 9+ 10, asi que q =9y r = 10.

Subsections

o Definiciones por recurrencia

Definiciones por recurrencia

Muchas veces, para definir una funcion f: IN =+ A, se hace uso implicito del principio de induccion. Por
ejemplo, cuando se define

a"=a a’ " a(nveces),

realmente se estd pensando en la definicion: a’=1,a""1=4" a. Esto define a’, y asumiendo que a" estd
definido, permite definir a" * 1 Ei principio de inducciéon garantiza que esta es una buena definicion de la

Jfuncion

f:IN = IR, f(n)=a".

En lo que sigue hacemos uso de este principio.

Ejemplo 2.3.8 (El factorial) Se define 0! =1,y paran € IN,(n+1)! =(n+ 1) n!. Tenemos entonces 1! =1"
00=1,2!'=2"1'=2'1,3!=3"2"1,yengeneraln!=n"(n-1)3-2"1.
Ejemplo 2.3.9 Dada una funcion f: IN —+ IR, podemos definir la suma
Sp=f(0) +..+ f(n)
inductivamente asi:
So=f(0); Sy+1=Sy +f(n+1).
A veces se usa la notacion ay = f (k), obteniendo
Sp=ap t...tay,

que también se denota por
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k=0
Note que por definicion se tiene
n+1 n
Z”k= Zak+an+1
k=0 k=0

Si se comienza en 1, se denota

Ejemplo 2.3.10 Un caso particular del ejemplo anterior es la suma
Z k= ﬂ.(ﬂ.2+ ].:l ’
k=1

que estudiamos anteriormente.
Ejemplo 2.3.11 Demostrar que

Zk'k!=(n+1)!-1, ¥n € IN.
k=0

Para n =0 la suma del lado izquierdo es 0 ° 0! = 0, mientras que al lado derecho tenemos (0 +1)! -1 =0.
Entonces la igualdad es valida para n = 0.

Supongamos que la igualdad es valida para n, y probémosla para n + 1. Tenemos

n+1 n
Y kkt= Y kK@) (n+ 1),
k=0 k=0

y por hipétesis de induccion se sigue que

n+l g .
k=0 K K — e D 1+ (4 1) (n+ 1)

=(I+n+Dn+1)-1
=m+2)mn+1)-1
=(mn+2)-1.

Esto demuestra la igualdad para n + 1, y por el principio de induccion se sigue que es valida para todo n €

IN.

Ejemplo 2.3.12 Demostrar que 2" < n!, para todo n > 4.



Para n = 4 tenemos 2% = 16 < 24 = 4!. Ahora supongamos que 2" < n! para algiin n > 4. Entonces

Mtl=p 20 <2 pl<n+1) n!=@m+1)),

con lo que » + 1 también satisface la desigualdad. El principio de induccion se encarga del resto.

2.4 Densidad de Q

Los resultados de la seccion anterior pueden ser usados para demostrar una serie de propiedades interesantes de
los niimeros racionales e irracionales. Comencemos con la densidad de Q:

Teorema 2 Dados x,y € IR, con x <y, existe un racional r tal que x <r <jy.

Prueba:

Primero tomemos el caso 0 < x <y. La idea es tomar un n suficientemente grande, y comenzar a *‘pegar

brincos'' de longitud %, partiendo del origen, hasta caer en el intervalo [x, y[. Para asegurarnos de no

brincarnos completamente dicho intervalo, debe tenerse % <y-x.

| | | | l l l
0 L 2 3 x &k y
] ] ] ] -

Densidad de Q

Mas precisamente, usamos la arquimedianidad de IR para concluir que existe n € IN tal que n > (y - X y

consecuentemente % <y -Xx. Luego consideramos el conjunto

A={j€e IN:j>nx}.

Otra vez por arquimedianidad, A no es vacio, y por el principio del buen orden existe el primer elemento de A,
que denotaremos por k. En particular k € Ay k - 1 € A, lo que significa

k-1 k
- < x< -.
T T

k

De la primera desigualdad se sigue que - < x+ % <x+(y-x) =y, y consecuentemente r : = — satisface

TR

A=

xX<r<py.
En el caso x <0<y, tenemos que r = 0 es el racional buscado.

Enelcasox<y < 0, tenemos 0 < -y <-x, y por lo que acabamos de demostrar existe r € 1Q tal que -y <r <-

X. Luegox <-r<y,ycomo -r € 1Q, el resultado queda demostrado.



En los ejercicios se le pide al lector demostrar que el conjunto de los niumeros irracionales es también denso en
IR. El teorema anterior es de vital importancia en andlisis. Por ejemplo, para definir rigurosamente ciertas
Sfunciones, se define primero para los racionales y luego se extiende a todos los reales utilizando la densidad de
1Q. Esta idea la usaremos mds adelante para definir la funcion exponencial.

Ejemplo 2.4.1 Considere el conjunto

A={x € lQ:x<1}.

Notemos que ¢ =1 es una cota superior. Por otro lado, dado b < 1, la densidad de /Q permite concluir que
exister € IQ talque b<r<1,dedonder € 4y r>b. Esto demuestra que b no puede ser cota superior de A,

y por lo tanto sup A4 = 1.
Ejemplo 2.4.2 El conjunto 4 = { 1- % :n € IIN } es acotado superiormente. Es un buen ejercicio

demostrar que sup 4 =1.

Existencia de raices

El lector probablememente sabe muy bien que dado a > 0, \/a es un niimero real positivo tal que ( \/a )2 =a.

En esta seccion usamos la completitud de IR para darle rigor a esta definicion. En otras palabras,

demostraremos que la funcion f: IRY = IR", definida por f (x) = X2, es sobreyectiva. Primero, y para enfatizar
la diferencia entre 1Q y IR, vamos a demostrar que esto no es posible hacerlo en 1Q. Especificamente, vamos a
demostrar que:

Lema 2.5.1 No existe r € IQ tal que P=2.

Prueba:

En efecto, supongamos que si existe tal r. Entonces se puede escribir

i

r=—,
n

donde m, n son naturales, y al menos uno de ellos es impar. Se sigue entonces que m? =2n?, Y consecuentemente

m? es par, lo que implica que m también es par (;por qué?), esto es m = 2k para algun k € 1Z. Luego

2n* = m* = 4K?,

2

y obtenemos que n“ también es par, con lo cual n es par. Como esto es contradictorio, no existe tal r.

Este hecho, junto con el lema siguiente, permite concluir que existe un niimero real /2 € II.

Lema 2.5.2 Dado a > 0, existe un niimero & > 0 tal que a” = a. A tal « se le llama la raiz cuadrada de a, y se

le denota & = \/a.

Prueba:

Defina los conjuntos



A= {xEO:x2<a},B= {y>0:y2>a}.

Como a > 0 tenemos que 0 € A, asi que A # ). Ademads, como (a + 1)2 >a+1>a,tenemos B # {}. La

igualdad
xt-y?= (x+y) (x-y)
demuestra que para x, y > 0 se tiene
X>y x> yz.
Luego, dadosx € Ayy € B se tiene X <a< yz, con lo que x <y. Por la completitud de IR existe & € IR tal

quex < & < yparatodox € Aytodoy € B. Para demostrar que o = a, debemos descartar las posibilidades

o >ay a® <a. Veamos:

- Si a? <a, tome 0 < £ <1. Note que =2 < £,y entonces
(a+e)Y=0a®+2as+e?<a® +Qa+1s.
Si ademas £ < (a- o }/(2& + 1), se sigue que
(a+e)l<a® +Qa+De<a®+ (a-a) =a.
Esto es, &t + £ € A, contradiciendo el hecho que ¢ es cota superior de A.
2.

Si a? > a, note que
(a-g)=a®-2ac +£%?>a® -2ac.
Si0<e < (a?-a)/2a, obtenemos
(a-e)>a’-2ae>a-(a’-a)=a

Pero entonces ¢ - £ € B, lo que contradice el hecho que ¢ es cota inferior del conjunto B.

Un argumento similar al anterior se usa para demostrar que dados a > 0, n € IN, existe & > 0 tal que o™ = a.

Tal & se llama la raiz n - ésima de a, y se denota & = 3/a.

Un barniz de sucesiones



Una sucesion numérica es una funcion a : IN = IR. Es comin denotar a, en vezde a( n), y pensar en la

sucesion como un ““conjunto ordenado'’ (0 %< -étupla)
( ag, A1, Ag,..., ys... },

de ahi el nombre sucesion, pues cada niimero tiene sucesor, y aparte de ay, todos tienen antecesor. A a,, se le
llama el n - ésimo término de la sucesion. La sucesion a se denota por (a,) o ( a, )pcpy-

Ejemplo 2.6.1 Sia, =1 para cada n, tenemos (a, ) = (1, 1,... ).

Ejemplo 2.6.2 Sia,= ( -1)" paracada n, tenemos (a,) = (1,-1,1,-1,..).

Ejemplo 2.6.3 Paraa,= (1+ ( -1)" ) &, para cada n, entonces
(ay)=1(0,0,2,0,4,.,0,20,.).

De la misma forma se pueden considerar sucesiones definidas a partir de cierto n. Asi, ( a, ).~ denotard la

sucesiona : { k,k+1,...} = IR

Ejemplo 2.6.4 Sia,= L paran > 1,seobtiene (ay)ps1 = (1.5.5.) -

Definicion 2.6.1 La sucesion (a,) se llama creciente si ay < a; < ap <.... NOtese que esto es equivalente a tener
an < apy, paran < m.

Si la desigualdad es estricta, la sucesion se llama estrictamente creciente. Similarmente, (a,,) se llama decreciente si
a, =2 ayparan < m.

Ejemplo 2.6.5 Lasucesion (L) _ = (1,

o .- ) es decreciente estrictamente.

1
2

Ejemplo 2.6.6 La sucesion constante (¢), ¢ v = ( ¢, ¢, ¢,... ) es creciente y decreciente.

Ejemplo 2.6.7 Lasucesion ([5]), ¢ n=(0,0,1,1,2,2,...) es creciente, pero no estrictamente creciente.

Ejemplo 2.6.8 Lasucesion (1,-1,1,-1,..) =((- 1)"), ¢ 1n no es creciente ni decreciente.

La sucesion (a,), - [y se llama acotada superiormente, si existe b € IR tal que a,, < b,¥ n € IN.

Equivalentemente, ( a, ) es acotada superiormente si su rango
R={a,:n€iIN}

es un conjunto acotado superiormente. Similarmente, ( a,, ) se llama acotada inferiormente si su rango es



acotado inferiormente. La sucesion (a,) se llama acotada si es acotada superior e inferiormente (esto es, si su
rango es acotado). Nétese que (a,,), c v es acotada si, y solo si, existe T > 0 tal que | a,| < T,¥ n € IN.

Es un buen ejercicio demostrar este hecho con detalle.

Ejemplo 2.6.9 Las sucesiones ( %)n > 15 ((- D"y e INY (©)n e 1 son acotadas. En efecto, en los dos primeros

casos se puede tomar 7= 1, y en el tercer caso 7= | c |.

Ejemplo 2.6.10 La sucesion ([ § ]),; ¢ v €s acotada inferiormente, pero no superiormente. En efecto, [ ] >0,

n
2

pero no existe b tal que [ - ] < bparatodon € IN, pues si asi lo fuera, 2b + 2 seria cota superior de IN.

Ejemplo 2.6.11 La sucesion ((- 1)"n), ¢ 1y no es acotada ni superior ni inferiormente. Se invita al lector a

verificar este hecho con todo detalle.

Subsections
o Convergencia
Convergencia

Cuando los elementos a,, se acercan a cierto niumero real l, conforme n se hace grande, decimos que la sucesion
(a, ) converge a l. Para precisar esto mejor, tomamos un intervalo |l - £, 1+ £ [, con € > 0. Si los a,, se acercan

al, debe tenerse a,, € |l - £, 1+ £[, para n suficientemente grande. Esto justifica la siguiente definicion.
Definicion 2.6.2 Decimos que la sucesion (a,,) converge a/ € IR si:
Para todo £ > 0 existe N € IN tal que
la,-l|<&,%¥n > N.
En tal caso decimos que la sucesion (a,)) es convergente, y que su limite es /. Escribimos

i gy 1.

También se usa la notacion a,, —+ /.
Si no existe tal /, decimos que (a,,) diverge.

Ejemplo 2.6.12 La sucesion constante (¢) = ( ¢, ¢, c,... ) converge a ¢. En efecto, como | a,, - ¢ | =0 < & para cada

n, la definicion de convergencia se cumple trivialmente.

Ejemplo 2.6.13 La sucesion ( % } converge a /=0.
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Para ver esto, tomemos & > (. Debemos hallar N de manera que % < & paratodon > N. Esto es equivalente a

tener n > %,paran = N. Entonces basta tomar N = [ % ] + 1, veamos:
1 1

nzN=n>- =|a,-0/=—<eg.
£ m

Ejemplo 2.6.14 La sucesion ( a, ) definida por a, = f—g_—'_—} converge a / = 1. En efecto, dado & > 0, veamos qué

necesitamos para que |a, -1 | <E£:

n?—-1

<g & 2<n2+1
n2 41 '

a,-1|<e & -l <e &
lan-1] n?+1 £

Para que esto ocurra basta que n?> %, esto es n > \/g . Entonces basta con tomar N = [ \/fj ] + 1.

Ejemplo 2.6.15 La sucesion ((- 1)™) diverge. Para demostrar esto, supongamos lo contrario, y denotemos su limite
por I. Tomando & = 1 tendriamos la existencia de N tal que | (- 1)" - /| <1, para todo n > N. Pero para n par

obtenemos /> 0, y para n impar obtenemos / < 0, lo cual es contradictorio.
El siguiente lema nos permite hablar de el limite'’ de una sucesion.

Lema 2.6.1 Si (a,) converge, su limite es Unico.

Prueba

Supongamos que l; y I, son limites de (a,). Sea £ > 0. Por definicion existen N;y N, tales que

lag- 1| < 5.9 n 2Ny,

|t

lay- 1| < 5.9 n >N,

Tomando n = max{N;, N} se obtiene:

[l -bl=l-agtay-bL| <[l -ay| +]ay-b|<e.

Concluimos entonces que | l; - l| < & para cada £ > 0, con lo cual l; =1,.

Otro resultado importante que resulta directo de la definicion de li mite es el siguiente:
Lema 2.6.2 Toda sucesion convergente es acotada.
Prueba

Consideremos una sucesion convergente ( a, ), y sea l su limite. Entonces tomando € =1, existe N € IN tal que
lanl- 11| < Jay-1|<1,¥ n = N.

Definiendo



M =max{| ayl,....| an -1}, I| + 1},
obtenemos | a,| < M para todo n € IN.
Notese que el reciproco es falso, pues por ejemplo la sucesion ((- 1)") es acotada y no convergente.

La demostracion del siguiente lema la dejaremos como ejercicio:

Lema 2.6.3 Supongamos que (a,) y (b,) son sucesiones convergentes, tales que para algun N € IN se tiene

a, < b,,¥ n = N.

Entonces lim a, < lim b,.
n—+oo n—+o0

En particular, si para cada n se tiene a,, = 0, entonces lim a, = 0.
TI—+00

El siguiente resultado permite el cdalculo y andlisis de la convergencia de ciertas sucesiones, con base en otras
mds simples. Este resultado serd central en la construccion de la funcion exponencial que expondremos luego.

Teorema 3 (Ley del emparedado) Supongamos que las sucesiones (b,,) y (¢,) son convergentes a /, y que
existe ng tal que b, < a, < ¢,V n > ny. Entonces (a,) también converge a /.

Prueba

Dado £ >0, existe n; € IN tal que | b, -1| < &, ¥ n > ny, y existe n, tal que | ¢, -1| <2, ¥n > ny. Definiendo

N=max{ ng, ny, ny } tenemos
l-2<b, <a, <c,<l+e,¥yn=N
Por lo tanto (a,) converge a l.

Ejemplo 2.6.16 La sucesién ( %}i ) converge a 0, pues - = < %ﬁ < 2,VnelN

T

Ejemplo 2.6.17 Considere la sucesion @, = /2. Tomando £, = /2 - 1> 0, tenemos por la desigualdad de

Bernoulli (ejercicio 3) que

2=( %’i)ﬂ =(1+¢,)" > 1+ne,.

Esto muestra que

Por el teorema del emparedado se sigue que £,, —+ 0, y consecuentemente a, = V2 =2 1.
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Si a,, =+ | # 0, entonces eventualmente debe tenerse a,, # 0. Mejor auin, a,, se mantiene lejos de cero, para n

grande. El siguiente lema expresa este hecho, de gran utilidad tedrica.

Lema 2.6.4 Supongamos que a,, = [ # 0. Entonces existe ny tal que para cada n > ng se tiene | a, | > 3 |/|

Prueba

Basta tomar £ = % | 7], el cual es positivo, y aplicar la definicion de convergencia. Obtenemos la existencia de n

tal que

Si [ > 0 esto implica a,, > 1 - %l= %l. si por el contrario | <0, se obtiene a,, <l + % (-1)=

I- 3|1 <ay<I+ 3 |1],¥n > ng.

L

b bt

El calculo de limites de sucesiones, se simplifica enormemente con el uso del siguiente teorema:

Teorema 4 Sean (a,) y (b,) dos sucesiones convergentes, con a, —* ay b, —* b,y sea c € IR. Entonces:

. flli_I}nﬂImc'an=c'a.
. ﬂli_I}nm:‘(C'an+bn)=c°a+b.
. fllgnw (a, " by) = a" b (ley del producto).

. Sib, # 0 paratodo n,ysib # 0, entonces IEHW 3> = ¢ (ley del cociente).

Prueba

1.

Dado £ >0, aplicamos la definicién de convergencia de (ay ), con 757 en lugar de £, obteniendo que

existe V tal que | a, - /| < 755, paran > N. Luego

|crag-cal=|c| |ay,-1]| < |c]|- <eg,¥n>N.

_£
e] +1
Dado £ > 0, existen ng y nq tales que
£ ) £
|ay-al < E,‘E’n > ngs | by-b| < i,‘ﬁ’n > ny.

Tomando N = max ( ny, n; ) obtenemos que

| (anthy)-(a+b)|=](ag-a)+ (by-b)| < lag-al|+|by-b|<e,¥n =N.



Esto demuestra que a,, + b, =+ a + b. Ademas, por la parte 1 tenemos que c*a,, =+ ¢ a,y por lo que

acabamos de demostrar se obtiene que ¢ a, + b, =+ c*a+b.

> Como (b,) es convergente, se sigue que es acotada, y entonces existe 7> 0 tal que | b,| < 7T, ¥ n € IN.

Ademas

| apby -ab|= | (ap-a)by+a(by,-b) | < |ay,-a| byl +|al by-b|,
y por lo tanto
| apby -ab| < T|ay-a|+|al|b,-b|.
Como |a,-a| = 0y |b,-b| —* 0, las propiedades anteriores permiten concluir que
Tlay-a|+|al|by-b| = 0.
Por el teorema del emparedado concluimos que
flli_1}11m:|| ayb,, - ab| =0.

3.

Por el lema anterior, existe ng tal que | b,| > % | b, ¥n > ngy. Luego

| 1 -%|=M<E|bn-b|, Yn = ny.

bn [Ball6] B2
Por la propiedad 1y el teorema del emparedado concluimos que

1 1
— .- 0.
|b,, b|'*

Combinando con la propiedad 2, obtenemos

Gn _ 1

_— an'g -+ a’

bn

] -t
o B

Ejemplo 2.6.18 Seaa,= —z.Como + — 0, tenemos que -z = = * L — 0, por la ley del producto.

Ejemplo 2.6.19 Sia,=1+ % - '—f:; tenemos que a, —* 1, por el ejemplo anterior, y las propiedades 1, 2 y 4.

Ejemplo 2.6.20 Sia, = i tenemos a, = . Fl—’E =0 15 =0.

Ejemplo 2.6.21 Seaa, = zﬂ—,:"{g—ﬂ—% . Factorizando n? tenemos



Ejemplo 2.6.22 Considere la sucesion a,, = 3/a, donde a > 1 es fijo. Tomando £,, = 3/a - 1> 0, tenemos por

la desigualdad de Bernoulli (ejercicio 3) que

a=(%a)" =(1+5,)" >1+ne, >ne,

Esto demuestra que

0<eg, < ﬂ;,paracadan > 1.
T

Por la propiedad 1 del teorema anterior se tiene que = — 0,y por el teorema del emparedado se concluye

que £, —+ 0. Consecuentemente, por la propiedad 2 del teorema anterior se concluye:
a,= Ya=1+¢, = 1.

Ejemplo 2.6.23 Si a, = 21200 tepemos

an+1
n—1 <a, < n+1
n+1 n+1
Ademas
ﬂ+1=1+%_*l’ ﬂ._1=1_%_pl.
3m+1 3+L1 3 Im+1 3+1 3

Por el teorema del emparedado obtenemos que a, — %

El siguiente teorema serd la base en la construccion de la funcion exponencial que haremos luego.
Teorema 5 (Weierstrass) Toda sucesion monotona y acotada es convergente.

Prueba

Sea (a,) acotada y creciente. Sea l = sup{a, : n € IN}, y sea £ > (0. Por definicion de supremo (o el teorema 1)

existe N € IN tal que ay > 1 - £. Como ( a, ) es creciente se sigue que
l-e<an<a, <1, ¥n =N.

Esto demuestra que a,, =+ l. El caso decreciente se trata de manera similar.

Ejemplo 2.6.24 Considere la sucesion dada recurrentemente por:

ap= vﬁ, a,=+\/2+ap_1, paran > 1.
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Los términos de esta sucesion son
V2,4/2 + v’i,1/2+ V2 + 2,

Veremos que (a,) es creciente y acotada superiormente. Para esto probaremos, usando el principio de
induccion, que para todon € IN se tienea, < a,+1 < 2.

e Paran=0:ap=+v2 <a;=v2+v2 < V2+2=2.

e Paso inductivo: Sia, < a, 11 < 2,sesigueque2+a, <2+a,,q < 2+2=4,y entonces

V2+a, < V2+a,1 <2,

estoesa, 1 < a,4+7 < 2.

Luego, por el teorema de Weierstrass tenemos que existe / € IR tal que a,, — [. Pero por las propiedades de

los limites se debe tener

l=ﬂli_1}nwan+1=ﬂli_1}]‘lwﬁ,r!2+ﬂn =\F'!2+1’

y entonces 2 -1-2=0. Esto demuestra que/=-1061=2, pero como / es positivo, se concluye que / = 2. Hemos

demostrado que
\/2+ V24+/24...=2.

Note que el teorema de Weierstrass es imprescindible en este ejemplo, ya que la manipulacion para hallar [ solo
estd justificada después de conocer su existencia.

Expansiones decimales

Desde temprana edad hemos aprendido que todo niumero real x tiene expansion decimal cy, cjc)..., y que esto
significa, en el caso que x sea positivo,

1 o
=co+ — + — +
TTOT 10 T 100

Los digitos cy, cy,... son numeros naturales entre 0y 9, mientras que cy es un numero entero. Por ejemplo,

1-1,333.., 2 = 3,500..., w =3, 141 592 653 589 793....

W

Consideremos primero un numero real x € [0, 1]. Vamos a demostrar que efectivamente existe una sucesion de



naturales ( c, ), conc, € {0, 1,.., 9}, tales que

€1 Ca Cn (] Co ent1
bt 2 < X< — + — ot
10 10 on =" 10 102 107
En tal caso decimos que x tiene expansion decimal
0, C1€2C3eeee
Para empezar, debemos tener
¢, a+1

0 =% "0

o0 lo que es lo mismo, c; < 10x <cj + 1. Debemos definir entonces c; : = | 10x] (la parte entera de 10x). Nétese

que esta es la unica opcion. Luego, habiendo definido c;, c»,..., c,, _ ;, debemos definir c,, tal que

1 o Cn 1 o cn+1
Tt = it X< — o — ot
10 102 0 =¥ 10" 102 107

Esto es equivalente a

Cn
ﬁix'(rn 102 Tt 1oa1

10"

c1+c2++cn_1)<cn+1

lo que significa

cp < 10" - (10" Loy +107 2y +.+ 10¢, -1 ) <cp + 1.
La unica posibilidad es definir

ent=[10"%- (10" 1+ c)10" 2 44 ¢y _10) .

Esto define la sucesion ( c, ) por recurrencia, de tal forma que r, = 55 + {3 +..+ {3 satisface

Fp Sx<r,t .

107

1 , s .
Consecuentemente | r, - x| < o= — 0, asiquer, = x. Claramente, la sucesion (r, ) es creciente, pues

Fn+1=rp+ % > ry, ¥n € IN.

Ademads

%J_

1 _ T 1
Fn+ 1+ qgaer =Tn T fgagr T

9 1
St gt e



Esto demuestra que la sucesion s, =r,, + # es decreciente, y ademds s,, =+ x. A continuacion resumimos este

resultado:

Teorema 6 Dado un niimero real x, existe una tnica sucesién de naturales ¢, € {0, 1,...,9 } tales que

1
G oy Y

0 7 1m — 10 107

,¥n>1.

Ademas, la sucesién ( r, ) definida arriba es creciente y converge a x, mientras que la sucesion ( s, } definida

= 1 .
por s, =r, + 5= es decreciente y converge a x.
Definicion 2.7.1 Si (¢, ) esla sucesion del teorema anterior, se dice que x tiene expansion decimal 0, c¢;c;...,
y se escribe x = 0, cqc;....

En general, si x > 0 definimos cy : = | x|, obteniendo x - ¢y € [0, 1[. Si la expansion decimal de x - ¢y es 0,

C1Co.., escribimos x = cy, cjCy....

Ejemplo 2.7.1 Dado x = %, tenemos [ x| =2,y x-2= 3 =0,333... Entonces % =2,333....

Finalmente, para hallar la expansién de un niimero negativo x, se halla primero la expansion de | x |, y luego

N gy
= .

simplemente se le coloca el signo

=1+2,y2=0,6. Luegox=-1,6.

E= 0]

Ejemplo 2.7.2 Parax=- % tenemos | x | =

Nota: Uno se puede preguntar si dada una sucesion cualquiera ( c,, ), con ¢, € {0,..., 9 }, siempre existe un x

cuya expansion decimal sea 0, aja.... La respuesta es ““casi si'". Para aclarar esto, tomemos por ejemplo c,, =9

1 =

para todo n. En tal caso r, = 0, 99...9, donde aparecen n nueves, mientras que ry, + 1o = 1. Notese que no existe

x € IR tal que

rp, <x<1,¥n € IN.

Entonces la expansion decimal 0,9 no representaria ningiin niimero real. Para corregir esto debemos admitir la
posibilidad x =r, + #, con lo que obtendriamos en particular 0,9 = 1. Nétese que sin embargo esto implica

que no hay unicidad de la representacion decimal en ciertos casos. Por ejemplo:

1=1, 000...=0,999..., 5=0,500...=0,499....

1
2

Se puede demostrar que los inicos numeros que poseen dos representaciones decimales, son los racionales que
se pueden escribir en la forma %, para algun k € IZy algunn € IN.



Ejercicios

1.

10.

11.

12.

Muestre usando el principio de induccion que:

Muestre por induccion que f'(x) = x" es estrictamente creciente en [0, 20 [, para todo n € IN.

Sea x > - 1. Use el principio de induccion para demostrar la desigualdad de Bernoulli:

(I+x)* 2 1+nx,¥n € IN.

Seax € IR. Demuestre que existe un Unico k € [Ztal que k < x <k + 1 (ya se demostro la existencia en el

caso x > 0).

. Usando la definicion, y el principio de induccion, demuestre que param, n € INy a, b € IR " se tiene

aMgh =gm*tn (ab )™ =a"", (a" )" =a™.

. Muestre usando el principio de induccion que para todo n € IN se tiene:

Y n?= %(n+ nEn+l), Y #d= "1—2(n+ 1)2.

k=0 k=0

Muestre que n?+3n+1es impar para todo n € IN.

. Muestre que 2n -3 < 2"- 2 paratodon = 5.

Muestre que para n € IN " se tiene

1+3+5+.+2n-1)=n%

Calcule 1 +3 +5+..+99.

Muestre que 11" - 4" es divisible por 7, para todo n € IN.

Muestre que a" - b" es divisible por a - b, paratodon € INya,b € IN,a > b.

Demuestre por induccion que para n € IN se tiene:

(a)

521 _ 1 es divisible por 8.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(b)
5" - 4n - 1 es divisible por 16.

Para los siguientes conjuntos, demuestre que son acotados superiormente, y halle el supremo:

A={x€l0:1 5x<3},B={1— l:nEIN}, C={xElQ:x2<3}.
n

Demuestre que el axioma del extremo superior implica la version 1 del axioma de completitud.

Considere B € IR no vacio. Decimos que B es acotado inferiormente si existe @ € IR tal que a < y para todo
v € B. En tal caso se dice que a es una cota inferior de B. Demuestre que si B es acotado inferiormente, existe

una cota inferior méxima para B. Esto es, existe 8 € IR tal que:

(a)

B es cota inferior de B.

(b)

Si a es cota inferior de B, entonces a < .
Tal # se llama el extremo inferior de B, y se denota 8 = inf B. Sug. El conjunto
A= {a € IR : aes cota inferior de B }

es acotado superiormente.

Six <y,n € IN, demuestre que existen al menos # racionales entre x y y (use induccion). Concluya que existe

un nimero infinito de racionales entre x y y.

Sin € INyx,y € IR, demuestre que
xn_yn:(x_y)(xn-l+xn-2y+...+xyn-2+yn-l)'

Puede usar el ejercicio 1.

Demuestre que V'3, v/5, v/6 son irracionales. En general, demuestre que VP es irracional, si p es primo. Se

puede demostrar que /n es irracional, siempre que n € IN no sea cuadrado perfecto.

Si a es racional y b irracional, demuestre que a + b es irracional. En particular, - b es irracional. [Sug. La
suma de racionales es racional]. ;Qué pasa con la suma si ambos a y b son irracionales?
Sia # 0 esracional y b irracional, demuestre que ab, ab™! son irracionales. En particular, ™! es irracional.

[Sug. Producto y division de racionales es racional]. ;Qué pasa con el producto si ambos a y b son
irracionales?

Use el ejercicio anterior, y la densidad de /Q, para demostrar que el conjunto de los nimeros irracionales es
denso en /R.



22. Dé un ejemplo de dos numeros irracionales, tales que su suma y su producto sean ambos racionales.

23. Demuestre que V2 y V2 + /3 son irracionales.

24. Estudie la convergencia de las siguientes sucesiones. En caso convergente, halle el limite:

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

n n+1

a, = i - a, =cosnm an=n(' n"
_ 1+ (=" _ =" n
4 =1+(-1)0 ay= — ay= A=+ (- 1)
\/_senn 3"+ (=2)" ay=1+ —"_ cos ™™
T T T gt 4 (=2)ntt n+l 2

Estudie la convergencia. En caso convergent

nl+3n+1
T TEpr 4

Sea ( x,, ) definida por

e obtenga el limite.

, cn=£[?;—2], bn=sen("%).

2 Xn+1~ \i' ‘E'n}l

Muestre por induccion que esta sucesion es creciente y acotada superiormente por M = 4. Concluya que (

es convergente y halle el limite.

Sia, = 00, demuestre que {&— = L.

Suponga que a, =+ 0,y que a, > 0 para todo n. Demuestre que ( i ) diverge a infinito.

Estudie la convergencia:
n /=
a, = [ 3 ] , by=

Demuestre, utilizando la definicion, la conve

an =

:l
n

Demuestre que (a,,) converge a / si, y solo si,

Sia, = [, demuestre que | a,| =+ ||

Considere (a,) dada recurrentemente por: a; =

(-, 1\"
2n2 +cos(2n4+n)” " n '

rgencia de las sucesiones:

[ ] nw _ nsenn
= —COS— dy= ———.
2’ 2 -1

(| ap - 1)) converge a 0.

V2,4, 1= +/T+ Jan,paran > 1.

Xp )



34.

35.

36.

37.

(a)

Demuestre que esta sucesion es creciente. Sug. Observe que

I =

a -an =
n+1~ % Gnil + Gn

(b)
Demuestre que v/2 < a, < %,"ﬁ" n € IN.

()
Concluya que (a,) converge a un numero / que satisface /= /1 + V1 . Calcule ap, as, dg.

Estudie la convergencia de la sucesion geométrica dada por ay =c, a, + | = Aa,,¥ n = 2.

Considere la sucesion dada por ay =1, a, + | = +/€an ,¥ n > 2, con ¢ > 0. Muestre que a, —* ¢. (Sug. an2 -

ay - 12 =c(ay .1 - ay - »)- Muestre que la sucesion es monotona y se mantiene entre c y 1).

. iy _ _ 3 a) _
Considere la sucesion dada por x; =3, x, 4+ 1 = —{31%1 =3- #Laﬂ Vn =2
(a)
Muestre que (a,) es decreciente, y a,, = Vv3,¥ n € IN.
(b)

Concluya que a, —* V3.

(Existencia de raices via sucesiones) Considere p € IN. Dado x tal que xyP > a > 1, considere la

sucesion definida recurrentemente por

—a
Xp+1=Xy- —=—5, ¥n € IN.

e

(a)
Muestre por induccion que x,P > a, para todo n € IN. Sug. Escriba
zP —a \*F
Xo4P=x L 1- L ) ,
n+1 n ( P-'ﬁ'r;
y luego use la desigualdad de Bernoulli (ejercicio 3).
(b)
Use la parte anterior para mostrar que ( x,, ) es decreciente. Sug. Para el paso inductivo escriba
-1 a
Xn+17= P Xp T

peb '
T
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y recuerde que a <x,P.

(©)

Concluya que ( x,, } es convergente, y que & = lim x,, es tal que af = a.

Nota: Esta sucesion se obtiene aplicando el método de Newton a la funcion f (x) =x" - a. Es decir, para
cada n se considera la recta tangente al grdfico de f, en el punto ( x,, f( x,, ) ), y se define x,, , ; como el

punto en que esa recta corta al eje x. En efecto, la recta tangente en el punto ( x,, f( x, ) ) tiene ecuacion

y=f(xn) (x-x4) +f(xn)-
Para encontrar el punto en que esta recta corta al eje x, debemos resolver

S (%) (x-2) +f(xy) =0,
con lo cual obtenemos

o f@a) _ _Th—a_
X=X, - (@) =Xy - P-tﬂ_l “Xn+1

Usted debe demostrar que ( x, ) converge a la raiz positiva de f, lo cual es geométricamente evidente.

Exponentes racionales

En este capitulo le daremos sentido a la expresion a', donde a es un niimero real positivo y r es un niimero
racional cualquiera.

Subsections

Exponente natural
Exponente entero
Exponente fraccionario

e Ejercicios

Exponente natural

Comenzaremos con el caso r =n € IN, el cual no da mucho problema desde un punto de vista intuitivo. Se
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define

a.a...a
e il .
T veces

Esta definicion presenta sin embargo un pequerio problema de rigurosidad, el cual no es dificil de corregir
usando el principio de induccion. Podemos definir

al=a, a""1=4"-qa, ¥n € IN.

Esto define al, y una vez definido a", nos permite definir a" * 1 4si, por induccion obtenemos la definicion para
todon € IN.

Las siguientes propiedades se pueden intuir sin mucha dificultad:

1. a™ a"=a™ ™ n,m € IIN,a € IR
2. (a")" =d""™ n,m € IN,a € IR

.1

3. 25 =a""n>ma #0
4. (ab)" =a" b n € IN,a,b € IR

5.(2)"' =9 nelIN,a€lRb #0.

Como ejemplo demostremos la propiedad 1: Aqui otra vez se puede apelar a la intuicion y decir que

aM g = - . - = ——
T veces Tl veces m + 1 veces

Pero si se quiere ser riguroso, se debe usar el principio de induccion otra vez. Dejamos m fijo y aplicamos
induccion sobre n.

e Paran=1,tenemos a™ a"=a™ a=a™" ! por definicion.

n__ _m+n

e En el paso inductivo tenemos como hipétesis a™ - a" = a , y entonces por las propiedades del

producto

am'an+1=am'(an'a:] — (am.an) 'a=am+n'a=a{m+“}+l=am+{“+1}.

La segunda igualdad se trata similarmente, mientras que la tercera se puede demostrar usando la primera. En
efecto, como n - m € IN tenemos

an-m.am=a{n-m} +m=an,

y luego dividimos por a™ para obtener el resultado. La verificacion de las otras identidades se deja como ejercicio



para el lector.

Exponente entero

Las identidades de la seccion anterior nos dan una idea de lo que debemos hacer en el caso de exponentes
enteros. Si, por ejemplo, queremos que la tercera identidad sea vilida con n = m, debemos tener

a0=an-n=

Debemos definir entonces a’ : = 1. Nétese que no hemos demostrado que a? = 1, solo hemos justificado por qué

definirlo asi.

Tratemos ahora de definir a™, para m € IN. Para comenzar, si queremos que la propiedad 1 sea vilida con

exponentes negativos, debemos tener por ejemplo

a?=a?ti=g0=1,

y dividiendo por a? obtenemos

En general, tomando m en lugar de 2 obtenemos que para que se cumpla a™ * a™ = a0, debe definirse:

1
a™:= prt ¥Ym € IIN.

Con esto tenemos definido a*, para a # 0y cualquier 7 € IZ.

En este punto debemos demostrar que las propiedades 1,...,5 siguen siendo validas para todo n, m € 1Z. Por

ejemplo, notese que

-1
1 a® at
a'4'a3=—-a3=§= . Cgle 43

El caso general no es mas complicado que esto. Tomando por ejemplo p = m tenemos

-1
am ap —1
P ah= o= ( ﬁ) =(a ™) =g (Pm) =gt

Esto demuestra la propiedad 1 en el caso n =-p, con p = m. El caso p <m es mds facil.

Similarmente procedemos con la propiedad 2: Sin=-p <0y m > 0, tenemos



(a")™ = (aP)" = ( 1 )m=i = g PM = gnm

donde usamos las propiedades 2 y 5 para p, m € IN. Los otros casos se tratan de manera similar.

Ejemplo 3.2.1 Simplificar la expresion

(ab-2¢%) "
(a—3b2e—4)*

Aplicando las propiedades 2 y S para exponentes enteros tenemos

(ab'zc3 )_4 = (ab'2 }_4 ( A }_4 = a'4bsc'12,

mientras que

( a3p*c? )3 =a” b0 12,

Luego, por las propiedades 3 y 4 se obtiene

(ab=2e%) ™" a—tpPe 12 9-4,8-6_ 5.2
(@ TP a et TR

Ejemplo 3.2.2 Resolver la siguiente ecuacion:

2:4"-9-2"+4=0, n € IZ

Tomando x = 2" obtenemos la ecuacion 2x? - 9x + 4 = 0. Factorixando por inspeccién, o usando la formula
general, obtenemos las soluciones x =4, x = % Si x = 4 obtenemos 2" = 22, y no es dificil convencerse de que

1

5 se sigue que n = - 1. El conjunto solucién es entonces S={ -1,2 }.

esto implica n = 2. Similarmente, si x =

Exponente fraccionario

Para pasar a exponentes fraccionarios, tratemos de adivinar la definicion usando la propiedad 2. Si queremos
que esta propiedad siga siendo vilida en 1Q, debe tenerse

14" 1.
(au) =aqwx M=g4l=g,

En otras palabras, b : = a= debe satisfacer b" = a. Esto nos lleva a lo que “por definicion’'’ se llama *‘raiz n-
ésima'’ de a. Definimos entonces



Pero, ;Quién nos dice que existe un niumero real b tal que b" = a ?
La respuesta es: la completitud de IR. Para aclarar esto bien, primero observemos que la funcion f( x) =x" es
estrictamente creciente en | 0, ). Esto puede demostrarse por induccion:

e Para n =1 tenemos f (x) = x, que es estrictamente creciente.

o Sise sabe que f{ x ) =x" es estrictamente creciente, entonces para 0 < x <y se tiene

xn+1=xn'x<yn'x<yn'y=yn+1,

lo que demuestra que g( x ) =x" *1 ¢s también estrictamente creciente.
También puede recurrirse a la identidad
xn_yn= (x_y) (xn-l+xn-2.y+...+x.yn-2+yn-1 }’

donde vemos que el segundo factor del lado derecho es positivo para x, y positivos, y por lo tanto el signo de x" -
V" es el mismo que el de x - y.

Ahora consideremos los conjuntos

A={x20:x"<a},B={y>20:y">a}.

Note que A # {) pues 0 € A,y B # () puesa+1 € B. Ademds, parax € Ayy € B se tienex < y. El axioma
del extremo superior asegura la existenciade &« € Btal quex < « < y, paratodox € Aytodoy € B. Luego
se demuestra que o™ = a, y por lo tanto « es la raiz n -ésima de a, y se denota por & = 3/a. En el capitulo 1 se

demostro el caso n = 2. El caso general se demuestra, usando sucesiones, en el ejercicio 37 del capitulo 1.

Una vez resuelto el problema de la existencia de las raices, usando la propiedad 2 como modelo vemos que para
™ € IQ debe definirse

A= (am)" = e
Nota: Tomando b = 3/a tenemos b" = a, y por la propiedad 2 (con exponente natural) se sigue que
(bm)ﬂ = pmn _ l:bn )m =am’

lo que significa que b™ es la raiz n -ésima de a™. Esto demuestra que
(¥a)" =pm= tam,

0 equivalentemente:
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( al/n )m — am/n.

El proximo paso es verificar las propiedades 1,...,5 para exponentes racionales. Esto es, para a, b > 0 se tiene:

1. a" a®=d""%, ¥r,s € IQ
2. (a") =d""S, Vr,s € IQ
3. & =d""5 Vs € IQ

4. (ab) =a"-b", Vre IO

b
—
=
e

-
|

= ;f—: , YrelQ.
Mostremos como ejemplo la propiedad 2: Sir= "y s = E, conn>0yq>0, tenemos que
E
(a) = (V&™) = {f(amy
=/ Vamr = /ame

)
=qas =4

El uinico paso que no estd aun justificado es la igualdad {/ Yame = Ya™P. Para demostrar esto sean b = a™P y

c= Y/ ¥b. Entonces 1 = Vb, yporlo tanto ( 1 )" = b. Por la propiedad 2 para exponentes enteros tenemos

que " = b, y esto significa que ¢ = b = $/gmP.

Ejemplo 3.3.1 Resolver la ecuacion x% -3x% +2=0. Tomando r=x3 tenemos 2 -3¢t+2 = 0, y resolviendo
se obtienez € { 1,2 }. Luego, la solucionesx € {1,8}.

Ejemplo 3.3.2 Resolver 4*-2¥*1+1=0. Tomando ¢ = 2* tenemos 4* =22 =2, 2X*1=2-2¥ =2 asi que la
ecuacién es 2 - 2t +1 =0, y entonces = 1. Luego la solucion es x = 0.

Concluimos este capitulo demostrando que la funcion f : IQ — IR, definida por f( r) = a', es estrictamente

creciente en 1Q, para a > 1. Esto es
a"<a’sir<s,conr,s € IQ.

En efecto, paran € IN y b > 0 tenemos

b">1siysolosib>1,



por ser f( x ) =x" estrictamente creciente. Luego, si s - r = % > 0, podemos asumir que m, n € IN, asi que a™ >

s-r=am/n

1. Ahora, como b =a satisface b" = a™ > 1, concluimos que b > 1. Finalmente

aAd=a"a*""=a"b>a",sir<s.
Ejercicios
1. Demuestre usando induccion, las propiedades de potenciacion con exponentes naturales.

2. Usando las propiedades de potenciacion con exponentes naturales, demuéstrelas para exponentes enteros.

3. Demuestre las propiedades de potenciacion con exponentes racionales, usando las correspondientes a
exponentes enteros.

4. De las siguientes expresiones, comente sobre cuales tienen sentido y cuales no:
ol 1 97 9" V(=2*
5. De las siguientes igualdades, marque las que son verdaderas
(-1)2=-1 5%=0 42=-16 92=1L

81

6. Simplifique las siguientes expresiones

a2, LS (Varvae)

7. Resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales parax € /Q:

priog  geoge  pRo () gy
e 3-z+l — 32243 ga"-1 _q 9 —-2.35-3=0
34 mhr =4 8% 1=16%H 42 =3.271 _8 7=

8. Resuelva las siguientes ecuaciones

Yr—3Yz+2=0 22%4+1123=6 2*-3242_-1=0
Yr+9Yx+14=0 22'+1122=6 2/*-223_1=0.

9. Sia> 0, demuestre con detalle que a' > 0 para todo r € IQ.
10. Demuestre que para » € IQ" se tiene que la funcién £ (x) = x" es creciente en [0, 50[.

11. Sin € IN es impar, demuestre que f'(x) = x" define una funcion estrictamente creciente en /R. Ademas f'es

biyectiva. ;Cual es su inversa?

12. Si n es par, entonces f=IR™ = IR", definida por f (x) = x", es biyectiva y estrictamente decreciente. ;Cual es
su inversa?



13. Si0<a <1, demuestre que la funcién f: IQ —* IR, definida por f( 7 ) = a', es estrictamente decreciente. En

particular " < a para cadan € IN.
14. Demuestre usando el principio de induccion que si € > 0 se tiene
(1+&)* >1+ne+ In(n-1)e*, ¥ne€ IN.

Concluya que la sucesion ( 3/n ), p convergeal.Sug.n= (1+ &, )*, donde £, = yn -1>0.

El paso a exponentes reales

Consideremos ahora el problema de definir 2%, para niumeros irracionales como V2, 7, etc. La idea es tomar

racionales que ““aproximen'' a V2, digamos

ro= 1, ry = 14, ry = 141,

Sabemos definir 2'0, 2"1, 2'2, ..., y se espera que estos niimeros 'se acerquen’'’ a un niimero real que llamaremos

2VZ, Mas adelante explotaremos esta idea de usar sucesiones para definir a*. Por ahora haremos una
construccion usando el axioma del extremo superior. Vamos a tomar el caso a = 2 para simplificar notacion.

Tomemos x € IR\IQ y consideremos los conjuntos
A={2":re€e IQ,r<x}, B={y € IR :yescotasuperiorde 4 }.

Por el axioma de completitud existe & =sup A € IR tal que 7z < @& < y, paratodoz € Aytodoy € B. Note que

en particular &« € B (¢ es la menor cota superior de A).
Ademads, 2° € Bsis € IQy s > x, pues

s>r = s>r,Vrel),r<z
= 2°>2" . Wrel), r<z
= 22>z Vze A

Definimos 2¥ : = & = sup A. Note entonces que
2T < 2% < 25 parar,s € IQ tales que r <x <s.

Mejor aiin, la funcion f( x ) = 2% asi definida, es estrictamente creciente en IR. En efecto, tomemos x,y € IR

tales que x <y. Entonces existe un racional r tal que x <r <y, y luego existe otro racional s tal que r <s <y. Por
ser f estrictamente creciente en IQ obtenemos 2* < 2" <25 < 2, y en particular 2* < 2V,



La misma construccion se puede hacer para f (x) = a*, con a > 0 cualquiera (para 0 < a < 1, la funcion resulta
decreciente, y para a = 1 es constante). Aunque es un poco tedioso, se pueden demostrar las propiedades 1,...,5
para exponentes reales. Esto es mds sencillo con el enfoque via sucesiones que estudiaremos luego.

V2
Ejemplo 4.0.1 [(«ﬁ)‘&] —(v2)*V = (V2) -2

1
Ejemplo4.0.2 (4)vi = (22)vi =275 =22,

Ejemplo 4.0.3 Resolver la ecuacion x¥8 _3xVZ + 2 =0. Tomando ¢ = x ¥Z tenemos 2 - 3 + 2 = 0. Resolviendo
obtenemost € { 1,2 },asiquex € { 1,21/"5* }

Subsections
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Construccion via sucesiones

En esta seccion definimos f (x) = a* para a > 1 y x € IR, partiendo de la definicion para x € I1Q. Para esto
recordemos (seccion 2.7) que existen sucesiones (v, ) y (s, ), la primera creciente y la segunda decreciente,

tales que

1
S x<sp=ry,t 107 Vn € IN.

Como a > 1, se tiene que f (r) = a" es estrictamente creciente en 1Q. Luego, como

M S Sl SXx<sp41 S5, <5, ¥n € IN,

tenemos

Al <gh<gh+l<gh+l<ghh<gSl ¥n e IN.

Esto muestra que la sucesion ( a'n) es creciente y acotada superiormente por a®l, mientras que la sucesion ( a’n

) es decreciente y acotada inferiormente por a'l. Por el teorema de Weierstrass, ambas sucesiones son

convergentes. Definamos
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A =lima"™, p =1lim .

Recordemos el ejemplo 2.6.22, donde mostramos que

al/m 5 1,

Como 10" > n tenemos 1 < a’1"" < g/n — 1, asi que 10" 5 . Luego

: : n . n
g =lim ¢°n = lim afn T V107 — jipy gtng /107 =y

Note que entonces A es el tinico niimero real que es a la vez mayor que cada a'n y menor que cada a’n. Si
queremos que f siga siendo creciente, la unica definicion posible para a* es

a*:=MX= lim a™
n—o0

Es claro entonces que esta definicion coincide con la hecha anteriormente, usando el axioma del extremo
superior de una manera directa. Esta nueva definicion, con el uso de sucesiones, simplifica enormemente el

trabajo al demostrar las propiedades de la exponencial para exponentes reales. Para hacerlo, el siguiente lema es
de gran ayuda.

Lema4.1.1 Si ( @, ) esuna sucesion de racionales que converge a x, entonces la sucesién ( @™ ) converge a a™.

Prueba

Recordemos que por la desigualdad de Bernoulli se tiene que

a=(1+e, )" >1+ne, >ne,,

donde £, = 3/a - 1> 0. De aqui se concluye que
l<as <1+ 8 ¥n € IN
n’ : 4.1

Dado = > 0, existe m € IN tal que Z- < £, de donde

am <1+ % <1+e.

i

Luego, como «,, -r, = 0, existe N € IN tal que - # <a, -r,< #, ¥n > N. Consecuentemente

- 1 _ 1
l-g< <@g m <q" h<gm <l+e¥n=N.

+=

Esto muestra que a® ~"n = 1, y luego

a® =gng® "™ = g% 1 =4
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El lema anteior serd la herramienta principal en la demostracion de las propiedades de la exponencial con
exponente real. Veamos:

1. Para a > 1, la funcion f(x) = a* es estrictamente creciente en IR.

En efecto, sean x, y € IR tales que x <y. Sean (s, ) y (#, ) sucesiones de racionales tales que la

primera crece a x y la segunda decrece a y. Sean p, ¢ € IQ tales que x <p < g <y. Entonces

asn<aP <g9<ah, ¥n € IN.

Luego

a*= lim a’ < aP <q9 < lim a"n=dav.
n—00 n—+Do

2. Parax,y € IR se tiene a* " Y = a*aV.
Tome (s, )y (t, ) sucesiones de racionales tales que s,, =+ xy ¢, —* y. Entonces s, + ¢, = x+y,y por
el lema anterior

1tY= lim @t h= lim a*vatn = a*aY.
n—o0 n—o0

3. Parax,y € IR se tiene ( a* ) =a*.

Aqui hay que ser un poco mas cuidadoso. Asumamos primero que x y y son positivos. Tomemos
sucesiones de racionales positivos (r, ), (s, ) y (#,) tales que ( r, ) creceax, (s, ) decreceax,y#,
— y. Como a'n < a* entonces®! g'n'n = ( g™} < (g¥ ) | de donde por el lema anterior

@Y= lim a™h < lim (a*)™ = (a*)¥.
T—+00 T—+00

Similarmente

= lim g%t > lim (a*)"" = (a*)".
TI—+00 TI—+00

Pegando las dos desigualdades se obtiene la igualdad. Six <0 6 y <0 se procede similarmente.

Nota: En esta seccion se trabajo con el caso a > 1. Para 0 < a < 1 tenemos que b = i > 1, y podemos definir

1
aX:=b—:,‘u'xEIR.

Las propiedades demostradas arriba siguen siendo vilidas para 0 < a < 1, excepto que ahora la funcion f (x) = a*
es estrictamente decreciente.

Continuidad y sobreyectividad de la Exponencial *
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Sea a > 1, y consideremos la funcion f( x ) = a* acabada de definir.

Recordemos la desigualdad (4.1):

1<a= <1+ ﬂ;,paraa>1yn € IN.
n

Dado £ >0, sean € IN tal que % < £. Luego para - % <x< % tenemos

F<ar <1+% <1+,
Tl
y también
1
A>aw>—>1-¢.
14¢

Esto demuestra que tomando 6 = + se tiene

|x|<éd = |a*-1]|<eg,

lo que significa

lim a* = 1.
z—0

En otras palabras, la funcion exponencial es continua en x = 0. En general, haciendo el cambio t = x - x
tenemos:

lim a®*= lim a%0-g* *0=

a*0 lim a* = a*o,
T—H+T0 T—HT0 t—0

y entonces la funcion exponencial de base a es continua en todo IR.

Ahora que tenemos la continuidad, podemos usar el teorema de valores intermedios para concluir que el rango
de la funcion exponencial es todo IR". Para esto consideremos y > 0 y observemos que

a=(1+a-1)">n(a-1).
Por arquimedianidad existe n; € IN tal que n;( a-1) >y, de donde
a">nyi(a-1)>y.

De la misma forma existe ny € IN tal que ng(a-1) > ~, de donde ao> %. Consecuentemente tenemos

1
¥

a0 <y<gM,
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Por el teorema de los valores intermedios, existe x € | - ny, nj | tal que a* =y. Esto demuestra que la funcién

fiIR = ] 0,00 [, f(x) =d", (4.2)

es sobreyectiva. Como ya sabiamos que era inyectiva (por ser estrictamente creciente), se concluye que es de
hecho biyectiva.

Nota: Para 0 < a < 1 tenemos

«_ 1

a*= —,conb=—>1
b®

b

=N

Y no es dificil convencerse de que sigue siendo biyectiva y continua. En adelante, cuando hablemos de la funcion
exponencial, nos referimos a la funcion deinida por (4.2), con a> 0y a # 1. Resumamos lo que tenemos:

Teorema 7 La funcion exponencial dada en (4.2) es biyectiva y continua. Ademas, es estrictamente creciente
si a > 1,y estrictamente decreciente se 0 <a <1.

El grdfico de f tiene la siguiente representacion geométrica, en el caso a > 1 :

o

En el caso 0 <a <1 la funcion resulta decreciente, y su grdfico se representa asi:

3

A

La funcion logaritmica
Dado que la funcion exponencial de base a es biyectiva de IR en | 0,5 [, existe su inversa, que denotamos

log, : ] 0,00 [ = IR.

Tenemos entonces, por definicion de funcion inversa, que
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a* =y & x=log,y.
Escrito de otra forma:

log,a* =x,¥x € IR; a'%%Y =y,\/y>0.

El grdfico de la funcion log, se obtiene del grdfico de f (x) = a*, reflejando con respecto a la rectay = x. En el
caso a > 1 obtenemos,

ysi 0 <a<1se obtiene

..................

Basados en las propiedades de la funcion exponencial, podemos deducir las propiedades de la funcion
logaritmica. Veamos:

e log,1 =0, pues aA=1.

1

e log,a=1,puesa =a.

o Sean ¢=log,x, s = log,y. Entonces a' = x, a* = y. Luego x 'y =a'* a* = a' "%, de donde t + s = log, (x"y ).

Esto demuestra que

log,(x-y) =log,x +log,y, ¥x,y>0.
o Seat=log,x. Entonces a®® = (a')” =x% Vs € IR, de donde s = log,x®. Esto demuestra que
log,x* =slog,x, ¥x>0, ¥s € IR.
En particular con s = - 1 obtenemos

1
log, Pl log,x, ¥x>0.



¢ Combinando las dos propiedades anteriores obtenemos

log, 3 = log,x - log,y,¥x,y> 0.

e La funcién log,x es estrictamente creciente en | 0,0¢ [, si @ > 1, por ser la inversa de una funcién

creciente.

En efecto, sea 0 <x <y, y seat=1log,x, s =log,y. Supongamos que ¢ > s. Entonces, como la exponencial
de base a es creciente tendriamos x = a' > 4= ¥, lo cual es imposible. Entonces log,x =7 <s =log,y.
e Cambio de base:

Seana,b>0,a # 1, b # 1. Sean x > 0, t = log,x, s = log;,x. Tenemos a'=x=b% de donde 7 =log,b’ = s
log,b. Luego

§s= ¢
log, b’
lo que demuestra que
log, =
logpx = l'l:'i: b

Derivada y el niumero e

En esta seccion motivamos la definicion del niumero e que daremos en la siguiente. Si el lector no estd
Sfamiliarizado con la nocion de derivada, puede pasar directamente a la seccion 4.5.

Sea g(x ) =log,x, y tratemos de derivar esta funcion en x = 1. Tenemos

g,(1)=PE1¢ga(1+:)—lagal - liy

log,(1+1) = limlog, (1+7)"/".

Asumiendo que existe el limite

tenemos g' (1) = loge. En la préxima seccion demostramos la existencia de dicho limite. Aqui hemos usado
ademads la continuidad de la funcion logaritmica, lo cual es consecuencia de la continuidad de la exponencial

(ejercicio: demuéstrelo). En particular, si a = e obtenemos g' ( 1) = log,e = 1. En este caso la funcion g se suele

llamar el logaritmo natural, o logaritmo neperiano, y se una la notacion

In x = log,x.
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Tenemos entonces que para g(x) = In x se tiene

In(1+t)

¥ R T
g ()= lim ——

=L (4.3)

Para x > 0 arbitrario tenemos

o' ()= meInx=1lim o BEH=RE = fim, o fin(1+ L)

bim s Fin(1+£) = Llim, o 2L -

By |-

3

donde hemos hecho el cambio u = i, y usamos (4.3).

Tratemos ahora de derivar la funcion f (x) = e*. Como f es continua, haciendo el cambio t = " tenemos

-1 -1 :
SO=lim == = S i nare 7@

donde g(x) = In x. Luego, en general

Tenemos entonces

d‘ X X
—e =¢e", ¥x € IR.
dc v

Nota: Esta propiedad es exclusiva de la funcion exponencial de base e. En efecto, se puede demostrar que si una

funcion satisface f' =, entonces f (x) = Cée", para alguna constante C.

Existencia del namero e

Considere las sucesiones
13\° 1\
we(en) o ()

Entonces y, = ( 1+ % )xn >x,, para todo n € IN. Ademds

s - G ()" (1 )
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-]

_ 1 \" iz ( )n_ﬂ
_(1' n+1 )n+1> 1'{»-?1? n+l1

_ (n*+n+1)(n+2) ~1
= — ,

paratodo n € IN. En el segundo renglon, hemos hecho uso de la desigualdad de Bernoulli, con x = - IWIIJ_I“ > -

1. Esto demuestra que la sucesion ( x,, ) es creciente. Similarmente se demuestra que la sucesion ( y, ) es

decreciente. En efecto, el lector puede verificar que
1 n4 1 1
Yn _ 1+—) ntl > 1 1+ nt nt > 1.
Yn+t1 nin+2) n+2 nin+2) / n+2

En particular se tiene

2=x1<x,<yp<y1=4,

asi que ambas sucesiones son acotadas. Por el teorema de Weierstrass ( x,, ) es convergente, y podemos definir

1 &
e:= lim x,= lim (1+—) :

n—Hoo n—Hoo n

Para el cdalculo de derivadas, necesitamos tomar el limite no solo sobre naturales, sino sobre los reales.

Teorema 8 Para el nimero e que acabamos de definir se tiene:

1 &
lim (1+—) =e.
00 T

Prueba

Tomemos x € IR y definamos n = [x]. Tenemos entonces n < x <n + 1, y consecuentemente

1 1
1+ —=—2>21+—=>1+ .
n - - n+1
Luego
11\° 1\" 1 e 1 i 1
1+—) > 1+—) >0 1+ ) = ) Rt >
) - n+1 n+1 n+2
y como

se tiene



1 [’5]
lim ( 1+ = ) =e.
T—roo T

Por otro lado, dado que 0 < x - [x] < 1, se tiene

z—[z]
15(1+1) <1+ 1
T T

y por el teorema del emparedado
Finalmente
Ejemplo 4.5.1 Calcular

Tenemos

(-3)" - ((-2)) (2),

y por las propiedades de limites se concluye que
2z41 Ty 2
lim (1+1) =(1i1n(1+1)) lim (1+1)=e2.
T—00 T T—Ho0 T T—Ho0 T

Conclusion

La construccion que aqui presentamos no es muy comun encontrarla en la literatura. A nivel de secundaria
podria explotarse esta idea, usando expansiones decimales, y apoydndose en la calculadora. Para fijar ideas,
supongamos que tenemos calculadoras Cj, Cj,..., C,,..., tales que C,, trabaja con n digitos de exactitud. Si

queremos calcular 2 V2 con cierta exactitud, basta con escoger la calculadora C,, con n suficientemente grande.

Cuanto mds grande sea n, mejor serd la aproximacion de 2 v2 que se obtenga.

En general, si x € IR tiene expansion decimal



X =Cp, C1C7...

esto quiere decir que para cada n € IN se tiene

G, & Cn €1 Lo +¢n+1

co+ — t.t+ — Sx<cpt £+ — t+..
010 100 10" =0 10 " 100 107
Los niimeros racionales ry, = cy+ T+ + 1% +..+ 13 = ¢y, c1Cp..Cp, Satisfacen
'n SX St — =5,

107

Por ser la exponencial creciente para a > 1, tenemos 2'n < 2% < 2n, Si por ejemplo podemos calcular 2"n y 2°n, y

observamos que coinciden en los primeros veinte digitos, entonces sabremos que esos son los primeros veinte

digitos en la expansion de 2.
Por ejemplo, tomemos

V2 =1.414 213 562 373 095...

Entonces

14 =414 213 562 373 09,
s14=1.414213 56237309 + g =1.414213 562373 1.

Calculando con una calculadora de 15 digitos tenemos

214 =2.65 144 142 690 216...
2514 =2. 665 144 142 690 234...

Dado que estas expansiones coinciden en los primeros 13 digitos decimales, tenemos que

2VZ 29 665 144 142 690 2.

Ejercicios
1. Calcule

logy8, logg3, logy % , log;(0.0001).
2. Exprese de manera que no aparezca el simbolo log

1
log,2",  logy9 + 4 log, ﬁ, logy(ab ) -logz(3a) -logz (90 ).

3. Halle los valores de x que satisfacen cada ecuacion:



10.

1.

12.

13.

logzx=35, logy(x+1)=-1, log25=2.

. Calcule

V2 V2
( (v2) ) |
Recordando que V2 =1.414 213 562 3..., ordene en orden creciente los siguientes nimeros

21.42’ 21.41, 2v"§, 21.412’ 7 1.4139

Resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales:
& T = =
(VD" =2 =g (2V7) =4 LT =1

(VO™ =2 gh2ogms 2 _ ) g2 g

2=_1

Resuelva las siguientes ecuaciones:

l. ln(x2 +1)= - X2,

3. & +e*=2,
4. X -eX=4,

Demuestre usando el lema 4.1.1, que (ab )* = a*b*, paraa, b>0yx € IR.

Lt
. Demuestre que lim( 1+ % )"’H zlim( 1+ L ) =e.

nl
Sia, =+ ly fes continua en /, demuestre que f{ a, } = f( /).

Si alll}]go f(x) =1,y F es una funcién continua en /, demuestre que alﬂo (Fof )(x)=F(l).

Demuestre que lim ( 1+ % )G =1, para a > 0. Sug. Considere In (1 + % )a.

Demuestre que para a > 0 se tiene lim ( 1+ = :Iﬂ = ¢? Sug. Para k= [ = ] justifique las siguientes

n—H0

desigualdades:

1+L)w< e )a<(1+“;)"< 1+1)a<: 1+ 1
k+1 = kE+1 = n - k - k
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Luego use los ejercicios 9 y 11, la continuidad de la funcién f'(x) = x?.

14. Use el ejercicio anterior, y la desigualdad de Bernoulli, para mostrar que ¢ > 1 +a,Va € IR.

a
15. Demuestre que lim (1+ 2 :Ia = ¢2. Sug. Escriba (1+ 2 :Ia = [ (1+ % :Ii ] ,donde 7= £,y useel

TH00

ejercicio 11 y la continuidad de la funciéon x = x2.

16. Demuestre que el resultado del ejercicio anterior sigue siendo valido para a <0. Sug. Sia=-b,con b >0,

justifique lo siguiente:
T 7—1
(1+§)a=|:(l+xib) ] —}(eb)_l=ea.

17. Use laregla de L 'Hopital, para mostrar que

Ey
lim (1+2 ) = ¢ paratodo a € IR.
r

T—+00

18. Considere la sucesion x,, = ( 1+ i ]" . Sabemos que lim x, =e.

(a)
Muestre que
n
1 2 k-1 1
xX,=2+ 1-— Il-— )| 1-— )} =,%¥n =3,
() 00) (05 ) s
usando la formula del binomio.
(b)
Use la parte (a) para concluir que
m
1 2 k-1 1
Xq =2+ 1-— I-—} | 1-— )} =,¥n2m
2 (7)) (5) (5 )
Luego tome el limite cuando n —+ ©< para obtener que
— 1
e> Z L V¥m € IN.
k=0
(©
T
Concluya del teorema de Weierstrass que la sucesion ( Sy, } definida por S}, = Z % es

k=0

convergente, y que

lim S, < e.
n—oo T
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(@)

Use la parte (a) para mostrar que
Lt
1
WS D,
k=0 "
y combine con la parte (c) para concluir que

| =1
ezﬂll}lim;ﬁ::;a.

19. Repita los pasos del ejercicio anterior, con x,, = ( 1+ 2 )ﬂ , para concluir que:

m

a® >, a*
a H __
e = lim — = — paraa > 0.

Sug. Use la férmula del binomio para justificar lo siguiente:
a \" m ak m ﬂ.k
bs — : —
e —llm( 1+ n ) > llmkE=':I (nk:l k= kE=0 R

L

Luego considere la sucesion (S,) definida por S, = > ‘;—: , con a > 0 fijo. Muestre que (S,,) es creciente y
k=0

acotada superiormente, y concluya que (S,,) converge a cierto limite S < ¢?. Usando la formula del binomio

otra vez se tiene

y concluya que S = €2
20. Resuelva las siguientes ecuaciones. Use una grafica cuando lo amerite, para dar una idea inicial

— 1
1. lnx—lnm,

2. Inx=x-1,



21. Sif:IR =+ R es continua, y f(x) = a* para todo x € IQ, muestre que /' (x) = a*, para todo x € IR.
22. Sea f: IR =+ R monoétona y tal que /' (x) = a*, Vx € IQ, muestre que f(x) =a*, Vx € IR.

23. Seaf:IR = R, tal que f(x +y) =f(x)f (), ¥x,y € IR,y que f(1)=a # 0.

1. Muestre que f(x) # 0, ¥x € IRy que f(0)=1.
2. Muestre por induccion que f'(nx) =f(x)", paran € INyx € IR.
3. Concluya que f(n)=d", Vn € IN.

4. Muestre que f (- x) = ﬂlg'j ,Vx€e IR.

5. Use (b) y (¢) para concluir que f'(r) =a", Vr € IQ.
6. Si f'es monotona o continua, entonces f(x) = a*, ¥x € IR (ver los ejercicios 21 y 22).

24. Sean f, g : IR —* R continuas, y tales que /() = g(r), ¥r € IQ. Muestre que /= g (esto es, /' (x) = g(x), Vx €
IR).
25. Muestre que parab>1,b € IN,yx € [0, 1], existe una sucesion ( ay ),epy> cOnay € {0,..6 - 1}, tal que

Tt

- Sx< P A4 =, ¥n € IN.Cuando b =2, (a,) se llama la expansion binaria de x.

b " "o

26. Sea ID = { 2"—., ck € 1lZ,n € IN } . Use el ejercicio anterior para mostrar que para todo x € /R, existe una

sucesion (r,) en ID, creciente y tal que
< x<r,+ 1 Yn € IN.
ry < x<r ¥ n ;
n — n 2."

4 = 1 . .
Ademds, para s, =, + z= se tiene que ( s, ) es decreciente.

27. Repita los ejercicios 21, 22 y 24, con ID en vez de 1Q.

28. Paratodo x € IR, existen dos sucesiones { T,, ) y (&, ) de irracionales, tales que ( 7,, ) es creciente, ( &, )
es decreciente, y T, < x < @,,, para cada n. Sug. Considere la expansion decimal (o binaria, como en el

T

ejercicio 26) de 7
29. Calcule

1. lim (1- %: )“ (sug. e e?=1).

n—00
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2
= a n
2 i (15"
3. f}gnm(l+ )",etc.

30. Hallar el dominio maximo para las siguientes funciones:

1. f(x)=In(x?-2x+3)

2. g(x)=In(x-1)+ In(x + 3)
3. h(x) = ﬁ;—Jr;}

4. In(x - 1)

5. 2In(x-1)

6. y/In(z — 1)?
7. Fo) = VI—€ + \/a

8. G(x)=InyzZ — 1 + /In(z? — 1)
9. J)= S5 VI-¢€

10. k(x)= =5 Ver—1

11. Hx)=In(1- /22 =1)

12. Lx) = /1= Vinz -1

1

W

. Mx)=In(In(In(Inx) ) ).
31. Seax,=d", cona> 1. Demuestre que x,, = 2. ;Qué pasasi0<a<1?
32. Demuestre que lim o*= o0, sia> 1.

T30

33. Calcular:

1. 11_13"1) -1 . L Sug. El limite coincide con la derivada de f (x) = %, en x = 0.
E

2. lim £ & —2=2 Sug. Use la parte (a).

x—0



34, Para0 < x < 1, demuestre que

35.

36.

37.

38.

39.

1+x+? <A< 1 +x+ ?+ex3.

Sug. Recuerde que e* = f}gnm ( I +x+..+ % ) . Ademas, paran = 3 se tiene

373 " 3( 1 -T-'ﬂ_a ) 3
— ..t =X — +..+ <ex”.

3T ol 3! n!
B
Use el ejercicio anterior para demostrar que ]1_13"1) ‘—;‘E_—l = 3.
&
Derive las siguientes funciones

fo=(2+1), g0 = () hw=x,

je= (Inx)™7, ()= (cosx)™™7.

Calcule las siguientes integrales indefinidas

[eeas [z [2= [

Las funciones hiperbolicas se definen por

et +e ¥ e —e 7
coshx = — sinh x = 2 ,
y luego
inh
tanh x = ame ]z, cothx = tanha
Calcule las derivadas de cada una de estas funciones.
Recuerde que
n k Lk k
xr xr
X — R -
e = (hmz il ) = Z I,‘E’mEIN
k=0 k=0
Use esto para mostrar que
im . + o
T—+00 p{.‘t} ’ (4-4)

para todo polinomio p(x).



40. En este ejercicio demostramos (4.4) de otra manera.

. . - = . . o . .
1. Muestre que si 7> 1 se tiene lim "? = 00, Sug. Siendo =1 + £, use el ejercicio 14 para concluir
T—+D0

que

2

P> ﬂ—{ﬂ; 1) ;2.

Luego, sin = [ x | tenemos

2. Sir>1yp € IR, muestre que lHn r = 00, Sug. Sip < 0 se tiene :—; > X, parax > 1.Sip>0
T—+ 00

TP

entonces

re Y
i = g (57 )

o0 P 00

y use el ejercicio anterior con /P en vez de r.

3. Use el ejercicio anterior para mostrar que

para cualquier polinomio P(x), y cualquier » > 1 (Cualquier exponencial de base mayor que 1, crece
mas rapido que cualquier polinomio). Note que esto es lo mismo que

tim 2@ _o va>o.

T—0o0  eOT

41. Use el ejercicio anterior para demostrar que

. (nz)®
a—lﬂgo P{.‘I‘-‘} -

0,

para cualquier polinomio P(x), y cualquier § € IR (el logaritmo crece mucho mas lento que cualquier

potencia). Sug. Haga el cambio de variable # = In x.

42. En este ejercicio se demuestra que e es irracional.

Lt
1. Sea §S, = Z ﬁ . Demuestre que para n > m se tiene
k=0
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Sm

_ 1 1 1
<5 =5m* G [1+ w2 e ]

<Sm* Gron [1+ o T ]

2. Concluya que S, < S, < Sy + ——, si n>m. Hagan — 0o para obtener

mml’
S {e{S + 1 'EI’HEUV
n —_— —_— !7 .

3. Tome m = 10, y use una calculadora de bolsillo para deducir que e =2.7182818....Con n = 20, y una
calculadora mas eficiente, se obtiene e = 2.7182818284590452353...

4. Suponga que e = £, con p, m € IN. Use este m en la estimacion de arriba, y multiplique por m! para

obtener

m! Sy, <pm-1)! < m!S, + i

Como m! S, es un entero, esto es una contradiccion. Por lo tanto e es irracional.

43, Seaf: IR =+ IR una funcion derivable, tal que /' (x) = f ((x), para todo x € IR. Demuestre que existe C € IR
tal que f'(x) = Ce*, ¥x € IR. Sug. Derive la funcion g(x) = f (x)e*.
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