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Resumen. En este articulo se hard una breve introduccién al tema de las fracciones continuas. Como
parte de sus aplicaciones, en primer lugar se muestra su utilidad para determinar la solucién de una
ecuacion diofdntica; en segundo, para obtener algunos criterios de divisibilidad; finalmente, se hace
una breve explicacion de como fueron utilizadas a la hora de corregir el calendario para obtener el
que hoy se conoce como calendario gregoriano.
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Abstract. This article presents a brief introduction to the subject of continued fractions. As part of
their applications it is shown its utility for determining the solution of a diophantine equation and
also, its use to obtain some divisibility criteria. Finally, we will to give a brief explanation about of
how they were used on the correction of the calendar, until to get the current one, which it is known
as the Gregorian calendar. Finally, a brief explanation is made on how they were used to correct the
calendar in order to have what is known today as the gregorian calendar.

KeyWords: Continued fractions, diophantine equation, divisibility, calendars.

1 .1 Introduccién

Dos de las areas de la matematica que, histéricamente, se desarrollan primero son la aritmética y la
geometria, es a partir de la primera de ellas que nace el algebra. En general, se puede decir que la
teoria de niimeros estudia los nimeros enteros y sus propiedades. Se desarrollé desde la antigiiedad
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bajo el nombre de aritmética, del griego api0udg (arithmos), nimero. Por un lado, tiene un atractivo
relacionado con la solucién de acertijos numéricos y problemas, y esto hace que los aficionados se
recreen con esta teoria. Por otro lado, la dificultad derivada de la restriccién propia de los enteros hace
que muchos mateméticos se ocupen en la investigacién de este campo.

El origen de la teoria de ntimeros se atribuye a los griegos, pues son los que dan la primera orientacién
cientifica al estudio de los enteros, mas alld de la simple aritmética.

Pitdgoras (572 — 497 a.C.), quien naci6 en la isla de Samos, Grecia, fue para algunos el primer matemético
puro y se cree que fue discipulo de Tales. Es en esta isla donde fundé su primera escuela; luego,
huyendo de la tirania de Policrates, estableci6 la segunda escuela en Crotona y la tercera en Tarento.
Pitdgoras y sus discipulos efectuaron un estudio bastante completo de los enteros, pues la filosofia de
los pitagoricos se basaba en estos y los consideraban pilares del conocimiento, ellos crefan que todas
las cosas son, en esencia, nimeros. Esta escuela aceptaba solamente los ntimeros enteros; para ellos,
las fracciones no eran nimeros.

Después de Euclides, no se efectuaron avances significativos en teoria de ntimeros hasta aproximada-
mente el 250 d.C., cuando otro matematico griego llamado Diofanto de Alejandria publicé su obra mas
importante, Arithmetica, compuesta por 13 libros, de los cuales se conservan solamente 6; esta es la
primera obra griega en la que se realiza un uso sistemético de los simbolos algebraicos. Muchos de
los problemas se originaron en la teoria de niimeros y a él le pareci6 natural buscar soluciones enteras
para las ecuaciones. Las que deben ser resueltas por medio de valores enteros de las incégnitas hoy se
llaman ecuaciones diofanticas, y el estudio de tales ecuaciones recibe el nombre de andlisis diofdntico.
Diofanto fue hébil para resolver ecuaciones algebraicas con dos o tres incégnitas, a pesar de que la
notacién que empleaba era un tanto incémoda. Tras Diofanto no se realizaron muchos progresos en
teorfa de nimeros hasta el siglo XVII, si bien existe evidencia de que el tema empez6 a crecer en el
Lejano Oriente, especialmente en la India, en el periodo comprendido entre el 500 y el 1200 d.C. [9]. Por
ejemplo Aryabhata (476-550) utiliz6 las fracciones continuas tanto para resolver ecuaciones diofanticas,
como para dar aproximaciones a ciertos ndmeros irracionales. Por otra parte, Brahmagupta (598-668)
profundiz6 en el estudio de las ecuaciones diofénticas de la forma x*> — ny?> = 1 con n € Z, conocidas
hoy como ecuaciones de Pell. Particularmente investigé las soluciones de la ecuaciéon x? — 61y =1y
encontr6 la menor solucién: (1766319049,226153980), para ello utilizé calculos semejantes a los de las
fracciones continuas.

En Italia, Rafael Bombelli (1526-1572) utiliz6 un precursor de las fracciones continuas para calcular
aproximaciones de v/13. Antonio Cataldi (1548-1626) se dio cuenta de que el método de Bombelli era
vélido para todas las raices cuadradas y lo utilizé para calcular /18, ademas public6 que las aproxi-
maciones obtenidas son alternadamente mayores y menores a la raiz buscada (corolario 1.2).

Posteriormente, en Inglaterra hubo avances significativos, William Brouncker (1620-1684) utilizé estas
fracciones para construir una sucesién que convergia a 4/ 7, ademds, aproximé el valor de 7t con 10
decimales significativos. En esa misma época, el astronomo y matematico holandés Christiaan Huygens
(1629-1695) descubrié que las fracciones continuas son una excelente herramienta para determinar el
nuimero de dientes que deben tener las ruedas de los engranajes de un reloj y las utilizé para la con-
struccién de un autémata planetario. Por otro lado, el suizo Leonhard Euler (1707-1783) demostré que
si un ntiimero tiene una fraccién continua periédica, entonces es solucién de una ecuacién de segundo
grado con coeficientes enteros. El reciproco de este resultado se debe a Joseph-Louis de Lagrange (1736-
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1813), véase teorema 1.3. Entre otras muchas aplicaciones, el también astrénomo y matematico alemén
Johann Heinrich Lambert (1728-1777) las utiliz6 para demostrar la irracionalidad de 7.

Algunos resultados de la teorfa de los ntimeros son féciles de enunciar y probar; otros son féciles de
enunciar, pero dificiles de probar, y algunas proposiciones son dificiles de comprender y dificiles de
comprobar; todo esto hace que la teorfa de ntimeros ocupe una posicién peculiar con respecto de las
distintas ramas de la matematica, por su reputacién de ser dificil y estar revestida de un aura de cierto
misterio, que a la vez la hace ser més interesante.

La teorfa de ntimeros es fundamental para el entrenamiento inicial de todo matematico; desde el

comienzo su esquema es coherente, riguroso y de extrema profundidad, las ideas fluyen y la imagi-
nacién se potencia a partir de pocas definiciones y teoremas.

1.2 Fracciones continuas

Definicién 1.1
Una fraccién continua generalizada es una expresién de la forma:

by

a1 + bz

ap +

b

n—2
by_1
ap—1+ 2

S+

n

donde los a; y b;, parai=1,2,...,n, son nimeros reales o niimeros complejos.

Ejemplo 1.1

Son fracciones continuas generalizadas las expresiones 3 +

= y
4+ 64 61
4+1

Definicién 1.2
En el caso particular de las fracciones continuas en donde cada b; = 1, todos los 4; son niimeros
enteros y para i > 2 los a; son positivos (a; puede ser negativo o cero), la fraccién se llamara
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fraccién continua simple y en este caso se denotard por

[a1;a0,a3,...,4,] = a1 + 1
ap +

1
-+

1
ap—1+ —

an
Los valores a; se conocen como los términos de la fraccién continua. En particular se tiene que
[a1] = a1. Ademds, se dice que la fraccion continua es finita si la cantidad de términos es finita;
en caso contrario, se dice que la fraccién continua es infinita y de la misma forma, una fraccién

continua simple infinita se denotara por

[a1;a2,a3,...,0,,...] = a1 + T
ﬂ2+

.+—1
an71+an+...

Por tultimo, para nuestro propésito en este articulo se asume que toda fraccién continua simple

infinita representa un ndmero real.

Observe como, en los siguientes ejemplos, se encuentran las fracciones continuas simples asociadas con
numeros racionales y el proceso inverso, es decir, dada la fraccién continua se encuentra el racional

que esta representa, tanto para racionales positivos como para negativos.

Ejemplo 1.2

Para encontrar la fraccién racional asociada a la fracciéon continua simple [2;5,2,3], basta calcular:

1 1 1 1 83
24— = 24— = 24 = 24 = =
1 1 54 3 38 38
5+—— 5+ 7 7
24+ = 3
+3

por lo que [2;5,2,3] = %.
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Ejemplo 1.3
Para encontrar la fraccién continua simple asociada a %, basta ver que:
1

88 13 1 1
13 1+ 4 = 1+ ——
= % 1-0—i
12

por lo que 5 = [3;1,1,12].

Ejemplo 1.4
como una fraccién continua simple, se procede de la misma forma y se obtiene

Para expresar %
que
19 1
n - 1
1+ — 1
2+ 71 N 1
2

por lo que % =[1,1,2,1,2].

Ejemplo 1.5
Para encontrar la fraccién continua simple asociada al racional negativo — i—g:

_% — _1_’_% — _1+¥
47 47 - 1
1
4+§
26 — [—1;2,4,5].

por lo que — 77 =

Teorema 1.1
Si x es un ndmero racional, x se puede representar como una tnica fraccién continua simple

finita.

p

Demostracién. Sea x = g conq> 0, por el algoritmo de la divisién existen a;, 1 tales que g =m + rql
con 0 < ry <gq,ademds, a; + %1 =a;+ %, de nuevo existen ay, 1 tales que % =ap+ % con 0 <ry<ry;al

"
seguir este proceso, se obtiene una sucesion de residuos r; tales que ;1 < r;, y como son positivos, por
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el principio de buen ordenamiento se concluye que este proceso es finito. Asi se determina la fracciéon

continua % = [a1;ay,...,a,], cuando 1,1 = 1.

Corolario 1.1

Toda fraccién continua simple infinita'representa a un nimero irracional.

Demostracion. Dada una fraccién continua simple infinita cualquiera, esta debe representar a algtin
numero real x. Por el teorema anterior, x no puede ser racional, por lo que x debe ser un niimero
irracional.

Definicién 1.3
Se dice que un ntimero es un irracional cuadratico si es una solucién irracional de la ecuacién
cuadratica ax? + bx + ¢ =0 con a4, b, ¢ enteros y a#0.

Definicion 1.4

Una fraccién continua periddica es una fraccién continua simple de la forma:

al;a2/"'ran/blrb2/---/bn:|

donde n y m son enteros con n > 0 y m > 1. El periodo es la sucesiéon de los términos by, by,
..., by que se repiten y la longitud del periodo es m. Si n = 0 se dice que la fraccién continua

{bl,bz, .. .,bn} es periddica pura.

Teorema 1.2

Toda fraccién continua periddica representa un niimero irracional cuadrético.

Demostracién. Véase [8], pdgina 197.

1Como se mencion6 anteriormente, en este articulo se asume que toda fraccién continua simple infinita representa un ntimero
real.
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Ejemplo 1.6

Para encontrar el irracional representado por la fraccién continua simple infinita [1;3,72], se
puede proceder como sigue. Sea x = [1;3,2], es decir

1
x=1+ 1
3+
1
2+ 1
3
+ 2+ ...
por lo que x satisface
1 1
s Bk ! - SE !
. 2+ (x—1)
2 <k
1
3
= PERL
. . 1 . . 5
asi, al resolver la ecuacién x —1 = ———————, se obtiene que sus soluciones son +,/3;
34 -
t3 +(x—1)

como x es positivo, se concluye que [1;3,2] = \/g .

Teorema 1.3 (De Lagrange).

Todo ntimero irracional cuadratico se puede representar como una fraccién continua simple
infinita periédica.

La demostracion del teorema anterior se omite por su complejidad. Note que este teorema de Lagrange
es el reciproco del teorema 1.2, y ambos resultados nos permiten concluir que los irracionales cuadrati-
cos son los tinicos ndmeros reales que poseen representacion en forma de fracciéon continua periddica.

Ejemplo 1.7

Para expresar v/11 como fraccién continua simple infinita, se oserva que 3 < v/11 < 4, por lo que
se puede escribir

VI1=3+(V11-3) =3+ } (1.1)
V11-3
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al racionalizar ﬁ, se obtiene @"’3, observe que 3 < \/@H <4,
1 1 1
1 1143 11-3
VT3 ViL+3 G VAL
1
3+ —
V11-3
1
= 34 Fprip—
t Vil
1

1
(Vi3

note que el término /11 — 3 se repite, por lo que de nuevo el ciclo inicia como en (1.1), y
se concluye que /11 = [3;3,6]. Es importante notar de que la convergencia de dicha fraccion
continua la garantiza el teorema 1.2.

Ejemplo 1.8

Si p es un entero positivo, se cumple que la fraccién continua asociada a la raiz \/p?>+1 es
[p;2p]. Para verificarlo, basta desarrollar, como en el ejemplo 1.2, para obtener

\/p2+1:p+(\/p2+1p> p+<\/p2+1p>-”72+1+p

VPP+1+p

1
+
P VPE+1l+p
1

- p+2p+(m—p)

2p +

2p+(\/pzﬁ—p)

y a partir de ella, se observa que se inicia el periodo y se obtiene que /p? + 1= [p;2p].

Se puede comprobar, como en el ejemplo anterior, que si p es un entero positivo, la fraccién continua
asociada a la raiz \/p2 +2 es [p;p,2p].
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Ejemplo 1.9

En la siguiente tabla se muestran las fracciones continuas para /n para n < 51.

n | n no| /n

2 | [1,2] 27 | [5;5,10]

3 | [11,2) 28 | [5;3,2,3,10]

4 | 2] 29 | [5:2,1,1,2,10]

5 | [2:4] 30 | [52,10]

6 | [224 31 | [5,1,1,3,53,1,1,10]
7 | [21,1,1,4] 32 | [51,1,1,10]

8 | [214 33 | [51,2,1,10]

9 | 3] 34 | [51,4,1,10]

10 | [3;6] 35 | [5;1,10]

11 | [3;3,6] 36 | [6]

12 | [3;2,6 37 | [6:12]

13 | [3,1,1,1,1,6] 38 | [6:6,12]

14 | [31,2,1,6 39 | [6:4,12]

15 | [3;1,6 40 | [6;3,12

16 | [4] 41 | [6;2,2,12]

17 | [4:8] 42 | [6;2,12

18 | [4;4,8 43 | [6:1,1,3,1,5,1,3,1,1,12]
19 | [42,1,3,1,2,8] 4 | [61,1,1,2,1,1,1,12]
20 | [428 45 | [6;1,2,2,2,12]

21 | [41,1,2,1,1,8] 46 | [6;1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,12]
22 | [41,2,42,1,8] 47 | [6;1,5,1,12]

23 | [41,3,1,8] 48 | [6;1,12]

24 | [41,8 49 | [7]

25 | [5] 50 | [7;14]

26 | [510] 51 | [7,7,14]

Ejemplo 1.10

Para expresar v/39 — 2 como fraccién continua simple infinita, se puede proceder como en el
ejemplo 1.2; sin embargo, haciendo uso de la tabla anterior, y dado que /39 = [6;4,12], se
obtiene que v/39 — 2 = [4;4,12].

Al observar con detenimiento la forma de la fraccién continua periédica asociada a los valores de las
raices vk, con k =8, 15, 24, 35 y 48 en la tabla anterior, es posible conjeturar que /p2 — 1= [p;1,2p],
resultado que es facil de verificar. De la misma forma, al observar los valores de las raices vk, con
k=6,12,20, 30y 42, es posible conjeturar y probar que /p%+ p = [p;2,2p].
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Definicién 1.5
Se definen los convergentes cj de la fraccion continua simple infinita [a1;a,43,...], para todo k

entero positivo, como las fracciones finitas

ck = lay;ap,a3,... 0]

En el caso de que la fraccién continua simple sea finita [a;;ap,43,...,4,] sus n convergentes serdn

las fracciones finitas: ¢; = [m1], cp = [a1;a2], ..., cn = [a1;42,a3,. .., 4].

Ejemplo 1.11
Para calcular los convergentes de la fraccién continua [2;3,2,5], de acuerdo con la definicién,

se tiene que c; = 2] =2, o =[2;3] =2+ 1 =1%,¢c3=[23,2] =2+ 3% = 10 y por dltimo, ¢y =
2

2:325| =2+ -1 =8

2+

Ejemplo 1.12
Para calcular los primeros cuatro convergentes de la fraccién continua infinita [4; 3, 2] , se observa
1 _ 30

que en este caso, se tiene c; = [4] =4, c; = [4,3] =4+ % = 13@’, c3=[4;3,2] =4+ 57 =7 ypor
3
o — 4 _ 1 _ 103
ultimo, ¢4 = [4;3,2,3] =4 + s = 5
3

Es claro que para la fracciéon continua simple [aq;a5,a3,...], finita o infinita, cada convergente i de ella
es un racional; por consiguiente, es posible afirmar que ¢, = %, Vk € N, con py y gi enteros tales que
med(pg,gx) = 1. De hecho, se puede encontrar una férmula para dichos enteros, iniciando con n = 1:

a
1 = [a1] :Tl

por lo que p; = a1y g1 =1, ahora para n =2:
1 _as;p+1 (1.2)

e = [ay;ap) = a1 + . o
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por lo que p» = a1ap + 1y qo = ap, ahora para n = 3:

azaa; +ay +4as3

c3 = |ay;a2,a3] = a1 + e l iy £ 1
as
_az(aga; +1) +ay
o aza + 1
_ Wpatp (1.3)
asqz +q1

con lo cual p3 =azpz + p1y 43 = 4392 + 41.
Siguiendo el razonamiento anterior se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 1.4

Sic, =P es el n-ésimo convergente de la fracciéon continua simple [a1;a;,a3, ... ], entonces p; = 1y
n

yqi=1paran=1; pp =ap1 +1y q2 =a paran =2;y Vn > 3 se cumple que:

Pn = @anPn-1-+ Pn-2 (1.4)
Gn = anfdn—1+qn-2 (1.5)

Demostracién. Del resultado anterior, se cumple para n =1y n = 2. Para n > 3 se utiliza el método de
induccién:

e Para n =3 es vélido, pues es el desarrollo de c3 dado en (1.3).

e Se asume que la proposicién es vélida para 1, es decir, se asume como hipétesis de inducciéon
(H.L) las identidades (1.4) y (1.5).

e Se debe probar que la proposicién es vélida para n + 1; para ello, observe que:

CH+1 - [al;a2/a3/' . -/ﬂn/an-H] - [ﬂl;ﬂz,ﬂg},. e Ap—1,n + p
n+1

pues, aunque a, + ﬁ no es necesariamente entero, la notacién lo permite y se tiene que:
n

1
(an + a) Pn-1+Pn-—2

H.I. n+1

—~

Cnt1 = 1
(an + > Gn-1+ qn-2
n+1
_ 81 (@nPa1+Pr2) ¥ Pu1 HI Gnp1Pnt Pai
p1(Andn—1 + Gn-2) + Gn—1 An+1qn + Gn—1

por lo tanto p11 =@y 1Pn + Pu-1y Gu1 = ns1qn + Gu-1-

Con lo cual, las férmulas (1.4) y (1.5) son vélidas para todo n > 3.
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Ejemplo 1.13

Para calcular los convergentes de [3;2,2,4,3,2,4] se utilizan las féormulas recursivas (1.4) y (1.5);
para ello es conveniente construir la siguiente tabla:

7 | 75 | 242 | 559 | 2478

Ci 5 | 2 | 71 164 | 707

i 1] 2 3 4 5 6 7
a; 3|2 2 4 3 2 4
pi 3|7 |17 | 75 | 242 | 559 | 2478
qi 1] 2 5 22 71 164 727
3|7
2

Para calcular los convergentes ¢4 y ¢6 de [5;3,4] se procede como en el ejemplo anterior, se
construye la tabla:

i 1| 2 3 4 5 6
2 |5] 3| 4] 3 | 4 3
pi 5116 | 69 | 223 | 961 | 3106
qi 1 3 13 | 42 181 585
& prk} 3106
i 7) 585
; _ 223 _ 3106
Finalmente, ¢4 = 33 y ¢ = 5g5 -
Teorema 1.5
Si el n-ésimo convergente asociado a la fraccién continua simple [a1;a,a3,...] es ¢, = %, en-
tonces Vn > 2 se cumple que
Prndn—1— Pn—19n = (—1)" (1.6)

Demostracién. Se utiliza el método de induccioén:

e Para n =2 es vélido, pues de (1.2) se tiene:

pP291 — P192 = (ﬂ2ﬂ1 + 1) l—ay-ap = 1= (—1)2
e Se supone que la proposicién es valida para 1, es decir, se toma como hipétesis de inducciéon
(H.L) la expresion (1.6).
e Ahora se probard la validez de la proposicién para n + 1; ast:
Puiidn = Pnnt1 = (@ne1Pn+ Pu—1)qn — Pn(@n19n + Gn-1)

Ap+1Pndn + Pn—19n — Pnln+19n — Pndn—1
—(Pndn-1— Pn-19n)
(-1 = (-

=l
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con lo cual, el resultado (1.6) es valido para todo n > 2.

Corolario 1.2

Si el n-ésimo convergente asociado a la fracciéon continua simple [aq;a;,a3,...] es ¢, = 5—", en-
n
tonces Vn > 2 se cumple que

(="

Cn —Cp—1= (1.7)
Inqdn—1
Demostracién. Utilizando el teorema anterior, basta ver:
_ 1 — Vn_ -1)"
en— ey g = P Prol  Prfac1 = Puadn (-1) (18)

n  qn-1 dndn—1 dndn—1

En ocasiones es 1til recurrir al concepto de determinante para recordar el resultado, dado en el teorema
1.5 sobre los convergentes sucesivos. De esta forma, la igualdad (1.6) se reescribe como:

‘Pn Pn—1
In  qn-1

Este resultado se utilizara en la seccién 1.3 para resolver ecuaciones diofénticas y en la seccién 1.4 para
encontrar algunos criterios de divisibilidad.

= (=1)" (1.9)

Teorema 1.6

Si el n-ésimo convergente asociado a la fracciéon continua simple [aq;a;,a3,...] es ¢, = Z—Z, en-
tonces Vn > 3 se cumple que
-1 nfla
Cpn — Cpp = (D)™ an (1.10)
Andn—2
Demostracién. Primero se calcula:
Prdn—2 = Pn—29n = (@nPu-1+ Pn-2)9n-2 — Pn—2(@nqn-1+ qn-2)

AnPn-19n—2 + Pn—29n—2— AnPn—29n—-1— Pn—29n—2
= an(Pn-19n-2 — Pn—29n-1)
_ (_1);171&”

al dividir por §,,4,—2, se obtiene:

Pndn—2 — Pn—29n _ (_1)n71an

qnfgn—2 qndn—2
Pn _ Pn—2 _ (=1)"ay

=
dn  4n-2 Gnqn—2
_1\n—1
S Gt
nqdn—2

como se queria probar.
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Corolario 1.3

La subsucesién de los convergentes de indice par de toda fracciéon continua simple infinita es de-
creciente, mientras que la subsucesion de los convergentes de indice impar es creciente. Ademés,
todo convergente impar es menor que todo convergente par.

Demostracién. Dado que ay, g, y 44—2 son positivos, de la identidad (1.10) se tiene que ¢;; — ¢;,—p < 0'si
nespary cy —cy—2 > 0sin es impar. Por otro lado, para s y t nimeros enteros positivos cualesquiera:

e Sis < t, se tiene que cys > ¢y pues es decreciente para los pares. Ademads, se sabe que cy; > cp;_1,

con lo cual crs > cps_1q.

e Si s > t, se tiene que cys_1 > cp;—1 pues es creciente para los impares. Ademds, se sabe que

Cps > Cas_1, con lo cual cog > cpp_1.

e Sis=t,esclaro que cps > cp_1.

con lo que cps > ;-1 en cualquier caso y con ello todo convergente impar es menor que todo conver-
gente par.

El siguiente ejemplo se relaciona con los llamados niimeros metdlicos, los cuales son una familia de
numeros en donde el mds conocido de sus miembros es el nimero de oro; sin embargo, en ella existen
los de plata, bronce, niquel, cobre, entre otros. Las aplicaciones de ellos son variadas, por ejemplo, a lo
largo de la historia han sido utilizados por varias culturas como base de proporciones; sin embargo, en
la actualidad se han utilizado en algunos campos como los sistemas no lineales y la teoria del caos.

Ejemplo 1.15

En general, al considerar los valores enteros positivos de b, las soluciones positivas de la ecuacién

cuadrética x2 — bx — 1 = 0 son elementos del conjunto de los ntimeros metélicos. Para b = 1, por
ejemplo, se obtiene el ndmero de oro x = 1%@; para b = 2 se obtiene el llamado ntimero de

plata x = 1+ v/2; para b = 3 se obtiene el ntimero de bronce x = w Lo interesante de esta
ecuacion es que al despejar se obtiene x = b + %, y al sustituir reiteradamente este valor de x en
el término de la derecha se obtiene:

y con ella una expresién para los ntimeros metdlicos en fraccién continua periddica de la forma

x= [b;E].
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Teorema 1.7

Si a, b son enteros positivos tales que b? + 4a no es cuadrado perfecto y a|b entonces, [% ;b,% es

raiz de la ecuacién ax? —bx —1=0.

Demostracion. Sea x = {%;b, %} , es decir, x = % + 1

——5— y se obtiene que

b+
[
a b1
_ b, x _ bx+b+ax
a4 bx+1 abx+a
b2x+b+ax

es decir, la identidad x = =772 % y al despejar se obtiene ax* — bx — 1 =0 cuyas soluciones son
irracionales si su discriminante b* + 4a no es un cuadrado perfecto que es lo que se tiene pues al ser
periédico, debe ser irracional.

Ejemplo 1.16

El ntimero e tiene su representacion en fraccién continua simple no periédica:
e=1[21,21,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,...]

su representacién mantiene un patrén en donde se observa el cuasi-periodo en grupos de tres
de la forma 1,2p,1 para p > 1.

Ejemplo 1.17

El ntimero 7t tiene su representacién en fraccién continua simple no peridédica:
n=37151,292,1,1,2,...]

los convergentes son ¢; = [3] =3, c; = [3;7] = %, c3 =1[3;7,15] = %, cy =1[3;7,15,1] = %,

Es interesante que el segundo convergente ¢, = [3;7] = % sea la aproximacion que utilizé Ar-

quimedes en sus trabajos.
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Ejemplo 1.18

Una representacién de 7r como fraccién continua generalizada es:

i 4
1+ !
4
39—
5+ — 16
7+ ——¢
25
9+ —
otra representacion es:
1
T=3+ 9
6+ 5
6+ 79
6+ — 8
6t

6+ —

Ambas son interesantes, pues a pesar de ser trascendente, su representacién mantiene un patrén.

Ejemplo 1.19

La siguiente identidad es original del gran matematico de la India, Srinivasa Ramanujan (1887-
1920):

n 1 n n 1 e
1-3-5-7 1 o 2
1+—
2
1+ ——5—
3
1+ 1
14+ —

1 n 1
1-3 1-3-5

1+

con gran belleza, esta férmula involucra la suma de una fracccién continua generalizada infinita
y una serie que se complementan arménicamente, cuyo resultado contiene dos de los ndmeros

trascendentes mas representativos.

1.3 Ecuaciones diofdnticas

En el libro Elementos de dlgebra, escrito por Euler en 1770, se enucia el siguiente problema:
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"Dos personas tienen 100 huevos entre ambas. Una le dijo a la otra
—Cuando cuento los huevos que tengo por grupos de ocho, me sobran 7—.
La segunda coment6: —Cuando yo cuento los que tengo por grupos de
diez, también me sobran 7—. ;Cuantos huevos tenia cada persona?"

Como el ntimero de huevos que tiene la primera persona dividido por 8 da residuo 7, esta cantidad
es de la forma 8x + 7 donde x es el cociente de dicha divisién; de la misma forma, la cantidad de la
segunda persona es de la forma 10y 4+ 7. Ademas, se sabe que su suma es 100, por lo que 8x + 7 +
10y 4 7 = 100, es decir, luego de simplificar se debe resolver la ecuacién 4x 4 5y = 43; al despejar x:

_ 43 -5y
YTy

de esta forma, es claro que tanto x como y deben ser positivos, y ademads x debe ser entero, por lo que
se deben escoger valores de y para los cuales 43 — 5y sea divisible por 4. Con un poco de inspecciéon
es posible encontrar que, por ejemplo, si y =7, entonces x = 2, y una posible solucién al problema
seria que la primera persona tiene 23 huevos y la segunda 77. Luego se verd que hay otra solucién a
este problema. En general se presentan varios métodos para resolver ecuaciones de este tipo, es decir,
ecuaciones lineales donde interesan sus soluciones enteras.

Definicion 1.6

Toda ecuacién lineal de la forma
a1x] +axxp + - +ayxy =¢

donde los 4; y c son enteros y los posibles valores de x; soluciones de la ecuacién, son nimeros
enteros, se llamara ecuacién diofantica.

Teorema 1.8

La ecuacién dioféntica lineal ax + by = ¢ tiene solucion si y solo si med(a,b)|c.

Demostracién. Sea ¢ = mced(a,b), por la definicion se sabe que existen a’, b’ enteros tales que a = ga’
y b=gl'; ast:

"=" Suponga que existen x, y € Z que satisfacen ax + by = c; entonces:
ax+by=gadx+gby=g(ax+by)=c
con lo cual se tiene que g|c, pues g es factor de c.

"<" Suponga que g|c, se tiene que ¢ = gc’ para algtn ¢’ entero. Por la Identidad de Bézout?, existen
x', i tales que ax’ + by’ = g, por lo que al multiplicar por ¢’ se obtiene

/

a(xX'c)+b(y'd)=gd =c

2Esta garantiza que para a y b enteros no nulos, existen s y ¢ enteros tales que mcd(a,b) = as + bt.
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y se ha probado que (x'c’,y'c’) es solucion entera de la ecuacion.

con lo cual se ha probado la equivalencia deseada.

El teorema anterior garantiza la existencia de solucién si med(a,b)|c; por lo tanto, al resolver una
ecuacion de este tipo, se puede dividir la ecuacion por med(a,b), de manera que los coeficientes sean
coprimos.

Teorema 1.9
Si med(a,b) =1y ademas (xg,1o) es una solucién de la ecuacién diofantica lineal
ax+by=c (1.11)
entonces, (x,y) es solucién de la ecuacién (1.11) si y solo si es de la forma

x =x9— bn, y=yo+an, necZ (1.12)

Demostracién. Se debe probar que (x,y) es solucién de (1.11) si y solo si es de la forma (1.12):

"=" Si se supone que (x,y) es solucidn, se tiene que ax + by = ¢ es verdadera; como ademas (x,o)
es solucion, se tiene axg + byy = c. Restando estas igualdades,

ax —axg+ by —byg =0
al despejar se obtiene

y—yo= 7a<x°b_ x) (1.13)

es claro que y — yp es entero, por lo que bla(xg — x), pero como med(a,b) =1, por el lema de
Euclides se deduce que b|(xp — x); asi, existe n € Z tal que xo — x = bn, es decir, x = xy — bn, y al
sustituir este valor de x en (1.13) se tiene que y =y + ”bT" =1yo + an.

"«<" Si se supone que x’, ¥’ son de la forma (1.12), existe n € Z tal que X' =xg —bn, y' =yo +an,y
como (xp,Yo) es solucion, se verifica

ax’ + by’ = axg — abn + byo + ban = axy + byg = ¢
por lo tanto, (x’,y’) es una solucién.

Asi, se prob6 que si (x,y) es solucién, entonces es de la forma (1.12) y viceversa.

El teorema anterior proporciona una férmula para la solucién general de una ecuacién diofantica en
dos variables, a partir de una solucién particular denotada por (xg,yo); asi, para aplicar dicho teorema
es necesario conocer o determinar una solucién particular. Para ello existen varios métodos, uno que
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utiliza el algoritmo de la divisién, otro utilizando las fracciones continuas y un tercero con base en las

congruencias numéricas. En los siguientes ejemplos se utilizard un procedimiento que involucra a los
convergentes de las fracciones continuas.

Especificamente, se calcula la fraccién continua asociada a %, donde a y b son los coeficientes de la

ecuacion diofantica dada. Se sabe que si % = [ay;ay,...,a,], para los convergentes ¢y = % se tiene que
cn = §, aplicando el resultado (1.6) dado en la pagina 12 se tiene:

aqy-—1 = pu-1b=(=1)"
por lo que simplemente basta multiplicar por (—1)"c para obtener una solucién particular de la forma:

a[gn1(=1)"c] +b[=pua(=1)"c] = ¢

Ejemplo 1.20

Para resolver la ecuacion diofantica 61x + 18y = 8 utilizando el método de las fracciones con-
tinuas, primero se observa que como mcd(61,18) =1, la ecuacion tiene solucion. Al aplicar las
fracciones continuas se obtiene que:

61 1

— =34 -

18 R
1

1+ ——

14 X

3

es decir, % =[3;2,1,1,3] al eliminar la fraccién % se obtiene el convergente [3;2,1,1], que equivale

= 1 17
ST~ §
2+ ——

1
1 —
T
utilizando el resultado (1.6), pagina 12, se obtiene:
61-5—17-18 = (—1)°
al multiplicar la ecuacién por —8 y agrupar, se obtiene la identidad:

61-(—40) + 18- (136) =8

Asfi, una solucién particular es x = —40 y y = 136, de donde la solucién general es de la forma
x=-40—-18n y y=136 +6ln conn € Z.
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Ejemplo 1.21

Para resolver la ecuacién diofantica 418x — 131y = 3 utilizando el mismo método, primero se

encuentra que % = [3;5,4,6] y es claro que ¢4 = % y 3= % ; del resultado (1.6) se obtiene la

identidad 418 - 21 — 131 - 67 = (—1)*, que al multiplicarse por 3 se transforma en

418-63 —131-201=3

asi, una solucién particular es x = 63 y y = 201, de donde la solucién general es de la forma
x=63+131n y y =201+ 418n con n € Z.

Ejemplo 1.22

De la misma forma, se puede resolver la ecuacién diofantica 10x — 14y = 62 utilizando el método
de las fracciones continuas, pero primero debemos obtener la ecuacién equivalente a 5x — 7y =
1

31; usando el método de las fracciones continuas se encuentra que £ =1+ 5.1/ €8 decir, £ =
2

3 = [1;2,2], y al eliminar el 2 se tiene ¢, = [1;2] = 3. Al utilizar el resultado (1.6), se obtiene la
nueva identidad 7-2 — 5 -3 = (—1)3, que al multiplicarla por —31 se transforma en:

5-93-7-62=31

asi, una solucién particular es x =93 y y = 62, de donde la solucion general es de la forma
x=93+7ny y=62+5nconneZ.

1.4 Criterios de divisibilidad

En [6] se encuentran algunos criterios de divisibilidad a partir del desarrollo de los residuos poten-
ciales de t médulo m, principalmente con t = 10, por ser la base que se utiliza con mayor frecuencia.
Ahora se justificardn otros criterios utilizando las propiedades de las fracciones continuas.

Si n es un natural cualquiera, es claro que en base 10 se puede escribir como # = 10a 4 1 con u el digito
de las unidades, donde 0 < u < 10 y a es el nimero que se obtiene de suprimir a n el digito de las
unidades. El criterio de la divisibilidad por 7 conocido afirma que 7 | n si y solo si 7 | (a — 2u), es decir
"borre el dltimo digito del ntimero n, luego, reste dos veces este digito al ntimero resultante. Si dicho
numero es divisible por 7, el nimero original # lo serd también".

En general, en esta seccion se tratard de encontrar un criterio de divisibilidad por m de la forma m | n
si y solo si m | (a + ku) para nameros escritos en base 10.

Sobre las fracciones continuas: aplicaciones y curiosidades. Manuel Murillo
Derechos Reservados © 2015 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (http:/ /tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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Para iniciar suponga que m > 10, a partir de que m|n y m|ma; es posible aplicar la propiedad de lineal-
idad para que de:

m|(k(10a + u) 4+ yma)

se obtenga:

m|((10k + ym)a + ku) <= m|(a + ku)

es decir, se debe encontrar k entero que satisfaga la ecuacién diofdntica:

10k +my =1 (1.14)

Note que puede haber varios valores enteros para k y para y, este detalle se explica al final de esta
seccién en donde se observa que existen varios posibles criterios, todos equivalentes médulo m. Para
que (1.14) tenga solucioén, es necesario que mcd(10,m) = 1. Si [ay;ap,a3,...,a,] es la fraccion continua
simple finita de la fraccion {j, utilizando la identidad (1.6) se sabe que los convergentes c; = % satis-
facen la propiedad:

mgn—1 —10p,_1 = (_1)11 (1.15)
pues en este caso, ¢; = {”—0, el altimo convergente es %'
Luego de comparar términos en las ecuaciones (1.14) y (1.15), es claro que si n es par, k= —p,_1 ysin

es impar, k = p,,_1. Por tltimo, en el caso de que m < 10, el proceso es andlogo y se debe desarrollar la
fraccion continua de {fj =0 + 5

o"A

3|

Ejemplo 1.23

Para determinar un criterio de divisibilidad por 23, se observa que para m = 23 se obtiene que
B =[2;3,3], asi c; = [2;3] = 5, por lo que p» =7, y dado que n es impar, se obtiene que k =7y
el criterio para n = 10a + u simbdlicamente seria

23|n <= 23|(a+ 7u)

o en palabras: "borre el dltimo digito del niimero 1, luego, sume siete veces este digito al niimero
resultante. Si dicho ntimero es divisible por 23, el ntimero original n lo serd también".
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Ejemplo 1.24

Utilicemos el criterio anterior para determinar si 11338 es divisible por 23. Como el digito de las
unidades es 8, se forma el nuevo niimero

11338 +7 -8 =1133 + 56 = 1189

Ahora se repite el criterio y como el digito de las unidades es 9, se forma el nuevo ntimero
118 + 7 -9 = 181. Ahora el digito de las unidades es 1, se forma el ndmero 18 + 7 = 25 que
claramente no es divisible por 23; por lo que se concluye que 23 no divide a 11338.

Para determinar un criterio de divisibilidad por 7, es claro que en este caso m =7 y al desarrollar
la fraccién continua se tiene que % =[0;1,2,3], asi c3 = [0;1,2] = %, por lo que p3 =2, y dado
que 7 es par, se obtiene que k = —2 y el criterio para n = 10a 4+ u simbdlicamente seria

7|n <= 7|(a —2u)

o en palabras: "borre el dltimo digito del niimero 7, luego, reste dos veces este digito al niamero
resultante. Si este nlimero es divisible por 7, el nimero original 7 lo serd también".

Ejemplo 1.26

Utilicemos el criterio anterior para determinar si 204673 es divisible por 7. Como el digito de las
unidades es 3, se forma el nuevo namero

204678 — 2 - 3 = 20467 — 6 = 20461

Ahora se repite el criterio y como el digito de las unidades es 1, se forma el nuevo ntimero
2046 — 2 = 2044. Ahora el digito de las unidades es 4, se forma de nuevo el ntimero 204 — 8 = 196.
Ahora el digito de las unidades es 6, se forma de nuevo el ntiimero 19 — 12 =7 que claramente
es divisible por 7; por lo que se concluye que 7|204673.

Con la notacién empleada aqui, entre otros, se puede comprobar la validez de los siguientes criterios
de divisivilidad:

1. 19|n <= 19|(a — 17u) 0 19|n <= 19|(a + 2u), que es mas f4cil de aplicar.
2. 13|n <= 13|(a+4u) <= 13|(a — 9u)

3. 47|n <= 47|(a — 14u)
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4. 67|n < 67|(a — 20u)

5. 37|n <= 37|(a — 11u).

1 . 5 Calendarios

En general, un calendario divide el tiempo y lo agrupa en distintos periodos o intervalos. Sobre la evolu-
cién del calendario gregoriano, que fue el resultado del seguimiento a los astros, paralelo al desarrollo
matematico en donde se conjugaron tradiciones culturales heredadas o impuestas, y ajustes realizados
para su perfeccionamiento, se recomienda consultar [6].

Para iniciar recuerde que la medicién del paso del tiempo se ha asociado con tres ciclos astronémicos.
El dia como el tiempo que corresponde a una rotacién de la Tierra sobre su eje; el mes como el tiempo
que tarda la Luna en girar alrededor de la Tierra; visto desde la Tierra, es el tiempo entre una Luna
Nueva y la siguiente, y tarda aproximadamente 29,5 dias. Como tercer ciclo de referencia, el afio es el
tiempo que corresponde a una revolucién de la Tierra alrededor del Sol.

Todos los planetas tienen su propia duracién del dia y del afio. Mercurio, por ejemplo, es el mas prox-
imo al Sol y el mas pequefio de nuestro sistema solar: su periodo de rotacién (dia) es de 58,7 dias
terrestres, y logra completar su 6rbita en torno al Sol (afio) en tan solo 88 dias terrestres, con lo cual
su periodo de rotacién es % de su periodo de traslacién; asi, mientras Mercurio recorre dos veces su
o6rbita alrededor del Sol, solo da tres vueltas sobre su propio eje, es decir, en el calendario de Mercurio
hay poco menos de dos dias cada afio.

A Rémulo se le atribuye la creacion del afio de 10 meses, iniciando en martius; luego Numa Pompilio
lo llevé a 12 meses. Julio César, como pontifice maximo y gobernador de Roma, a la conquista de
Egipto llevé a Sosigenes, astrénomo de Alejandria, y le encomend6 perfeccionar el calendario. En la
conformacién de este nuevo calendario se consider6 la duracién del afio en 365,25 dias. Dado que cada
cuatro afios se completaba un dia con las fracciones, se decidi6 el afio de 366 dias que se llam¢ bisiesto.

Los 365 dias se distribuyen en meses sin tomar en cuenta el mes lunar. Se asignaron 31 y 30 dias a los
meses en forma alternada. Como no alcanzaban los dias para tener seis meses de 31 dias, se quité un
dia del dltimo mes, febrero, dejandolo con una duracién de 29 dias, excepto para los afios bisiestos que
tendria 30. Este calendario, conocido como juliano, entré a regir en el 46 a.C.:

Martius 31 Marte

Aprilis 30 Apolo

Maius 31 Japiter-Maius
Junius 30 Juno

Quintilis 31  luego Julio
Sextilis 30 luego Agosto
September 31

October 30
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Sobre las fracciones continuas: aplicaciones y curiosidades. Manuel Murillo
Derechos Reservados © 2015 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (http:/ /tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

24 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (http:/tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). Vol 15, No 2. Marzo — Agosto 2015.

9.  November 31

10. December 30

11.  Januarius 31 Jano
12.  Februarius 29-30 Febro

Posteriormente, César decret6 que el afio comenzaria en enero y Quintilis, el mes de su nacimiento, se
llamaria ahora julio. Més tarde, Augusto César decreté que el mes Sexto que seguia a julio se llamaria
agosto y tendria, al igual que julio, 31 dias, dia que le quit6 a febrero. Al mismo tiempo intercal6 la
duracién de los meses de setiembre en 30 dias hasta diciembre en 31, como se le conoce hoy.

Esto dltimo explica por qué setiembre no es el sétimo mes, como sugiere su nombre, al igual que
no ocurre con octubre, noviembre y diciembre, cuyos nombres sugieren que son el octavo, noveno y
décimo mes, respectivamente.

El afio de la reforma se tuvo que alargar hasta 445 dias, para que la primavera iniciara el 25 de marzo,
como en los tiempos de Numa. Es decir, el 46 a.C. es el més largo antes de Jesucristo.

Con el pasar de los afios se logré una mejor precisién en el célculo de duracién del afio; consecuente-
mente, se evidenciaron los defectos del calendario juliano. En 1582, el Papa Gregorio XIII designé al
astréonomo italiano Cristébal Clavio trabajar sobre una reforma del calendario, especificamente en lo
referente a los afios bisiestos, pues la duracion del afio no es exactamente 365,25 dias, sino méas bien
365 dias 5 horas 49 minutos y 16 segundos, segtin las tablas astronémicas elaboradas por la Academia
de Toledo en el siglo XIII, por orden expresa de Alfonso X el Sabio (1221-1284), rey de Castilla y de
Leon.

Acorde con las recomendaciones de Clavio, el Papa Gregorio XIII decreté que:

e Serd bisiesto aquel afio cuya cifra sea divisible por 4, excepto los afios seculares, multiplos de 100,
los cuales seran bisiestos tinicamente si son divisibles por 400.

e Dado que desde la vigencia del calendario juliano se habian considerado como bisiestos los afios
que no debieron serlo y ya habia un error acumulado de 10 dias, se quitarian 10 dias al calendario:
el dia siguiente al 4 de octubre de 1582 (la fiesta de San Francisco de Asis) serfa llamado a ser 15
de octubre.

Por lo anterior, 1582 es el afio més corto de la cristiandad con 355 dias, y los dias del 5 al 14 de octubre
de ese afio no existieron.

De acuerdo con estudios astronémicos, el calendario se adelanta un poco al Sol; cada afio gana 26
segundos, lo cual equivale a un dia cada 3323 afios. Asi es probable que se haya perdido un dia cuando
llegue el afio 4000. Por esta pequefia diferencia se ha establecido una regla adicional, cual es que los
afos multiplos de 4000 no son bisiestos.

Finalmente, estas reglas que se mencionaron definen al que se conoce como calendario gregoriano;
ademads, algunos sectores de la iglesia ortodoxa se rigen con el calendario juliano para sus celebraciones
religiosas.

Actualmente se sabe con mayor precisién que la duracién del afio es de 365 dias, 48 minutos y 46,15
segundos. Los ajustes posibles de los bisiestos para lograr una aproximacién a la duracién media del
afo son:

Ajuste posible Error que produce

1 afio bisiesto cada 4 afios —11 minutos al afio
7 afios bisiestos cada 29 afios 1 minuto al afio

8 afios bisiestos cada 33 afios —19 segundos al afio

31 afios bisiestos cada 128 afios 1 segundo al afio
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Esta tabla se logra utilizando fracciones continuas. Si se transforma la duracién del afio en dias, esta

seré 365 + % dias, observe que:

10463 1
43200 44 1
1
7+
1
1+
1
3+
5+ l
64
es decir, % = [0; 4,7,1,3,5, 64] y sus primeros cinco convergentes son ¢c; =0 y:
C — 1
27 g
c 1 7
3 = —_—
1 29
4 _
+ 7
c 1 8
4 _= = —
4+ ! 3
7+ 1
1
c 1 31
5 pr— = —
1
44 128
1
7+ —
1 _
+ 3

Note que con el calendario gregoriano se intercalan 97 afios bisiestos cada 400 afios, lo cual viene a
ser casi igual a 31 afios bisiestos cada 128 afios, es decir, la distribucién que segtin la tabla anterior,

s 31
presenta el menor error. De la proporcion 35 = 355

X

resulta x = 96,875, que es una buena aproximacién de los 97 afios bisiestos del calendario gregoriano.
De esta forma, la manera en que se resolvi6 el problema de agregar los dias en los afios bisiestos fue

la 6ptima y se relaciona con la exactitud de las aproximaciones de los convergentes.

Es importante aclarar que estas modificaciones para el nuevo calendario se adoptaron gradualmente

por los distintos paises, por ejemplo:

Afio
1582
1583
1584
1586
1587
1606
1700
1701
1752
1753
1873
1914
1922
1923

Paises

Italia, Espafia, Portugal, Francia
Alemania catdlica

Bohemia, Moravia, Suiza cat6lica
Polonia

Hungria

Siria

Dinamarca, Paises Bajos

Suiza y Alemania protestantes
Inglaterra, EUA (colonias inglesas)
Suecia

Japén

Turquia

Grecia

Rusia
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Asi, se adopt6 en Rusia hasta 1923, por lo que la conocida Revolucién Bolchevique de 1917, llamada la
gran revolucion de octubre, curiosamente ocurrié en noviembre del nuevo calendario, y en la actualidad
se celebra durante dicho mes. Esto se debe a la diferencia de 13 dias que hay entre el juliano y el
gregoriano: 3 dfas asociados a los afios 1700, 1800 y 1900, luego de la reforma, que no fueron bisiestos
en el gregoriano y los 10 dias que se eliminaron, del 5 al 14 de octubre de 1582.

Por dltimo, y siempre relacionado con el asunto de corregir las deficiencias que pudiera generar la
forma de medir el tiempo, recuerde que la cantidad de segundos que tiene un dia es de 60 - 60 - 24 =
86400, durante cada dia de la semana y durante cada semana del afio.

Es sabido que las mareas son el producto de la fuerza de gravitacional que ejerce la Luna sobre la Tierra.
Este efecto es mayor sobre la parte de la Tierra que se encuentra enfrente que en el lado opuesto. El
resultado es un pequerfio alargamiento de la Tierra en direccién de la Luna, que tiene mayor efecto
sobre la masa liquida que sobre la parte sélida, lo cual produce las mareas dos veces al dia. Las masas
de agua producen friccién con las partes bajas del mar, y esta friccién transforma la energia en calor,
es decir, la Tierra estd perdiendo energia rotacional.

Como lo explica claramente Isaac Asimov en [2], la pérdida del indice de rotaciéon no es facil de
notar; sin embargo, para los astrénomos esto hace que una estrella que se observé en una posicién en
un tiempo determinado se observe hoy con un corrimiento significativo; lo mismo ocurriria con los
eclipses. Cuando la rotacién de la Tierra estd atrasada en 0,9 segundos se agrega un segundo bisiesto
para lograr que el planeta esté sincronizado de nuevo, lo cual es ttil y necesario para la navegacion,
las telecomunicaciones y, como se ha mencionado, para la astronomfa.

En 1972 se cre6 el sistema de resincronizacién del planeta. En ese momento se agregaron diez segundos
para lograr el ajuste, y con ello el afio mds largo es 1972, que ademads de ser bisiesto, tiene diez segundos
mas.

Desde 1972 hasta hoy se han afiadido en total 34 de estos segundos, siempre a finales de junio o de
diciembre, el antependltimo de ellos en 2005, el pentltimo el 31 de diciembre del 2008 y el dltimo el
30 de junio del 2012.
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