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Resumen:

Se repasa el planteo tradicional del Criterio de la Integral para la convergencia de series (con las hipotesis de
la funcién en cuestion sea continua, positiva y decreciente, y la conclusion de que la serie y la integral impror
convergen ambas o divergen ambas). Se muestran ejemplos en los que fallan una o mas de las hipétesis
conclusion del criterio falla. Se demuestra que son innecesarias las hipotesis de continuidad y positividad,
finalmente que basta con una condicion ain mas débil que la de que la funcidon sea decreciente. Los resultado
aplican tanto a la equivalencia entre la convergencia de la serie y la convergencia de la integral impropia comc
la féormula para la cota del error en las sumas parciales cuando la serie converge.

Palabras Clave:Series infinitas, criterios de convergencia, continuidad, criterio integral.

Introduccion

Al estudiar las series infinitas, uno de los primeros criterios de convergencia que se presentan es el Criterio de
Integral. Su planteo tradicional dice, a grandes rasgos,  fe si  es una funcién continua, positiva y decreciente

[1,00[, entonces la integral improf [, f(z)dz converge siy sélo silasely ., f(n) converge.

En este articulo veremos que las hipotesis de continuidad y positividad son innecesarias. Con solo st f oner que

sea decreciente ya se puede demostrar la equivalencia entre las convergencias de la integral y de la serie. Y
mas: resulta que ni siquiera es necesario fue  sea decreciente. Veremos que hay una condicion aiin mas

que sigue siendo suficiente en el Criterio de la Integral, pero reservamos los detalles para la Ultima seccion.

Planteo usual del Criterio Integral (Cl) en la literatura

Como dijimos, tradicionalmente el enunciado del Criterio de la Integral (ClI) pide que la funcién sea continua



positiva y decreciente. Por ejemplo, Larson, Hostetler y Edwards enuncia€attsio [5]:

Teorema:Si f es positiva, continua y decreciente pz > 1 a, = f(n) , entonces

Sa v [of(r) dz

n=1

convergen o divergen ambas simultaneamente.

Stewart, en su "Calculo, trascendentes tempranas”, o enuncia de manera casi equivalente:

Teorema: Suponga quef es una funcién continua, positiva y decrecien[1,00) a, = f(n).

. (o] . , . . . (o e]
Entonces laseri ) ,__, a,, es convergente siy sélo si la integral imp fl f(z)dz es convergente.

Al menos esa es la manera en que la mayoria de los libros de célculo lo plantean, incluyendo los textos
Stewart, Larson, Purcell y otros. Curiosamente, los libros de andlisis, como los de Apostol, Bartle, Lang o Rudi

omiten la suposicion de qu f sea continua. Por ejemplo, Rudin, en su libro "Principios de analisi:

matematico" [6], enuncia:

Teorema:Si f(z) > 0 ysif esmonétona decrecientepz > 1, entonces
[ee]
/ f(z)dz
1
converge, siy solo si
o
> f(n)
n=1

converge.

Apostol, en su "Analisis matematico" [2], omite las hip6tesis de continuidad y positividad pero afiade una nuev
que f tienda a cero:



Teorema: Sea f wuna funcion decreciente definida [1,+oo) tal que lim, . f(r) = 0. Para

n=1,2,..., definimos

- |
=

Se tiene entonces:
N0< f(n+1)<d,}1 <d,< f(1), paran =1,2,...
i) lim,, . d,, existe.
iy .., f(n) converge si, y sélo si, la suces {t,}  converge.

iv) 0 < dy — lim,, o d, < f(k),parak =1,2,...

En realidad s f es decreciente y tiende a cero entc f:es debe ser positiva, de modo que la hipétesis

positividad, si bien no es explicita, esta4 presente pero escondida en el nuevo planteo. También escondida est
conclusién de que la serie converge si y sélo si la integral converge: el tercer punto del teorema no dice q

o0 . . ., n . . . e,
fl f converja sino que laucesior {fl f} converge, lo cual es equivalente en presencia de la suposicién de
que f sea positiva.
De cualquier manera, en la practica las aplicaciones de este teorema no requieren que las condiciones se cum
particularmente e [1, oo[ : basta con que se cumplan en el inte [a, oo[ , parca € R . De maner
semejante, la palabra "positiva" se usa aqui en un sentido no estricto, significarf(r) >0 para toc
TE [a, oo[. Ademas, tampoco es necesario que la integral y la serie empiecen en 1; pueden empezar ambas

cualquierk € N .
Definiciones y resultados preliminares
Asegurémonos de que tenemos una base comun para lo que sigue. Dos definiciones basicas son:

Definicion 1: Si a € R y f : [a,00[— R es integrable en cada interva [a,b] , entonces la integral

impropia de f sobre el interva [a, 00 es



[r-w[s

La integral converge si el limite existe, o diverge si no.

Definicién 2: Si {a,, | n € N} € R es una sucesién real, su serie es

o n
E a, = lim E aj.
n—Co
n=1 k=1

n
La serie converge si el limite existe, o diverge si no. La can S,, = ; ar se llama lan -ésima suma
k=1

parcial de la serie.

Un resultado bien conocido es que cualquier sucesion real monétona y acotada es convergente (Teorema
Bolzano-Weierstrass). Una propiedad semejante se cumple para funciones, y luego necesitaremos los siguiel
dos resultados relacionados con esto (sus demostraciones estApé&mdetg:

Proposicion  1:  Si {an} es una  sucesiobn  creciente o  decreciente,  entonces
lim,, .o a, = sup{a,} o inf{a,.} respectivamente, donde el supremo podrizoor ,yeli—00 , Si

la sucesidn no es acotada.

Proposicion 2: Si f(z) es creciente o  decreciente en [a,00], entonces
lim, . f(z) = sup{f(z) | > a} o inf{f(z) | z > a} respectivamente, donde el supremo o el

infimo podria se o0 0 —00.

Los siguientes dos resultados son fundamentales. También estdn demostradps edicd

Proposicién 3:Si la serie Y | @,, es convergente, enton lim a,, = 0.
n—Cco



. . (e o]
Es tentador pensar que si la integ fa f converge ent fces  debe tender a cero, como sucede con las se

Pero no es asi, como veremos en los ejemplos de la siguiente seccién. Lo que si es cierto es:

Proposicion 4:Si la integral f:o f converge f esmondtone[a,00[ ,ento im f(z) =0
Zz—C0

Por altimo, una propiedad algo mas avanzada de las funciones monétonas es que son integrables segun Rien
(la definicion de integrabilidad se enuncia eAgéndice:

Proposicion 5:Si f es monétona €[a,b] ,enton fs esintegrable segin Riem [a, b|n

Algunos contraejemplos si fallan las hipétesis

Volvamos al Criterio de la Integral y su planteo tradicional (suponiendo que la funcién es continua, positiva
decreciente). No es dificil encontrar ejemplos en los que fallan esas hip6tesis y la integral converge pero la se
diverge, o viceversa. Veamos algunos.

Si falla la continuidad

Considere la funcion

f(z) 1l sizeZ
Tl = .
0 sino,
cuyo grafico es como el siguiente:
» L L L L] u .'rll ' £ :l

Figural.



La funcion f es positiva, pero no continua ni decreciente. La int flm f converge flb f=0 pare
. I b : : :

cualquierb > 1 | asi qulimy . fl f=0.Perolaseriy .., f(n) diverge porque sus sumas parciales

son S, = > ;_, f(k) = n paracualquien € N | asi qilim,, .o S,, = 00.

Usando la mism f  anterior, ahora la funcg = 1 — f tiene una integral divergente porc flb g=b-—-1

para cualquieb > 1 , pero su serie converge po»_;_, g(k) = D para cualquien

La razon por la que la convergencia de la serie no es equivalente a la convergencia de la integral para las
funciones anteriores no es que ellas sean discontinuas, sino que no son monaétonas. Vea el siguiente ejemplo.

Si falla la monotonia

En el gréfico de la funcié f  anterior es posible conectar los segmentos horizontales con los puntos aislados p

construir una funcién continua con la misma propiedac fie : su integral converge pero su serie diverg

Considere el grafico siguiente:
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Figura 2.

Llamemosp a esta funcion. Ella es continua, y es constante en cero excepto por un intervalo de ancho 1 centr

en =1, unintervalo de anct1/2 centradox =2 , uno de al/4 centrez = 3 , y as
sucesivamente. En cada uno de esos intervalos de 1/2F7* conciz = k1 k € Na , la integ
de p es el area de un triangulo con altura 1y 1/2%°* rel 61/2%s

Entonces, para cualquin € N



" ~ 1 = 1

P< ) o = =
‘/0 k=1 2k kg g

(la primera desigualdad se debe a que el ultimo triAngulo esta incompleto). En re j;lp <1 para toc

S let z ., . .
n € N. Por dltimo, com(_[:_J p es una funcién creciente zle , y acotada superiormente por 1 como acabam

de ver, resulta (Proposicion 2) ¢ fooo P converge.

Por otra parte, es obvio qiy .., p(n) diverge, ya quep(n) =1 para tocn = 1,2,3, ..., como la

funcion f del ejemplo anterior.

Asi es que tenemos una funcipr , continua y positiva (pero no decreciente), para la cual la integral conver
pero la serie diverge. Tomando, como ang = 1 — p, tendremos un ejemplo de una funcién continua y

positiva tal que su integral diverge, porque

g > n— >n—1 — oo
[ozn-25 ,

k=

pero su serie converge porcS,, = Z g(k) = 1 paratodcn .

Si falla la positividad

Un ejemplo con una funcién que no es toda positiva puedk(z) = cos(2nz)/z, paraz > 1 (vea el

gréfico abajo). Esta funcion cambia de signo y tiende a cero de una manera tal que su integral impropia conver
pero h(n) = 1/n paracadin € N , de modo que las Y. h(n)  diverge (es bien sabi(y ..., 1/n,

conocida como la serie armonica, diverge).
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Vamos eliminando las hipotesis

Figura 3.

En los cinco ejemplos anteriores las funciones tienen algo en comudn: ninguna es decreciente. Unas son positi\
una de ellas no; unas son continuas y otras no. Pero ninguna de ellas es decreciente. De las tre fhipotesis

cumple solamente la de positividack/  solo la de continuipad;  es continua y positiva pero no decrecient

Faltd ver entre los ejemplos una funcién que fuera so6lo decreciente pero no continua o positiva, para la ct
convergiera la serie y no la integral, o viceversa.

¢Por qué faltd? Muy sencillo: porque no existe tal funcion. Pronto demostraremos que cualquier funcié
decreciente, continua o no, positiva o no, satisface la conclusion del Criterio de la Integral.

De hecho, las tres hipoétesis tradicionales del Cl son innecesarias. Podemos prescindir por completo de las
primeras y todavia debilitar un poco la tercera, como veremos en esta seccion.

¢ Es necesaria la continidad?

La primera hipétesis de la que podemos deshacernos en el Cl es la continuidad, a pesar de que los textos ust
de célculo la incluyen. Tenemos el siguiente lema:

Lema 1: Si f es decreciente y positiva [a, oo[ para ala € N , ento f:o f converge si y solo si

32 . f(n) converge.

La siguiente demostracion es tipica de lo que puede encontrarse en los libros de andlisis matemético.

Lo . .- _ z _ n A .
Demostracién: Primero, comc f  es positiva, tar F(z) = [ f como S,, = >_7_, f(k) son funciones
crecientesdxr i , respectivamente.

Ademas, com«f es decreciente [a, oo[ entonces, por una farte,  es integrable en cualquier subintervalo

[a, 00[ (Proposicién 5), y por otra, para cualquier enk > a se f(k+1) < f(z) < f(k) para



todo z € [k, k + 1]. Integrando los tres términos de la desigualdad sobre el int [k, k + 1] obtenemos

k+1

fk+1) < | § < f(K), Vk2a
k

Sumando ahorapak detae hasta cualquier en = a obtenemos

k+1

St s 3 [ 1< 3w,

0 bien
n+l n+1 n
S fk) < f F< Y fm),
k=a+1 o k=a

0 mas simplemente

Spt1— fla) < F(n+1) < S, Vn > a.

Supongamos ahora que la inte(] = f:of converge. Entonces
Snt1— f(a) < F(n+1) <1,

de modo que

Spp1 < I+ f(a), Vn = a.

La sucesior {S"} es entonces no sélo creciente sino también acotada superiormente, por lo que debe conve

(Proposicion 1). De ahi que f:o f  converge, tam Y r._ f(k) converge.

Reciprocamente, supongamos que la «S = Zzo:a f (k) converge. Entonces

Fln+1) < 8§, < 8§, Vn > a,



y de ahi que para cualquierrz = a

F(z) < F(lz]+1) < S

(donde I_IJ denota la parte entera ze ). Entonces la fuiF'6n no sélo es creciente sino también acota

superiormente, y por lo tanto converge (Proposicion 2). En conclusic‘zzo:a f(k) converge, f:of

también converge.

Terminamos con eso la demostracion del Lema 1, sin haber necesitado en ningn mon fnto que  fuera contir

¢Para qué plantearan esa hipétesis los libros de célculo? Podria pensarse en una respuesta de tipo didactic
gue en los cursos de célculo el Cl se usa casi exclusivamente con funciones continuas. Pero eso no justific:
imponerle al estudiante, cuando resuelve los ejercicios, la carga adicional de verificar una hipotesi
completamente innecesaria.

¢Es necesario que la funcién sea positiva?

Resulta que tampoco es necesario suponer que la funciéon sea positiva, aunque muchos textos de analisis
hacen. Partamos solamente de fie es decrecie [a, oo[ , Y consideremos dos posibilidades:

e Puede ser quf(J:) >0 paratoz € [a, oo[ En tal caso, por el Lema 1, laintegral fe  converge si

y sélo silaseriedf converge.

e O puede ser que exista algic € [a,oo[ con f(c) < 0. Entonces, comcf es decreciente,
lim, o f(z) < f(c) < D, posiblementelim, ., f(z) = —00 (Proposicién 1). En consecuencia,

tanto f:o f comcd > f(n) divergen (Proposiciones 3y 4).
No hay ninguna otra posibilida f  es toda positiva o f2n  toma algin valor negativo, y en cualquier caso |

integral converge si y solo si la serie converge. Asi de facil hemos demostrado el siguiente lema, en el que no
necesario que la funcion sea positiva:

Lema 2: Si f es decreciente e[a,oo[ para algja € N | enton f:of converge si y solo si

oo_ L) converge.
D onea f (1) 9

&Y sila funcién no fuera decreciente?



Inclusoesahipoétesis, de que la funcién sea decreciente, esta sobrada hasta cierto punto. Volteando verticalmel
el argumento anterior, resulta que fi es creciente entonces el Lema 2 puede apl—fse a , que

decreciente f:o —f converge siy solc Zf’:a —f(n) converge. De ahi sigue que fi  es creciente,

/ f converge & / — f converge & Z — f(n) converge < Z f(n) converge.

Entonces el criterio puede aplicarse ya sea la funcion creciente o decreciente. Esto implica que hasta la ulti
hipétesis en la formulacion tradicional, de que la funcidon sea decreciente, es también prescindible: basta con «

f sea monotona.

JY la cota del error?

En el planteo tradicional del Cl hay un anexo que dice que, bajo las hipétesis del criterio, si la serie y la integr
convergen entonces el error en la suma penial -ésima satisface la desigualdad

S—S.| < f ;.

Con la Unica hipétesis que conservamos aqui filue  sea monotona, también se cumple un resultado casi idén

Esto significa que las hipétesis tradicionales del Cl no son necesarias ni siquiera para acotar el error, como ven
en este Lema:

Lema 3:Si f es mondtona €[a,00[ paraalga € N ,ylas) .. f(n) converge, entonces

[

para cualquier entern > a ,doncS = Y o f(k)y S, = > r_. f(k).

Demostracién: Notemos primero que si la serie converge entor|S — S,.| = [>27 o) f(k)| para

cualquiern = a .



Si f fuera decreciente y tomara alguin valor negativo, o si fuera creciente y tomara algin valor positivo, entonc

la serie seria divergente como ya notamos, y no habria nada que demostrar.

Supongamos entonces ¢ f2  es decreciente y posit [a, oo[ . En la demostracién del Lema 1 teniamos ¢

para cualquien = a ,

n+1 1
Y fk) < /+f-

k=a+1

Si la serie converge (y por ende también la integral), podemos tomar limite . — 00 y asi obtener

S 5 < [

k=a+1

Si n > a, la desigualdad anterior se aplica tambii;z a , ya que lo Unico que se supum sobre ffue que ¢

decreciente y positiva ¢[a, 00| , lo cual también es cieri [, 00| . Entonces

S k) < [of,

k=n+1

y como supusimos quf  era positiva, esa desigualdad es equivi|S — S,,| < | f:o fl.

Por Gltimo, sif es mas bien creciente y negativ [a, oo[ , todo lo anterior se i — fa a en el figar de
co co
S —f) < / —f
k=n+1 n

para cualquien = a , o bien
(e o]
- Y f) < - / 7.

Como f es negativa, la desigualdad anterior equivale tambi|S — S,,| < |f:° fl, con lo que la



demostracion esta completa.

Conclusioén
Para repasar, hicimos lo siguiente: Primero demostramos ( fe si es decreciente y positiva fa fces

. , o . .
converge siy s6lo <> _—__ f(n) converge. Luego vimos que f  es decreciente y toma al menos un valor

negativo, entonces tanto la integral como la serie divergen, asi que la conclusion se mantiene con la sola hipot
de que f sea decreciente y no necesariamente positiva. Lo siguiente fue nota fjue, si  es creciente, el crite

anterior se aplica —f vy por lo tanto tambié fa , por lo que basta con supol fr que  sea monétona. F

ltimo vimos que la cota usual del error se mantiene con esa hipotesis Unica.

En conclusioén, luego de haber descartado una por una las hipétesis tradicionales del Cl, hemos arriba
finalmente a esta version sumamente austera en sus requisitos:

Teorema (Criterio de la Integral para convergencia de series)Si f es monétona e[a, oo[ para algun

a € N, entonces
To's) o
/ f converge <& Z f(n) converge.

En tal caso,

S — 8.| < /f‘ para todo n > a.

Apéndice

Aqui demostramos las cinco proposiciones que se enunciaron en la Seccién 2, e incluimos las definicion
necesarias para la Proposicion 5 acerca de integrabilidad.

Proposicion  1:  Si {a,} es una sucesién creciente o decreciente, entonces
lim,, eo @, = sup{a,} o inf{a,} respectivamente, donde el supremo podrizoor o el it—00 si

la sucesidn no es acotada.

Demostracion: Es muy semejante a la demostracion de la Proposicion 2, que es mas general, por lo que omitim
la presente.



Proposicion 2.  Si f(z) es creciente o  decreciente  en [a,00[, entonces
lim, ., f(z) = sup{f(z) | > a} o inf{f(z) | z > a} respectivamente, donde el supremo o el

infimo podria seco 0 —00.

Demostracién: Veremos el caso de qif  sea decreciente; el otro es andlocA = { f(z) | z > a}. Si
A no es acotado inferiormente, para cualqg M € R existe ¢xg = a f(zg) < M. Entonces

f(z) € f(zy) < M paratodcz > zg . Esto demuestra (lim, o, f(z) = —00.

Por otra parte, <A es acotado inferiormente, Lza  su infimo. Para cue > 0 L+ € no es cot
inferior de A , por lo que existe algizg = a c f(rg) < L + €. Entonces, para cualquiz > g
L< f(z) < f(zg) < L+e€, asi que |f(z)— L| <€ para todo z > zy . Esto demuestra que

lim, . f(z) = L.

Proposicion 3:Si la seriez a,, esconvergente, enton lim a,, = 0.
n—Ceo

Demostracion: SeaS,, = » ,_, ax. Como{S,.} y{S.-1} son convergentes (al mismo limite), también lo

es su diferencia,, = S,, — S,,—1, conlim,, .o @,, = lim,, .o S,, — lim,, s S,,.—1 = 0.
Proposicion 4:Si la integral f:o f converge f es mondétone [a, oo[ , ento lim f(r) = 0.
z—C0

Demostracion: Supondremos qu f  es decrecient fsi  es creciente, el argumento siguiente s — flica a )

Veamos primero que f(z) > 0 para todo £>a : Si existiera Zg conf(zg) <0, seria

f(z) < f(zq) < 0 paratodcz > zg ,yentonces, paratth > g,

l:f(r)dr < [:f(ro)dr = f(z0)(b— z0).



Cuandob — 00 , la expresion a la derecha tende —00 , implicanc f:: f diverge. Esto contradice |
hipoétesis.

Entonces f no es sblo decreciente sino también acotada inferiormente por 0. Por la Proposicion 2, exis
L =1m, . f(z) =inf{f(z) | z > a}, y debe serL >0 porque 0O es una cota inferior de

{f(z) |z = a}.

Como f(z) > L paratodz > a ,entonces parath > a
b b
/ f(z)dz > / Ldz = L(b— a).

. ., . . (o o]
Si fuera L > 0 , la expresion a la derecha tendeicoa ctb — o0 , como antes implica fzu fle

diverge y contradiciendo la hipétesis.

En conclusion L = 0 como queriamos probar.

Definicién 3: Si [a,b] C R, una particior P d¢[a,b] es una sucesién fit{zg, z1,...,z,} C [a, }

cona=zg< ;< ...<x,=25b.

Definicion 4: Si f es acotada e [a, b] F  es una particion [a, b] , la suma superi f de  Para es
U(f,P)=> 11 Mi(f)(zx — zx—1), donde My (f) = sup{f(z) | zr-1 < z < z;}. La suma
inferior es L(f, P) = > _1_, mu(f)(zx — zx—1), dondemy(f) = inf{ f(z) | zr-1 < z < 71}

Definicion 5: Si f es acotada € [a, b], , entonces la integral superic f e [a, b] es
s
/ f = inf{U(f,P) | P es una particin de [a, b]}

y su integral inferior es



b
/ f = sup{L(f,P)| P es una particin de [a,b|}.
Se dice qu f es integrable segin Riemar [a, b| fff = fff.

Proposicion 5:Si f es mondtona€[a, b] , enton fs  es integrable segdn Riem [a, b]n

Demostracion: Supongamos qu f  es creciente (el cas fde  decreciente es analogo). Fn € Nia

A,=(b—a)/n,ysecP, lapartci6 {zx = a+ kA, |k=0,...,n}.

Como f es creciente, Mi(f) = flzx), mi(f) = f(zi—1) vy zp— z3o1 = A, para todo

k=1,...,n.Entonces

n n

U(f’Pn) = Zf('rk)An = A-an(Ik)

k=1 k=1

De ahi queU(f, F,) — L(f, P.) = A > 1 (F(zi) — flzr—1)) = AL(f(b) — f(a)); es decir,

U(f,B) - L(f,P,) = L= 20 - f(a)

n

Finalmente, comwf:f <U(f,P.)y f:f > L(f, P,),y como obviament f:f > f:f, tenemos

o< [1- [t <ot - wrpy - E=WO 1)

n



: b b ]
Como esta desigualdad se cumple para n € N : conclmm(fa F= faf, como queriamos.
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