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Resumen

Presentamos seis demostraciones del teorema de Napoledn y de varias propiedades que se derivan de la mi
configuracién. En las demostraciones recurrimos a la geometria métrica, la geometria analitica, los namerc
complejos, la trigonometria y las isometrias, alternativamente. Algunas de dichas demostraciones —no e
propiedades— son originales, otras son el desarrollo de sugerencias esbozadas en distintos textos y otras
adaptaciones de las halladas en los textos.
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semejanza.

Introducciéon

El teorema de Napoledn afirma que el triAngulo determinado por los centros de los triangulos equilateros construit
exteriormente sobre los lados de un tridngulo cualquiera es equilatero. El resultado, muy mencionado en geome
es escasamente trabajado en la ensefianza. Resultan poco conocidas distintas propiedades que se pueden obse
la misma configuracion: igualdad de segmentos, concurrencia de rectas, concurrencia de circunferencias, triang
distintos con un mismo baricentro. También es poco conocido que muchas de estas propiedades adm
justificaciones que solo hacen uso de la matemética trabajada en bachillerato o en los primeros cursos universite
y que por tanto podrian ser trabajadas a ese nivel.

Parece ser que Napoledn era aficionado a la Geometria. Sefiales de ello son algunos problemas que le propuso
matematicos franceses:

« Dividir una circunferencia en cuatro partes iguales usando sélo compas.
e Usando so6lo compas ubicar el centro de una circunferencia.

Posiblemente sus conocimientos matematicos no le permitieran resolverlos asi como es muy probable que
Teorema de Napoledn haya sido un regalo de sus amigos matematicos Monge, Lagrange o Mascheroni.

Lo cierto es que la configuracion del teorema de Napoleodn: triangulos equilateros construidos exteriormente so
los lados de un triangulo cualquiera, ha sido fuente de inspiracién de interesantes observaciones matemati
Veamos como una vez mas la belleza en matemética surge de lo sorprendente. Y también al reves.

Primeras observaciones

Dado AABC un triangulo cualquiera. Se construyen exteriormente los triangulos equ AABC! ABCA’



y ACAB’ . Bajo estas condiciones se cumple que:

e Lossegmentoc AA BB (CC’ soncongruentes.

Se deduce que los triangulc AABA  AC'BC son congruentes por tene AB=C'B=BC y
maABA’ = maC'BC = 60 + maABC , de dond¢ AA' = C'C .

De forma analoga son congruer AACA’ AB'CB porlo AA' = B'B .

c

e Los circulos circunscritos a los triangu AABC' ABCA' ACAB’ pasan por un mismo punto.

Si AABC'NABCA' ={B,F}, como maAC’'B = 60° se tiene maAFB = 120° y como maBA'C = 60
se tiene maBFC = 120° por lo que maAFC = 120° y como maAB’C = 60° se deduce que el cuadrilatero
AFCB'’ es inscriptible de donc F € ACB’ .

Para completar la demostracion debemos considerar el caso F' que es e AABC. y también el cast

que F coincide co B

e Lasrecta: AA', BB',CC" son congruentes ¢ ¥y form 60° entre ellas.



AABC'NABCA = {B,F}

maAFB = 120° y maBFA’' = «BCA’ = 60° por ser angulos inscritos que abarcan la misma ci BA’ de

donde: maAFA’ = maAFB + maBFA’ = 180° por lo que A, F, A’ estan alineados.
De forma andlog B,F,B’ (C,F,C' estan alineados.

La demostracion quedara completa considerando el caso « F que ese AABC y también el caso en

F coincide cor B

El teorema de Napoledn. Tres miradas

AABC triangulo cualquiera. Se construyen exteriormente los triangulos equili AABC’ ABCA’ y
ACAB'’ . Los centros de estos triangulos equilateros determinan un nuevo triangulo equilatero.

Primera demostracion

Sear M, N,P los centros de los tridngulos equilateros.



Si AABC'NABCA' = {B,F} , se cumple que:
NP es mediatriz d AF = maANP = maPNF

MN es mediatrizd FC = maMNC = maFNM

de lo anterior:

mIANC =2 maPNM = maPNM =60.

Procediendo de la misma forma con otro de los angulos vem« AM N P es equilatero.

Segunda demostracion

Los triangulos AACA’ yANCM son semejantes por tener una pareja de angulos congruentes y dos pares

lados proporcionales:

mIACA' = maNCM = maACB + 60

— por lo tanto se cumpls g =-—.(1)
A'C 3 AA 3



C

Por el teorema de las Medianas ABAB' APAN ACBC' AMBP

por lo tanto se cumpl ﬂ = @ .(2)
AA 3

M _ PN MP 3
AA BB CC 3

tendriamos

y como AA" = BB’ = CC’ (primeras observaciones) de (1) y (2) se tiene NM = PNMP .
Tercera demostracion

Aplicando el teorema del coseno AABC

a? =b% + ¢ — 2bccos(a)

M

A

Siendo k la alturad AABC : correspondiente al vé Ce

sinfa) = % — b sin(a)

por lo que

area AABC =v = °'2h = C'b;ma —s sinfa) = 2bz @

En AMNP : mmz”_‘sfé



n
ws
)

Aplicando el teorema del coseno ANAP

_ 42— 2bc3~ cos(a + 60°) (3)

cos(a + 60°) = cos(a) ' cos(60°) — sin(a) - sin(60°)

y usando las igualdades obtenida: (1)  (2) podemos escribir:
®+c?—a2 1 2V \/_
oy — . — .- (4
cos(a 4 60°) T 7~ Be 4)

sustituyendc (4) e (3) y simplificando llegamos a:

—=2  a? 4+ b7+ 4+4vy/3

NP = 5
Procediendo de la misma forma podemos afirmar:
a4 — b
cos(a) _ e
. 2v
sin(8) - —

ac



Aplicando el teorema del coseno AMBP

2 _ BM +BP —2.BM  -BP . cos(8 + 60°)

_ ( 3 ) +( 3 ) -2 3 -T-cos(ﬂ+60)

3
[

a® + ¢ — 2ac cos(8 + 60°)
= 9

que luego al sustitu cos(3 + 60°) y simplificar queda:

2 2

De idéntica forma podemos obtener

aZ + b2+ 2 +4v/3

——
MN =
6

lo que nos permite afirmar que el triang AMN P es equilatero.
Otras tres demostraciones alternativas se pueden encontrar al final.
Nuevas observaciones

Las rectas AM BN CP son concurrentes.

Para demostrar esta propiedad necesitaremos del teorema de Ceva:

X,Y,Z son puntos sobre los lade BC GA AB de un tiancAABC AX BY C©Z

concurrente: < <= === 1)

be - sen(a)

También usaremos, segun vimos previamente, que € AABC = 5

son



En nuestra figura:

Al

NE

Gl

c
drea (AABM)
drea (AABM)
AB . BM -sen(g + 30°)
E -CM - S“L(‘y + 309)

c-sen(g + 30°)
b sen(y + 30°)

drea (ABCN)
area (ABAN

.CN - sen(y + 30°)
. AN - sen(a + 30°)

23
=l 0

a -sen(vy + 30°)
c -sen(a + 30°)

drea (ACAP)
area (ACBP)

CA. AP -sen(a + 30)
CB BP -sen(d + 30°)




area (ACAP)
= drea (ACBP)

Siis

si calculamos

@ @)

) [bsen(a 4 30°)] - [c - sen(8 4 30°)] - [a - sen(y 4 30°)]
= |a-sen(8 + 30°)] - [b:sen(y + 30°)] - [c: sen(a + 30°)]

=l Q
N[

=1

por el teoremade Cev AX BY GZ  concurre AM BN CP concurren

» Bajo la notacion dada en el Teorema de Napole¢ AMN P AABC tienen el mismo baricentro.

'B
A
D

Siendo G el baricentro del triangt AABC se cumplen las siguientes relaciones entre vectores:
1) W(GA)+(GB) ++(GC) =0

SeaJ el punto medio de las diagoni AB GB del paralelogc AGBD

Se cumple:

v(GA) ++(GB) =+(GD) =2 -v(GJ)

Por seiG baricentro también se cumple:

v(GC) = -2 -v(GJ)



De lo anterior:

v(GA) ++(GB) +4(GC) _ 2. v(GJ)-2+(GJ) _ 0
1
i) W(AG) = 3 -o(AA + 4B + AC)
e 5 1Y /_l_'*_\ ~ Vo 5 22 ~ Vo vl
v{AB) +v(AC) _— 2 v(AK) =3 v{AG)
P 7a 1Y 3 AR AR A
= udG) = gvldd+ A5+ AC)

iii.) Siendo P un punto cualquiera:

+(PG) =% .v(PA 4+ PB + PC)

Si E cumple que K (el punto medio BC ) es punto medi PE

, Se cumf G que
es baricentro d APAE = aplicandc (zz) al triangul APAE  tenemos:

o(PG) = 5 -o(FP + PA + PE) =

[N

.u(ﬂ+ﬁ)=%-v(ﬂ+z>_3‘+13_c’)

En nuestra construccion

u(cm)=%-u(@’+cTc‘+ﬁ’)=

W=

-u(__c:;i+G_A’)=%-u(m+cﬂ’)=

W~

de la misma forma

v(GN) -v(BPB)

W

W(GB) _ = .+(CO)

G escircuncentrod AMNP  equilatero, porlo 1 G también es su baricentro

también



Una vuelta de tuerca. O dos

C son colineales
B

3,
NK ) M
p
v
c '

Si construimos los triangulos equilate ABCA” ACAB”

respectivamente simétricos a los triangulos equila ABCA’ ACAB' AABC'
exteriores al triangul AABC

Las propiedades vistas hasta el momento y en especial el teorema de Napoledn, se siguen cui A lic Blo si

AABC" decel ST U

gue se habian construido
, se siguen cumpliendo las propiedades vistas hasta el momento, incluyendo el

teorema de Napoledn.
-

Aplicando el teorema del coseno AABC

a?=b>+c*-2 b c cos(a)

de donde
cos(a) = v +c—a®
- 2bc
Siendo k

la alturad AABC  correspondiente al vé Ce

sen(a) =

E:"h=b-sen(a)



por lo que

frem, A ABD=9="0 b mla) _ ey 27
2 2 b.-c
En ATAU :
_ wa
mAT = q
cv'3
mE = 9

El teorema del coseno AT AU

T° = M2+m2-2-ﬁ-m-cos(a—60°)

() () () () e

b2 + ¢ — 2bc - cos(a — 60°)
= 3

cos(a — 60°) = cos(a) - sen(60°) + sen(a) : cos(60°)
B+c2—a?2 1 2V 3

cos(a—60°)=T.§_g,T

sustituyendo e T~y simplificando llegamos a:

ﬁ2= az+b2+g—4VJ§

6
Procediendo de la misma forma podemos afirmar:
a? +c? - b?
cos(f) = —g
2v
sen(8) — —

ac

Aplicando el teorema del coseno ASBU y observando que



maSBU = (maSBA +maABC) + maCBU _ 30° + (30° — 8) = 60° — 3

== B_SZ+W2—2-B_S-W-COS(60°—,6)

St =
vB\" (vB) ., avB o3
a c a c &
= ( 3 ) +(T) —2 g g cosl60"-A)
a2 + b2 + 2 — 4vy/3
= 6
gueluego de sustituir y simplificar queda:
2 2 _
6
de forma similar podemos obtener:
ﬁ2= (12+b2+C2—4V\/§
6
Sorpresa!
La diferencia de las areas del triAngulo de Napole6n ex AMN P y del triangulo de Napoledn interior

ASTU de un triangulc AABC esigual al area AABC

B

N

oA

g

.
C

Bajo la notacion utilizada por lo visto en la tercera demostracion del teorema de Napoleon el cuadrado del lado
a? + b2+ +4vy/3

triangulo AMN P equilatero mid =

donde vV es el area del triang AABC




De acuerdo a lo ya visto, el cuadrado del lado del triangulo de Naf ASTU ; v
donde A es el area del triangt AABC
, L s k%3
Recordando que el area de un triangulo equilatero de kdo tenemos:
2 2 2
sreaaMNp _ AP HEHAVVE V3
N — a2+ b2+ c2—4vy3 3
area A D1 — =
= 6 4

Si calculamos la diferencia de dichas areas:

2402424493 V3 a?4 B2 42 —-4vy3 V3
irea A MNP — drea A STU = S HEH4VV3 V8 @®+ W4+ -49V3 V3 _ . A aBe

6 4 6 4

Tres nuevas miradas al teorema de Napoledn
Cuarta demostracion

Demostraremos que la composicién de tres rotaciones con centros no alineados, del mismo sentido y donde la s
de los angulos de rotacion < 360 es la identidad.

Para ello consideremos la composicién de las rotaciones de centros en los vértices de un tridngulo, angulos el d
de cada angulo respectivo del triangulo y del mismo sentido las tres.

Para indicar una rotacion usaremos la siguiente nota Ro a horario , (Ode indica el sentido horario

rotacion, @ la medida del angulo de rotacion y a continuacién se indicara el sentido horario o anti-horari
Usaremos ademas que toda rotacién es la composicion de dos simetrias axiales de ejes secantes en el cen
rotacion y que el angulo que forman entre ellas es la mitad del &ngulo de rotacion.

RA,Za,hora.rio O RB,ZB,hm‘ario O RC,Z‘T,horario - SAC O SABOSBC O RC,Z*(,ha-rario
— Sac O Spc O Rp 2y horario
- RC,Z'}‘,anh'horario O RC,Z*(,hcrrar‘io

= Identidad

En nuestra construccion

RA!,lZD“,horario O RN,lZD,horario @ RP,lZD“,horurio = Identidad

y como las isometrias con la composicion de funciones forman grupo, podemos escribir



Rh!,l?D,hwario O RN,lZD",horario = RP,lZD‘,antihorario

Sy O Sun O Sun O Ss = Rp 1200 antihorario

donde el angulo de (r) y MN (60° y
el angulo de NM y (s) e60°

Si (r)N(s)=J:
RJ,IZD" ,antihorario — RP,120° ,antihorario

de donde debe ser J=P,
por lo que AMNP es equilatero. (Demostracion tomada de Ledergerber-Ruoff,pp.128-129)

Quinta demostracion

Usaremos ahora la geometria analitica para hacer una nueva demostracion del teorema de Napoleon.
Empecemos recordando la relacion que vincula a la tangente del angulo que forma dos rectas con sus respec
coeficientes angulares.

Si las rectasr 7 tienen coeficientes angulims m’; , Sim =tanga, m' =tang8 y o y 8 las

medidas de los angulos que forman lasreras ' vy conz eje el (¥).lo entrelascrsrer’as y €

dado por la relacion:

>

Sin pérdida de generalidad podemos asignarle a los vértices el tri AABC las coordenadas
Afa,0),B(b,0) y C(0,c) .

. . —_— —
Si llamamos m’  al coeficiente angular de la rc BC , se cumpl m’ = m

El angulo que forman las rect BA/ BC  60° tan60° = /3.



/" A'
|
oM
A(a,0) B(b, 0)
P
o
Aplicando la relacion previamente expuesta, si llamams al coeficiente angular de BA’ :ta
hallar m a partir de la ecuacion:
™
5= . . c+ by/3
E__ /3, obteniendo asi gt m = = V8
L R & cv/3—b

La ecuacién de la rec BA’ es entonces:

oy (B3 )
Ei_-s/—(_lH_c\/g)( b)

Procediendo de forma analoga podemos hallar la ecuacién de | CA’ ta

m:y=(b\/§_c)-r+c

b+ cy3

Resolviendo el sistema formado formado por las ecuaciones de las BA' 31s CA’ y

del punto A’
A (b+c\/§, b3 + c)

2 2

, podem

obtenemos las coordenc

Repitiendo el procedimiento seguido para determinar el [ A’ o podemos hallar las coordenadas B’ punto

intersecando las rectas

CB':y=( a\/§+c)-z+c

—a+c\/§
y
Sy = —a\/§—c (z—a

obteniendc B’ (a_;\/é, _a\/2§+c) .



Intersecando las rectas
AC" :y=—3(z—a) y BC' : y=+3(z—b)

obtenemos las coordenadas C’

C,(a+b (a-b)\/§) .

2 2

Recordando ahora que si los vertices de un triar AABC tiene coordenadas

Alza,v4),B(zB,y8),C(zc,yc) , €l baricentro de dicho triangulo tiene coordenadas:

(IA+IB+IC yA+yB+yc)
3 ’ 3

podemos hallar las coordenadas de:

A1(3b+66\/§ab\/§6+3c> ’ N(3a—c\/§’—a\/§+3c) ,P(a+b (a—b)\/§) ,

6 6 2’ 6

Por dltimo calcular las distancias

1
mM'N=mNP=mPM'=§ : \/3(a2+b2+cz)-ab—c(b—a)\/§.

Sexta demostracion

Recurriendo a los nimeros complejos para hacer una nueva demostracién del teorema de Napoledn.
"Asociaremos al numero comple z =z +iy,enquez \y sonrealesi: eslaunidadimaginaria, el ,Z 1to

con coordenadas rectangula (z,y) en un plano cartesiano. E Z into se denominara imagen, 0 punto

representativo, del numero compl_3) y dicho numero recibira el nombre de afijo, o coordenada compleja, del
punto Z ."(Eves, 1985, pag.167)
Necesitaremos también el siguiente teorei®e A y B son puntos con afijia b , respectivamente, entonces

7

p=a+ (b—a) e es el afijodel punt P  obtenido girandoun ang ¢> elp Bo alrededor del ,A nto

" (Eves, 1985, pag 174)
Viendo el diagrama que sigue se podra entender el por qué de la condicion.

P(a+(b-a)-e “'ﬁ)

E((b-a)-e")




Para el caso en qi ¢ =60° el teorema anterior nos da una condicion necesaria y suficiente para que un triéng
AABP sea equilatero, y dicha condicion es que losegib ,p y  de sus vértices (sus coordenadas complej
verifiquen la condicidl p=a + (b—a) - e .

Asignandole un niumero complejo a cada vértice del triAingulo  podemos considerar sin perdida de generalid

-

A B(b+0i)

Te

-
Siz,y,z sonlosafjosdA B ¢ respectivame (z =0,y = b,z =c+di), los afjos 2’ ¢ 2 de

los puntos A’ B’ ' seran:

| 1 8\  bt+c+dy3  (BV3 —cy3+d)i
I;:z+(y_z)e’an:(c.'_dz)-}-(b—c—dl)(i-*"l\/?_'): +C'2" \/_+(\/_ Cz\/_'*' )1

3 Ty 2 2

=z eF (; -Jzﬁ):c—dﬁ+(c\/§+d>i

Llegados aqui necesitamos de otro teoren .centroide G del triangult AABC  tiene como afijo

g= w " (Eves, 1985, pag 176)
Sia,b,c sonlosafjosdA B € ,elpurdJ medic AB tiene como (a ;L b) . Como el
baricentrc G verifica qu Zg = 2, se cumple la siguiente relacion entre los afjoCe G , J y
(g—¢)

@+b)/2—g



. . b
Despejando concluimos q g = w .
A Clo)
Ala)
G
J(a+b)/2) i
0 e
B(b)
Usando la condicién anterior podemos hayan losemsn p delosfyMoN P , baricentros de Ic

triangulos ABCA’  ACAB' yAABC' respectivamente.

(1)

o +y+z 3b+3c+dy3 (V3 —cy/3+3d)i
m=""3 - 6 + 6

z+y +z 3c—dy3 (c\/§+3d)i
n=T3 7§ T 6

Si hallamos ahora, usando la condicién necesaria y suficiente para que un triangulo sea equilatero mencionada a
el afijo (coordenada compleja) del tercer vértice del triangulo equilaterodev Nce Py tenemos:

n-l-(p—n)-e%:
3B b3 3c—dy3  cv3+3d. 1 V3
=”+[?_’6 _( 5 T 6 ’)]'(§+’T)=

- 6

- (3b-3c+d\/§ _b\/§+c\/§+3di) | (1 i\/§)
6

3c—dy/3 /3 +3d. 3+ 2dv3 | b3 —2¢V/3.
- 5 T &6 5 T 5 )=

_3b+3c+d\/§+ by3—cy/3 +3d.
- 6 6 )



gue es el afijo del pun M hallado antes en (1).
Podemos concluir entonces ¢ AMNP es equilatero. (Demostracion sugerida en de Guzmén, 1995,p.341)

Epilogo

Dijimos en la introduccion que la configuracion del teorema de Napoleodn: triAngulos equilateros construidc
exteriormente sobre los lados de un triangulo cualquiera, habia sido fuente de inspiracion de interesan
observaciones mateméaticas. Agregamos: Y lo sigue siendo. Como muestra de lo que decimos puede verse el art
de Boutte (2002).
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