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Resumen

Se prueba la existencia de una solucién distribucional global para un dato inicial suficien-
. . Xx—v—F|? .
temente cercano al Maxwelliano de tipo E@)Zi') para la ecuacién de Enskog

con término fuerza.

Abstract
We prove the existence of a global distributional solution for an initial data close enough to

: —v—F|? I
a Maxwellian of the type Exé'xvz|> , for the Enskog equation with force term.

Palabras clave:Ecuacién de Enskog, término fuerza, solucion distribucional, dato inicial
cerca del Maxwelliano.
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1 . 1 Introduccion.

La ecuacién de Enskog es una modificacion de la ecuacion cinética de Boltzmann, en la
cual cualquier particula es considerada en el modelo de esfera sélida con didmedro

(y por tanto las colisiones toman lugar en un punto a una distag'uda los centros de las
esferas colindantes). La ecuacion de Enskog nos da una buena descripcion del fenémeno
de transporte de gases moderadamente densos. La ecuacion de Enskog con término fuerza
se puede expresar en la siguiente forma:

ot ot
f (O,X, V) = fO(Xa V)

of oF
{+V-Dxf+F~va+t~vaE(f) a

donde (x,v) € R3x R3 y E(f) es el operador de colision de Enskog dado go6f) =
E*(f)—E(f) con
E+(f):/3 o Y(NBOLW=V)f (LX) F(tx-+an.w)dwan
R3x S

E(f) = /IR3><SZ Y(£)B(n,w—V)f(t,x V) f (t, x— an,w)dwdh

dondeS = {neR3:|n|=1,B(n,w—v) >0}y

V =v+nBMn,w—v)
w =w-nB(n,w—v)
Sea
V={¢eL([0,T]xRExR®:0< d(t,x,v) < f(t,x,v)}

con

flt.xv) = Exp{— |x— (1+t)v2— (1+t)F|? }c(t)
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y c(t) adeterminar. El espaci¥ es de Banach con la norma definida por

(s,x,V)

= eSS Su
1Y p fexv)

se[0t],xeR3,veR3

para la demostracion de este hecho ver [7, pag.1022].

El funcionalY, esta definido sobi¢ y le imponemos las siguientes hipotesis:
1. Existe una constantd > 0 tal que|Y(f)] <M.
2. 0<fi < fr=Y(f1) <Y(f2).
3. [Y(F)=Y(g) <K][[f—giv.

4. B(n,w—v) e L (R®x ), aquiB es un operador acotado y continuo.

El campo externé-,
F:RxR¥xR® —R3

1
t,X,v F(t,x,v)=——X—V
(7?)}—} (77) l+t

satisface las siguientes propiedades:

R [y, ifi=j,

ox; |0, ifi#j.
y

R [-1, ifi=j],

av; |0, ifi#].

Existencia, unicidad y decrecimiento en el tiempo de las soluciones globales distribu-
cionales en ausencia de término fuerza, han sido estudiados por muchos autores, esta teoria
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fue iniciada por lliner y Shimbrot(1984)(ver [5]). Se hanafitlo también resultados de

esta teoria, con hipotesis mas generales, por Toscani(1986) (ver [2]). Se han estudiado las
funciones¢ con maxweliano decreciente y en los trabajos realizados Gltimamente se le ha
considerado con decrecimiento polinémico; estas funciones tienen dato inicial con masa
infinita(ver [2]). Otros resultados de existencia han sido obtenidos para dato inicial cerca
al maxweliano local, estas teorias descansan sobre efectos dispersivos en todo el espacio.

Consideremos primero la ecuacion espacialmente homogénea para particulas neutrales en
un campo fuerz& = F(t,x,v), en relacién con este tema debemos citar el articulo de
Asano[AS1] en el cual se prueba existencia local para condiciones iniciales generales, la
formulacién de Asano es el punto de partida de todos los estudios desarrollados después
de este articulo.

Algunos estudios del problema se pueden encontrar en los articulos [AS3], [GU1], [HA2]
y [BL4]. En particular, en los articulos de Asano [AS3] y Grunfeld [GU1] se prueba ex-
istencia global para la solucion con condicion inicial cerca al equilibrio con un campo
de fuerza conservativo. Hamdache[HA2] nos da un resultado con dato inicial decayendo
exponencialmente a cero en el infinito en el espacio fase y trayectorias pre-escritas por un
campo oscilante. En [BL4] se da un resultado de existencia global para dato decayendo
y para un campo de fuerza actuando en un intervalo de tiétgpd con T grande, pero

finito. Recientemente en [LN3] se extendid el problema de Cauchy para dato grande en
L! en presencia de un campo externo. El aspecto importante del resultado en [LN3] es
gue se refiere a campos de fuerza dependientes de la funcion de distribucion, este caso es
enteramente diferente de los casos pre-escritos anteriormente.

Usando las mismas ideas tratadas en [5], particularmente si

{_ IX—(14+t)v— (1+t)F|2}

2

resuelve la ecuacion de transporte, demostraremos existencia de soluciones renormalizadas
para la ecuacién de Enskog con término fuerza. En este sentido es nuestro aporte a esta
teoria.

El articulo lo dividimos en tres secciones; en la primera se da la definicién de solucién
renormalizada, en la segunda parte se demostrard un lema necesario para aplicar el esquema
iterativo de Kaniel y Shinbrot y en la tercera y Ultima parte estara la demostracién del
teorema principal.
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12 Solucién Renormalizada

Una funcionf = f(t,x,v) > 0€ LL (R} x R® xR3) es llamada una solucién renormal-

izada de la ecuacion de Enskog (1) si

E(f) 1 3.3
m S L|OC(R+ xR°>x R ) (12)
y si para cualquier funcién continua Lipchifz: R, — R que satisface}B' 1] < 1L+t
para todot > 0 tenemos
TR(f) =B (HE(f), (2.3)

en el sentido de las distribuciones, aqui

oF
T :at+vl:|x+|:|:|v+tal:|v

Lema 1.1 Seaf € (LL,x R3x R3)

1. Si f satisface (2) y (3) co(t) = In(1+t), entonces se dice quk es solucidn
regular (mild) de la ecuacién de Enskog.

. . , iy E(f
2. Si f esuna solucion regular (mild) de la ecuacion de Enskogfyés‘% € L,loc(IRiJr X

R3 x R3), entoncesf es solucién renormalizada.

Demostracion. Ver [4, pag. 144]
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Lema 1.2 Seado(t,x, V) =c(t)&(t,x,v) y Go(t,x,v) =d(t)&(t,x,v) donde

E(t,x,v) = Exp{, x— (1'H)V2— (1—|—t)|:|2}

que satisfacen (2) y (3) con Qc(t) < d(t) a determinar,entoncegy y Go existen y
ademagyp(t) < Go(t)

Demostracion. Tenemos que

3 oF E
P log(1+go) +V- Ox log(1+do) +F - Oy Iog(1+90)+tﬁ4|]v log(1+do) = 11932)
d oF E(G
3 log(1+ Gp) + V- Oxlog(1+Go) +F - Oy Iog(1+Go)+tE-Dv log(1+Gop) = 1_('_83)
—_v—F|2
Q(t=0,.,)= (1—8)%Exp[—%]
_v_EI2
Go(t=0,.,.) = (1+8)%Exp{—¥}
esto es
] 7C(t)Z(t,x,v)—&-C(t)Exp[—%\x—(1+t)v—(1+t)F|2}
oF,
—(X]_—(l-l—t)vl—(1+t)F1)(—V1—F1—tﬁ)
o
— (= (1+)v2 — A+ DR)(-v2— R —t=5)
R 1
— (%3 — (1+t)vg — (1+t —vz—F—t—=>
(- (1+t)va—(1+t)R)(-vz3—F at) 1o
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v- Oy log(L+ go) :1C+(t)goEXP{— X — (1+t)v2— (1+t)F|2}
[vl(xl_ (L4t — (L) <1_ % _taatFl)
vl - 1+t - (1+0R) (1- 52 152
b= (v (1+0R) (1- 52 152

) ) )
F-Oyvlog(14go) = Fla—vl log(1+go) + anTz log(1+go) + Fsa—v3 log(1+do)

con

_ - 2
:Vilog(1+go):1(f;0Exp{_x e e }
0= (@ - 1+ 0R) (1t 3 -5

i=1,2,3

oF
t——0Oxlog(1+go) =

ot
oF; 0 oF 0 oF; 0
t{atavl Iog(1+go)+ﬁa—v2 log(1+go) + & avs log(1+do)

ahora

E(QO)(t7X>V) =
a?(t) [ | Y(G0)B(NW—VIE(tx V(L x+an,w)dwan -

2 (txv) [ | Y(@)BM.w-vE(tx—anw)
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Por tanto

E(go)(t,x,v) <
@2c(t) [ Y(@)B(nw-v)dwd-

T

a’C?E(t,x,V) / B(n,w—Vv)&(t,x—an,w)dwdn <

—(1+tHv—(1+F[*
2

a2c2(t) /IR3><SZ Y (go)B (N, w— v)dwh [1 Exp{ X

Ix—an— (L+t)w— (L+t)F|?
z f

Ahora comoB(n,w—v) e L (R3x )y Expq — ‘X’a”’(lﬂgw’(l“)':‘z cL®(R3x )

entonces aplicando la desigualdad de Holder tenemos que kxistetal que

. _ _ _ 2
/ B(n,w—v)Exp{—'X an— (1+Hw—(1+HF| }dwdr] <L
JR3x S 2
Es decir tendriamos la siguiente desigualdad
, IX—(l+t)V—(1+t)FIZ} 2.2
tHE — LM 1) <0
c(Exp] : LML) < ”
c(0) = (1-€)co
procediendo de manera analoga g obtenemos el siguiente sistema
_ _ 2
c':(t)Exp{—X (1“)"2 (1+OF }+LMa2c2(t) <0
. _ _ 2
d(t)Exp{ |x (1th)v2 (1+t)F] }+LM 202 (1) < (1.5)

c0)=(1-gco  d(0)=(1+¢)do
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lo cual garantiza la existencia dgt) y d(t) y por lo tanto la existencia dgo y Go.

Lema 1.3 Seangp Y Gp definidos previamente, entonces existgny G; tales que

0<go(t) < au(t) < Gy(t) < Golt)
y que satisfacen

0 oF _ E(9)
5 109(1+01) + V- Oxlog(1+01) +F - Oy |og(1+gl)+tE~DV log(1+g1) = Ttoo

y

0 oF E(G

% log(14+Gj)+v-Oxlog(1+G1)+F-Oy |09(1+Gl)+tE'Dv log(1+Gy) = li(gi

gl(t = 03'7') = Gl(t = Owa') = f0
tal que

(1—€)co€o(x,V) < fo(x,V) < (1+€)doo(X,V)

Demostracion. Como

d oF B E(go)
agl+V'ngl+F'Dvgl‘FtE'Dvgl— T+

d oF E(Go)
—G -0G1+F-0,G1 +t— - 0,G1 =

ot 1+ V- UG+ vl + at ME 1+ Go

gl(O, . ) = G]_(O, . ) = fo

definiendo

gi(t,x,v) = g1 (t,x+vt,v+tf)
Gi(t,x,v) = Gy (t,x+vt,v+1tf)
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d » E(%) " _ [T E(%) - _
Entoncesagl ~Trgo luego g5 (t,x,v) = ./0 Tt dt con la prop|edacg‘f(o,x,v) =
T
01(0,x,v) = fo. Lo mismo sucede corGi(t,x,v) = 1EJ(FGC2) dt para G5(0,x,v) =
0 0
Gl(O,X,V) =fo

Teorema 1.1 Seafp un dato inicial el cual satisface, para algéinPcy; > 0

(1—€)co€o(x,V) < fo(x,V) < (1+€)Co&o(X,V)

si € es sufucientemente pequefio y el operadtpel campo de fuerza exterrra satisfacen
las hipotesis expresadas anteriormente, y el hecho deB@yev—v) € LL (R®x &),
entonces existe una solucidre L® ((O,oo) x R3 x R®) de la ecuacion de Enskog (1) en el

sentido de distribucién.

Demostracion. Siguiendo el esquema iterativo clasico de Kaniel y Shinbrot, definimos las
SUCESione$gn)neN y (Gn)neN por

d oF
— log(1+4gn) +Vv-Oxlog(1+gn) +F-Oylog(1+gn) +t— Oy log(1+gn) =

ot ot
E(gn-1)
1+0h1

0 oF

5 log(1+Gn) + V- Ox log(1+4 Gp) + F - Oy log(1+ Gp) o Ovlog(1+Gn) =
E(anl)
1+Gp1

gn(07'a') = Gn(oa'a ) = fO

como en [ 7 ] obtenemos por un principio de comparacion,gjug Gy, satisfacen

0<go(t) <gu(t) <+~ <gn(t) <-- < Gn(t) <+ < Gaft) < Goft)
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por tantog, ¥ G, son sucesiones mondtonas que convergen puntualmente a limites deno-
tados porg'y G, si pasamos al limite en el sentido distribucional obtenemos que:

0 oF
a3 log(1+g)+Vv-Oxlog(1+g)+F - Oy Iog(l+§)+tg -Oylog(l+g) =
E(9)

1+9

% log(1+G) +V- Oy log(1+G) +F - Oy log(1+G) +t%: -Oyvlog(1+G) =

E(G)

1+G

g_(ov'v') = G(Oav) =fo

verifiquemos quey = G, observemos qug < G y demostremos qué < g.

En efecto, si definimos

gt (t,x,v) = g(t,x+vt,v+tf)

G*(t,x,v) = G(t,x+ vt,v+tf)

entonces
d
ag (t,X,V) = E(g_)
d _# -
aG (t,x,v) =E(G)
entonces
2 [ xv) - Ftxv) =EG)-E@
de donde

Gtxv) -G txv) < [ [EG) - E@)at
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SeaV € espacio definido anteriormente con la siguiente norma

d(s,x, V)
E(vaa V)

][ =ess  sup
s€[0t],x€R3,veR3

para esto vel]7, pag. 1026].

entonces

ahora

[

‘6#(t,X,V)—Q#(t,X,V)| < fO|E( ) E(g_)|dt
&(s,x,Vv) - &(s,x,V)

§)|ds</ [a2M]|G — g”/ - B(n,w—V)E(s.xV)E(t,x-+an,w)|dwdn]ds
+/ a%K||G — g||/ B(n,w—V)&(t,x,V )&(t,x+an,w )|dwdn]ds
+/ a MHG—g‘H/ B(r],w—v)E(t,x,v’)E(t,x—s—ar],w')|dwdr]]ds
+/ [a%€(s,%,V)M||G — §||/ B(n, w— V)&(t,x—an,w)dwan]ds
, _
+/ a E(s,x,v)l\/l\lg—GH/3 ¢ B(r],w—v)E(t,x—an,w)dwdﬂds

+/ [a%€(s,x, V)K||g— G||/ B(n,w— V)&(t,x— an,w)dwdn|ds

comoB(n,w—v) € LE (R® x &) y &(t,x+an,w) € L°(R3 x §) entonces por desigual-
dad de Holder tenemos la existencialde’ tal que:

/ B(n,w—v)E(s,xian,w)dwd]‘ <L
]R3><S§_

[ BOW= VXY E(5 a0 W e <L
R3x S
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entonces

— t ! / !
G — | < ;/ [(@ML'+a2KL' +a2ML’ +a2&(t,x VML
(s,x,v) Jo
+a&(t,x,v)ML)||G - g][] dt.

y por la desigualdad de Gronwall tenemos @& g es una solucién distribucional de la
ecuacion de Enskog (1)
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