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Resumen

En este trabajo se hace un andlisis preliminar del error del método de minimos cuadrados
aplicado en una nueva forma algebraica a determinada ecuacion integral.

Abstrac

In this work a preliminary analysis of the error of the method of applied least square is
made in a new algebraic form to certain integral equation.

Palabras claves:ecuaciones integrales, ecuacion integral de Fredholm interpolacion,
trazadores cubicos, minimos cuadrados.

l. 1 Fundamentos del método.
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El método de minimos cuadrados aplicado a las ecuaciongsatge consiste en lo sigu-
iente. Sea dada la ecuacion integral de Fredholm de primer tipo

/ "K(s)ot)dt = £(s) (L.1)

gue en forma de operador se escribe

Tomandod(t), un valor aproximado dé(t), representado mediante la combinacién lineal
de una base de funciones

d1(t), ---,dn(t) linealmente independientes, o sea,

n

b(t) = ajd;(t) 1.2)
J; j®j
sustituyendo esta expresion aproximadapde en la ecuaciori{ll1) se obtiene
n b
S (/ K(s,t)d)j(t)dt) a; ~ f(s)
j=1\/a
Determinemos los coeficientes (j =1,2,---,n) de forma que minimicen la funcion
b[n /b 2
o(ay, ...7an):/ [Z/ K(s,t)pj(t)dt a,-—f(s)] ds
a =1 a

Los valores minimos satisfacen las relaciones siguientes:

%’ - 2/: [il/:K(s,t)d)j (t)dt a - f(s)] ['/a;bK(sJ)q)i(t)dt} ds=0
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despejanda; obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

5 [ sosoa] [ [kisomwaosa -
= /:/:K(Sat)f(5)¢i(t)dtds, i—1.2.-n

Desarrollemos esta técnica para el mismo tipo de ecuacion integral pero ahora basandonos
en su forma de operador.

Como anteriormente se explicaba la forma de operador de la ecuacién integral es
Ad = f(s)

luego, teniendo en cuenta la aproximacion por polinomio$ de tiene

n

A ai;(t) ~ (s)

=1

Aplicando el método de minimos cuadrados a esta expresion aproximada de la ecuacién
integral en forma de operador obtenemos

n 2
ming(ay, -+ ,an) :min/b A Zajq)j(t)— f(s)] ds
a j=1

luego, los minimos se hallan de las siguientes relaciones

50 b
7:2/
08 a

despejand@,; resulta la siguiente expresion

[A(I)i]dS:O

3 Abja—f(s)
=

n b b
S | 1Ab;][Ab]dsa = [ Adif(sids, i=1.2..n (1.3)
j=172 a
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es decir, hemos obtenido un sistema de ecuaciones linealedad® x n cuyas incognitas
sona; (j=1,2,---,n). Sien el sistema hacemos

a= [ 0 ABIds, = [ Adif(s)ds

entonces el sistema adquiere la forfa= f dondea= (ag, ---, an), f = (f1, -+, fn)
y A= (aH) (I :1727"' N, J = 1a27"' 7n)'

1 . 2 Minimos cuadrados con spline lineal

Consideremosi=0 y b=1 en[1.1), particionemos el interval,1] en la forma

O=ti<tr<---<th=1 (1.4)

seah; =t 1 —tj paratodoi y definamos las funciones base

d)l(t)» ¢2(t)7 T ¢n(t)

mediante la siguiente expresion

0, 0<t<ti1
t—ti1
h. to1 <t <t
9it) =\ ta -t
, li<t<tina
hi
07 ti+1 <t S 1

paracada=1,2,--- n.

Dadas las consideraciones anteriores blsquemos la expresién del sistema de ecuaciones
(@I.3) y su solucién para el siguiente caso particular de ecuacion integral

/Ol(s2 FHeM)dt =
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dondes® +t es el nicledKy s es el término independienfe

Primeramente determinemos los coeficientes y términos independientes del distema (1.3)
para este ejemplo, o sea, calculenagsy f;.

La expresion dey; en forma de operador es

b
aj = [ IAbj][Adi]ds
0 equivalentemente

aj = /ab [/:K(S,t)q)j(t)dt} [/:K(s,t)q)i(t)dt} ds (1.5)

A continuacion se sustituyen las expresione&dsg;t), f(s) y ¢i(s) dadasy se hallan los
valores de las integrales interiores que aparecen en esta Ultima ecuacién

b 1
| Ksveitdt= [(+0ei0dt =

Desarrollando el producto subintegral en ambos sumandos, aplicando las propiedades de
suma de integrales y operando en cada paso de acuerdo a las relaciones que se establecen
entre los términos se llega al siguiente resultado

/abK(s,t)q)i(t)dt: hi +2hi71 Sz+ti71 +t3i+ti+1 (1.6)

teniendo en cuenta el caso particular seleccionado y sustituyendo el resultado anterior en
la ecuacion[(1]5) se obtiene
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/01 {/Ol(s2 +1) i (t)dt] Uol(s2 +1)0; (t)dt] ds—

:/01 [hi +2hi71 (52+ti1 +g—|—ti+l>:|

{hj +hj_1 <sz+tj1+tj+tj+1)] ds

2 3

extrayendo fuera de la integral las constantes y multiplicando el producto subintegral se
obtiene la siguiente expresion

= 4

(hi +hi_1)(hj +hj_1) L%)thj1+g+tj+1+

Jrti_l + 1 + i1 N (g +t b)) (1 +tj+tj41)

5 5 (1.7)

que depende dl, hj, i=1,2,---,n—1; j=12,--- ,n—-1

Para facilitar los calculos, definamos

1 toa+t4% tj—1 -+t +tj
+ i—1 i |+1+ j—1 j J+l+

Fhihy) =3 9 9
n (ticy +ti+tipa) (-1 4+t +tj51)
9
luego,
(hi +hi_1)(hj +hj_1)
aj = I (hi,hj)—— 4' :
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Si la particion [1.4) es definida con nudos igualmente espaciados, o sea,

h =t,1—ti=h, paratodo i=1,2,---.n—1

entonces

ti +tj
3

1
aj = h? {5+ +tit,} (1.8)

luego, si desarrollamos esta expresion teniendo en cuentdy gu&h, para todok =
1,---,n, resulta ques; es un polinomio erh de grado 4.

Solo resta calcular lo$; . La expresion de log; en forma de operador es

b

fi :/ Ao; f(S)dS
a
0 equivalentemente
b (b
fi = / / K(st)f(s)bi(t)dtds, i = 1,2,--,n
a a

Separando estas integrales se obtiene

= /ab £(s) (/:K(s,t)q)i(t)dt> ds,i=1,2,--.n

A continuacion se sustituyen el resultaflo]1.6) y las expresioné&qsl¢), f(s)y ¢i(s)
dadas al inicio de esta seccién en la ecuacién anterior resultando

fi= = (1.9)

(hi+hi-1) [1 n tig 4+t +ti1
5 9
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Si la particion [1.4) es definida con nudos igualmente espaciados, o sea,

hi=t,1—t=h, paratodo i=1,2,--- n—1

obtenemos que

1
fi=h(=4+=
i (5+3)

Para facilitar los célculos definamos En11.9)

1 g+t 4t
Y(hi):g_i_%

luego,

Ahora podemos escribir el sistenha {1.3) para la ecuacion integral dada, o sea,

(hi +hi_1)
2

=Y(h)

hi +hi_1)(hj +hj_

c (

zr(hi,h,-)

=1
dondei=1,2,---,ny j=1,2,---,n.

Tomando una particion con nudos igualmente espaciados (longitud de los subintervalos
igual h) se elabor6 un programa en el lenguaje de programacion C++ que procesa el célculo
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de los coeficientes del sistenha(1.10) para el ejemplo tratado y la solucién de dicho sistema
por el método de Gauss. Los resultados del procesamiento de los datos por el programa se
listan a continuacion.

El sistema que resulta de aplicar minimos cuadrados es:

0.0268229a+ 0.0359375a+ 0.04505213 + 0.0541667a = 0.0177083
0.0359375a+ 0.0489583a+ 0.06197923 4 0.075& 0.0229167

0.0450521a+ 0.0619792a+ 0.07890633 + 0.095833332 = 0.028125
0.0541667a+0.0753 +0.09583333+0.01166673 = 0.0246528,

cuya solucién, por el método de Gauss, es la siguiente:

a, = 021131,
a = 0.0078745,
as = 0.0065804,

as = 0.00567115

Sisustituimoslos valores dg (j =1,2,3,4) y laexpresion del spline linedl; (j =1,2,3)
en la ecuaciori(112) obtendremos la solucién aproximada del ejemplo planteado.

1 . 3 Analisis del error

Ahora analizaremos el error mediante la siguiente expresion
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dondeE(s) es el error del método.

Segun|5]
det Bls
8(5)-B(s) = o) _g(s)
donde
f ¢i(s) dn(s)
aix Ain
det Bg) = )
fn am ann
y
aix -+ Aun
detA=| .o
a1 o+ am

aplicando modulo a ambos miembros obtenemos
[9(s)—d(s) = [E(s)]

Por la desigualdad de Hadamard para cualquier matriz

C= (Cij)nxn

se cumple que

e {50 ) (9

En este caso nuestra matriz es
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B= (bij )n+1 x n+1

entonces se cumple paBda desigualdad de Hadamard, o sea, se cumple que

=}

detB|<.| (243 ¢2 2iva ). 2 1.11
|det B[ < < +j;¢1(5)><1+;1311> < +J 1an|> (1.11)

Ademas tomemog(t) y f(s) de forma que estén acotados, estapds) <1y f(s)< M.

La expresion del error es

(1.12)

Calculemos eldet B. Procedamos primero a determinar la expresion de cada factor sub-
radical en[(T.111).

El primer factor debido a las condiciones iniciales impuestsyap esta acotado por
f2+z¢ s)<M24n (1.13)

Sustituyendo los valores d®; y f; en eli-ésimo factor subradical se obtiene

h.+h. 1)? (1 20 1+ti+t1)
25" 45 +

f2+z
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N (tig+ti+tiq1)? N (h; +hj71)2 i {1 N tj_1+1; Jr'tj+1Jr
5 9

81 44

(tia+ti+tic)  (Gog+t+tip)(t1 -+t +tj+1)} 2}
9 + 9

Para facilitar los calculos definamos

1 2t g1 +t+t g+t +tiq)?
Q(hi,hj)zﬁ-i- (t 1Zé+|+l)+(| 1+8|]-i- i+1) +

(hi+hi1)® &1 tia+t+tia | (tia+tiftia)
— > |zt + +
4 . 15 9 9

(tica +ti +tipa) (tj—1+¢ +tj+1):| 2}
9

para una particién con nudos igualmente espaciados (longitud de los subintervalos igual a
h), teniendo en cuenta qug= kh, k+1,--- ,n, esta expresion resulta un polinomio len

de grado 6. Finalmente obtenemos

n h +h_ 2
7+ y & =ath,n) "
=1
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Un caso particular de este resultado se tiene para una particion con nudos igualmente es-
paciados (longitud de los subintervalos igudd)a

n (1 2i 2 N1 (i+]) 2
£2 2 _ S he RS |2+~ htijh? 1.14
P {25+15 Ty (5t e (1.14)

donde el miembro derecho es un polinomioklede grado 8.

Sustituyendo{1.13) ¥ (1.14) eh (1111) se obtiene

sar= (o) (135 (4 3.)
=1 =1 =1

EIN]
+

_ ) n ) n 2 n 2
(f T glcp,(s)) M (f. - J;am)

< \/(n—&—l)leﬂlQ(hi,hj)W (1.15)

Calculemos eblet Apara una particién con nudos igualmente espaciados (longitud de los
subintervalos igual ). Efectuando el desarrollo en menores obtenemos la sunmd de
combinaciones de sus elementos,

det A = apappars:--ain+ax1dpas---axn +
+a31832833- - - A3n + - - + An1@n2an3 - - - Ann
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Cualesquiera de las combinaciones cumple que es distinerad@aes teniendo en cuenta
quety =kh, k=1,---,n y sustituyendd, j arbitrarios en[(1I8) resultaj # 0, Vh# 0.

Tomando una de estas combinaciones, por ejemplo

a11822833- - - Ann,

y teniendo en cuenta qus; en [1.8) es un polinomio eh a lo sumo de grado 4, cuya
expresién general €s (1.7), resulta un polinomidvade grado 4rcuando mas, o sea

a;p = h*+2h% + Ih2,

app = 4l + §h% + 1h2,

as3=9h4-|-2h3+%h27
an-1n-1= (n— l)2h4_|_ 2'173*2h3_~_ %hz,

ann:n2h4—|— %h3+%h2

a1820833- - ann = |+ 234 Ll lart s 2o Lie| font 1 2m 4 Lre
3 5 3 5 5
-+ [(n—=1)?h* + 20203+ 2h?] [n?h® + Zh3+ Lh?]
pasando al limite cuando tiende a cero resulta

n

li i =0
h@oil:l i
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luego en el denominador de (11.12) obtenemos un polinomio @ grado 4ra lo sumo,
producto de los polinomios de la combinacion, lo denotaren®s, de esta forma

ImPA=0
h—0 A

Desarrollando la expresion bajo el radical de la ecua€iénl(1.15) y aplicando la propiedad
de paso al limite al polinomio de grado 8 resultante obtenemos

h2
lim< —
h—0| 4

El producto de losn polinomios bajo el radical genera un polinomio de gradq 18n
denotaremo®g para el cual

2515 ' 9 &\5" 3

; i2 n ST 2
R (1+('“)h+ijh2> Ho

limPg =0
hoo ©

teniendo en cuenta el radical se tiene que

Grado(\/P?) < Grado(Pa)

La espresion en el numerador @e(1.12) es un infinitesimal de orden superior al denominador
y por tanto el errolE(s) tiende a 0 cuandb tiende a 0. Entonces la solucion aproximada

del tipo de ecuacidn integral tratado representa con un orden determinado de convergencia
la solucion exacta.
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