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Resumen.

Se presenta una construccion de la nocién de semicontinuidad inferior a través de las redes.
Dicha construccion es diferente a las usualmente presentadas, pues no usa imagenes inver-
sas de conjuntos o filtros. Adicionalmente, se demuestra la equivalencia de una definicién
usual con la definicion propuesta y se presenta un ejemplo de funcionales semicontinuos
en donde sea Util la definicién propuesta.

Palabras clave:topologia, redes, funcionales, continuidad, semicontinuidad, espacios 1-
contables, espacios Hausdorff, limite inferior.

1. 1 Introduccion

Es ampliamente conocido, incluso por algunos cursos de calculo, que una manera de garan-
tizar la existencia de puntos 6ptimos de funcionales, es cuando se trata de una funcion a
valor real continua definida en un compacto (Spivak, 1996, p. 152). Ahora bien, la con-
tinuidad puede llegar a ser un requerimiento muy fuerte, y una manera, por lo menos usada
en el calculo de variaciones, es la de generalizar la continuidad a través del concepto de la
semicontinuidad (Castro, 1981, p. 20).



2 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/). Vol 8, No 2. , 2007.

Usualmente en los libros de texto se presenta la semicodiid hiaciendo uso de imagenes
inversas de colas abiertas, como en Figueiredo y Castro (1981) o haciendo uso de los filtros
como en Megginson (1998). En este documento se propone una definicion de semicon-
tinuidad haciendo uso de las redes, se verifica que dicha definicién tenga sentido y que sea
de utilidad en un ejemplo.

1 . 2 Redes

Un espacio topolégico se didecontableo que cumple gbrimer axioma de numerabilidad
si cada punto del espacio posee una base local enumerable. Por ej@frgdd] -contable
ya que s € R", la familia

1
n={yer" | ly-xi <}

neN

es una base local enumerable pargdxler & Ribet, 2005 p. 65).

Las sucesiones son una herramienta de gran importancia en espacios topol6gicos que
cumplen el primer axioma de numerabilidad, pues con ellas se pueden definir nociones como
continuidad, compacidad y separaciéon (Hu, 1954). No obstante, en espacios topolégicos
gue no son 1-contables, es necesario emplear un concepto mas general que las sucesiones
y la convergencia usual. El concepto de red (Hu, 1954, p. 76).

Se define entonces, la nocién mas general de convergencia. Una relaciondjdafiaida
en un conjuntd, dirige aA, si se cumplen las siguientes condiciones
El conjuntoA es asi, un conjuntdirigido por < o simplemente conjuntdirigido.

SeaX un espacio topoldgico A& un conjunto dirigido. Unaeden X es una funcion

Xx:A —X
a +— Xq
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SeaY C X, x4 esta finalmente para enY si existe urog tal que para toda > ag, Xq €Y.
Asi mismo,x, esta frecuentemente pacaenY, si para todax € A, existep € A tal que
B> ay xg € A. Estos dos ultimos conceptos son la generalizaciqoade casi todo ry
para infinitos valores de nuando se trata de una sucestqgnen el caso en el que, esta
finalmente para enY se dice qu&' es un conjuntagesidualy si xq esta frecuentemente
paraa enY, se dice qu& es un conjunteofinal.

La red (X1 )aca CONVergea xo € X, si para toda vecindady, de xg, Xq € Uy, finalmente
paraa. Unaredyg : B— X es unesubreddexy si existe una funcios: B — Atal que dado
BeB,yg= Xsg Y dadoa € A, existeBy € Btal que sifq <y, a <s,.

En espacios topoldgicos de Hausdorff las redes convergentes lo hacen a un Unico punto, y
reciprocamente, si todas las redes que convergen lo hacen a un Gnico punto, se trata de un
espacio topolégico de Hausdorff (Hu, 1954, p. 73). En el casxggenverge a un unico
puntoxp de X se notdim(Xy) = Xo 0 Xg — Xo.

En general, si el espacio no es 1-contable, los resultados que se tienen para clausura, cer-

radura, compacidad, etc. que se obtienen usando sucesiones siguen siendo validos pero
ahora en términos de redes. Por dar solo un ejemplo:

Un puntoXxg de un espaci&, es un punto de acumulacién de un conjustenX, siy
solamente si, existe una réxh )qca €NE\ {Xo} que converge & (Hu, 1954, p. 72).

Para unaexposicion detallada de tales resultados se recomienda al lector consultar Hu, (1954)
o Kelley, (1955).

13 Semicontinuidad Inferior

De ahora en adelante el espacio topoldgicen la definicién de red, se tratara Reel
conjunto de los nimeros realesxSiA — R es una red, se dice q& )qca €S acotada, si
[X«| < M para algtrM > 0 y todoa € A. Sea(Xq)qea Una red acotada € R es ellimite
inferior dexy y se nota

limxy =a,
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si dadoe > 0, a— € < Xy finalmente para y X4 < a+ € frecuentemente paa En otras

palabras, si dade > 0 arbitrario,(a—€,) es residual y{ —«,a+ €) es cofinal. En caso
que (Xa)aea NO esté acotada inferiormente, se dice quédijh= —c. Por otro lado, si

(Xa)aea €Sta acotada inferiormente, pero no superiormente, entondesg Jiea +oo.

La siguiente proposicién nos asegura la existencia y unicidad del limite inferior y su de-
mostracion esta inspirada en la definicidn de limite inferior dada por Megginson (1998).

Proposicion 1.1 (Existencia y unicidad) § x : A — R es una red, entoncelm(xy)
siempre existe eR y este limite es Unico.

Prueba:Si (Xq)aca €S una red no acotada €, la existencia del limite inferior esta
garantizada por la definiciéon y sera uno de los simbel®so —«. Se supone ahora que
(Xa)aea €S Una red acotada. Entonces, por el axioma del extremo superior, el réimero
definido por

a= sup( inf xq>
BeA \0 =P

existe ernR, es Unico y ademas,

a=lim(xq).

Para comprobar esto ultimo, sea O arbitrario, por la definicion de extremo superior
inf xq <a+¢
a>p
para toddB3 € A. Ahora bien, por la definicién de extremo inferior exiateconag > 3,
tal quexy < a+¢€. Es decirxy < a+ € frecuentemente pai@ Del mismo modo, por la

definicién de extremo superior, existe e Atal que

inf X >a—¢
a>PBo

por lo tantoxy > a— € para todax > . Es decirxy > a— ¢ finalmente para.
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Lema 1.1 Sean(Xy)qea Una red acotada y & lim(Xy). b < X4 finalmente para, si 'y
solamente si k< a.

Prueba:Por reduccidn al absurdo, se supone en primer lugabgue, finalmente para
oy queb > a. Entonces, dado> 0 arbitrarioxqy < a-+ € < b+ € frecuentemente paray
comob— ¢ < b < Xy finalmente para. Por tanto, existeg € Atal que

b—e<b<xq, <a+e.

Cbmoe es positivo y arbitrarioh < a. Lo cual es absurdo.

Se supone ahora qiee< a. En un primero caso, bi< a, entonced < X4 finalmente para
a. En caso que = b, fijadoe > 0, b— € < Xy finalmente parax. Por sere positivo y
arbitrario, se deduce quEe< x4 finalmente para.

Sea ahorX un espacio espacio topolégico de Hausdorff flrcionales cualquier funcién

¢@: X — R. Se dice que el funcionglessemicontinuo inferiormentenxg si para toda red
(Xa)aea deX conlim(xy) = Xo, lIm @(Xy) > @(Xo). Se dice quep es semicontinuo eX, si

es semicontinuo en todode X y se escribep €]sci(X). El concepto de semicontinuidad
superior se define de manera similar de la siguiente maperd:— R es un funcional
semicontinuo superiormené®Xo, Silim @(Xy) < @(Xo) para toda redxy )qea CONvergente

aXp. Basta usar la definicién de continuidad por redes (Hu, 1954, p. 76) para notar que un
funcional semicontinuo inferiormente y superiormenteges continuo erg y visceversa.

El primer resultado que se demostrara es que la definicién propuesta coincide con la usual-
mente dada.

Teorema 1.1 (Equivalencia de las definicionesBea X un espacio topoldgico de Haus-
dorff. @ € sci(X), si y solo sip~1(a,+] es abierto para todo & R

Prueba:Por reduccion al absurdo se supone en primer lugargjdéa, ) no es un
conjunto abierto d&. Asi,F = @ %(—o0,a] no es un conjunto cerrado y se pueden escoger
X0 € F\F con@(X) > ay (Xa)aca tal quelim(Xy) = Xo con@(Xy) < a. Por la definicion

de semicontinuidad inferior podemos suponer q0g) > @(xo) finalmente para. Pero
esto es absurdo, ya que

a> @(%a) > 9(%o) > a.
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Seaa € R arbitrario y suponga ahora qe(a, ) es un conjunto abierto. Seg — X en
X, cong(Xo) < oy seae > 0 arbitrario. Entonces, el conjunto

Uxy = {x€ X | @(x) > ox0) — €}

es una vecindad abierta Bgc X. Por tal razon, € Uy, finalmente para, lo que implica
que@(Xy) > @(Xo) — € finalmente para. Lo anterior es cierto para toda> 0, por el lema
anterior,@ € sci(X).

Cuando se cambia la palabra red por sucesion en la definicién de semicontinuidad inferior,
decimos que el funcionap es semicontinuo inferiormente por sucesiones. Teniendo en
cuenta esto y las propiedades de los espacios topol6égicos donde es valido el primer axioma
de numerabilidad, se puede presentar el siguiente corolario cuya demostracién es sencilla.

Corolario 1.1 (Implicaciones topolégicas)  La semicontinuidad en general implica semi-
continuidad por sucesiones. Si X es un espacio topoldgico que satisface el primer axioma
de numerabilidad, la semicontinuidad por sucesiones implica semicontinuidad por redes.
En el caso en el que X es un espacio métrico o normando, tenemos el primer axioma
de numerabilidad y en consecuencia la semicontinuidad por sucesiones equivale a la
semicontinuidad en general.

l 4 Ejemplos

Una primera situacion a analizar es la de qué tan general es la nocion de semicontinuidad
con respecto a la continuidad. Por ejemplaR — R definida por

six>0,xeQ
six>0,xel
six<0,xe@Q
six<0,xel

w N - O

es semicontinua inferiormente en 0 pero tiene una discontinuad de segunda especie en
ese punto. En efecto. Con® es 1-contable, basta tomar una sucegiéinen tal que
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xn — 0. Ahora bien, comap(x,) solo puede tomar los valores102,3, en cualquier caso
o(xn) > 0= @(xo) para casi toda. Por otro lado, si el funcionap: R — R tiene una
discontinuidad de primera especiexgnpero es semicontinuo en ese punto, se tiene que

P(%o) = min{Q(xy ), ¢(x3 } (Figueiredo, 1989 p. 3).

Un ejemplo donde queda justificada la definicion de semicontinuidad por redes, es uno en
el que el dominio del funcional sea un espacio topoldgico de Hausdorff pero no 1-contable.
Pues no se pueden usar las sucesiones. La construccion del ejemplo es la siguiente:

Seac = {F C R | F esfinito}y R el conjunto de los reales con la topologia usual. Se
define el espaciX = RF de todas las funciones: R — R con la topologia generada por
los abiertos basicos

N(1.C.e) = {g e B* | suplf (9 - g0l <<}

dondeC € ¢ y € > 0. X con esta topologia es un espacio topolégico de Hausdorff donde
no es valido el primer axioma de numerabilidad (Axler S., Ribet K. A. p.65-66). Se define

1 sif(0)>0

X =R, f—o(f)=
¢ - Pree) {—1 si£(0) <0

@ asi definida, es semicontinua inferiormenteXerEn efecto. Sedy € X arbitrario y sea
(fa)aea Una red erX tal que fy — fo. Si @(fp) = —1, no hay nada que demostrar pues
o©(fq) es uno de las valores 1-al y en cualquier caso lit@( fy)) > @(fo). Ahora bien en el
caso quep( fo) = 1, fo(0) > 0. Entonces, j € N(fo, {0}, 3), 9(0) > 0. Es decirg(g) = 1.
Comofyq — fo, existe unig € Atal que sia > 0, entoncedy € N(fo, {0}7%). Es decir,

Ofa) =1> @(fo) = 1.

Por lo tantop es semicontinuo inferiormente.
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