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Resumen.

Usando el método de variacién de pardmetros, construimos la solucién partic-
ular de una ecuacién diferencial de segundo orden. Luego demostramos que es
una representacion diferente pero equivalente a aquella solucién construida por el
método de reduccion de orden.
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1 . 1 Introduccion

De la teoria de ecuaciones diferenciales no homogéneas se sabe que los métodos
de variacién de pardmetros y funciones de Green dan representaciones idénticas
de la solucién particular [Bender y Orszag (2001)]. A pesar de que no estd ampli-
amente diseminado, otro método que se puede utilizar para construir la solucién
particular es el método de reduccién de orden [Hildebrand (1976)]. Pero aparente-
mente nadie ha demostrado en la literatura la relaciéon que tiene con los méto-



2 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/). Vol 8, No 2. , 2007.

dos de variacién de pardmetros o funciones de Green [C.M. Bender, Washington
University, St. Louis Missouri, comunicacion personal]. En lo que sigue, consider-
aremos una ecuacién diferencial no homogénea de segundo orden, y escogeremos
la funcién, que hace la ecuacién no homogénea, ser la funcién delta de Dirac. Por lo
tanto, la solucién particular construida por los métodos de variacion de paramet-
ros y reduccién de orden es la funciéon de Green asociada con operadores difer-
enciales de segundo orden. Demostraremos que estas dos son representaciones
diferentes pero equivalentes de la solucién particular.

Demostracion. Consideramos la ecuacion diferencial

2
%Jral (x)%Jrao(x)y:f(x). (1.1)

Si en los intervalos donde a7 (x) y ap (x) son continuas, conocemos las soluciones
linealmente independientes del problema homogéneo, digamos y; (x) y y2 (x), el
método de variacion de parametros da la solucién particular [Bender y Orszag
(2001)]

WP ) = () [ 0L g () [0 L, )

en donde W es el Wronskiano de v y y:

W@ =@ y@)-n@y@), (1.3)

y prima denota la primera derivada con respecto a . Especializando la funcién
que hace (L.I) no homogénea a la funcién delta de Dirac

fx)y=08(x-x), (1.4)

y substituyendo ([L.4) en (1.2), lo que resulta es una representacion de la funcién
de Green asociada con el operador diferencial de (LI) [Bender y Orszag (2001)]:
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La solucién particular de (L)), por el método de reduccién de orden [Hildebrand
(1976)], esta dada por

O =y () [ el [n@p @@
(6)
, n
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en donde
p) = [ @ 16)

La formula de Abel [Bender y Orszag (2001)] relaciona (I.3) con (L.6) en la sigu-
iente manera:

A
4% = 1.7
0 =75 17)
donde A es una constante arbitraria.
Substituyendo (.7) en (6), tenemos
X 7
RO (. \ _ Wn)dy [y1(6)f(E)
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Construimos otra representaciéon de la funciéon de Green asociada con el oper-
ador diferencial de (I.I), de acuerdo con el método de reduccion de orden, sub-
stituyendo (1.4) en (9):

RO(

_nn ) / W (1)

v (X)) y2 () [ W (1)
wWey ) [yt 0
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g dn +

Si las soluciones particulares de (LI) por los métodos de variacion de paramet-
ros y reduccién de orden dan el mismo resultado, las funciones de Green y
(1.8) deben de ser iguales. Asumiendo igualdad término por término, tenemos las
siguientes alternativas: o

12 (¥') =1 (X’)/V\zl(W)dn vy n(¥) =n (x’)/ Vzv(’;) dp (19

vy (1) ya1 (1)
DW= [ By p@=ne [y o

Mientras que los términos a la izquierda del signo de igualdad de (11) son sola-
mente funciones de x’ y los términos del lado derecho son funciones de x’ y x,
ambos lados de las ecuaciones en (12) son solamente funciones de x. Por lo tanto
escogemos la segunda alternativa como la correcta. Tenemos entonces

W), nx) (W), pnk)
/ M=y /y%(n)dﬂ_yj(@’

(1.11)
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y por inversién de las integrales,

W (x) d [yl (X)] v W) _ d {W(x)] (1.12)

que dan la relacion en (L.3). Por lo tanto hemos demostrado la igualdad de las
funciones de Green usando los métodos de variacién de pardmetros y reduccién
de orden, y, por lo tanto, los dos métodos dan diferentes pero equivalentes repre-
sentaciones de la solucion particular de (L.).

EJEMPLO 1.1 Como se puede apreciar, las representaciones de la funcién de Green
asociadas con el operador diferencial de (L)), ecuaciones (L.5) y (L.8), son singu-
lares. Usaremos un ejemplo de una ecuacién diferencial cuyas soluciones del prob-
lema homogéneo pasan por cero, y encontraremos que los métodos de variacién
de pardmetros y reduccién de orden dan la misma funcién de Green.
Consideraremos la ecuacién diferencial

dzgx(zx) Yy(x) =0 (1.13)
que tiene las soluciones
y1(x) =sinx y yp(x) =cosx (1.14)
con Wronskiano
W=—1. (1.15)

Substitucion de (1.14) y (.I5) en (1.5) y (L.8), nos da la funcién de Green [invariante
bajo traslaciones porque los coeficientes de (I.I3) son constantes]

g'P (x|x') = gRO (x|x') = g (x — ¥') =sin (x — «') . (1.16)
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