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Resumen

Segun Garfield, et all([3, pag. 300,]), uno de los prerrequisitos que deben tener los estu-
diantes antes de estudiar las distribuciones muestrales, siendo estas la piedra angular de la
inferencia estadistica ([I16, pag. 277.], [3, pag. 295,]), es la idea de distribucién: describir
distribuciones de datos (como la uniforme y la binomial), caracterizar su forma, centro,
dispersion y variabilidad (es el corazén de la estadistica ségiin [[11],[[12],1[4]. 5], [15]).
Asi, esta investigacion responde a la pregunta ¢ Cuéles son las formas de razonamiento que
muestran estudiantes de maestria de Matematica Educativa al estudiar las distribuciones
uniforme discreta y binomial mediante problemas de simulacién en Fathom?

Palabras claves:Formas de razonamiento, Distribucién, Variabilidad, Simulacién y Fathom.

l. 1 Introduccion
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Un problema en la formacion de profesores de matematica, @gua mayoria de
curriculos solo esta contemplado aprobar uno o dos cursos de probabilidad y estadistica
e inferencia estadistica; donde la metodologia de ensefianza se desarrolla mediante un
enfoque clasico deductivo cuyo resultado algunas veces parece ser la memorizacién y la
aplicacién de métodos en forma de recetas con muy poca o hinguna comprensién. Ademas,
muchas veces se pone atencion a los resultados finales mas que a los procesos intermedios
de creacion de las distribuciones| ([7], [9]).

La tecnologia, mediante el softwaFathom, ofrece una oportunidad para cambiar de
metodologia en la formacién de profesores, pues permite evaluar los procesos subyacentes
mediante la manipulacién de parametros y de datos (en los diferentes tipos de distribuciones
discretas y continuas), la simulacion en la extraccion de muestras (sugeridalparl[13], [2],
Sanchez, 2002[ [9].[7]), el cambio de ejes en las gréficas (histogramas y diagramas de
cajas) y el movimiento de escalas (en los diagramas de muestras) para resolver problemas
especificos, extraer conclusiones y generalizar resultados.

[7] resume el éxito de los estudiantes al usar la simulacion computacional en el estudio de
las distribuciones:

Los estudiantes encuentran sentido a la resolucion de problemas de distribuciones me-
diante la simulacion eRathom, ya que construyen por ellos mismos las distribuciones,
generando las poblaciones, tomando muestras, definiendo estadisticos y calculado sus
probabilidades. Ademas, pueden resolver los problemas de distribuciones mediante
simulacién computacional, una vez que se apropiaron de los recursos del software y
después de haber abordado algunas actividades. (ibid., pag., 215)

Sin embargo, son pocas las investigaciones que se han hecho para evaluar la efectividad de
la simulacion en los procesos de ensefianza aprendizaje de las distribuciones, por lo que
gueda aun mucho camino por andar para evaluar el impacto de la simulacion computacional
en este temal([3], Sanchez, 2002 [10]). La presente investigacion busca colaborar en dicha
evaluacion.

Formas de razonamientos que muestran estudiantes de maesBiaivin Ramirez.
Derechos Reservad@s) 2009 Revista digital Matemética, Educacion e Internet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/)



Revista digital Matematica, Educacién e Internet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/). Vol 9, No 2. , 2009. 3

12 Problema de Investigacion

La presente investigacion es un estudio de caso, con 7 estudiantes (2 hombres y 5 mujeres)
de maestria en Matematica Educativa de nivel medio superior en México. Su objetivo es
investigar las formas de razonamiento de los estudiantes en los temas de distribuciones
uniforme discreta y binomial. La investigacion se desarrollé mediante un enfoque frecuen-
ciall respaldado con el recurso de computadora durante el segundo semestre del afio 2005,
de tal manera que permitiera mediante la simulacionFaghomun desarrollo empiri&)

de las distribuciones. Ademas, al ser la investigacién de tipo cualitativo, se pretendia con
el desarrollo de las actividades, que los estudiantes establecieran las propiedades y carac-
terizaciones de las distribuciones a partir de la simulacion computacional en la toma de
muestras de la poblacion construida por los mismos estudiantes.

Segun|[[8], aunque se ha ido incorporando el uso de paquetes estadisticos en los cursos,
se ha manejado una idea tradicional del uso del software que es hacer estadistica mas que
aprender estadistica. Para él:

Fathom: es uno de los paquetes recientes que tiene mayor énfasis en proveer una
atmésfera en el cudl los estudiantes pueden investigar conceptos estadisticos y facilitar
el aprendizaje. Una premisa clave es que todos los aspectos del analisis estan vinculados,
entonces los estudiantes pueden ver cémo los cambios que hacen en un area afectan a
otra. Los disefiadores de Fathom han hecho un esfuerzo por producir una interfase que
permita a los estudiantes “arrastrar y soltar” para construir los analisis de los ladrillos
base. (ibid.,pag., 1)

Especificamente la pregunta de investigacion que guia este trabajo es la siguiente:

¢, Cuales son las formas de razonamiento que muestran estudiantes de maestria
de Matematica Educativa al estudiar las distribuciones uniforme discreta y bino-
mial mediante problemas de simulacion en Fathom?

1Se basa en el estudio de la probabilidad desde el punto de vista frecuencial. Se entiende por probabilidad como
el limite de la frecuencia relativa con que ocurre un evento cuartitnde a infinito.

2Es el estudio de las distribuciones a través del acercamiento que surge de un proceso de muestreo repetitivo, con
el fin de que se relacione con el proceso fisico de muestreo.
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Con esta pregunta se pretende identificar como los niveleazimamiento que los es-
tudiantes tienen al estudiar las distribuciones uniforme discreta y binomial evolucionan
a través del tiempo de instruccién con el software. El desarrollo de las actividades esta
intencionado con el fin de que los estudiantes vayan adquiriendo en forma intuitiva los
conceptos involucrados en las distribuciones. Dichas actividades estan mediadas con el uso
del software, de tal manera que su utilizacion les permita desarrollar funciones cognitivas
de nivel superior.

1. 3 Marco Conceptual

Para analizar las respuestas de los estudiantes se adapt6 el marco conceptual propuesto por
[3] sobre distribuciones muestrales en el que estos autores definen los niveles de desarrollo
del razonamiento de las distribuciones. Asi, se adapta para las distribuciones uniforme
discreta y binomial de la siguiente manera:

Nivel 1. Razonamiento ideosincratico (RI): Los estudiantes conocen palabras y simbolos
relacionados con la distribucién uniforme discreta y binomial, quienes los usan incorrecta-
mente y sin un entendimiento completo. Ademas, podrian usar estos simultaneamente con
informacion no relacionada.

Nivel 2. Razonamiento verbal (RV): Los estudiantes tienen un entendimiento verbal de

la distribucién uniforme discreta y binomial; pueden seleccionar una definicién correcta y
centrarse en ella, pero no entienden por ejemplo, conceptos claves de cdmo la variabilidad
de los datos y la forma de la distribucion estan relacionadas.

Nivel 3. Razonamiento de transicion (RT): Los estudiantes son capaces de identificar
una o dos caracteristicas de la distribucion uniforme discreta y la distribucion binomial.
Esas caracteristicas se refieren a: caracterizar su forma, centro, dispersion y variabilidad.
Por ejemplo, una caracteristica es relacionar el promedio con la forma.

Nivel 4. Razonamiento de procedimiento (RP): Los estudiantes son capaces de iden-
tificar correctamente las cuatro caracteristicas de la distribucion uniforme discreta y la



Revista digital Matematica, Educacién e Internet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/). Vol 9, No 2. , 2009. 5

distribucién binomial, pero no hacen una integracion total de ellas.

Nivel 5. Razonamiento de procesos integrados (RPI): Los estudiantes tienen un en-
tendimiento completo de la distribucién uniforme discreta y la distribucion binomial, las
reglas y los conocimientos de estocéstica son coordinados. Por ejemplo, pueden explicar la
caracterizacion con sus propias palabras para describir por qué la variabilidad de los datos
en la toma de muestras hace que el promedio varie.

Algunas literaturas de investigacion estadistica sugieren que los términos variacion y vari-
abilidad sean usados indistinguiblemente. Una revision en varios diccionarios demostré
que variacién es un sustantivo usado para describir el acto de variar o condicién de cambio,
y variabilidad es una forma sustantiva del adjetivo variable, lo que significa que algo es
capaz o esta obligado a variar o cambiar.

Segun ell[B], variabilidad es la cualidad o caracteristica esencial de la naturaleza que
obedece a que nada es constante.

En esta investigacion tomamaos los términos dados por [14] sobre variabilidad y variacion.
Variabilidad se tomara como la caracteristica o cualidad de una entidad que es observable,
entre tanto, variacién es la medida de esa caracteristica.

1.4 Metodologia

1.4.1 Participantes en la investigacion

Esta investigacion es un estudio de caso, en la que se trabaj6 con 7 estudiantes (5 mujeresy 2
hombres) que estaban inscritos en el primer semestre de Maestria en Matematica Educativa,
cuya &rea es Medio Superior.
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Los datos que se muestran en la siguiente tabla fueron rémidscen el cuestionario
diagndstico que se les aplico al inicio de la investigacién, y que resumen las caracteristicas
de la poblacién en estudio:

Las edades de los estudiantes oscilan entre 23 y 40 afios y su promedio es de 31 afios.
A excepcién de la estudiante S, todos tienen al menos dos afios de experiencia como
profesores. Todos tienen el grado de licenciatura. Todos los estudiantes habia trabajado con
Fathomy tan sélo E y S no han utilizado el programa Excel. A pesar de que sélo My A

no han recibido ningln curso de probabilidad y estadistica, el estudiante M ha impartido
un curso de probabilidad o estadistica; el otro estudiante que ha impartido un curso de
probabilidad o estadistica es H.

1.4.2 Instrumentos de recoleccién de datos y procedimiento de trabajo

Se utilizaron como instrumentos de recoleccién de datos: cuestionarios, notas de campo,
bitacoras, archivos computacionales y reportes escritos de las actividades.

La investigacion const6 de 14 sesiones (una actividad por cada sesion) distribuidas de la
siguiente manera:

Una sesion para el cuestionario diagnostico.
Dos sesiones para el conocimiento del software.

Cinco sesiones de investigacion sobre medidas de tendencia central y variabilidad.

A 0w poE

Cinco sesiones para la investigacién sobre distribuciones muestrales mediante cinco
actividades-problema.

5. Una sesién para el cuestionario posterior.

Las sesiones fueron semanalmente con una duracién de 2 horas cada una para un total de
28 horas de trabajo. Se procura tener un espacio de veinte a treinta minutos al final de cada
sesion de manera que se expusieran y discutieran los resultados obtenidos.
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En la primera sesién se aplicé un cuestionario diagnostico (ver anexo 1) y luego se im-
partieron dos sesiones de conocimiento del software (actividades de instrumentalizacion).
Pero, segun [3] los prerrequisitos que deben tener los estudiantes antes de estudiar las dis-
tribuciones muestrales son: la idea de variacion, la idea de distribucion, familiarizarse con
distribuciones comunes como la uniforme, binomial y normal y la idea de muestreo. Sigu-
iendo la sugerencia de estos autores, se desarrolld una investigacion previa a este estudio
gue consto de siete actividades (dos del dominio del software y cinco sobre temas bésicos)
donde se trabajé la centralidad y la variabilidad en un contexto de estadistica dinamica con
tecnologialll].

El cuestionario diagnéstico consta de 19 preguntas que los estudiantes respondieron en
forma individual aproximadamente en tres horas sin ayuda de algun software computa-
cional. El objetivo de este cuestionario era determinar los conocimientos previos que tenian
los estudiantes al estudiar distribuciones muestrales, ademas de las nociones de probabili-
dad y estadistica con que partian en la investigacion.

En la primera actividad se trabajé el pre-requisito de estudio de las distribuciones uniforme
discreta y binomial, cuyos resultados son los que reportamos en este trabajo. En la segunda
actividad se trabajo el pre-requisito sefialado por los autores al estudiar la distribucion
normal. En las tres actividades siguientes se trabajaron los conceptos involucrados en el
tema de distribuciones muestrales y su relacién con la distribucion poblacional para que los
estudiantes alcanzaran un desarrollo intuitivo del teorema del limite central. Y se aplicé un
cuestionario al final de las actividades.

Cuatro actividades se desarrollaron en forma individual y una en forma grupal (actividad
4), aunque no se restringia el intercambio social en las actividades individuales. Por el
contrario, el profesor investigador y su asistente, invitaron a los estudiantes a la reflexién y

a la discusién y, fungieron como mediadores de la experiencia de aprendizaje. El profesor
investigador y su asistente intervenian cuando era necesario aclarar algo, haciendo preguntas
claves, resaltando aspectos relevantes y dirigiendo la palabra en la presentacion y discusion
del trabajo al final de cada actividad.

El investigador facilité informacion teorica sobre las distribuciones uniforme discreta y
binomial (ver conceptos tedricos, anexo V) que los estudiantes podian consultar en el
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transcurso de las actividades.

1.4.3 Seleccidn y caracteristicas de las actividades

Se implementaron siete actividades (incluyendo el cuestionario diagndstico y final) en cada
una de las cuales se buscé que los estudiantes expresaran sus hipétesis, comparaciones,
conjeturas y generalizaciones.

Las actividades fueron creadas con un proposito secuencial en el desarrollo de los conocimien-
tos sobre el tema, pues las nociones adquiridas en una sesion eran fundamentales para la
siguiente actividad. Excepto por los cuestionarios, las actividades se debian realizar con el
Fathom. Se implementaron dos actividades de instrumentalizacion (adaptacién al software)
relacionadas con el calculo de medidas de tendencia central, construccién de gréficas, ex-
traccion de muestras, simulacion, entre otros. Se consideré que 1000 muestras daban una
buena aproximacién de la distribucién empirica a la distribucion teérica, por lo que fue el
namero propuesto por el investigador en el desarrollo de las actividades, sin embargo, no
estaba estrictamente limitado a ese valor, pues se les sugeria a los estudiantes calcular mas
muestras si lo consideraban necesario.

1.4.4 Estrategias de andlisis de datos

El analisis cualitativo de los datos de esta investigacion se llevé a cabo mediante tres ac-
tividades coexistentes (sugeridas por Miles & Huberman en la figura 4.5.1, 1994):
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La coéccci(')n de <
atos La presentacion de
\ ‘ datos

La reduccion de
datos

Obtencion y
verificacion de
conclusiones

Figura 1.1 Modelo de andlisis de datos (Milé& Huberman, 1994, pag. 12)

Algunas técnicas o métodos que se utilizaron para organizar los datos y que mas tarde
sirvieron para realizar un andlisis profundo fueron: hojas de contacto, codificacion, mem-
orandos, hojas de calculo y vifietas.

1.5 Aanaisis

1.5.1 Descripcién cuestionario diagndstico (ver anexo )

De las 19 preguntas planteadas en el cuestionario, se tomaron 11 (6 cerradas y 5 abiertas)
para este estudio, de las cuales 4 correspondian al tema de distribuciones muestrales y
las otras sobre nociones de probabilidad y estadistica, incluyendo preguntas sobre las
distribuciones uniforme discretas y binomial.

1.5.2 Andlisis del cuestionario diagndstico

Se presentan aqui los resultados obtenidos por los estudiantes en el cuestionario diagnds-
tico. La escala de calificacion fue:
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0: silarespuesta es incorrecta.

1: si la respuesta es mas 0 menos correcta, esto sera si se ubica en niveles intermedios de
razonamiento.

2: silarespuesta es correcta.
Espacio en blanco: el estudiante no contesto.

En el caso de las preguntas cerradas (1, 7, 9, 11, 13 y la 15) se les asignaba cero o dos.

Est. P.16(a) Pril4 Prl6() Prl Pr9 Pr5 Pr4 Prl5 Pr3 Prl3 Prll Pr7 Cal
0

L 0 0 2 2 2 1 2 2 2 54
S 0 2 2 0 1 1 0 2 0 2 42
R 0 1 0 0 0 1 1 1 2 0 2 2 38
M 0 1 2 1 0 2 2 33
E 0 0 0 0 0 0 2 1 2 2 29
A 0 0 1 0 0 2 2 2 29
H 0 0 2 0 0 1 0 0 1 1 0 2 21
Total 0 1 2 2 3 4 5 6 7 8 10 14

Abreviaturas. Est.: Estudiante, Pr.: Pregunta,Cal.: Calificacién

Tabla 1.1 Resultados del cuestionario diagnoéstico

La tablal1.l, esta ordenada verticalmente del estudiante con mayor puntaje al de menor
puntaje y horizontalmente, de la pregunta con menor cantidad de respuestas correctas a
la preguntas con mas respuestas correctas. El objetivo de la matriz anterior es observar
las preguntas que los estudiantes tuvieron mayor dificultad con el fin de analizarlas con
detalle, y trabajar situaciones similares en el desarrollo de las actividades para evaluar la
evoluciéon de los estudiantes en estas preguntas. Ademas, determinar cudles estudiantes
tenian mayores conocimientos sobre distribuciones muestrales y nociones de estocastica.

Se presenta a continuacion sélo el analisis de la pregunta 4 del diagnéstico que se refiere
propiamente a la distribucion binomial que interesa en este trabajo. Las otras preguntas se

refieren al estudio de las distribuciones muestrales, cuyos resultados no son fundamentales
para esta investigacion.

Analisis pregunta 4:



Revista digital Matematica, Educacién e Internet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/). Vol 9, No 2. , 2009. 11

Figura 1.2 Pregunta 4 del cuestionario diagnostico

Los estudiantes debian reconocer que la distribucion teérica que representaba el experi-
mento era binomial, sin embargo se pretendia que tomaran en cuenta la probabilidad y
la omnipresencia de variabilidad en la toma de muestras aleatorias, como lo sugiere [3],
percatandose que la distribucion del grupo c era la Unica opcion donde los datos pueden
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provenir de una situacion real.

Las respuestas de los estudiantes son las siguientes:

L

Binomial
Probabilidad
Variabilidad

RPI

NE
RI

() Inventados, por que los valores estan simétricamente distribuidos con
respecto al valor promedio y eso parece muy poco probable

(b) Inventados, por que parece que la ruleta esta cargada, la mayoria tuvo
pocos éxitos que en este caso representa el nimero 2

(c) Reales, por que parece mas conveniente que hayan obtenido un nimero
regular aceptable de éxitos a excepcion de casos aislados.

(a) Inventados, por que los valores son 1y 2
(b) Inventados, por que los valoresson 1y 2

(c) Inventados, por que los valoresson 1y 2

Binomial
Probabilidad

Homogeneidad

RT

() Reales, se ve que la gréafica es simétrica, lo cual indica 50% de
probabilidad

(b) Inventados, hay bastante disparidad

(c) Reales, es un consenso homogéneo.
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Binomial
Probabilidad
Variabilidad

RT

NE
RI

R

Binomial

Variacion

Variacién
RT

(a) Reales, la probabilidad de que caiga 2 es 1/2 por lo que si experimen-
taron 50 veces entonces las probabilidades son la mitad. 1/2

(b) Inventados, pues la probabilidad é%)

(c) Reales, las posibilidades de obtener menos de 25 veces es posible, pero
es mas posible obtener 25 veces.

(&) Inventados
(b) Reales

(c) Reales

(&) Inventados, por que los resultados son muy homogéneos
(b) Reales, por que existe una mayor variacion en los resultados

(c) Reales, por que existe una mayor variaciéon en los resultados

Se califica esta pregunta de la siguiente manera:

0: Si no contesta o bien contesta que en el grupo C los datos son inventados. (Rl o RV)
1: Si elige al grupo C y algun otro grupo como datos reales justificadamente. (RT o RP)
2: Si elige al grupo C como reales y los otros dos inventados. (RPI)
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Estudiante Argumento Evolucion
L Binomial, probabilidad y variabilidad (*) Ev - RPI
R Binomial (*), variacion (**) y variacion (*) Ev - RT
M Ev-RI
S Binomial (***), probabilidad y variabilidad (*) Ev - RT
A Binomial (***), probabilidad (*) y homogeneidad (**)| Ev-RT
H NE Ev-RI
E NJ Ev-RI

Tabla 1.2

(*) Bien hecha la justificacién con este argumento.

(**) Mal hecha la justificacion con este argumento.

(***) Bien hecha la justificacion con este argumento, pero la regpes incorrecta.
Espacio en blanco: no responde.

NE, NJ: No entiende el ejercicio y no justifica.

Ry L logran determinar en forma correcta que el modelo binomial presentado en los datos
grupo A son inventados, pues la distribucion de estos no tienen tanta variabilidad. Caso
contrario las estudiantes A y S quienes contemplan la distribuciéon binomial pero al no
contemplar la variabilidad mencionan que los datos son reales. Los otros estudiantes no
justifican sus respuestas.

L, Sy A usan el argumento de la probabilidad para establecer que el grupo B representa
datos falsos, pues existe muy poca posibilidad que los datos estén tan dispersos. R usa un
argumento incorrecto presentando un sesgo de aleatoriedad para mencionar que los datos
son reales. Los otros estudiantes no justifican sus respuestas.

L, Ry S contemplaron la variabilidad para escoger la distribucién del grupo C como los
datos reales. A selecciona bien el grupo C, pero usa un argumento de homogeneidad que
le llevo a contestar que el grupo A también eran datos reales, eliminando toda posibilidad
de contemplar la variabilidad. Los otros estudiantes no justifican sus respuestas.
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1.5.3 Conclusiones del cuestionario diagnostico

La mayoria de estudiantes utilizaron lenguaje estadistica y algunas férmulas pero sin
aplicarlas correctamente en el contexto en que se manifiestan; de esta manera, se ubican en
un nivel ideosincratico de razonamiento.

Los estudiantes algunas propiedades de las distribuciones binomial, pero tienen dificultades
para reconocer la variabilidad en sorteos aleatorios y en sus representaciones gréficas. Por
ejemplo en la pregunta 4, dos estudiantes aceptan la distribucién teérica como real (inciso
a) y también dos aceptan la distribucion dispersa como real. De hecho sélo un estudiante
responde la secuencia correcta: inventados, inventados y reales. Entonces el resto del grupo
se ubica en los dos primeros niveles de razonamiento.

En general, los resultados observados nos indican que los sujetos del estudio tenian pocos
antecedentes de conocimientos de estadistica y, con excepcion del estudiante R, tampoco
han desarrollado nociones de variabilidad (fenémenos aleatorios, rango de los datos, dis-
persion, entre otros) y distribuciones muestrales.

1.5.4 Descripcién de la actividad uno (ver anexo II)

El previo de esta actividad consta de 2 preguntas en las que los estudiantes respondieron en
forma individual sin el uso de algin paquete computacional en 15 minutos. El objetivo del
previo era determinar los conocimientos que tenian los estudiantes al estudiar la distribucion
uniforme discreta y la distribucién binomial; ademéas de comparar sus respuestas con los
resultados obtenidos después del proceso de instruccion. La actividad consta de 11 preguntas
en las que los estudiantes debian responderlas conforme iban haciendo las construcciones
con ayuda de Fathom. El objetivo era que el estudiante pudiera caracterizar la forma, centro,
dispersion y variabilidad de las distribuciones uniforme discreta y la binomial a través de

la manipulacion de pardmetros.

En esta actividad se estudiaron dos variables aleatorias. La primera variable aleatoria fue
el resultado que se obtiene al lanzar un dado, con el fin de estudiar la distribucion uniforme
discreta. Segun [7], es importante que el estudiante construya el modelo de la poblacién,
por lo que debia construir un dado justo y lanzarlo 1000 ocasiones (simulacién en la toma
de muestras), para empezar a caracterizar la distribucién uniforme discreta a partir de las
representaciones y manipulaciones que permite el software. La segunda variable aleatoria



16 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/). Vol 9, No 2. , 2009.

era el nimero de caras obtenidas en 10 lanzamientos de unalangaea estudiar la
distribucion binomial. En forma similar, el estudiante construia el modelo de la moneda y
repetia el experimento 1000 veces para empezar a caracterizar la distribucién binomial.

Se presenta a continuacion el andlisis de las pregunta 4, 5, 6 y 10 de esta actividad que son
las mas representativas del temay se consideran claves para su andlisis.

1.5.5 Andlisis de la actividad uno

Pregunta 1 del Previo (Distribucién uniforme discreta)

Se lanza un dado justo 1000 veces ¢ Cuantas veces crees que cae cada nUmero?

Numero | NUmero de ocasiones que cae

[EnY

OO BWN

Tabla 1.3

La mayoria de estudiantes brindan una respuesta determinista ubicandose en un nivel de
razonamiento ideosincratico, ya que pueden determinar la probabilidad del evento, pero no
consideran la variabilidad. S6lo H (entre 120 y 200) y R (entre 150 y 170) dan intervalos
como respuestas, los demas escriben @&fara cada numero.

Pregunta 2 del Previo (Distribucion binomial)
Se lanza una moneda justa 10 veces y se cuenta el nUmero de caras que se obtuvo. Se

repite este procedimiento 100 veces y se grafican el nUmero de caras que se obtuvo en cada
experimento ¢ Cual crees que es la grafica que mejor representa la situacion?
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Figura 1.3 Pregunta 2 del previo

Se esperaba que los estudiantes tomaran en cuenta la variabilidad de los datos para se-
leccionar la forma que se obtiene en el experimento, sin embargo, sélo R, E y S eligen
correctamente la coleccion 4, H elige la coleccion 3y los otros tres prefieren la coleccion

2. H no comprende la variable aleatoria involucrada en el problema y los otros tres no
contemplan la variabilidad en el experimento.

Distribucion uniforme discreta
Los estudiantes modelaron con el software en forma correcta el dado y realizaron los 1000

lanzamientos del mismo. Algunos histogramas construidos con las 1000 muestras son los
siguientes:
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Figura 1.4 Histograma del estudiante A Figura 1.5 Histograma del estudiante H

Una vez que realizaron la practica en la que construian una tabla con las frecuencias
obtenidas (pregunta 4 de la actividad), se les pregunto: ¢ Los resultados de la tabla anterior
eralo que esperabas? ¢ Por qué? (pregunta 5 de la actividad). Con el fin de que confrontaran
sus observaciones con lo que habian respondido en el previo. A continuacién presentamos
las respuestas y argumentos de los estudiantes:

R

Variablilidad
RP
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Figura 1.6 Respuesta del estudiante R

Esperaba que los resultados estuvieran en un intervalo; un rasgo caracteristico de compren-
sion de la variabilidad.
L

Determinista
RV
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Figura 1.7 Respuesta del estudiante L

Muestra que tiene como referencia las frecuencias de una distribucion uniforme y reconoce
gue solo es un modelo (“ideal”). Ve las diferencias como resultado del azar (“diferentes

factores”).
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Figura 1.8 Respuesta del estudiante A

Acepta la desviacion de 15 unidades (con el valor 152) pero rechaza la de 23 (con el valor
190). Implicitamente toma en cuenta la estructura y una intuicion de la variabilidad.

E

Determinista
RV
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Figura1.9 Respuesta del estudiante E

Afirma que si era lo que esperaba ya que el valor esperado e6.166.su respuesta
pareceria que da por hecho que las frecuencias empiricas caen alrededor6deEh66.
realidad no es sensible al problema pues no considera como diferente haber propuesto una

distribucion uniforme y que hayan ocurrido frecuencias que se alejas hasta en 16 unidades
del valor esperado.

H

No responde.

S

Intervalo
RT
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Figura1.10 Respuesta del estudiante S

Reconoce también diferencias entre lo que esperabay lo que ocurrid, pero “si una situacion
parecida”. Afirma que ahora “esperaria un intervalo” pero que en la primera oportunidad
no lo hizo asi.

M

Determinista
Intervalo
RT
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Figura1.11 Respuesta del estudiante M

Ella no esperaba lo que arrojaron los resultados. En su respuesta considera la incertidumbre
en los resultados y que es mejor proponer un intervalo en lugar de nimeros exactos.

Esta pregunta se califica de la siguiente forma:

0: En caso de no responder o de insistir en forma determinista que la probabilidad es de
16666. (RI)

1. En caso de empezar a contemplar que la mejor respuesta es un intervalo, pero no se
desprenden totalmente del determinismo. (RV o RT)

2: Mencionan que la mejor respuesta es un intervalo debido a la variabilidad. (RP)
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Estudiante Argumentos Evolucion

L Determinista(*) Razonamiento verbal

E Determinista(*) Razonamiento verbal

A No la del 3 Razonamiento de transicion

R Variabilidad Razonamiento de procedimiento
S Intervalo(*) Razonamiento de transicion

M Determinista, intervalg*) Razonamiento de transicion

H Razonamiento ideosincréatico

Tabla 1.4

(*) No tan aferrados al determinismo.

L, Ry A aceptan el resultado como lo que esperaban, avAquansidera so6lo un dato

fuera de lo que esperalid.y Sreconocen que no era lo que esperaban y expresan lo que
aprendieronE parece no comprender bien el problemay responde de manera contradictoria.

A pesar de que se hicieron varios sorteos y se construyeron los histogramas para mostrar la
variabilidad, es muy dificil desprender completamente el determinismo que presentan los
estudiantes. Sin embargo, se muestra mejoria con relacion a las respuestas obtenidas en la
pregunta uno del previo, pues ahora algunos estan de acuerdo que la mejor respuesta debia
ser un intervalo. Séleél muestra un nivel de razonamiento ideosincratico.

Durante la discusién, S dice que no era lo que esperaba, pues pensaba que depia ser
mas variado y no alrededor de 166.
M dice que esperaba que cayera 166 ocasiones el uno, pues es la probabilidad|de un
sexto.

También lo manifiesta E.
R aporta que la mejor respuesta debe ser un intervalo, pues hay variacion. Por 1p que
el grupo esta de acuerdo con él.

Construccion de la distribucion tedricay la distribucién empirica en el mismo grafico

Algunos histogramas construidos son:
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Figura 1.13 Gréfica del estudiante E

¢Por qué hay barras que sobrepasan la gréafica tedrica y otras que no lo alcanzan?

Con esta pregunta se pretendia que los estudiantes justificaran la diferencia entre las dis-
tribuciones (empirica y tedrica) debido a que la variabilidad de los datos entre un sorteo y
otro, se produce al ser fendmenos aleatorios.
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Las respuestas de los estudiantes fueron:

Muestreo
RT

Figura 1.14 Respuesta del estudiante E

Responde correctamente mencionando que la grafica sélo representa una muestra.

Esperanza
RV

Figura 1.15 Respuesta del estudiante H

Relaciona en forma incorrecta la expresién teérica de la distribucidn uniforme discreta con
la esperanza.

M
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Experimental
RT

Figura1.16 Respuesta del estudiante M

Responde correctamente a la pregunta al mencionar que sélo es una muestra de los muchos
resultados que se pueden obtener.

No
Distribucion
Muestral
Uniforme

RI Figura 1.17 Respuesta del estudiante S

“Se puede decir que se definié como uniforme”

No considera la distribucién de la variable aleatoria experimental como uniforme discreta,
pues como son experimentos, no los cree similares a la distribucion tedrica, aiin cuando
tiene construidas las gréaficas experimental y tedrica en una misma representacion.

Variabilidad
RP

Figura 1.18 Respuesta del estudiante R
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Toma en cuenta la variabilidad, pero no hace referencia a que fue solo una muestra la que

se obtuvo.

L

Aleatoriedad
RT

No
Variabilidad
RV

“Por que tengo un evento aleatorio”

Figura 1.19 Respuesta del estudiante A

Cree errbneamente que una muestra debe ser igual al comportamiento de la poblacion.

Se califica esta pregunta de la siguiente manera:

0: Quien no considera la distribucién muestral obtenida del experimento como una dis-
tribucion uniforme discreta o no justifica su respuesta. (RI)

1: Quien considera que la distribucién muestral es uniforme discreta pero no contempla la
variabilidad de los datos para explicar las diferencias en las formas o pensar que ambas
distribuciones debian ser iguales. (RV)

2: Quien contempla la variabilidad o el muestreo aleatorio para explicar las diferencias
entre la grafica de la distribucién tedrica y la distribucién muestral. (RT o RP)
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Estudiante Argumentos Evolucion

L Aleatoriedad Razonamiento de transicion

E Muestreo Razonamiento de transicion

A No Variabilidad Razonamiento verbal

R Variabilidad Razonamiento de procedimiento
S No Distribucién Razonamiento ideosincratico
M Experimental Razonamiento de transicion

H Distribucién Tedrica es la Esperanza Razonamiento verbal

Tabla 1.5

S no contempla la distribucion muestral como una distribucion uniforme discreta, H consid-
era que la distribucién tedrica es la esperanza y A cree que ambas distribuciones deberian
ser iguales. Los otros cuatro responden acertadamente considerando la aleatoriedad en la
toma de las muestras y la variabilidad de los datos como las razones de las diferencias entre
las formas de las distribuciones.

La construccion de la distribucion tedrica al lado de la distribucién empirica es fundamental
para que los estudiantes empiecen a tomar en cuenta la variabilidad en la toma de muestras.

Distribucién Binomial

Se les pidio a los estudiantes que construyeran la representacién de una mdrettiaran
y contaran el nUmero de caras que obtenian al realizar 10 lanzamientos.

Los estudiantes construyeron la moneda y simularon en forma correcta los lanzamientos,
sin embargo, definian como variable aleatoria el resultado de la moneda (cara o cruz); por lo
gue hubo que guiarlos para que tomaran como variable: el nimero de caras que se obtenian
al realizar los 10 lanzamientos. Una vez comprendida la variable aleatoria, los estudiantes
hicieron 1000 veces el experimento y construyeron una tabla resumen para observar las
frecuencias de cada uno de los resultados. Algunas tablas fueron las siguientes:
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Weazures from Sample of .

Figura 1.20 Tabla del estudiante A
1 G
2 40
3 127
4 217
5 240
nocaras
5 203
T 113
g 45
g 7
10 1
Column Summary | 1000
Sl =court [ )

Figura 1.21 Tabla del estudiante S

Ademas, construyen los histogramas de los datos obtenidos en los experimentos y en la
misma grafica construyen la distribucion tedrica con el objetivo de que los estudiantes
empezaran a apreciar la variabilidad muestral de los datos que habia entre un sorteo y otro.
Algunos histogramas construidos son:
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El estudiantéd construye la distribucién binomial dependiendo de los pardmetros anima-
dosvi y v» con el fin de establecer relaciones al estudiar la forma de la distribucion y el
valor de esos parametros. Asi, la grafica muestra las probabilidades de obéaites en

un nimerov; de lanzamientos con una probabilidad de éxitogle
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Figura 1.24 Gréfico deH

Analisis pregunta 10

¢ Los resultados de la tabla anterior (tablas resumen) era lo que esperabas?¢ Por qué?

Binomial
RT

Figura 1.25 Respuesta del estudiante R
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Responde correctamente tomando en cuenta la variabilicabayualrededor de cinco.

Binomial
RT

Figura 1.26 Respuesta del estudiante S

Utiliza la probabilidad para responder correctamente mencionando que tiene pocas posi-
bilidades de obtener los extremos, y que la concentracion en el centro se debe a que tiene
mayor probabilidad.

Binomial
RT

Figura 1.27 Respuesta del estudiante H

Hace referencia a la parte central de la distribucién, sin darle importancia a los valores
extremos. No menciona nada sobre la variabilidad de los datos.
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Dist. Uniforme

RI

Figura 1.28 Respuesta del estudiante M

No entendio la variable que se planteaba en el problema, cree que la variable aleatoria es

uniforme.

A

Ingenua
RI

“No imaginaba que el cinco fuera el nimero de caras que obtuviera con
mayor frecuencia”.

SegunA se podria obtener cualquier valor, incluso no esperaba que cinco fuera el resultado
mas probable, por lo que muestra ingenuidad en experimentos aleatorios.

E

Determinismo
RV

Determinismo
RV

“Obtener 5 caras es lo que tiene mayor probabilidad”.

Figura 1.29 Respuesta del estudiante L
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Los estudiantes L y E no contemplan la variabilidad, puesrbasaespuesta en el deter-
minismo del valor esperado.

S6élo R, SyH consideran que eran lo que esperaban, pues es natural que la mayor cantidad de
datos estén alrededor de la media. L y E mantienen una idea determinista, pues manifiestan

que esperar cinco caras es el resultado méas probable y en el caso de Ay M no entendieron

la variable aleatoria.

M durante la discusion dice no entender la tabla, pues ella esperaba que de los|1000
lanzamientos se obtuviera 500 y 500, por lo que no entiende el muestreo que se|hizo,
y no comprende la variable aleatoria del ejercicio.

Dice no entender las frecuencias de cada unos de los valores del 1 al 10.
Pregunta cual es la diferencia entre una distribucion binomial y distribucién normal.
La mediacion del investigador fue fundamental para guiar al grupo a comprender la
caracterizacion de la distribucion binomial.

Una vez mas fue dificil erradicar las respuestas deterministas de los estudiantes, aunque
hay mejoria respecto a la pregunta dos del previo, pues ahora son cinco estudiantes los que
contestan correctamente a la distribucién binomial. Sin embargo, M y A mostraron en la
actividad las mismas dificultades del previo.

1.5.6 Conclusiones de la actividad uno

Las conclusiones que se obtuvieron con el andlisis de la primera actividad sobre la famil-
iarizacion de las distribuciones uniforme discreta y binomial fueron:

1. Cinco estudiantes cambiaron de un nivel de razonamiento ideosincratico mostrado
en el diagndstico a un nivel de razonamiento verbal y de transicion al caracterizar la
distribucion uniforme discreta y binomial como resultado de la experiencia de apren-
dizaje mediada. Los otros se mantienen en un nivel de razonamiento ideosincratico.

2. El instrumento mediador facilité la construccion de diversas representaciones (his-
togramas, diagramas de cajas, tablas resumen) y de la distribucién tedrica al lado
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de la distribucién empirica (sugerida por el mediador humano), como instrumen-
tos materiales fundamentales para que, los estudiantes empezaran a contemplar la
variabilidad de los datos en la toma de muestras aleatorias para los dos tipos de
distribuciones vistas.

1.5.7 Descripcién del cuestionario posterior (ver anexo Ill)

Este cuestionario consta de 12 preguntas (4 cerradas y 8 abiertas) que los estudiantes re-
spondieron en forma individual aproximadamente en una hora sin ayuda del algun software
computacional. El objetivo general de este cuestionario es documentar y comparar los
niveles de razonamiento que los estudiantes muestran después del proceso de instruccion
en el tema de distribuciones muestrales y algunas nociones de probabilidad y estadistica.

1.5.8 Andlisis del cuestionario posterior

En la siguiente tabla resumen, se presentan los resultados obtenidos por los estudiantes en
el cuestionario posterior. Ademas, el nivel de dificultad que representé cada pregunta con
respecto a las respuestas de los estudiantes.

La escala de calificacion fue:

0: sila respuesta estaba incorrecta.

1: sila respuesta estaba mas o menos correcta.
2: si la respuesta estaba correcta.

Espacio en blanco: el estudiante no contesté.

En el caso de las preguntas cerradas (2, 4, 5, 10) se les asignaba cero o dos.
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Est. | Pr8 | Pr5 | Pr6 | Prl | Pr9(b)| Pr9(c)| Pr.11| Pr10| Pr9(a)| Pr3(b)| Pr3(c)| Pr4 | Pr2 | Pr3(a)| Pr7 | Cal
R 1 2 1 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 87
H 2 2 2 2 1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 83
E 1 2 2 1 1 2 2 2 1 2 0 2 2 2 2 80
L 0 0 1 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 77
M 0 0 0 1 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 73
A 0 0 0 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 63
S 1 1 1 1 0 2 1 1 2 0 2 0 2 2 2 53

D Pr. 5 6 6 9 10 10 10 11 11 12 12 12 13 14 14
% 36% | 43% | 43% | 64% | 71% 71% | 71% | 79% | 79% 86% 86% | 86% | 93% | 100% | 100%

Abreviaturas. Est.: Estudiante, Pr.: Pregunta,Cal.: Calificacion, D Pr.: Dificultad de la pregunta.

Tabla 1.6 Resultados del cuestionario posterior

La tabla[1.6, aungue no es cuadrada, esta ordenada de manera que en las entradas bajo la
diagonal existan muchos unos y ceros, entendiéndose por esto que las respuestas de los
estudiantes fueron incorrectas 0 mas 0 menos correctas a preguntas que resultaron dificiles
para gran parte del grupo. En caso contrario, las entradas sobre la "diagonal” de la tabla son
es su mayoria dos, que corresponden a respuestas correctas de los estudiantes a preguntas
que resultaron sencillas para el grupo.

El objetivo de la matriz anterior es observar las preguntas que los estudiantes tuvieron
mayor dificultad con el fin de analizarlas con detalle y compararlas con los resultados de
la actividad correspondiente segln sus objetivos. Ademas, determinar cuales estudiantes
mostraron mayores avances sobre distribuciones muestrales y nociones de probabilidad y
estadistica en relacidn con el cuestionario diagnéstico y el desarrollo de las actividades.

Se presenta a continuacion el andlisis de la pregunta 1 que se refiera propiamente a la
distribucion binomial que nos interesa en este trabajo. Las otras preguntas se refieren al

estudio de las distribuciones muestrales, cuyos resultados no son fundamentales para esta
investigacion.

Andlisis pregunta 1

1. La comparfiia M&M's dice que el 30% de sus chocolates en la presentacion Milk son

color café. Antes de ser empacados en bolsas los chocolates se encuentran en un gran de-
poésito donde son mezclados de manera uniforme. Si se seleccionan de forma independiente
5 muestras de tamafio 10, una tras otra ¢ Cuantos chocolates de color café esperarias en
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cada muestra?

N° de chocolates de color café en la primera muestra:
N° de chocolates de color café en la segunda muestra:
N° de chocolates de color café en la tercera muestra:
N° de chocolates de color café en la cuarta muestra:
N° de chocolates de color café en la quinta muestra:

Los estudiantes L, A, S, E y M contestan esta pregunta en forma determinista, sin con-
siderar la variabilidad como elemento fundamental en el experimento. A pesar de ello,
éstos 5 estudiantes calculan en forma correcta la probabilidad teérica correspondiente a la
esperanza matematica de la distribucion binomial. Sélo los estudiantes H y R contemplan
la variabilidad como aspecto presente en el experimento, dando el primero respuestas en el
intervalo de uno a cuatro y el segundo sus respuestas son intervalos.

A pesar de que se disefié una actividad (actividad 1) que simulaba el lanzamiento de una
moneda, en las que se tomaban muestras de 10 lanzamientos para obtener una determinaba
cantidad de éxitos; ademas, el software fathom permiti6é observar la diferencia que tenian
los resultados del experimento graficando la distribucion tedrica junto a la distribucion
empirica, es muy dificil que los estudiantes hagan suya la posibilidad de contemplar la
variabilidad como un elemento omnipresente en sorteos aleatorios. Una de las causas por
las cuales no se contempla la variabilidad se debe a que la experiencia nos ha dictado la
exactitud, por lo que un intervalo no seria una respuesta precisa.

1.5.9 Conclusiones cuestionario posterior

Los niveles de razonamiento mostrados por los estudiantes en el cuestionario posterior sobre
las distribuciones uniforme y binomial son verbal y de transicién; superando por poco el
nivel idiosincratico mostrado en el cuestionario diagnoéstico; esto debido a que es dificil
que los estudiantes hagan suya la posibilidad de contemplar la variabilidad de los datos
como un elemento omnipresente en sorteos donde interviene la aleatoriedad; por ejemplo,
el lanzamiento de una moneda, el lanzamiento de un dado, extraccion de chocolates con
una probabilidad de acierto dada.
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1 . 6 Conclusiones y Recomendaciones

El objetivo general era investigar las formas de razonamiento de los estudiantes en el tema de
las distribuciones uniforme discreta y binomial basado en un enfoque frecuencial mediado
con el recurso computacional, que permitiera un desarrollo empirico de las distribuciones
con la simulacién ofrecida por el softwakathom

Se ratificaron los prerrequisitos que proponen [3] como fundamentales antes de iniciar una
instruccion al estudiar distribuciones muestrales: andlisis de graficos, medidas de tendencia
central y de dispersion, caracterizacion de las distribuciones uniforme discreta y binomial,
célculo de probabilidades como areas bajo la curva, la idea de muestreo aleatorio y a nuestro
parecer, el mas importante, un estudio detallado de la variabilidad.

Se logro la génesis instrumental en la medida que la repeticion simulada en la extraccion de
las muestras, las representaciones, el cambio de escalas y la manipulacién de parametros,
desarrollaron funciones psicolégicas de nivel superior como: la generacion de hipétesis,
la interpretacion semiotica, las comparaciones, las conjeturas y las generalizaciones de los
conceptos envueltos en las distribuciones uniforme discreta y binomial, mostrando niveles
altos de razonamiento.

Los diagramas de muestras (ya sea con gréafico de puntos, diagramas de cajas o histogramas)
de las distribuciones fueron instrumentos psicolégicos esenciales que permitieron el estudio
simultaneo de multiples representaciones tales como: el promedio, la desviacion estandar
y la forma de las distribuciones.

Los estudiantes usaron el software como un instrumento que permitié erradicar o modificar
las conceptualizaciones erréneas que tenian los estudiantes sobre las distribuciones uni-
forme discretay binomial. El software llega a dar evidencias creibles para el estudiante, esto
se manifiesta a través del orden, la consistencia y la retroalimentacion inmediata que ofrece
el programa, permitiendo poner especial atencién al proceso de solucion mas a la respuesta
final, con el objetivo de que se puedan crear intuiciones sobre las caracteristicas de las
distribuciones. Ademas, permitié contemplar el elemento mas importante y omnipresente
en la estadistica al realizar los muestreos aleatorios, como lo es la variabilidad. Aunque los
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estudiantes mostraron algunas dificultades es este ultimo.

Al igual que los prerrequisitos tedricos que fueron fundamentales para el desarrollo de
la investigacion, la familiarizacion con el software (extraccion de muestras, calculos, rep-
resentaciones graficas, manipulacién de parametros, diagramas de muestras, entre otros)
dentro del proceso de instrumentalizacion es importante para que los estudiantes desar-
rollen sin problemas funciones psicolégicas de nivel superior. Este proceso se puede lograr
de forma sencilla si se trabaja en grupos, pues el software y las experiencias de aprendizaje
mediadas deben ser planeadas para trabajar en un ambiente de constante intercambio so-
cial. Otras potencialidades del software que mencionaron los estudiantes fueron: ahorra
el trabajo tedioso en la presentacion y analizar datos, no es necesario normalizar para el
célculo de probabilidades y se logra el trabajo de forma rapida, pero muchos van mas all4
de presentarlo como un simple reductor de tiempo y trabajo.

Como estudios futuros que deben seguir a esta investigacion, se recomienda analizar el
lenguaje utilizado por los estudiantes, ademas de poner especial atencién a la simbologia
matematica que usan, pues es un tema que requiere la combinacién de muchos términos y
nomenclatura matematica.

Ademas, se considera fundamental el uso de datos reales para el estudio de las distribu-
ciones, ya sea que se obtengan de estudios realizados, en linea, incluso muy apropiado seria
contar con la posibilidad de que sea el mismo estudiante quien recolecte los datos bajo la
asignacion de proyectos, de tal manera que le permita al estudiante manipular los datos en
un contexto que tenga significado para él.



Apéndice A

Cuestionario Diagnostico

Este cuestionario se fundamenta en concepciones basicas de probabilidad y estadis-
tica, no se requiere del dominio del tema para resolverlo. Se agradece de antemano su
colaboracién honesta y veras, que nos compromete de manera fiel tratar los datos con
la mayor confidencialidad y determinar conclusiones representativas de sus opinignes.

Nombre: Edad: Afos
Experiencia laboral en docencia:  Afios  Grado Académica:
Namero de cursos que ha llevado de Probabilidad o Estadistica:
Ha impartido cursos de Probabilidad o Estadistica: Si_ No

En las preguntas de seleccién Unica, marque corXudantro del paréntesis que considere
corresponde con la respuesta correcta.

1. Al lanzar una moneda justa, ¢cual de los siguientes eventos considera que es mas
probable?

()Obtener dos aguilas en cuatro volados
()Obtener dos aguilas en cuatro volados
()Los dos anteriores son igualmente probables



()No se puede determinar

2. La altura media de los alumnos de un colegio escid(Si extraemos una mues-
tra aleatoria de cinco estudiantes y resulta que la altura de los cuatro primeros es de
138cm, 142cm, 160cm, 140cm ¢, Cual seriala altura esperada del quinto estudiante?

3. Carlos y Luis se disponen a jugar con dos dados. Carlos gana $10 sila suma de los
dados es 7, en caso contrario Luis gana $1 ¢,Crees que el juego es justo para ambos?
En caso contrario diga quien tiene ventaja.

4. Tres grupos A, B y C, realizaron el experimento de girar la ruleta (50 veces por
alumno), cada alumno anot6 el nUmero de veces que obtuvieron un 2, reunieron los
resultados de todo el grupo y los graficaron como se muestra a continuacion.

GRUPO A GRUPO B

| | I I

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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GRUPO C

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Se cree que algunos resultados fueron inventados y otros son reales. Responde las
siguientes preguntas:

(a) ¢ Qué piensas de los resultados del Grupo A, son reales o inventados?

() Inventados () Reales
Explica por que piensas asi

(b) ¢ Qué piensas de los resultados del Grupo B, son reales o inventados?

() Inventados () Reales
Explica por que piensas asi

(c) ¢ Qué piensas de los resultados del Grupo C, son reales o inventados?

() Inventados () Reales
Explica por que piensas asi

5. Un grupo escocés cuenta con 5738 soldados, para los cudles se requiere saber la
medida del ancho de su pecho en pulgadas. Sin embargo, en las oficinas de reg-
istro se han desaparecido varias medidas, por lo que no se cuenta con todos los
registros de la poblaciéon. Aunque se sabe que el promedio de la medida de pecho
en este grupo de soldados escocesqs-e89.8 pulgadascon desviacion estandar
o0 = 2.05pulgadas Siendo asi, se toman muestras aleatorias de tamafio 6 de los
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registros existentes.

Por ejemplo, las medidas de pecho en pulgadas de los primeros 6 soldados muestrea-
dos son:

405 415 395 396 443 393

Esta muestra tiene un promedio de pulgadas

En la segunda muestra que se tomé de 6 soldados se obtuvo las medidas:

43 397 378 413 401 398

Esta muestra tiene un promedio de2Bpulgadas

A continuacion se presentan en el graficd2l muestras aleatorias de tamafio 6 que

se han tomado de los registros existentes. Ademas, en el gréafico 2 se presentan 12
muestras aleatorias de tamafio 24. Para ambos gréficos, el promedio de cada una de
las muestras se representa por una barra vertj¢al
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Haciendo un analisis entre los graficos, ¢qué puede decir de ambas distribuciones?

6. Hay 10 personas en un ascensor: 4 mujeres y 6 hombres. El peso medio de las mu-
jeres es de 60 kilos y el de los hombres 80 kilos. ¢ Cudl es el peso medio de las 10
personas del ascensor?

7. En la siguiente representacién, se muestra la grafica de tres distribuciones normales
con mediap y desviacion estandar
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0,54

0,64

04

0,24

0,0

Se puede decir que:

() Las tres distribuciones tienen la misma megdig lo que varia es su desviacion

estandaio

() En las tres distribuciones varian la medig la desviacion estandar
() En las tres distribuciones varian la megdig se mantiene constante su desviacion

estandaio

() No se puede decir nada de las distribuciones

8. Al medir la altura erctm que puede saltar un grupo de escolares, antes y después de
haber efectuado un cierto entrenamiento deportivo, se obtuvo los valores siguientes:

Altura Saltada en cm

Alumnos Ana | Bea | Carol | Diana | Elena| Fanny | Gia | Hilda | Ines | Juana
Antes del entrenamiento | 115 | 112 | 107 119 115 138 | 126 | 105 | 104 | 115
Después del entrenamiento128 | 115 | 106 128 122 145 | 132 | 109 | 102 | 117

¢Piensas que el entrenamiento es efectivo? ¢ Por qué?

9. ¢Cual de las siguientes distribuciones tiene mas variabilidad?
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Hstoaram™= Gdllection 2 Hstoaram™

Count

N A O
i n i i

Marca él o los enunciados que le permitieron seleccionar la distribucion anterior:
a) Porque es masiirregular
b) Porque es mas extendida__
¢) Porque tiene un mayor nimero de calificaciones distintas
d) Porque los valores difieren mas delcentra

e) Otro (explicar)

10. Los siguientes bloques A y B, contemplan una serie de mediciones de un mismo
objeto:

Bloque A Bloque B
10 | 20 | 30 10| 10 | 10
40 | 50 | 60 60 | 60 | 60

X=35 X=35
0=1871 0=2739

¢,Cudl de los dos conjuntos presenta mayor variabilidad?
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11. En la siguiente representacion, se muestra la graficasldistribuciones normales
con mediap y desviacion estandar

0
0
= 0,4
0,2

0.0

Se puede decir que:

() En la grafica | hay mayor variacion

() En la grafica Il hay mayor variacién

() En la grafica Il hay mayor variacion

() Las tres se distribuyen con igual variacion

12. Enlacolumnade laizquierda se muestran los gréaficos de las frecuencias acumuladas
y en la columna de la derecha sus respectivos histogramas, usted debe asociar cada
grafico de frecuencias acumuladas con el histograma que considere sea el correcto

_
/ ]




13.

14.

15.
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De una poblacién con medjay desviacién estandar, se toma una muestra de
tamafion, escriba F (Falso) o V (Verdadero) dentro del paréntesis segun considere
hace correcta la afirmacién:

() El promedio muestral tiende a ser igual al promedio poblacional

() La desviacion estandar muestral tiende a ser igual a la desviacion estandar pobla-
cional

() Al graficar los promedios de muchas muestras tienden a comportarse de forma
normal sin importar el comportamiento de los datos poblacionales

() Los promedios de muchas muestras tienen la misma variacion que los datos pobla-
cionales

La probabilidad para una mujer de tener cancer de mama sin haber presentado sin-
tomas previos es de &% . Sitiene cancery se realiza la mamografia, la probabilidad

de salir positiva es del 9?mt15%, pero el 7% de mujeres sanas dan positivo en este

examen. Suponga que una mujer decide hacerse una mamografia y el resultado es
positivo, ¢cual es la probabilidad de que la mujer tenga cancer?

De las siguientes afirmaciones sobre distribuciones normales:

I. Cuando vario el promedio y mantengo constante la desviacion estandar, su
gréfica sufre una traslacién horizontal.

Il. Cuando vario el promedio y vario la desviacion estandar, su grafica per
manece igual

lll. Cuando vario la desviacién estandar y mantengo constante el promedio, su
gréfica sufre una traslacién vertical.
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¢ Cual o cudles son verdades?

()Sdlolal

()Sololall

() Sélolalll

() Las tres son verdaderas

De una poblacién con distribucion normal se extraen 500 muestras aleatorias de cada
tamafio (5, 10, 15, 20 y 25). Se calculé la media de cada muestra y los resultados se

dibujaron en los histogramas que se muestran en la siguiente figura.

a) Coloque al lado de cada histograma, el tamafio de la muestra (5, 10, 15, 20 y 25)

gue corresponda y explica la razon de tu asignacion.

Measures from Sample of Colle&;tion 1 Histogran™

200
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80
40
0
200
160
120
80
40

0
200
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80
40
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40

0
200
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40

b

_.—4—|_|_|_|—[‘—I‘_I-,\‘

_Nlh.

ey

Al

85 90 95 100 105 110 115 120
Media

b) ¢ Cual es el valor de la media de la poblacién de donde se extrajeron las muestras?

Explique
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17. Los siguientes parametros describen un conjunto de datos que han sido previamente
recolectados en una investigacion:

Parametro Valor
Media 17
Mediana 16
Moda 31
Rango 38
Percentil(75) 27
Coeficiente de variacién 20%
Varianza 121
Desviacién Estandar 11

Explique cada uno de estos datos

18. Conteste cada una de las siguientes preguntas:
a. ¢, Qué es una medida de “variacién?

b. Escriba una oracion en la que utilice la palabra “variacion” o derivadas de
ella

c. Escriba un ejemplo de algo que es variable

19. Suponga que se tiene una caja que contiene 100 dulces (mezclados dentro de la caja),
de los cuales 60 son rojos y 40 son amarillos. Seis estudiantes hacen un experimento
donde cada uno sacara 10 dulces (Luego de que el primer estudiante saque sus 10
dulces, deberé regresarlos a la caja para que el siguiente estudiante realice su exper-
imento, y asi sucesivamente para los siguientes)

¢, Qué piensas que podria ocurrir con el nUmero de dulces rojos que cada estudiante
sacara de la caja?
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¢ Porqué piensas que eso es lo que puede ocurrir?



Apéndice B
Actividad 1

Nombre:

Objetivos:

- Compresion de variables aleatorias.

- Familiarizarse con distribuciones comunes como la uniforme y la binomial. Carac-
terizar su forma, centro y dispersion (desviacion estandar).

Distribucion Uniforme

Construya en una coleccién llamada “dado” una tabla que contenga en una columna los
numeros del uno al seis de un dado. Defina la variable aleatoria X como el resultado que se
obtiene al lanzar el dado.

Lance el dado 1000 ocasiones dejando seleccionada la coleccion y usando el comando
Sample Cases ubicado en la opcién Collection del menu.
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Ahora haga un histograma de los resultados obtenidos en los 1000 lanzamientos.

1. ¢Cual es la media de los 1000 lanzamientos?

2. ¢Cual es la dispersién (desviacion estandar)?

Manteniendo seleccionada la nueva coleccién Sample of dado, presione Ctrl Y para
volver a lanzar los dados otras 1000 ocasiones.

3. ¢El promedio y la desviacion estandar de estos 1000 lanzamientos son los mismos
que los obtenidos en el experimento anterior? ¢ Por qué?

Construya una tabla resumen dejando el Shift presionado y arrastrando la columna
dado sobre la tabla para que observe la frecuencia de cada uno de los resultados.



4. ¢Cuantas veces cay0 cada numero?

Numero

NUmero de ocasiones que ¢

ne

[EnY

ol | WIN

ACTIVIDAD 1

5. ¢Los resultados de la tabla anterior era lo que esperabas?¢ Por qué?

57
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Sobre el mismo histograma vamos a
graficar la distribucién uniforme tedrica
para la variable X.

Sobre el grafico presione el boton dere-
cho y seleccione Plot Function. De las
distribuciones en la opcién de funciones
de la calculadora escoja la opcién Uni-
form y luego uniformDensity.

Haga un cambio de escala a Density en
la opcién Graph del mend, para ajustar la
grafica a los datos.

Defina la funcién como:

6. ¢Por qué hay barras que sobrepasan la grafica tedrica y otras que no lo alcanzan?
Guarde el archivo con el nombre “distribucionuniforme” en el diskette.
Distribucién Binomial

En un nuevo archivo llamado “distribucionbinomial” construya una nueva coleccién
llamada moneda de la siguiente forma:
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-y honeds

Moneda <4
honeds

e

Ahora vamos a lanzar la moneda 10 veces, esto se puede hacer en forma similar
al primer problema resuelto tomando una muestra de tamafio 10 con reemplazo y
quitando la opcién de animacion.

Defina la variable aleatoria X como el nimero de caras obtenidas en los 10 lanza-
mientos.

Por lo tanto, cuente el nUmero de veces que la moneda cay6 cara. Esto en la opcion
measures del inspector de la nueva coleccion Sample of Moneda.

Asi:
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10.

ACTIVIDAD 1

. ¢El resultado que obtuviste era lo que esperabas? ¢ Por qué?

Ahora vas a hacer lo anterior 1000 veces, es decir el mismo proceso lo llevamos
a cabo 1000 ocasiones. Esto se hace dejando seleccionada la coleccion Sample of
Moneda con el comando Collect Measures en la opcién del menu Collection.

Modifique las opciones del inspector de la siguiente manera:

Obtenga la tabla de la nueva coleccion Measures from Sample of moneda donde
estan los 1000 experimentos llevados a cabo.

¢ Cudl es la media de caras obtenidas?

. ¢Cudl es el valor de la desviacion estandar?

Construya una tabla resumen para que observe las frecuencias de cada uno de los
resultados.

Los resultados de la tabla anterior era lo que esperabas? ¢,Por qué?

Construya un histograma con los resultados de la ultima tabla.

Teniendo seleccionada la coleccion Measures from Sample of Moneda, presione Ctrl
Y, para volver a realizar el proceso. Grafique sobre el mismo histograma la distribu-
cién binomial teérica de la variablg . Seleccione de las distribuciones la siguiente
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opcion:;

Y ajuste la escala a Density. Grafique también el valor del promedio sobre el mismo
grafico y presione Ctrl Y varias veces y observe lo que pasa.

11. ¢Variamucho el promedio entre un sorteo y otro? por qué? el promedio guarda alguna
relacion con la forma de la distribucion?



Apéndice C

Cuestionario Posterior

Nombre:

Lea cuidadosamente las instrucciones en cada pregunta. Responda en forma detallada
las preguntas donde se requiera una explicacion. Se agradece de antemano su colabo-
racion honesta y veraz, que compromete de manera fiel a tratar los datos con la mayor
confidencialidad y determinar conclusiones representativas de sus opiniones

1. La compaiiia M&M'’s dice que el 30% de sus chocolates en la presentacion Milk
son color café. Antes de ser empacados en bolsas los chocolates se encuentran en un
gran depésito donde son mezclados de manera uniforme. Si se seleccionan de forma
independiente 5 muestras de tamafio 10, una tras otra ¢, Cuantos chocolates de color
café esperarias en cada muestra?

N° de chocolates de color café en la primera muestra:
N° de chocolates de color café en la segunda muestra:
N° de chocolates de color café en la tercera muestra:
N° de chocolates de color café en la cuarta muestra:
N° de chocolates de color café en la quinta muestra:

Explique por qué:



2. En las siguiente grafica aparecen tres distribuciones poblacionales cuya media es
i= 10 y sus desviaciones estandar o 1,6 =2 y o = 3. Coloca sobre cada
una de ellas la desviacién estandar que le corresponde.

no deta| Function Aot =

040 7
0.35
0.30 7
025 7

>
0.20

0.15
0.10 7
0.05 7

UL

000 T

— vy =normalDensity (x, 10, 1)
— y =normalDensity (x, 10, 2)
— y =normalDensity (x, 10, 3)

Explique las razones de tu asignacion:

3. De una poblacién con mediay desviacién estandas, se tomé una muestra de
tamafio 30 y se obtuvo su medigy su desviacién estandar Luego se obtuvo 100
muestras de tamafio 30 para los cuéles se calculo el promedio de cada una de ellas
para formar la distribucion de los promedios muestrXleSe obtuvo la media de la
distribucionX, E (X) y su desviacion estand& .

a. ¢ Cuél valor entrg y E (X) se aproxima mas a?
b. ¢ Cual desviacion estandar ergrg Sg es menor?

c. ¢,Quién tiene mayor variabilidad, la muestra individual o la distribucién de
los promedios muestrales?

4. El peso de paquetes de cierto tipo de dulces presenta una distribucion normal con
media 162 onzas y desviacién estandar d& @nzas. Se toman muestras aleatorias
de 16 paquetes de esa poblacion de dulces. La distribucién de los promedios mues-
trales tendra:
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a. Una desviacion estandar mas grande gbeofizas.

b. Una desviacion estandar igual & @nzas.

c¢. Una desviacién estandar menor qué Onzas.

d. Es imposible predecir el valor de la desviacion estandar.

5. Se midié la estatura de una muestra aleatoria de 100 estudiantes de la poblacién del
IPN y se encontro que la media era de &60; Cual seria tu estimacion de la media
poblacional?

a) Seria exactamente 160.

b) Seria cercana a 166.

c¢) No seria posible hacer una estimacion, pues la informacion obtenida se refiere
s6lo a una muestra.

d) Otra respuesta:

6. Otra persona hizo lo mismo, tomd una muestra aleatoria de 100 estudiantes del
IPN y encontré que la media era 1&# ¢ COmo podrias explicar la diferencia de
resultados?

7. En la figura siguiente se muestra la distribucién de una poblacién y dos distribu-
ciones muestrales para muestras de tamafio 2 y 15. Coloca el tamafio de muestra
a la distribucion que corresponda. Nota: Se tomaron 500 muestras en cada caso.

Distribucién de la poblacién
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no data Function Aot ¥
0.30 1

025 1
020
0.15 1
0.10 1
0.05

5 10 15 20 2% 0

—y= exponentialDensity (x, 5, 2)

Distribuciones muestrales

[ Measures fromSarrple of Roblacion Exponenc Hstoaram™

030 1 Measures fromSanple of Foblacion Exponenc! Hstoaram™
' 030 1
025 1
025 1
020 7
Z ,?20 1
§).15 30.15 |
0.10 1 010 |
0057 0.05 1
5 10 B 0 B D 5 10 1B 2 5 B0
n= n=

Explique las razones de tu asignacion:

8. En una poblacién de estudiantes el peso se distribuye en forma normal con media 60
kg. y una desviacion estdndar de 5 kg. ¢ Si se seleccionan dos muestras aleatorias de
dicha poblacion, una de tamafio 10 y otra de tamafio 100 en cual consideras que sea
mas probable obtener una media muestral entre 55 kg y 65 kg?

a) En la muestra de tamafio 10.
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b) En la muestra de tamafio 100.
¢) En ambos muestras se tiene la misma probabilidad.

Explique por qué

9. A continuacion se muestran tres distribuciones muestrales de la media (para muestras
de tamafion=5,n=10 y n= 30), las cuales se han construido tomando 500
muestras de una misma poblacion.

l Measures from Sample of Colléction Histograim
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a) Coloca sobre cada una de ellas el tamafio de muestra que le corresponde.
Explique con todo detalle las razones de tu asignacion.

b) Sobre la grafica de las distribuciones, coloca 1 a la distribucion de menor
dispersion (desviacion estandar) y 2 a la distribucion de mayor dispersiéon
(desviacion estandar). Explique con todo detalle las razones de tu asignacion.

c) ¢ Cudl seréa la media de la poblacion de la que se extrajeron las muestras?
Explique.
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10. Los puntajes de un examen de admision para ingresar a una Universidad, no se dis-
tribuyen normalmente. La distribucion estd muy sesgada hacia calificaciones muy
bajas con un promedio de 20 y una desviacion estandarile 3,

Un equipo de investigacion planea tomar muestras aleatorias de 50 estudiantes de
diferentes colegios a lo largo del pais donde realizaron el examen. La distribucién de
los promedios muestrales tendra una forma que es:

a. Muy sesgada hacia calificaciones bajas.

b. Sesgada hacia calificaciones bajas, pero no tanto como la distribucion pobla
cional.

¢. Muy similar a la distribuciéon normal.

d. Imposible predecir.

11. Setiene una poblaciof con mediau y desviacion estandar, se obtienen muestras
de tamafio especifico de la poblacion. Se calcula el promedio de cada una de las
muestras y se forma la distribucién de los promedios muestalgse tiene media
E (Y) y desviacionsg ¢ Cual es la relacion entre la poblaci¥ry la distribucion de
los promedios muestraleé? Utilice como puntos de comparacion los que considere
necesarios entre: la forma, el tamafio de la muestra, la variabilidad, el promedio y la
dispersion (desviacion estandar)

12. ¢Cuales fueron las ventajas, desventajas, virtudes o limitaciones que se te presentaron
al utilizar Fathomen el estudio de las distribuciones muestrales?



Apéndice D
Conceptos teodricos sobre

distribuciones uniforme
discreta y binomial

Distribuciones de probabilidad discretas:
En aplicaciones estadisticas nos interesa medir u observar diferentes aspectos o caracteris-

ticas del resultado de un experimento. Tales resultados son impredecibles, por lo que estos
resultados se deben asociar a una variable a la que llamaremos variable aleatoria.

Definicion D.1 (Variable aleatoria) Es un tipo de medida tomada de los resultados de un
experimento aleatorio.

Notacion:

Nosotros usamos letras mayusculas para representar las variables aleatorias.



Por ejemplo, si nosotros estamos interesados que nuestro experimento sea seleccionar una
muestra aleatoria de una persona de una poblacién. Podemos estar interesados en:

X = su ingreso mensual
Y = su presion arterial.

Pero también podemos tener una variable “estado marital” con tres categorias a las

que podemos llamar con letras mindscukas soltero,y =casado yz =comprometido.

Asi podemos hablar entonces de la probabilidad de que el estado marital de una persona
sea comprometido. SimbdlicamerR¢Z) = z

EJEMPLO D.1 Considere el experimento de lanzar una moneda al aire dos.vécse
define la variable aleatoriZ =numero de caras obtenidas. El espacio muestral para este
experimento esta dado p8= {RR,CR,RC, CC}, dondeC denota cara YR denota cruz.

La variableX puede tomar los valores de D,y 2; pues se puede observar gte- 0 si

el resultado eRR, X =1 si el resultado eRC 6 CR,y X =2 si el resultado e€C.

La probabilidad de que salga cero caras es:

=

PX=0)=7

La probabilidad de que salga una cara es:

1

PX=1)=7=3

BN

Y la probabilidad de que salgan dos caras es:

P(xzz):%1

Asi P(X =0)+P(X =0)+P(X =0) =1
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Distribuciones Discretas:

Definicion D.2 (Distribucién de probabilidad de una variable aleatoria discreta) Ladis-
tribucion de probabilidad de una variable aleatoria discreta X esta dada por:

Para todo valox que X pueda tomar.
Una distribucion satisface:

1. f(x) > 0Vxk

2. Z f(x)=1
La esperanza, valor esperado o también llamado media de una variable aleatoria discreta es:

H=E(x) = Zxk f (%)
La varianza de una variable aleatoria discreta es:
o? = E |(x—W’] = Y 0% W05
Asi que la desviacion estandar esta dado por:
o=V0o?

Distribuciones Uniforme
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Considérese el lanzamiento de un dado, la variable aleaXosara el resultado obtenido
en el dado. Asi que la variable aleatoria puede tomar valores 36814,5 y 6. Pero

tienen la particularidad de que todos ocurren con una misma probabéidad

La distribucion de probabilidad d¥ recibe el nombre de distribucion uniforme.

Definicion D.3 Sila variable aleatoria X toma valores con idénticas prolhiakides, en-
tonces la distribucion ¢ uniforme discreta esta dada por:

f(x;k):% . X=Xy, X0, ..., Xk

La media y la varianza de la distribucion uniforréx, k) son:

Volviendo al ejemplo del lanzamiento de los dados:

L 1243444546

35
6

o2 (1-35/°+(2—-35)*+(3—-35)°+(4-35)°+ (5-35)"+(6—35)° _ 35
6 12

Distribucién binomial

Considere el experimento de lanzar una moneda justa un nimmggoreces, es decir que
- 1 . . .
la probabilidad de caer cara es ge= E; seaX la variable aleatoria el nimero de caras
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gue se obtienen en esndanzamientos.
Asi queX puede tomar valores de 4,3, ..., n.

La distribucion de probabilidad d¥ es llamada la distribucién binomial, y se escribe

X ~Binomial(n, p). Formalmente la distribucion binomial, es la distribucién del nimero de
éxitos enn lanzamientos para los cuales la probabilidad de éxito de cualquier lanzamiento
esp.

Definicion D.4 La distribucion del nUmero x de éxitos en n experimentos imdipntes
con probabilidad p de éxito cada uno, es llamada distribucion binomial.

Los valoresn y p son llamados parametros de la distribucion.

Si p es la probabilidad éxito, entoncgs= 1— p es la probabilidad de fracaso.

Simbdlicamente su distribucion eB(x, n, p) = f(x) = (7) p*q™? , x=0,1,2,...

La media y la varianza de la distribucion binomix, n, p) son:
H=E(X)=np
o? = npq

Por ejemplo, se lanza una moneda justa 10 veces (esto quiere decir que la probabilidad de
éxito “salir cara” es de 1/2).

La variable aleatoriaX es el numero de éxitos (caras) obtenidos, el valor esperado y la
varianza es de:

p:E(x):lOé:5
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