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Resumen

La resolucién de relaciones de recurrencia es un tema de vital importancia para abordar
distintos tipos de problemas en matematica e informatica. Tradicionalmente los textos
de Estructuras Discretas que proponen métodos de resolucién de recursividades lineales,
se basan en el planteamiento de ecuaciones polinémicas dificilmente programables. Este
articulo expone un método fundamentado en el uso de valores y vectores propios, brinda la
facilidad por un lado de arrojar soluciones suficientemente generales y por otro, de utilizar
un enfoque que permite su programacion de una manera relativamente sencilla.

Palabras claves: sucesiones, recurrencia, valores, vectores, propios, no homogéneas.

Abstract

The resolution of recurrence relationships is a topic of vital importance to approach different
types of problems in mathematics and computer science. Traditionally the texts of discret
structures that propose methods of resolution of linear recurrence relations, are based on the
position of polynomial difficultly programmable equations. This article exposes a method
based in the use of values and eigenvectors, offering general solutions and on the other
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hand, using a focus that it allows its programming of a reddyigimple way.

Keywords: successions, recurrence, eigenvalues, eigenvectors, not homogeneous.

1 . 1 Introduccion

Las relaciones de recurrencia por su misma naturaleza, ponen de mani-fiesto la necesidad
de determinar de forma explicita mediante algin método o técnica, el ténrdisiono de
la sucesion que representan.

El presente articulo tiene por objetivo resolver este problema para un tipo especial de
relacion de recurrencia llamadeacurrencia lineal no homogénea con coeficientes con-
stantes de orden.lta propuesta es el complemento de una serie de dos algoritmos desar-
rollados con anterioridad, para resolver relaciones de recurrencia lineales pero estrictamente
homogéneas.

Una relacion de recurrencia lineal no homogénea de drasm coeficientes constantes
para una sucesidi®n)nenugoy > €S aquella de la forma:

Sk = Brk-1Sh k1) T Br—2Shik—2) + -+ B1Sh+1+BoS + F (n)
siendo logo, B1, - - -, Bk_1 NUmMeros reales fijos, que junto con kasondiciones iniciales:
Sj=¢j,ceR, Vj=0,... k-1

determinan de manera Unica los elementos de la sucesion.

1 . 2 Planteamiento del problema

Pretendemos generar un método mediante la aplicacion de los valores y vectores propios,
gue nos permita calcular el términeésimo de una sucesion definida por una relacion de
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recurrencia lineal no homogénea de oréiecon coeficientes constantes.
Dada una relacién de recurrencia de este tipo:
Sk = Bro 1S (k-1) +Br-2Shik—2) + -+ B1Shi1 + BoSh + F ()
junto con lak condiciones iniciales:
S =¢j,0< j<k—-1

siendo loB; y los ¢j numeros reales fijogj, j e NU{0},0 < j <k—1. El método que
aqui desarrollamos, se fundamenta en el siguiente sistema de ecuaciones:

Sk = Bro1Shi(k-1) +Br2Shi(k—2) + -+ B1Shi1 + BoSh + ()

Sik-1) = S k-1)
S k-2) = S k-2)
S1=Sn

Este sistema escrito en forma matricial, puede expresarse como:

Xnp1=AXn+ B (1.1)
siendo,
Br-1 Bk2 Br Bo

1 0 0 O
A= 0 1 0 0 una matrizk x k con entradas reales y

0 0 1 0

Shik-1) f(n)

Sik-2 0
Xn = +h-2) ,B= , vectores erRK.
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En[1.] se observa aplicando un método iterativo progresigo qu

X1 =AXo+B
Xo=AX1+B=A-(AXo+B)+B=A%Xy+A-B+B
X3 =AX2+B=A-(A?X+A-B+B)+B=A%+A?-B+A-B+B

Xn=A"o+A"1.B+A"2.B+...+A-B+B

En consecuencia, se intuye la siguiente generalizacion:
Xn=A"%o+A" 1. B+A"2.B+...4+A-B+B,¥neN (1.2)

El resultadd 12 se puede demostrar con mucha sencillez utilizando el primer principio de
induccion mateméatica. Omitiremos esta demostracion.

Al observaf 1.2 notamos que nuestro problema queda completamente resuelto si logramos
calcularA" con 1< h<n,he N, pues al desarrollah"Xg+A" 1. B+ A" 2. B4 ... +

A -B+ B nos interesa obtener la dltima fila de esta matriz que nos devuelve de manera
explicita aS,.

SiA es una matriz diagonalizable, sabemos que existen una matriz inveryiblea matriz
diagonalD formada por los valores propios Aetales queA = PDP~L. Esto nos permite
hallarA" Vh, h € N pues por induccién matemética se puede comprobar que:

A" =pD"p?

En el articulo[[5], se demostrd que la mathAzes diagonalizable si y solo si todos sus
valores propios son simples, ademas, se probo que:

)\571 )\léfl . )\Ilz71
p— : : o (1.3)
A AS o N
1 i . 1

siendoAs, Az,..., Ak los valores propios de la matrix. Adicionalmente en la citada
publicacion se demostré que el polinomio caracteristica diene dado por:

PA) = A= B A — B oAk 2 - —B1A — By (1.4)
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Por otra parte, si la matria no es diagonalizable (tiene valores propios de multiplicidad
algebraica mayor estricta a uno), ésta se puede reducir a través de una matriz de Jordan.
Por resultados conocidos de la teoria de matrices con certeza sabemos que para cualquier
matriz cuadrad® es posible encontrar su forma canénica de Jordan, sin embargo, ¢ cuél
es el procedimiento que se aplica para ello?

En términos generales dada una matriz My (R) con valores propios distintos dos a dos
A1,A2,...,Ayn de multiplicidad algebraicey,r», ...,y respectivamente, si suponemos que
los subespacios propi(ﬁj Vj,j € N,1< j <mson de dimensién uno, y siendq un
vector propio asociado & Vj,j € N,1 < j <m, el método que utilizaremos se basa en
formar y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

(A—Aj|k)xzj=xlj
(A=Al X =X

J s 2 conrj #1 (1.5)
(A=Al X5 =X 4

A cada uno de los vectorég,xe‘,, . ,Xr‘j se les llama vectores propios generalizados o
generalisimos dé, asociados al valor propib;.

Hallando estos vectores propios generalisimpg € N,1 < j <m, es posible obtener la
matriz de transicio® 1, la cual viene dada por:

(Xll )(21 xrl x12 )(22 sz ce XX er)

1 2 m

Observe que por cada vector prombse formarr columnas el 1 si ri =1entonces el
nico vector que se requiere para completarjlaslumnas correspondientes en esta matriz,
es el vector propit)(lJ y en este caso por tanto, no se debe hallar ningun vector propio gen-
eralizado. Ademas, si alguin subespacio prdﬁgijoes de dimensiot) € N, tj # 1 existert;
vectores propios asociadoa ginealmente independientes y en consecuencia se requetriran
rj —t;j vectores propios generalizados, para formarjlaslumnas correspondientesfent.
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Centremos ahora nuestra atencion, en cémo hallar la poterégma de una matriz de
Jordan. Dada una matriz de Jordan de la forma:

B1 (A1) 0 0 0
0 B2 (A2) 0 0
J= 0 0  Bs(As) - 0
0 0 0 -+ Bm(Am)
es notable su estructura diagonal, en consecuencia se puede inferir que:
(By (A\))" 0 0 0
0 (B (}\2))n 0 ‘e 0
= 0 0 (Bs(Mg))" - 0 vnneN  (L6)
0 0 0 o (Bm(Am)"

es decir, la potencia—ésima de una matriz de Jordan se puede calcular al obtener las
potenciasn—ésimas de los bloques que la constituyen, sin embargo, ¢cémo se calculan
dichas potencias?, para dar respuesta a esta pregunta se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 1.1 (Potencia n—ésima de un blogue de Jordan)  Sea B= (bj;) € M, (R) un
bloque de Jordan de la forma:

Asii=|
bijz 1sij=i+1
0 en otro caso
es decir:

A1 O 0 0
0 A 1 0 0
B= S
0O 00 .-~ A1
0O 00 -~ 0 A

entonces B= (cjj) € M, (R) Vn,n € N es tal que:
AMsii=j
n!

(n—H1!
Osii> |

cj = ANMsij=i+lconl=1,2,....r—1
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o bien:
! —
AN = l)'l')\n 1 = |)|2')\n j leniMAn r+;
n: — n! —
0 AN ( 1)!1')\n m}\n r+
B = : : : .
0 0 0 = l)lll)\n 1
0 0 0 X

prueba.Procedamos por el primer principio de induccién.
Paran=1,B = (A) = B" = (A") con lo cual queda probado el teorema en este caso.

Supongamos por hipétesis de induccién que para égda N, BK = (c{j) es tal que:

AKsii=j
K!
/o k—I _
G = W)\ sij=i+lconl=212,....r—1
Osii>|j

Probemos el teorema paka- 1. SeaB*™ = (¢j) € M, (R):

B“l — Bk.B por definicion de potencia de matrices
r

= G = Zc{hbhj por definicion del producto de matrices
h=1

Consideremos los siguientes casos:
a)i=]j
Gi = Z Cinbhi

= C/ bll ‘|'C/ b2| +.. +Cf. 1b| 1i +C|/| bu +Cf|+1bl+1| +.. +qrbr|
0+0+ A0+A-AK+0+...40
Akl por definicion deB y la hipétesis inductiva

b) j=i+lconl=12,....r—1
r
Ciit = ) Cinbhit
=t

= Ciybaitt + Clpboigt + ..+ €y b~ 1t + iy Bt + iy s abipipain .+
Cir brii
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_ k! k1| k! k—I
_O+O+"'+(k+1—l)!(l—1)!)\ 1+A (k—I)!I!)\ +0+...+0 por
definicion deBy la hipétesis inductiva
_ k! k+1-1 k+1-17 k! k+1—1 [1+k+1-1
SR e T AN i el e o e A B
_ k! N k+1 _ (k-+1)! NN
(k+1-DH{—21) I (k+1—-DH!
C)i>|

r
Cij = C-/hbh'

hzl i J

CiaP1j +Cipbzj + .-+ ¢ 10 1j + by + ¢ gbjaj + . G by
0+0+...40-14+0-A+0+...40
=0 por definicion deB y la hipétesis inductiva

AFLsij= |

e (K+DY iar o _

oGy = m)\ sij=i+lconl=212....r—-1
Osii>|

Estos resultados nos permiten crear un modelo general, para resolver relaciones de re-
currencia no homogéneas lineales de cualquier orden cuando los valores propios tienen
multiplicidad algebraica mayor estricta que uno. Supongamos que la ecuacion caracteris-
tica tienem soluciones distintas dos a dag, Ao, ..., Am con multiplicidades algebraicas
ri,ro,...,rmrespectivamente. Bajo estas condiciones sabemos que:

A"=pP71.0".P vn,ne NU{0}

con:
(B1 ()\l))n 0 0 0
0 (Bz()\z))n 0 0
"= 0 0 (B3(A3))" - 0 por[1.6
6 O 0 (Bmo\m))n

donde cad®; (Aj) es un bloque de Jordan de ordgry P es la matriz de transformacion
de semejanza de la forma candnica de JordaA.dAdemas, por el teorema 1 tenemos
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que:

! -1 ! -2 ! n—rj+1
)‘? (njl.)!ll)\rjj (nfnz)!Z!)‘rj1 m)‘j J
n n_ yn-1 n! n—rj+2
o) 0 A momh T ) 2
BY(A\j) =
[N : : : :
: : : . I
0 0 0 o (nfnl)ll! 7\?
0 0 0 AR

J

Por otra parte, para determinar las columnas de la nfatdizhemos observado que por
cada valor propio\j de multiplicidad algebraica; se formanr; columnas deP 1, la
primera de ellas corresponde al vector proé}#‘l,)\'f‘z, .. ,)\j,l) asociado & ; y las

otrasrj — 1 columnas estan constituidas pp+- 1 vectores propios generalisimos asociados
anh;.
j

El nimero maximo de vectores propios generalisimos que es necesario encontrar en este
método, es igual B— 1y lo anterior ocurre cuando de la ecuacién caracteristica se obtiene
una Unica solucién. Si a lo sumo se requiekenl vectores propios generalisimos, a
continuacion se explicara cémo encontrar estos vectores.

Para el caso dos por dos el vector propio generalisimo requeridd,@s Los vec-
tores propios generalisimos asociadosjgpara el caso tres por tres s¢PAj,1,0) y
(1,0,0). Para el caso cuatro por cuatro los vectores propios generalisimos asociados

alj son (37\]2,2)\1,1,0>, (3Aj,1,0,0) y (1,0,0,0), para el caso cinco por cinco son
(4)\?,3)\12,2\],1,0) : (6)\12,3)\1-,1,0,0) ,(41,1,0,0,0) y (1,0,0,0,0) y para el caso seis
por seis corresponden  a (5)\‘1-‘,4)\13,3)\]2,2)\1-,1,0) , (10)\?,6)\12,3)\,-,1,0,0),
(10)\12,4)\,-,1,0,0,0), (51,1,0,0,0,0)y (1,0,0,0,0,0).

Si formamos por cada grupo de vectores afiadiendo el vector propio original una matriz de
coeficientes por fila para cada potencia\jese obtiene lo siguiente:
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La matrizHij € M; (R) Vi,i € N,i > 2, representa la matriz de coeficientes del vector propio
original y los vectores propios generalisimos asociadgs para el casdpori.

Lo interesante de cada una de estas matrices triangulares superiores, radidadeysus
nales no nulas. Observe por ejemplo las diagonales no nulas de la H}{ateilztriéngulo
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numeérico que estas forman viene dado por:

1 3 3 1
1 46 41
1 5 10 10 5 1

que corresponde al triangulo de Pascalgen5. Lo anterior significa que las diagonales
de la matrizH} estan constituidas por coeficientes binomiales.

En términos mas generales, es posible concluir por induccion finita que:

GRGROE I

B T e T B I

H= 0 0 (%) @ G (1.7)
0 0 0 (D ()
o o o -0 (5

La matriz HiJ del vector propio original y los vectores propios generalisimos asociados a
Aj, nos permite completar lag columnas dé1 por cada\jconj=1,2,...,m.

A partir de los resultados obtenidos es posible expresar la potenéisima de la matriz
A en[1.2 como:

Ah=pThp-1 (1.8)
siendoT una matriz diagonal o una matriz de Jordan segun sea el caso.

Si en[I.2 sustituimos la matri utilizando L8 entonces se obtiene:

Xe = PTP X+PT" P 1.B+PT"2P1.B+...+PTP1.B
=X = PTP X4+ P (T4 T 24 T0) .p-L.B (19)
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El resultadd_1J9 proporciona un método general para resoiaciones de recurrencia
lineales no homogéneas con coeficientes constantes de cualquier orden. En la seccién
siguiente se exponen demostraciones formales que resuelven recursividades de orden dos
y tres, sin embargo, el algoritmo explicado a través de estos casos particulares, permite
deducir un método de resolucion en recurrencias de orden mayor.

1 . 3 Relaciones de recurrencia lineales no homogéneas de orden

dos

1.3.1 Método de resolucién

Dada la relacion de recurrencia:

Sz =B1Sir1 +BoS + f(n)

sujeta a las condiciones inicial& = ¢y, S; = ¢;. Tenemos segln_1.4 que el polinomio
caracteristico definido por la matifz = ( El go ) corresponde a:

P(A) =A% —B1A —Bo
Este polinomio puede tener dos raides Ay; distintas o iguales.

Si las raices son distintas, la maffi2Zn[1.9 es una matriz diagonal de la forma:

(MO
(% %)
Ademas, po113:

1 A
P— < )\l )\2 ) = P71: < AM—A2 7)\1—2)\2 )
1 1 o A
A —Ao AM—Ao

Por tanto, efi 119:
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o )\2 0 —1 C]_
o (0% )

P-(T”1+T”2+---+T0)-Pl-< fg‘) )

MM (525 —Rox 2 ) — AN (525 —haxy:)
IV e

)\“()\1 A2 }\2)\1 }\2) }\n<>\1 A2 )\1)‘1 AZ)

p (MM Pl 0 Pt T
0 )\2—1+)\2*2+...+1 0

MM (2 o) -3 (% —Maxy)

n G Co n
)‘1 A—A2 )‘ZM—AZ) A (Al A2 )‘1>\1 Az)

A -1
P,( w1 0 )P( f(n) )
0 0

AaAY ()\ % ~Menon, )\2> )‘2}‘n<A & MR AZ)
x - fo

n c Co n _C
)‘l<)\1—)\2 )\2}\1—)\2) A ()\1 2 Alh—h)

A A1 A, AI—1
fn) s — f R4y

fn) AMl—1  f(n) Al-1

M—1A1—A2 A—1 A=Az

)\1)\”<)\1 A2 )\Zﬁ) )\2)\'1()‘1 A2 )\l)‘l )‘2>+“.

=X =
n (e . _c Y.
A ()\1 NPRREAYY v )\2) Az(xlfxz )‘1)\17)\2>+
A )\n A2 )\g_l
W ves e )\z SR W v v s

M—1 A\ A—1A1—A\2
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Se supone en este desarrollo que ningin valor propio es igudl,ai asi fuera entonces
A1 A2 ...+ 1=n. Finalmente, bajo esta restriccion:

_3n G Co _\n Gt _ Co
S )\l<)\1—7\2 )\2)\1—)\2> )\2<7\1—7\2 )\1)‘1_)‘2>+ (1.10)
f(n) AI—1  f(n) A3-1
AM—1IA—A2 Ax—1A1—No
en caso contrario:
x _ MAD (5 —Aarss; ) —AM3 (s —Aags )+
- )\n( G4 )% )_)\n( G )\, _% )
1\ A=Az 2X1—x; 2\ x=A2 1N=5
A A
F(n) 2% — F(n) 525 )
es decir:
3N C1 . Co N C1 . Co
81_)\1<M_)\2 )\2)\1_)\2) )\2<)\1_)\2 )\1)\1_)\2) (1.11)

SiA1 = Ao, entonces segiin 1.6:

Ademas, por 117:

En[19:
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Xn

= Xn

= Xn

Al At L4 (c
p.(o A7 .p1. o
P-(T”1+T”2+--~+T°)-P1-(

( A1 (Afco+ AT (€1 — Agco)) +A

Alco+nA] 1 (c1 — Aico)

A2l (DA 2 4 (n—2)AT S 1

( O

( A1 (Afco+nAT 1 (c1— A1co)) +A

Alco +nA] 2 (c1 — A\ico)

Al-1 11 M
M-l (A1) M (A-1)

P.
AN—1
1
0 AM—1

Este resultado se justifica pues:

n—1 . 1
j .XJ_l = 2 1 1 XN . .
le( ) { T KR (N+Xx—nx) si

7(c1—A1Co)

7(c1—A1Co)

> (N+A1—NA1)

)+

fgn)>
)+...

AT A2l

)+...
-t

si x=1

x#1

lo cual es comprobable por induccién matematica. Luego:

(n)
0

)

15

(1.12)
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A1 (Afco+ ATt (¢ — A1co)) +AT (€1 — A1co) )
Xn = 4+ .-

Alco + A1 (c1 — A\ico)

f A7
A 1)+ F A (i — &l (nda - o)

1 1 A
f(n)(()\l_l)z R (n+)\l—n)\1))

A ()\?_Co + nATl (Cl — )\100)) —|—)\2 (Cl — )\100) +

=Xn =
)\ _
Agc0+f(n)( raen et (n+A1—nAl))+nA2 L(c1 — A1co)
)\n

O (g~ 1)+ f(n )7\1((A T, (n-+ A1 =) )

Finalmente:
1 1 A
Nco+f (n — = — 1 (n+Ar—nAp) | +nA (e — A 1.13

31 CO ( )<()\11)2 )\1 ()\171)2( 1 1)) 1 ( 1 100) ( )

siA1 # 1. En caso contrario,
n l
Z j-x 7t (n 1)y AT A2 1=,

es decir:

( A1 (Afco+ AT (e — A1o)) +AT (€1 —A1Co) + F (N)n+ 3 (n)nAy (n—1) )
Xo =

Alco+ 2 (n)n(n—1) +nA]~* (c1 — A1co)

de donde:

S =Aco+ = f() n(n—1)+n\"1(c; — M\ico) (1.14)
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1.3.2 Ejemplos

EJEMPLO 1.1 Definamos la sucesion recursi€. > = —S,11 +6S, + 8n— 10 sujeta a las
condiciones iniciale§ = 2,S; = —1. Formando el sistema de ecuaciones:

{ Si2=-S11+65+8n-10
Si1=S

-1

se tiene que la matriz asociada al sistemA%( 1

6 . o
o)V las condiciones iniciales

estan dadas pofy = < ) . El polinomio caracteristico de la matdzes:

2
PA)=A+A-6

cuyas raiz soh; = 2 y A\, = —3. Por[1.10 tenemos qu# corresponde a:

S= §Z“n72n+§(73)”n72”+%(73)”+gVn,neNU{O}

EJEMPLO 1.2 Definamos la sucesion recursi@a, » = 25,11 — S, + 3" sujeta a las condi-
ciones inicialesgy = 1,5 = 3. Formando el sistema de ecuaciones:

{ S12=25%1—S
S1=Sn

. . . . 2 -1 - L
se tiene que la matriz asociada al sistemA es 1 0 y las condiciones iniciales

estan dadas pofy = ( 3 ) . El polinomio caracteristico de la matrzes:

1
PA\)=A2—2A+1
cuya Unica raiz es; = 1. Por[1.14 tenemos qu® corresponde a:

S =2n+ %3“n(n—1)+1Vn,n€NU{0}
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1 4 Relaciones de recurrencia lineales no homogéneas de orden

tres

1.4.1 Método de resolucién

Dada la sucesion:
Shiz = B2Shi2 4+ B1Si1 + BoSi+ f(n)

sujeta a las condiciones inicials= cg, Sy = ¢1 Y S = ¢, el polinomio caracteristico def
inido para la matriA segur. T4 esta dado por:

P(\) = A3 —BoA? — BiA —Bo

Las raiced\1,A2, A3 de este polinomio derivan tres casos posibles: que sean distintas dos a
dos, que dos de ellas sean iguales, o bien, que las tres raices sean iguales. A continuacién,
resolveremos cada caso por separado.

Si las raices son distintas dos a dos, la matren[1.9 es la matriz diagonal:

A 0O
T= 0 A O
0 0 As
Porl1.3:
2 32 32
AT A A3
P = A A2 A3
1 1 1
_ l )\2+)\3 7}\ )\73
Ao+A3—A2A3—1 Ao+A3—AoA3—1 2)\2+)\3—)\2)\3—1
1 _ 1 A3+1 _ A3
=P = A—A3—A3+AA3  Ap—A3—A3+A2A3 A2—A3—A3+A2)3
1 _ )\2+l )\2
A2—A3+A3-A2)A3 A2—A3+A3—-AzA3 A2—A3+A3-A2)3

Luego, e 1.9:
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A} 0 0 c2

Xo = P-[ 0 A3 O |-PL| ¢ |+
0 0 A} Co

f(n)

P-(TH14T" 24410 P2 [ 0

0

= Xn

n ( Co —c A2+A3
LA MMM -MAz+Az)3 A—A1A2—A1A3+A2A3

Co
+A2As M AAz—MAz+h2Aa ) +

n C _ A1+A3 Co ..
A2 (Agf)\lxzml)\r)\m ! MAA2+AAa—A2hs +A1As )\2?7}\1)\2#\1)\37)\2)\3) +

n C _ A+Ap Co
A3 <A§+)\1>\27)\1)\37)\2)\3 ! MAA2—AAa—Azhs + )\1)\2)\§+)\1)\24\1)\37}\2)\3)
AL A2 0 0
P. 0 AL 24l 0
0 0 A2l
f(n)
p-t. 0
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=X =
n o) AotAg Co )
—C AAN—s—-—H0
1()\§7)\1)\27)\1)\3+)\2)\3 1)\§7>\1A27}\1}\3+A2)\3+ 23 N2 N A tAhs +
A+A Co
M ( 2 ¢ KR e FiPes e el R
2\ NAA2AAz—Azh3 1)\577\1A2+)\1)\37}\2)\3+ A2 NN Aha—Aohs +
+..
7\”( ) _ A14A2 A A Co )
3 \NrAha—Aiha—Azhs Cl)\§+)\l)\2—)\1)\3—)\2)\3+ LD VDY) PR Y P Py
A1
-1 no 0 f(n)
P o 35 o [P O
-1 0
3
0 0 o1
=Xn =
)\2+)\3

AD ( C2 _
LA M NMA-AA3+AzA;

! M AA2—AAa+hzhs

co ...
+A2As M Nhz—AAa+Azhs ) +

A1+A3

n ( C2 _
2\ M3—MA2+A1Az—Azh3

C1 MAA2+AAa—A2hs

%
*Al)‘?’xg—xlxzﬂlxﬂzxg) +

)\1+)\2

AR ( C2 _
3\ A3 +A A2 AAg—A2Ag

f(n) A1

%
! MAAA2-AAz—A2hs +Ah2 MAA2—AA3—AzAs )

f(n) A1 f(n) -1

AM—L1AZ-AA2—AAs+A2)3

A—1 )\%7}\1)\2+)\1)\37)\2)\3 Az-1 )\%+)\1)\27)\1)\37)\2)\3



Revista digital Matematica, Educacion e | nternet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/). Vol 10, No 1. , 2009. 21

De acuerdo con lo anterior:

C2 A2+A3 Co
S = A —¢c FAA Fo
S U VY VD V) VT V) Ve VI U VO ¥ PN Vs VL VI V) PR Wy VR Py

AL+A
)\2< C2 c 1+A3 +)\l)\3 Co )+

)\% —A1A2 +A1A3 — A2z B 1)\% —A1A2 +A1A3—A2A3 )\% —A1A2 +A1A3 — A2z

2 AL +A2 Co
A1 v v v w s v vl by s v wen v vens w Wi L U bvons wvens wosmswe vl IS
3T A1A2 —A1A3 = A2A3 3+ A1A2 —A1A3 —A2A3 3+ A1A2 —A1A3 —A2A3

f(n) A -1 N f(n) AN—-1 N
)\1*1)\%7)\1)\27)\1)\3+)\2)\3 )\2*1)\%*)\1)\24“}\1)\3*)\2)\3

f(n) Aj—-1
Az—1 )\% +A1A2 —A1A3—A2A3

(1.15)

la cual es valida siempre y cuando ninguno de los valores propios sea igual a uno. Si
para algin, 1 <i < 3, A = 1, entonce\ 1+ \""2 4 ... 4 1 = ny se recurre al mismo
procedimiento aplicado para obtener la expresién| 1.15, obteniéndose:

C2 A2+A3 Co
— A —c A\
S 1<A§—A1A2—A1A3+>\2A3 N2 Ak Ahs tAzhg 2 3A§—A1A2—A1A3+A2A3)+
C AL+A
}\2 5 2 —C15 1173 +A1A3 5 “ +
)\27)\1)\2+)\1)\37)\2)\3 )\27}\1)\2+)\1)\37)\2)\3 )\27)\1)\2+)\1)\37}\2}\3
C AL+A
}\g 5 2 —C5 1+ 72 +A1A2 5 Co +
)\3—0—)\1)\2—)\1)\3—)\2)\3 )\3+)\1)\2—)\1)\3—7\2)\3 )\3—|—)\1)\2—}\1)\3—)\2)\3
f(n)n f(n) A -1
)\% —AA2—AA3+AoA3  Ax-—1 )\% —A1A2+A1A3 —A2A3
f(n) A -1

1.16
)\3—1)\§+7\1)\2—)\1)\3—)\2)\3 ( )
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En un segundo caso, &j = A3 y distintos aA, entonces por_116 la matriz en[1.9
corresponde a:

A1 0
T=1 0 AL O
0O 0 X
Ademas, segln1.7:
A2 2N A2
P = A1 A2
1 O 1
_ 2\ A2(A2—2\1)
R v L vl
d i TR v R v
1 —2\1 1

Por tanto, efi 119:

AT At oo C2
X» = P 0 A} o |-PL|c |+
0 0 A Co
f(n)
P-(TM14T" 24470 P2 [ 0O
0
AT nATt 0 C2
Xo = P-[ 0 Af 0 |-Pt| c |+
0 0 AJ Co
AT-1 11 M _
R e M (y-ae (VA0 1 fi
P. 0 Ai,l (}\)n ) Pt 8
0o 0 -
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Al resolver este producto y tomar la Gltima fila de la matriz resultante, se concluye que:

C2 2 Co C1
S = A +A —2A +
’ <)‘% Y Y S A YRy +>\§>
A2 — 2\ C c
An( NN N2 M)t
12T A 1 1A2 +A5 1 1A2+A5

_ A +A2 Co
a2 M A
! (?\1*)\2 Cl)\l*)\z—i_ SV *

n C2 A +A2 Co
A , M2 o
)\3+)\1)\2—)\1)\3—)\2)\3 )\ +)\1)\2—)\1)\3—)\2)\3 )\3"‘)\1)\2—)\1)\3—)\2)\3
AL+A
n7\27l 2 e —C15 Line +AA3 2 T
)\27)\1)\2+)\1}\37)\2)\3 )\27)\1)\2+)\1)\37)\2)\3 )\27)\1)\2+)\1)\37)\2)\3
11 M
A A
N (M=) ) Ap-1 fn) __ A3- (1.17)
A1—Ao M—1A2—2MA2+A3  A2—1A2—2MAx+A3

Esta formula se puede utilizar cuando todos los valores propios son distintos de uno. En
caso contrario, si; = 1, Z i-x ) =1in(n—1)y A7t +A]"2+ ...+ 1=n posterior-

mente el procedimiento de resolucion es equivalente a lo expuesto con anterioridad. Podria
ocurrir también qué, = 1. En dicho caso &mplemerﬁ? +A) 2 4 ... 41 se sustituye
porn.

Por dltimo, siA\; = A2 = A3, distintos de uno, tendriamos [horl1.6 que la matren[1.9 es:

A 100
T=10 AN 1
0 0 M

Por otra parte, de acuerdo donl1.7:



24 Revista digital Matematica, Educacién e | nternet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/). Vol 10, No 1. , 2009.

A2y 1
P = M1 0
1 0 0
0 0 1
=p1l = 0o 1 -\
1 -2nm A2
Entonces en119:
AD At R Ln-2 C2
Xoo = P-{ 0 A7 m}? P e |
0 O A7 Co
f(n)
P_(Tnfl_"_Tan_i__“_’_TO)_Pfl. 0
0

Para continuar con este desarrollo, es necesario utilizar:

in(n-1)(n-2) si x=1

n-1 7/
1= j-2 S I N U
( 2 X )= TR ArRTS si x#1
= (—=n—3nx¢ — 2rX+ n?x% + 4nx+ n? 4 2¢)

(1.18)

lo cual se puede demostrar sin mayor dificultad por induccion matemética. Luego:
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AD mapt R Bpn-2 C2
X» = P-|l 0 AD n)\r11—1 P g |+
0 O A7 Co
AM-1 11 M _
v Sy vy b v vy AURRASLAY
P-| o A1
Mol
0 0
1M 232 _ 2 a2 _ 21
N2 T (n );ﬁ 2rA1 +n? — 3nAZ +4n\ — N+ 2)%) =
1 1
Mo1? M (}\1_11)2 (N+A1—nAg)
A1
A1
f(n)
PpL. 0

Al tomar la Gltima fila de este producto se obtiene:

1
S, = )\Tco+n>\r1“1(c1—)\100)+En)\g‘z(n—l) (coh2 —2cihi+Cp) — -+

1 1 A
f(n -1
( )(@1—1)3 2% (\—1)°
n-1 -
SiA1=Az=A3 =1, por[L12 y'LIB se reemplaZp (j A ) =in(n-1)y
=1

=
como resultado:

25

(nPA2 — 2rPA1 +n? — 3nA + 4nk —n+ 2)\%))

(1.19)

n-1,6 . )
;(71(1273 -)\’1_2) =In(n-1)(n—2)yN["*+ ]2+ ...+ 1=nen[LD, lo cual nos da
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1
S = Moo+t (e —Aico) + EnN;—Z(n— 1) (CoMf —2CiA1 + o) + -+
1
f (n)én(n— 1)(n—2) (1.20)

1.4.2 Ejemplos

EJEMPLO 1.3 Definimos la sucesion recursivé,z = Syi2 4+ Sie1 4+ 25+ n? + 3" sujeta
alas condicione§=1,5 =1,S = 1. Formando el sistema de ecuaciones:

Sm+3:S1+2+S1+1+281+n2+3”

Si2=Su2
S1=S1
11 2
se tiene que la matriz asociada al sistemaes| 1 0 0 | ylascondicionesiniciales
0 1 0
1
estan dadas pofg= | 1 |. El polinomio caracteristico de la matézes:
1

PA) = AN -A2-2-2

cuyas raices son 2,3 + 3iv/3,—1 — i\/3. PofLIb se tiene qui corresponde a:
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S = AP (HVE-D A (VE- 1)+ A9 (HiVE- 1)+
5 (V33" + HivVa(-3ivE-3) "+
HVAEVE- 1)+ 3 (AVE- 1)+ 3 (V-4
A1 (4iv3-1)" - A (Jiv3- )"+
$2'n?4 320 — In2— 33"+ 1674
Livar? (-3iv3-1)"- Livar? (3iv3-1)" vn,ne NU{0}

EJEMPLO 1.4 Definamos la sucesién recursi@a 3 = 5S,,2 —3S,11— 95, — 5" +sinnsu-
jetaalas condicionesinicial&g=1,5 = 0,$, = —1. Formando el sistema de ecuaciones:

$13=5%2-3%11—95—-5"+sinn

S2=S2
Si1=Sn
5 -3 -9
se tiene que la matriz asociada al sistem#es [ 1 0 O y las condiciones
0 1 O
-1
iniciales estan dadas p¥p = 0 . El polinomio caracteristico de la matrzes:
1

P(A) =A3—5M+3\+9

cuyas raices soh; = 3 de multiplicidad algebraica dos A» = —1 de multiplicidad
algebraica uno. Por1.l7 tenemos @4€orresponde a:

S = isenn)-13m-Li1gn- L (—1)"senn)— 33"senn)+3(-1)"+.--

1314 L (-5)" - 25"+ 215"+ .1.3"n-sen(n) ¥n,ne NU {0}
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1 . 5 Conclusiones

El algoritmo desarrollado en este trabajo finaliza una serie de resultados conducentes a
la resolucidon de relaciones de recurrencia lineales con coeficientes constantes, tanto ho-
mogéneas como ho homogéneas.

Los resultados obtenidos permiten programar formas de resolucion de recursividades de una
manera rapida y eficiente. A futuro se espera desarrollar una aplicacion que se fundamente
en estos insumos tedricos para solucionar completamente el problema.
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