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Resumen.

A través de una serie de problemas, cuya solucién nos sumerge en el mundo matemadtico de los procesos
infinitos, en forma natural se llega a la idea de sucesion y limite de una sucesién. En algunos de los problemas
planteados aparecen objetos geométricos, con ciertas propiedades especiales, como por ejemplo la propiedad
de tener longitud infinita pero encerrar un area finita, esto nos permite hacer una "presentacién" de los objetos
geométricos conocidos como "fractales autosemejantes”. Una de las propiedades caracteristicas de un fractal
es su dimensién, por lo que se introduce el concepto de dimension fractal.
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Abstract.

Through a series of problems whose solution we are immersed in the mathematical world of infinite processes,
in the natural way reaches the idea of sequence and limit of a sequence. In some of the problems raised appear
geometric objects, with certain special properties, such as the property of being infinite length but enclose
a finite area, this allows us to make a "presentation" of the geometric objects known as "self-similar frac-
tals". One of the characteristic properties of a fractal is its size, so it introduces the concept of fractal dimension.
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1 o 1 Introduccion

A través de una serie de problemas, cuya solucién nos sumerge en el mundo matemético de los procesos
infinitos, en forma natural se llega a la idea de sucesién y limite de una sucesién. En algunos de los problemas
planteados aparecen objetos geométricos, con ciertas propiedades especiales, como por ejemplo la propiedad
de tener longitud infinita pero encerrar un drea finita, esto nos permite hacer una "presentacién" de los objetos
geométricos conocidos como "fractales autosemejantes”. Una de las propiedades caracteristicas de un fractal
es su dimensidn, por lo que se introduce el concepto de dimensién fractal.
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1.2 Problema 1. Las Torres de Hanoi.

Este es un problema que a veces se rodea de historias impregnadas de misticismo (véase [2] y [4]), pero que
en realidad es un problema planteado por el matematico francés Edouard Anatole Lucas alrededor de 1880 y
se formula en los términos siguientes: Se tienen tres "postes” (figura 1.1); en uno de ellos se coloca una pila
de discos y el tamafio de cada uno de ellos decrece conforme crece el nimero de discos.

Figura 1.1 Torres de Hanoi

El proceso se debe realizar bajo las reglas siguientes: 1. En cada movimiento s6lo se debe mover un disco. 2.
Un disco de cierto tamafio no debe colocarse encima de uno de menor tamafio.

Denotemos por P; el poste inicial, P, el poste auxiliar, Py el poste final y numeremos los discos de abajo hacia
arriba desde 1 hasta n.

Sin =1, el nimero minimo de movimientos para cambiar la torre es igual a 1.

Si n = 2, el procedimiento que se sigue para cambiar de lugar la torre y obtener el nimero minimo de
movimientos consiste en cambiar el disco 2 al poste Py, el disco 1 al poste Py y enseguida el disco 2 al poste
Py. Entonces el niimero minimo de movimientos es 3.

Si n = 3, el procedimiento consiste en cambiar
1. Eldisco 3 al poste Py
2. El disco 2 al poste P,
3. Eldisco 3 al poste P,
4. Eldisco 1 al poste Py
5. El disco 3 al poste P;
6. El disco 2 al poste Py.

7. Eldisco 3 al poste Py
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Entonces el nimero minimo de movimientos es 7.

Como se ve el procedimiento es bastante largo y tedioso, pero si usamos la informacién anterior y por ejemplo
para el caso de 4 discos tomamos los discos 2,3 y 4 como una unidad y los movemos juntos, el problema se
reduce al de n = 2, s6lo que en dos de los tres movimientos que se requieren para cambiar la torre se cambid
la unidad de los tres discos juntos, lo cual significa requiere 7 movimientos cada vez. Por lo tanto el niimero
minimo de movimientos es 15.

Al hacer uso de este método recursivo una y otra vez, se deduce que el nimero mimimo de movimientos
queda expresado por la férmula

N(n)=2"-1
donde n es el nimero de discos. Si consideramos que n pueda tomar cualquier valor natural, se tiene una

Ag Ap Ap A A
sucesién{N(n)}o{N,,}:{ 0 20 20 20 0

99 g1 ga T gn } cuyo término general es

Ny=2"—1

1.3 Problema 2. Triangulos anidados.

(Véase [7]]) En la figura 2 aparecen los primero tridngulos de un conjunto infinito de tridngulos anidados.
¢;Cudnto vale la suma p de los perimetros de “todos” los tridngulos?

Figura 1.2  Tridngulos anidados

Como cada uno de los tridngulos es equildtero y el lado del mds grande mide 4, se deduce que la longitud de
los tridngulos que siguen es

1 1

2 3

1

) 9

N =

En consecuencia se obtiene

11 1 3/1 1 1
—3(4424 144 — 4... S R bl e e U R E
p <+ 4ottt gt ) - (2+22+ + 5y )
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3 1 1 1
es decir, p =21+ 3 lim /,,donde [, = -+ — +---+ —=, es decir,
n—roo

2 22 2n—37
1D —D+1D+1 D+1D +1 D—&-ID—&-1 D+1D =D l—l—l 3
3 =10 3 0 3 0 3 0 3 0 3 0 3 0 3 0 = Lo 3 .

La sucesién  {l,} tiene como término general la suma de una progresién geométrica. Como [, =

1 n—2
. (2> AN "2
—Z =2 1- (> ,entonces lim2 | 1— <> =2.
1—1 2 n—soo 2
2

Por lo tanto p = 24..

1.4 Problema 3. Cuadrados anidados

(Véase [/]) Enla figura 1.3 se dibujaron los primeros cuadrados de un conjunto infinito de cuadrados anidados.

Ad

infinitum /

Figura 1.3 Cuadrados anidados

(Cudl es la suma A de las dreas de '"'todos'' los cuadrados si el drea del mds grande es 4?

11 1 1 1
Numeremos los cuadrados de afuera hacia adentro, 1,2,3,--- AT R ARV E Como el area del
cuadrado 1 es 4, su lado mide 2, por lo que con el teorema de Pitdgoras se obtiene que el lado del cuadrado 2
2 2
2 2
mide /2, entonces el drea s igual a2, el lado del cuadrado mide ({) + ({) = 1. Inmediatamente

nos damos cuenta que el proceso es igual para todos los cuadrados que siguen, en consecuencia la sucesion
{A, } de las éreas de los cuadrados es
11 1
4727 17 5; ?a B Fa
Por lo tanto la suma de "todas" las dreas es

A= lgn(Al—FAz—l—“-—‘rAn),

donde A, = es decir,

on-37
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, 11 1 . 11 1
Ar}g&<4+2+1+2+22+~~+2“+m) 6+7}5130(4+2+1+2+22+m+2n3+~~~> =8.

1 .5 Problema 4. Sucesion de Fibonacci.

En la obra "Liber abacci" escrita en 1202 por el matematico italiano Leonardo de Pisa, mejor conocido como
Fibonacci aparecen muchos problemas matematicos, entre los que se encuentra el siguiente: "';Cudntas
parejas de conejos se obtienen a partir de una pareja inicial en el transcurso de un afio?" (Véase [§])). Se
supone que:

1. 1. Una pareja de conejos se reproduce por primera vez a los dos meses y engendra una nueva pareja.

2. 2. A partir de que una pareja se reproduce por primera vez, se vuelve a reproducir mensualmente, y
cada vez engendra una nueva pareja.

Pares de
conejos
1

Figura 1.4

En forma inmediata se obtiene que el nimero de parejas en el mes n estd dado por una expresion del tipo
F,=F, »+F,_|,paran>3 con F| =1y F, =1, luego la respuesta al problema es el valor de F,, cuando
n = 12. Al extrapolar el problema para todo 7, la expresion obtenida define una sucesién recurrente.
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A la sucesién {F,} se le llama sucesién de Fibonacci y a los nimeros F, se les conoce como nimeros de
Fibonacci, los cuales tienen propiedades muy interesantes desde el punto de vista de la teoria de los nimeros,
escribamos algunas de ellas

. i+F+-+F=F—1

2. i+ FB+Fs o+ =Py

3. B+F+Fs 4 Fop=Fu—1
4. FE+F}+F} - +F}=FFyp

5. F2=Fy_1Fpp +(—1)"""

n

6. Los nimeros de Fibonacci consecutivos, es decir, F;, y Fy41, son primos entre si.

14+/5

Pero también existe una relacién muy estrecha entre los nimeros de Fibonacci y el nimero dureo ¢ = 7

donde destaca el hecho sorprendente de que

. EH—I
lim
n—eo [,

=0

Al nimero dureo también se le conoce como proporcién perfecta o durea, ya que surge de dividir un segmento
que sin pérdida de generalidad se puede considerar unitario en dos partes, de tal forma que la unidad sea a la
mads grande, llamémosla x, como x a 1 —x, es decir,

V5-1

lo cual nos lleva a la ecuacién x2+x—1=0, cuya solucién es x = — de donde se obtiene

proporcion que desde la antigua Grecia con el arquitecto Fidias, quien la us6 para disefiar el Partendn , se
siguié usando por pintores, arquitectos, escultores y musicos, en la elaboracién de algunas de sus obras, y
por los bidlogos en el estudio de la Naturaleza, en particular en taxonomia vegetal.
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<1 ‘ “rMor
/ /18

Figura 1.5

1 .6 Problema 5. Inversiones

(Véase [8]]). Consideremos una cantidad de dinero Dy que arroja un interés anual de 100%. ;Cudl es la
cantidad de dinero D al final de un aiio, si se considera que la reinversion es instantinea?
Si se considera que el dinero se reinvierte s6lo una vez al afio, entonces se obtiene D = Dy + Do = 2Dg. Al

1 1 1 1\?
invertirlo dos veces al afio, se obtiene Dy = Dg + EDO + 3 (Do + EDO) =Dy <1 + E) . Si se invierte tres

veces en el afio, se obtiene

D3=D +1D +1 D+1D +1 D+1D +1 D+1D =D 1+1 3
3=bLorz Lot 3| Pot3bo )+ Porsbot s | Pot3lo) =Ll 143

Entonces al invertirlo n veces en el afio, se obtiene D,, = Dy (1 + %)n

. . L . . . . 1\"
Por lo tanto si la reinversion es instantdnea se tiene que D = Dy lim (1 + —) .
n—yo0 n

De nuevo aqui aparece también una sucesion, en este caso {D, }, donde el término general de la sucesion es
n

1
o= (141)"
n

Como

n—oo n—oo

1 n
lim D, = lim (1 + —) = e~ 2.7182818284590452354
n

(este nimero, que se conoce como niimero e, es uno de los nimeros mas importantes no sélo en Matematicas
sino en la Ciencia en general, el cual es un nimero irracional y trascendente), entonces D = Dye.

1.7 Problema 6. curva de Koch.
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(Véase [6]) En las figuras 1.6—1.7 aparecen los primeros pasos de de un proceso infinito de construccion de
una curva que se conoce como curva de Koch en honor del matematico Niels Fabian Helge von Koch, y en
la figura 5 las primeras etapas de la construccién de una curva llamada curva copo de nieve, por su forma
caracteristica o también conocida como copo de nieve de Koch.

Figura 1.7 Curva copo de nieve

¢Cudl es la longitud de la curva de Koch si la longitud del segmento inicial es (?. ;Cudl es el drea encerrada
por la curva copo de nieve si el drea del triangulo original es Ay ?

En cada etapa de construccion de la curva de Koch, el nimero de segmentos que aparecen es igual a
174742a43a 74’1717

cada uno de ellos de longitud

Lt

17 ’32’337347“.’311’“.

W~

respectivamente. Por lo tanto su longitud es
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4 n—1
L=/1lim <) = "4oo"
n—oo \ 3

Para la curva copo de nieve, en cada etapa de su construccidn, al tridngulo inicial se le agregan sucesivamente
3,3 x4,3x4%,3x43,... 3x41 ..

tridngulos, cada uno de ellos de drea

Ap Ao Ao Ao Ao

37 ¥7 9737 977 Tty &7
respectivamente. Por lo tanto el area encerrada por la curva copo de nieve es

3 4 [4\? 4\" ! 8
A=Ag[1+20im [ 1+=+ (=) - 42 =2A
P +9+<9) +(9) 570

1.8 Problema 7. Triangulo de Sierpinski.

(Véase [15]) En la figura 1.8 estan los primeros pasos del proceso infinito de construccion del llamado tridngulo
de Sierpinski (Waclaw Sierpinski, matemadtico polaco (1882-1969)), cuya construcciéon se "hace" quitando
sucesivamente el tridngulo central de los tridngulos negros, a partir de un tridngulo dado.

Figura 1.8
(Cudl es el drea encerrada por el tridngulo de Sierpinski si el tridangulo inicial tiene drea 1?

Al tridngulo original se le van quitando sucesivamente
2 23 -1
1,3,32,3% ... 31 ...

tridngulos, cada uno de ellos con un drea igual a



10 Revista digital Matemética, Educacioén e Internet (www.cidse.itcr.ac.ct/revistamate/). Vol 12, No 1. Agosto — Febrero 2012.

respectivamente. Por lo tanto
1 3, (3\° 3\""!
A_1—4r}grolo<1+4+(4) +~~~+<4) =0.

1.9 Problema 8. Tapete de Sierpinski

(Véase [3]]) En la figura 1.9 estdn los primeros pasos de un proceso infinito de construccién del llamado tapete
de Sierpinski, cuya construccidon se "hace" quitando sucesivamente el cuadrado central de los cuadrados
negros, a partir de un cuadrado inicial.

L]
L.

-

SR BE RS BN IS B B BN
LN B B B BN

Figura 1.9 Tapete de Sierpinski.

¢Cudl es el drea del tapete de Sierpinski, si el drea del cuadrado inicial es 1?
En este caso  al cuadrado inicial se le van quitando sucesivamente
2 @3 ~1
1,8,82,8% ....8" 1 ...

cuadrados, cada uno de ellos con un 4drea igual a

1 1 1 1
7972797379747"'79,,"”

O | —

respectivamente. Por lo tanto
1 8 8\’ 8\""!
A—l—9nh_r>13°<l+9+<9) +-~+<9) =0

1 . 10 Problema 9. Esponja de Menger

. (Véase [6]) En la figura 1.10 se ilustran los primeros pasos de un proceso infinito de construccién de la
Ilamada esponja de Menger (Karl Menger 1840-1921, matemadtico austriaco), cuya construccién se "hace"
quitando sucesivamente el bloque central de cubos respecto de cada cara, a partir de un cubo inicial.
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— — . o e irgisiic]

Figura 1.10 Esponja de Menger.

¢Cudl es el volumen de la esponja de Menger si el volumen del cubo inicial es 1?

Aqui, al cubo inicial se le van quitando sucesivamente

7,7 % (20),7 x (20)*,7 x (20)%,---, 7 x (20)"~ ", ...

cubos, cada uno de ellos con un volumen igual a

1 1 1 1 1

21 272 27 et

respectivamente. Por lo tanto

7 20 [/20\2 20\""!
:1_71 1 - - - P = 0.
v 27&2( +27+<27> * +(27> 0

1. 1 1 Problema 10. Conjunto de Cantor

Problema 10. (Véase [3]]) En la figura 1.11 aparecen los primeros pasos del proceso infinito de construccién
de un conjunto que se conoce como conjunto de Cantor, en honor del matemdtico alemdn George Cantor
(1845-1918), cuya construccién se "hace" quitando el segmento central sin sus extremos de los tres que
resultan al dividir un segmento dado en tres partes iguales y después sucesivamente se aplica el mismo
procedimiento con los segmentos que van sobreviviendo.
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— * e 2=1

- . * - mm =2

EE EN * Em mm 23

mm mn * nn un n=4
.

Figura 1.11 Conjunto de Cantor.

¢Cudl es la longitud del conjunto de Cantor si la longitud del segmento original es 1?
En cada etapa de la construccién del conjunto de Cantor, al segmento inicial sucesivamente se le quitan

1,2,22,23 ... 21 ..

segmentos, cada uno de ellos de longitud igual a

1 1 1 1
7?73?5?5'“73”7"'

W | =

respectivamente.
Por lo tanto la longitud del conjunto de Cantor es

1 2 /2\? 2\"!
:1_71' 1 — — e —_ = 0.
I=1-3m +3+(3>+ +(3> 0

En los cinco problemas finales aparecen objetos que a todas las escalas posibles se ven idénticos al objeto mas
grande, es decir, a diferentes escalas y en cualquier punto del objeto aparecen una y otra vez copias del objeto.
Este tipo de entes geométricos, que entre otras, tienen la propiedad de que su dimensién no necesariamente

es un nimero entero, se conocen como fractales autosemejantes.

En los tdltimos 5 problemas ya no se hizo un énfasis explicito en las sucesiones que aparecen al resolverlos
para no ser redundantes, pero como se ve, algunas de ellas son parecidas a las que aparecen en los problemas

anteriores

1 . 1 2 Dimension fractal.

En la figura 1.12 aparecen los elementos caracteristicos (un segmento, un drea y un volumen) de los espacios

topoldgicos de dimension 1, 2 y 3 respectivamente.
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D=1 D=2 D=3
F
=1 |
H=1
H=1
H=1
F
=3 —— 1
H=2 -
-4
H=5
fu -
N=3 i
N=3 H=2T

Figura 1.12 Dimension topoldgica.

Si los segmentos en cada una de las dimensiones D =1, D=2 y D=3 se dividen en un nimero ide partes
iguales, el nimero N de figuras iguales (segmentos, cuadrados o cubos) que se obtiene en cada caso es

N=i".
De la expresion anterior se deduce en forma inmediata que
InN

D=—-

Ini

Motivado por este hecho se generaliza el concepto de dimension de autosemejanza o dimension fractal para
objetos como los que se obtienen en los dltimos cinco problemas, a través de la férmula

__ InN

T Ini
Para cada uno de los fractales autosemejantes obtenidos en los cinco problemas dltimos, después de identificar
en cada caso cual es el valor de i y de N se obtiene:

1
1. Para la curva de Koch se tiene que i =3 y N = 4, por lo que su dimensién es D = ln—3 ~1.2619
n

2. En el triangulo de Sierpinski, los valores correspondientes son i =2 y N = 3, en consecuencia su
dimensién es

In3
D= — ~1.5850
In2
3. En el tapete de Sierpinski los valores son i =3 y N = §, por lo tanto su dimension es
In8
D=— ~1.8928
In3

4. Para la esponja de Menger se tiene que i = 3 y N = 20, por lo tanto el valor que se obtiene para su
dimension es

In2!
p=120 57268
In3
5. Mientras que para el conjunto de Cantor, como i =3 y N = 2, en consecuencia su dimension es
In2
D= = ~0.6309

In3
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