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Resumen. Se presenta el problema original de la Reina Dido y se hace un recuento de los intentos de solucién del problema
isoperimétrico a lo largo de muchos siglos.
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Abstract. The Queen’s Dido original problem is discussed. It is shown some of the solutions attemps to the isoperimetric
problem through many centuries.

KeyWords: Queen Dido, the isoperimetric problem , calculus of variations

1.1 Introducciéon

El origen de las leyendas sobre Dido o Elisa hay que buscarlo en la migracion fenicia y su establecimiento en el
norte de Africa. Al morir Muto, rey de Tiro, el trono pas6 a su hijo Pigmalién, hermano de Dido o Elisa, que se
habia casado con Sicarbas o Siqueo, tio suyo y sacerdote del templo del dios Melqart. Pigmalién deseaba los tesoros
de este templo, por lo que decidié dar muerte a Siqueo. Dido tuvo tiempo de reunir a un grupo de tirios hostiles
al rey y escapar con ellos, llevandose en las naves las riquezas de su esposo asesinado, e incluso las de su hermano.
Estos acontecimientos ocurrieron probablemente alrededor del siglo XIII A.C.

Al llegar a Chipre, los comparieros de Dido secuestraron a ochenta jévenes del templo de Afrodita, y las hicieron
sus esposas. Abandonaron la isla y se dirigieron al norte de Africa. Fundaron la ciudad de Cartago, y Dido se hizo
su reina. Sobre la fundacién de Cartago, Virgilio cuenta un episodio que se relaciona con un cuento popular en la
Eneida.

Elisa lleg6 a las costas de Africa, donde vivian los gétulos una tribu de libios cuyo rey era Jarbas. Pidi6 hospitali-
dad y un trozo de tierra para instalarse en ella con su séquito. Jarbas le expuso que le daria tanta tierra como ella
pudiera abarcar con una piel de buey. Elisa, a fin de que la piel abarcara la maxima tierra posible, la hizo cortar
finas tiras y asi consiguié circunscribir un extenso perimetro. Tras esto hizo erigir una fortaleza llamada Birsa, que
mas tarde se convirti6 en la ciudad de Cartago o Qart-Hadash (que en fenicio significaba "Ciudad Nueva"), sobre
un promontorio existente entre el lago de Ttinez y la laguna Sebkah er-Riana, que desembocaba en mar abierto.
Instaurada como soberana de la ciudadela, recibié de los habitantes el nombre de Dido. Dido es sin duda una mujer
excepcional.
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En las excavaciones arqueolégicas se ve la forma semicircular de Cartago original, en La Eneida de Virgilio se lee el
famoso texto:

Se van por el mar

las riquezas del avaro Pigmalién; una mujer dirige la empresa.
Llegaron a estos lugares, donde ahora de enormes murallas
y nace el alcazar de una joven Cartago,

y compraron el suelo, que por esto llamaron Birsa,

cuanto pudieron rodear con una piel de toro.

En la imagen siguiente se aprecia la forma de la ciudad originaria

Dido dedujo correctamente que entre todas las figuras con un perimetro dado el circulo encerraba la mayor area, de
esta manera aparece el primer problema isoperimétrico conocido. ;Cémo sabia Dido la solucién a este problema?
Posiblemente de manera empirica, pues pasaron muchos siglos antes de tener una demostracién plausible.
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1.2  Problema Isoperimétrico

Isoperimétrico significa con el mismo perimetro. Desde el punto de vista matematico, encontramos en los Ele-
mentos de Euclides (alrededor del 300 AC) la demostraciéon que entre todos los rectangulos del mismo perimetro
el que encierra la mayor 4rea es el cuadrado. También, varios autores desde la antigiiedad especularon sobre las
propiedades optimales de los paneles de abeja. En dos dimensiones, Carl F. Gauss demostré que la manera de
disponer circulos idénticos de modo que tengan la mayor densidad corresponde a un ordenamiento hexagonal, en
el cual los circulos son tangentes entre si, y sus centros se ubican en los vértices de una red hexagonal (panal de
abejas).

Hay matemadticos griegos de la antigiiedad que se ocuparon de estos problemas de la isoperimetria citemos al-
gunos de ellos:

Zenodoro quien vivié entre el 200 ac y el 400 ac en Atenas, se refirié al tema en un ensayo, ahora perdido:
Sobre las figuras isoperimétricas, Ptolomeo (cerca 90DC, 168 DC) cita este trabajo, esto lo conocemos por Theon
deAlejandria (c. 335DC- 405 DC), quien escribié un comentario sobre el trabajo de Ptolomeo, en el cual se hace
referencia a Zenodoro. Theon es el padre de Hipatia a quien analicé brevemente en el articulo: "Seis mujeres
matemadticas del siglo V AC al siglo XVIII"

http://www.tecdigital.itcr.ac.cr/revistamatematica/HistoriaMatematica/HistoriaMv3nl002/pagl.htm

De Zenodoro podemos rescatar algunos resultados muy interesantes, que se pueden resolver con geometria ele-
mental:

1. Dados dos poligonos regulares con el mismo perimetro, el que tiene mas angulos tiene el 4rea mayor.
2. El circulo tiene un drea mayor que cualquier poligono regular con el mismo perimetro.
3. Entre los poligonos con el mismo nimero de lados e igual perimetro el poligono regular tiene el drea mayor.

4. Dados dos triangulos con la misma base y el mismo perimetro, el tridngulo isdsceles tiene el drea mayor.

Al-Kindi, un matemadtico drabe, escribi6 en el siglo IX un tratado: "De figuras isoperimétricas y de isopifanias, es
decir de s6lidos de superficie lateral igual.”

Existe también un tratado perdido de Al-Hasan ibn al Haytham (965DC- 1039 DC).

Abu Ja’far al-Khazin, comentando sobre el Almagesto de Ptolomeo en el siglo X, el cual generaliz6 los trabajos
anteriores.

Johannes de Sacrobosco (Johann of Holywood, c. 1195DC- 1256 DC), un académico y astrénomo inglés, escribi6 el
Tractatus de Sphaera.

Un comentario sobre este trabajo de Sacrobosco, relacionado especialmente con la isoperimetria, se puede encon-
trar en la monografia "Dos nuevas ciencias" de Galileo Galilei publicado en 1638 por Luis Elzevir, tltima obra del
Maestro publicada, en la que resume su pensamiento cientifico. Para algunos estudiosos de Galileo es su trabajo
mds importante.

El circulo es media proporcional entre dos poligonos regulares cualesquiera, semejantes entre si, uno de los cuales le
esté circunscrito y el otro le sea isoperimetro. Ademas, siendo (el 4rea del circulo) menor que todos los circunscritos,
aquellos que tienen mas dngulos son menores que los que tienen menos , inversamente, de todos los isoperimetros,
los que tienen mas angulos son los mayores.
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Observemos que el problema de la isoperimetria es un problema de méximos y minimos que requiere para su
planteamiento y solucién un lenguaje mas sofisticado y preciso, ahora es el capitulo primero de lo que llamamos
Célculo de Variaciones.

Con la aparicién del calculo integral y diferencial surgen intentos demostrar formalmente el problema asi tenemos
nombres muy conocidos:

Los hermanos Bernoulli Jakob y Johann se disputaban la solucién acuséndose de que el otro estaba equivocado.
i Ah el amor fraterno!, ambos hicieron aportes importantes., una referencia a esta ilustrisima familia se encuen-
tra en mi articulo http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/HistoriaMatematica/Historiav4n3/
LosBernoulli.htm.

En el siglo XIX el geémetra suizo Jakob Steiner (1796-1863) da una supuesta solucién completa al problema
de Dido, de hecho presenta cinco. Steiner murié convencido de que sus demostraciones eran correctas. Estaba
equivocado.

Jakob Steiner atacé el problema isoperimétrico cldsico usando herramientas geomeétricas directas, las cuales fueron
muy sugerentes e instructivas, y condujeron a muchos desarrollos posteriores. Su error fundamental consistié en
asumir la existencia de la solucién al problema La conferencia del distinguido profesor Richard Tapia muestra
en las paginas 20 — 22 el trabajo y errores de Steiner, al final de la pagina 22 indica un medio para lograr una
demostracién correcta.

http://www.caam.rice.edu/~rat/cv/tapia_euler.pdf

El profesor Luis Alias de la Universidad Murcia, Espafia, tiene un trabajo muy interesante en que de manera ex-
plicita clarifica los problemas al asumir la existencia de soluciones, se puede leer en

http://edu. jccm.es/ies/4dhellin/Matematicas/ProyectoForMate/ProyectoForMate0607/LuisJAlias2007.pdf

Alrededor del ltimo tercio del siglo XIX , Karl Weierstrass se dio cuenta que podian presentarse problemas, con
el método de Steiner al no contar siempre con funciones extremales. De hecho Weierstrass mantenia una polémica
con Steiner, pues este no le daba mucho valor al andlisis matemético ni a los analistas mateméticos. En 1879 en una
de sus conferencias sobre cédlculo de variaciones presenta una solucién completa al problema de Dido. Al respecto
Weierstrass manifiesta lo siguiente:

Es conveniente una discusién detallada de este problema, dado que Steiner es de la opinién que los métodos del
célculo variacional no son suficientes para dar una demostracién total del problema , pero el célculo de variaciones
si estd en condiciones de ofrecer una demostracion completa , como lo mostraré mds adelante. Incluso presentaré
la existencia de maximos cosa que no puede hacer Steiner

En 1902 Hurwitz discipulo de Weierstrass, da una solucién muy sencilla usando series de Fouier.
En 1910 Caratheodory da una demostraciéon completa del problema de Dido usando los métodos de Steiner usando
una modificacién de lo que llamamos procesos de simetrizacién de Steiner.

No podemos dejar de mencionar que Newton estudié por primera en los tiempos recientes un problema de esta
naturaleza, de mdximos y minimos: Newton traté de determinar la forma mds aerodindmica posible de una
superficie de revolucion es decir la que presente menor resistencia al movimiento.

Un problema elemental isoperimétrico es el siguiente: Demostrar que en la familia de todos los tridngulos con el
mismo perimetro el equilétero es el que tiene el drea mayor.

Enhttp://revistas.utp.edu.co/index.php/revistaciencia/article/download/497/243 se presenta una demostra-
cién rigurosa sin usar el calculo de variaciones, se recurre a la férmula de Heron y a la llamada desigualdad
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isoperimétrica. Sus autores son los matematicos Carlos Escudero, Yuri Poveda y Edgar Valencia todos de la Uni-
versidad de Pereira, Colombia.

El distinguido matematico Srinivasan Kesavan en sus notas sobre Analisis de Fourier presenta la demostracion
clésica del problema isoperimétrico usando series de Fourier, en la liga.

http://www.math.iitb.ac.in/atm/afs106/kesavan.pdf

se puede leer la demostracion.

Los nombres de casi todos los mateméticos y matematicas distinguidos de los tltimos 300 afios estan ligados a
algin problema que se refiere a temas de maximos y minimos, en ocasiones en contextos muy generales.

Esta mujer extraordinaria Dido abrié unas puertas que estdn muy lejos de cerrarse, iluminé con su luz el hermoso
edificio de las matematicas.

El calculo de variaciones se ha desarrollado muchisimo y ha sido un factor importante en la evolucién de la

geometria diferencial moderna y multiples tépicos en Andlisis Funcional. Es una herramienta fundamental en
matematica aplicada.
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